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Resumen

Este trabajo describe la teoría básica de las fracciones continuas y la aplica a diversos
ejemplos de series numéricas. Concretamente, todos los capítulos excepto el sexto incorporan la
evaluación o el estudio analítico de algunas series. A pesar de que la relación con el análisis no
es demasiado conocida, tiene raíces clásicas y en nuestro trabajo se materializa en un ejemplo,
que denominamos la serie cotangente. La distribución de los contenidos es como sigue. Tras un
primer capítulo en el que se introduce la notación y las de�niciones básicas, se dedica un segundo
capítulo al criterio clásico para la periodicidad y un tercero a las propiedades de aproximación.
Con ello se cubre la teoría fundamental de las fracciones continuas. Los capítulos cuarto y
quinto se destinan, respectivamente, a la evaluación de la serie cotangente en puntos especiales
y a la caracterización completa de su convergencia, que es la parte más complicada del trabajo.
Finalmente, se termina con un capítulo más breve que incluye una prueba extremadamente
corta de la fracción continua del número e.

Abstract

The present thesis describes the basic theory of continued fractions, and applies it to a
wide variety of numerical series. In particular, every chapter, except for the sixth, includes
the evaluation or the analytical study of some series. Despite not being widely known, the
relationship with analysis has classic roots and in our thesis this manifests in an example,
which we call the contangent series. The content distribution is as follows. After a �rst chapter
in which the notation and basic de�nitions are introduced, the second chapter focuses on the
classic criteria for periodicity, while the third one covers the approximation properties. This
concludes the fundamental theory of continued fractions. In the fourth and �fth chapter, this
work respectively deals with the evaluation of the cotangent series in special points and the
complete characterization of its convergence, being this the most complex part of the thesis.
Ultimately, a briefer chapter including an extremely short proof of the continued fraction of
the number e, completes the work.
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CAPÍTULO 1

Propiedades y de�niciones básicas

Una fracción continua es una expresión de la forma

a0 +
1

a1 +
1

a2 + . . .

con a0 ∈ Z y aj ∈ Z+ para j > 0.

Si esta expresión termina en cierto an, hablamos de fracciones continuas �nitas, y en caso
contrario, de fracciones continuas in�nitas. Es poco común ver una expresión como la que
acabamos de mostrar, puesto que se emplean notaciones más oportunas. La clásica y la moderna
son, respectivamente,

a0 +
1

a1+

1

a2+
. . . y [a0, a1, a2, . . . ].

Será esta última, la moderna, la que se empleará a lo largo de este trabajo. Siguiendo esta
notación, para el caso �nito, y aunque los aj sean enteros, podemos tratar el corchete como una
función real de su último argumento. Veamos alguna de sus propiedades, que nos serán útiles
más adelante.

Lema 1. Sea f(x) = [a0, a1, . . . , an, x]. Se cumple que{
ĺım
x→∞

f(x) = [a0, a1, a2, . . . , an],(1.1a)

ĺım
x→0

f(x) = [a0, a1, a2, . . . , an−1].(1.1b)

La demostración es trivial, así que no nos detendremos mucho aquí. Basta con observar que,
expresando la fracción de la forma canónica, esto es

a0 +
1

a1 +
1

. . .
an−1 +

1

an +
1

x

,

se observa fácilmente que ĺımx→∞
1
x = 0, y se tiene así (1.1a). Por otro lado, ĺımx→0

1
an+

1
x

= 0,

obteniéndose (1.1b).
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2 Propiedades y de�niciones básicas

El numerador y el denominador de [a0, . . . , an], como fracción irreducible (tomando deno-
minador positivo), se denotan habitualmente como pn y qn. Es decir,

p0
q0

= [a0],
p1
q1

= [a0, a1],
p2
q2

= [a0, a1, a2],
p3
q3

= [a0, a1, a2, a3], . . .

Estas fracciones pn/qn son las denominadas convergentes de la fracción continua. Es fácil ob-
servar que p0 = a0, q0 = 1, p1 = a0a1 + 1, q1 = a1.

Algo muy útil e interesante es la relación que hay entre las fracciones continuas y las matrices
enteras 2× 2 de determinante ±1 (las únicas con matriz inversa entera). Sea x ∈ R, de�nimos

γ(x) =
ax+ b

cx+ d
, para γ =

(
a b
c d

)
con det(γ) = ±1.

La aplicación es una Transformación de Möbius, y es compatible con el producto matricial,
puesto que (γ1γ2)(x) = γ1

(
γ2(x)

)
. Esto se deriva del propio desarrollo de ambos lados de la

igualdad, de modo que no nos desviaremos en ello. Lo importante es observar que la relación
con las fracciones continuas viene de que(

a 1
1 0

)
(x) = a+

1

x
implica [a0, a1, . . . , an, x] =

(
a0 1
1 0

)(
a1 1
1 0

)
· · ·
(
an 1
1 0

)
(x).

Teorema 1. Se cumple que(
a0 1
1 0

)(
a1 1
1 0

)
· · ·
(
an 1
1 0

)
=

(
pn pn−1

qn qn−1

)
.

Demostración. Sean q, r, s, t ∈ Z tales que

(1.2)

(
a0 1
1 0

)(
a1 1
1 0

)
· · ·
(
an 1
1 0

)
=

(
q r
s t

)
.

Dado x ∈ R, debe cumplirse

[a0, a1, . . . , an, x] =

(
a0 1
1 0

)(
a1 1
1 0

)
· · ·
(
an 1
1 0

)
(x) =

(
q r
s t

)
(x).

Aplicando (1.1a), tenemos

q

s
= ĺım

x→∞

(
q r
s t

)
(x) = [a0, a1, . . . , an] =

pn
qn

.

Y, aplicando (1.1b)

r

t
= ĺım

x→0

(
q r
s t

)
(x) = [a0, a1, . . . , an−1] =

pn−1

qn−1
.

Solo queda, por tanto, que las correspondientes fracciones sean irreducibles. Esto se sigue
de (1.2), puesto que un factor común dividiría al determinante del primer miembro, cuyo valor
absoluto es 1. Así concluye la prueba.
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El Teorema 1 nos permite dar demostración a diversos resultados (véanse [5, Th. 1.1] y [5,
Th. 1.2]):

Teorema 2. Se cumplen las propiedades
1. pn = anpn−1 + pn−2 para n ≥ 2,

2. qn = anqn−1 + qn−2 para n ≥ 2,

3. qnpn−1 − pnqn−1 = (−1)n para n ≥ 1.

Nota: A veces de�nimos p−1 = 1, q−1 = 0, para que las dos primeras propiedades del
teorema se cumplan para n ≥ 1. Así, la convergente −1 sería formalmente ∞.

Demostración. Empecemos por 1 y 2. Utilizando el Teorema 1 con n = m− 1, se tiene(
a0 1
1 0

)(
a1 1
1 0

)
· · ·
(
am−1 1
1 0

)
=

(
pm−1 pm−2

qm−1 qm−2

)
. Luego(

pm pm−1

qm qm−1

)
=

(
a0 1
1 0

)(
a1 1
1 0

)
· · ·
(
am−1 1
1 0

)(
am 1
1 0

)

=

(
pm−1 pm−2

qm−1 qm−2

)(
am 1
1 0

)
=

(
anpm−1 + pm−2 pm−1

amqm−1 + qm−2 qm−1

)
para n ≥ 2.

Y obtenemos lo buscado. Para la demostración de 3, basta con observar

(−1)n+1 =

∣∣∣∣a0 1
1 0

∣∣∣∣ · ∣∣∣∣a1 1
1 0

∣∣∣∣ · · · ∣∣∣∣an 1
1 0

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣pn pn−1

qn qn−1

∣∣∣∣ = pnqn−1 − qnpn−1.

Por tanto, (−1)n = qnpn−1 − pnqn−1, y esto concluye el resultado.

Pasamos ahora a probar otro resultado muy relevante de la teoría de las fracciones continuas.

Teorema 3. Toda fracción continua in�nita converge. Es decir, para cualquier sucesión {an}∞n=0

con a0 ∈ Z, an ∈ Z+, si n > 0, existe un α ∈ R tal que ĺımn→∞[a0, a1, . . . , an] = α.

Demostración. Sea la sucesión de intervalos cerrados encajados [p2n/q2n, p2n+1/q2n+1]. Son en-
cajados porque de la tercera igualdad del Teorema 2 se deduce que la sucesión de convergentes
de índice par es creciente; y la de índice impar, decreciente. Se puede observar que

p2n+1

q2n+1
− p2n

q2n
=

p2n+1q2n − p2nq2n+1

q2n+1q2n
=

(−1)2n+2

q2n+1q2n
=

1

q2n+1q2n
.

De qn = anqn−1 + qn−2 deducimos que qn ≥ qn−1 + qn−2 y por tanto qn ≥ qn−1 para n > 0.
Aplicando de nuevo esto último, obtenemos qn ≥ 2qn−2 si n > 0. Por tanto,

ĺım
n→∞

qn ≥ ĺım
n→∞

2nq0 = ĺım
n→∞

2n = ∞.

Concluimos que ĺımn→∞ 1/(q2n+1q2n) = 0, luego la longitud de los intervalos encajados tiende
a cero. Por tanto, aplicamos el Principio de los Intervalos Encajados para concluir que

ĺım
n→∞

[a0, a1, . . . , an] = ĺım
n→∞

pn
qn

= α, para algún α ∈ R.

Es decir, toda fracción continua in�nita converge.



4 Propiedades y de�niciones básicas

Procedemos ahora a explicar un algoritmo para escribir cualquier número, racional o irra-
cional, como fracción continua (véase [3, Cap. 10.6]).

Sea α ∈ R, empezamos en α0 = α y a0 = ⌊α0⌋, siendo ⌊x⌋ la parte entera de x. Es decir,
α = a0 + {α}, 0 ≤ {α} < 1. Consideramos la recurrencia

αn+1 =
1

{αn}
, an+1 = ⌊αn+1⌋,

de forma que, en cada paso, obtenemos [a0, . . . , an−1, αn]. Si α ∈ Q, para algún n, αn = an,
es decir, αn ∈ Z, porque el denominador va decreciendo, llegando así a una fracción continua
�nita. Si α ̸∈ Q, es evidente que αn ̸∈ Q y el proceso se prolonga inde�nidamente (fracción
continua in�nita). Por tanto, a partir de este algoritmo, podemos a�rmar lo siguiente:

Teorema 4. Todo α ∈ R admite un desarrollo en fracción continua, que será �nita si y solo

si α ∈ Q.

Una buena forma de trabajar con un algoritmo es programarlo en un software de matemá-
ticas, como SageMath. Aunque SageMath tiene funciones nativas sobre fracciones continuas, el
código que se exhibe en este trabajo es original y puede ser extendido a otros lenguajes, que no
posean tales funciones. Dicho código nos permitirá escribir la fracción continua de un número
racional, así como aproximar un número irracional (con control de error) mediante (parte de)
su desarrollo en fracción continua. Puede encontrarse en el apéndice.

Conocido este algoritmo, es muy fácil hallar la fracción continua de un número racional. Por
ejemplo, la de 7/10 es [0, 1, 2, 3], y sus convergentes, p0/q0 = 0; p1/q1 = 1; p2/q2 = 2/3; p3/q3 =
7/10. Aplicando el algoritmo a −2/5, vemos que su fracción continua es −2/5 = [−1, 1, 1, 2], y
sus convergentes, p0/q0 = −1; p1/q1 = 0; p2/q2 = −1/2; p3/q3 = −2/5.

Una aplicación muy interesante de las fracciones continuas es su capacidad para aproximar
números irracionales. Por ejemplo, para π, las primeras convergentes son:

p0
q0

= 3;
p1
q1

=
22

7
;

p2
q2

=
333

106
;

aproximando respectivamente con errores e0 ≈ 0,14159265; e1 ≈ 0,00126448; e2 ≈ 8,32196E−5.

Para el número e, se tiene

p0
q0

= 2;
p1
q1

= 3;
p2
q2

=
8

3
;

aproximando respectivamente con errores e0 ≈ 0,71828182; e1 ≈ 0,28171817; e2 ≈ 0,05161516.
Además, se necesitan tan solo 8 iteraciones del algoritmo para llegar a un error menor que 10−5.

Busquemos, ahora, dar la fracción continua de otro número irracional: La razón áurea
r = 1

2

(
1 +

√
5
)
.

El resultado se deriva de la relación r = 1 + 1
r . Comprobemos que esta identidad es cierta:

1 +
1

r
=

1 + r

r
=

3 +
√
5

1 +
√
5
=

(
3 +

√
5
) (

1−
√
5
)

−4
=

1 +
√
5

2
= r.
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Aplicando este resultado, se tiene que

r = 1 +
1

r
= 1 +

1

1 +
1

r

= 1 +
1

1 +
1

1 +
1

r

= · · · = 1 +
1

1 +
1

1 +
1

. . .

.

Luego la fracción continua que buscamos es r = [1, 1, 1, 1, ...].

Teorema 5. Sea r = 1+
√
5

2 . Su (n-ésima) convergente es pn
qn

= Fn+2

Fn+1
, donde Fn = Fn−1+Fn−2,

con F0 = 0, F1 = 1, los números de Fibonacci.

Demostración. Como a0 = a1 = a2 = · · · = 1, observamos que p−1 = 1, q−1 = 0; p0 = a0 = 1,
q0 = 1; p1 = a0a1 + 1 = 2, q1 = a1 = 1. Aplicándolo al Teorema 2, se tiene lo siguiente:{

1. pn = pn−1 + pn−2, para n ≥ 2,

2. qn = qn−1 + qn−2, para n ≥ 2.

De aquí concluimos que pn = qn+1, pues las recurrencias son las mismas, pero con las condiciones
iniciales desplazadas. Análogamente, podemos concluir que qn = Fn+1. Por tanto, efectivamente
se cumple que Fn+2

Fn+1
= pn

qn
.

Vamos a utilizar lo que hemos visto hasta ahora para evaluar una serie.

Teorema 6. Los números de Fibonacci, Fk, veri�can

1−
√
5

2
=

∞∑
k=1

(−1)k

FkFk+1
.

Para probar el resultado, demostraremos un resultado auxiliar.

Lema 2. Se veri�ca

pn
qn

= a0 +

n∑
k=1

(−1)k−1

qk−1qk
.

Demostración. Basta con observar que

pk
qk

− pk−1

qk−1
=

pkqk−1 − pk−1qk
qkqk−1

=
Teorema 2

(−1)k−1

qkqk−1
.

Por tanto,

pn
qn

=
p0
q0

+

n∑
k=1

pk
qk

− pk−1

qk−1
= a0 +

n∑
k=1

(−1)k−1

qkqk−1
,

y esto concluye el resultado.

Pasamos, pues, a la demostración del Teorema 6.



6 Propiedades y de�niciones básicas

Demostración. Sea r = 1+
√
5

2 . A partir del Lema 2, y aproximando r por sus (n-ésimas) con-
vergentes, se tiene que

pn
qn

= a0 +
n∑

k=1

(−1)k−1

qk−1qk
= 1 +

n∑
k=1

(−1)k−1

FkFk+1
.

De modo que

r =
1 +

√
5

2
= ĺım

n→∞

pn
qn

= 1 +

∞∑
k=1

(−1)k−1

FkFk+1
,

y obtenemos

1−
√
5

2
=

∞∑
k=1

(−1)k

FkFk+1
,

como buscábamos.



CAPÍTULO 2

Periodicidad e irracionales cuadráticos

Aunque el algoritmo, en general, no parece mostrar ningún patrón, hay algunos números,
como

√
2 o incluso e para los cuales, experimentalmente, podemos encontrar patrones para sus

cocientes parciales (los an).

De hecho, todos los irracionales cuadráticos reales siguen un determinado patrón. Esto es,
los números que resuelven ecuaciones ax2 + bx+ c = 0 con a, b, c ∈ Z, o lo que es lo mismo, los
de la forma A+B

√
D con A,B ∈ Q, D ∈ Z+ donde B ̸= 0 y D no es un cuadrado perfecto.

Escribiremos las fracciones continuas periódicas como α = [a0, a1, . . . , am−1, am, . . . , am+k−1]
donde identi�camos el periodo mediante una barra. Es decir, se cumple que an = an+k ∀n ≥ m,
para algún k ∈ Z+ que habitualmente se escoge mínimo. Vamos a ver que cada fracción de este
tipo se corresponde unívocamente con un irracional cuadrático.

Proposición 1. Sea α = [a0, a1, . . . , am−1, am, . . . , am+k−1] una fracción continua periódica.

Entonces, α es un irracional cuadrático.

Demostración. Empecemos suponiendo que la fracción es periódica pura. Esto es,

α = [a1, a2, . . . , an−1] = [a1, a2, . . . , an−1, α].

Tenemos, por tanto, que

α =
pn
qn

=
αpn−1 + pn−2

αqn−1 + qn−2
.

De modo que α resuelve

x =
xpn−1 + pn−2

xqn−1 + qn−2
⇐⇒ qn−1x

2 + (qn−2 − pn−1)x− pn−2 = 0.

Luego claramente α es un irracional cuadrático. Sabemos que α no es racional porque la
fracción continua es in�nita.

¾Qué ocurre si la fracción continua β es periódica pero no periódica pura? Entonces, pode-
mos escribir β = [a0, . . . , an0 , α]. De modo que

β =
αpn0 + pn0−1

αqn0 + qn0−1
=

(
A+B

√
D
)
pn0 + pn0−1(

A+B
√
D
)
qn0 + qn0−1

7
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para ciertos A,B ∈ Q, D ∈ Z+ donde B ̸= 0 y D no es un cuadrado perfecto. Claramente
β ∈ Q(

√
D) porque Q(

√
D) es un cuerpo. De nuevo, β debe ser irracional porque la fracción

continua no es �nita. Concluimos que β es irracional cuadrático.

El recíproco es algo más difícil de probar, y se le denomina Teorema de Lagrange. Antes de
pasar a su prueba, veremos algunos ejemplos de que, efectivamente, los irracionales cuadráticos
pueden escribirse como fracciones continuas periódicas. Para ello, usaremos el algoritmo que
previamente explicamos, racionalizando los coe�cientes.

Por ejemplo, para α =
√
2 el algoritmo es

α0 =
√
2 ⇒ a0 = 1, α1 =

1√
2− 1

=
√
2 + 1 ⇒ a1 = 2, α2 =

1√
2− 1

. . .

y como α1 = α2, se tiene
√
2 = [1, 2, 2, 2, . . . ]. Por otra parte, vimos que la fracción continua

de la razón áurea 1
2(1 +

√
5) es [1, 1, 1, . . . ]. El caso α = 3+

√
21

2 se seguiría así:

α0 =
3 +

√
21

2
⇒ a0 = 3, α1 =

1
3+

√
21

2 − 3
=

3 +
√
21

6
⇒ a1 = 1,

α2 =
1

3+
√
21

6 − 1
=

3 +
√
21

2
= α. Concluimos que α = [3, 1, 3, 1, . . . ].

De forma más general, tratemos los números de las formas
√
n2 + 1 y n+

√
n2 + n, n ∈ Z+.

Proposición 2. Sea α =
√
n2 + 1, n ∈ Z+; entonces, α = [n, 2n, 2n, 2n, ...]. En cambio, si

α = n+
√
n2 + n, se tiene que α = [2n, 2, 2n, 2, ...].

Demostración. Sea α =
√
n2 + 1, n ∈ Z+. Como ∀n ≥ 1 se tiene que n2 ≤ α2 = n2 + 1 <

(n+ 1)2, se cumple que n ≤ α < n+ 1. De modo que a0 = [α0] = n. Aplicando el algoritmo,

α1 =
1√

n2 + 1− n
= α+ n ⇒ a2 =

⌊
n+

√
n2 + 1

⌋
= 2n,

α2 =
1√

n2 + 1− n
=
√
n2 + 1 + n = α1.

Como α2 = α1, se concluye que α = [n, 2n, 2n, 2n, . . . ].

Ahora, sea α = n +
√
n2 + n. ¾Cuál es la parte entera de β =

√
n2 + n? Se cumple que

n2 ≤ β2 = n2 + n ≤ n2 + 2n < (n+ 1)2. Luego n ≤ ⌊β⌋ < n + 1, y concluimos que ⌊β⌋ = n.
Por tanto, a0 = ⌊α⌋ = ⌊n+

√
n2 + n⌋ = 2n, pues n ∈ Z+. Aplicando el algoritmo,

α1 =
1√

n2 + n− n
= 1 +

√
1 + 1/n ⇒ a1 = 2, α2 =

1√
1 + 1/n− 1

= n+
√
n2 + n = α.

Donde hemos aplicado 2 ≤ 1 +
√

1 + 1/n ≤ 1 +
√
3/2 < 3 para a�rmar a1 = 2. Por tanto,

concluimos que α = [2n, 2, 2n, 2, . . . ].

Como vemos, en todos los casos anteriores hemos obtenido fracciones continuas periódicas.
Parece, pues, que tiene sentido intentar probar el recíproco de la Proposición 1. Seguiremos la
demostración recogida en [1].
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Teorema de Lagrange. Todo número irracional cuadrático tiene una fracción continua que

es periódica.

Demostración. Supongamos que α es solución de la ecuación

(2.1) Ax2 +Bx+ C, A,B,C ∈ Z.

Sea α = [a0, a1, . . . , an, . . . ] y αn = [an, an+1, . . . ], n = 1, 2, . . . Podemos escribir α como

α =
pn−1αn + pn−2

qn−1αn + qn−2
.

Sustituyendo esta expresión en (2.1) obtenemos que αn satisface otra ecuación de coe�cientes
enteros: Anα

2
n +Bnαn + Cn = 0, cuyos coe�cientes son, de hecho,

An = Ap2n−1 +Bpn−1qn−1 + Cq2n−1

Bn = 2Apn−1pn−2 +B (pn−1qn−2 + pn−2qn−1) + 2Cqn−1qn−2

Cn = Ap2n−2 +Bpn−2qn−2 + Cq2n−2.

Es claro que Cn = An−1. La relación
∣∣∣α − pn−1

qn−1

∣∣∣ < 1
q2n−1

que aplicamos en la demostración del

Teorema 3 implica que pn−1 = αqn−1 +
ϵ

qn−1
, donde |ϵ| < 1. Sustituyendo esta relación en la

expresión de An obtenemos que:

An =A

(
αqn−1 +

ϵ

qn−1

)2

+B

(
αqn−1 +

ϵ

qn−1

)
qn−1 + Cq2n−1

=
(
Aα2 +Bα+ C

)
q2n−1 + 2Aϵα+A

ϵ2

q2n−1

+Bϵ = 2Aϵα+A
ϵ2

q2n−1

+Bϵ.

En particular, |An| ≤ 2|Aα|+ |A|+ |B|.
Observamos, pues, que todos los coe�cientes enteros An y, por tanto, los Cn, están acotados.

Lo mismo ocurre con los Bn, puesto que Bn = −Anαn − Cn/αn. Por tanto, An, Bn y Cn solo
pueden tomar un número �nito de valores. En consecuencia, solo hay un número �nito de
posibles polinomios Anx

2 + Bnx + Cn y por tanto un número �nito de posibles soluciones
(de posibles valores para los αn). De modo que, necesariamente, deben existir dos iguales
(αn = αn+k).

La unicidad del desarrollo en fracción continua implica la periodicidad.

Las fracciones continuas de irracionales cuadráticos (los denotaremos aquí como
√
D) son

de enorme utilidad a la hora de resolver la ecuación de Pell :

x2 −Dy2 = 1 donde D ∈ Z+ y
√
D ̸∈ Z.

Nos centraremos en las soluciones positivas x, y ∈ Z+, puesto que para el resto basta solo
cambiar los signos. Las soluciones positivas (x, y) provienen siempre del numerador y el deno-
minador de convergentes de

√
D, respectivamente. Experimentalmente, podemos observar qué

convergentes de
√
D dan soluciones positivas x = pn, y = qn de x2 −Dy2 = 1.
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Por ejemplo, sea α =
√
2 = [1, 2]. En este caso, el numerador pn y el denominador qn de las

convergentes son solución x = pn, y = qn de la ecuación x2 − 2y2 = 1 cuando n = 2ki − 1 =
2i− 1, i ∈ Z+, donde k = 1 es la longitud del periodo, es decir, k es tal que an = an+k ∀n.

Por otro lado, consideremos α =
√
7 = [2, 1, 1, 1, 4]. En este caso, sus coe�cientes pn y qn

son solución x = pn, y = qn de la ecuación x2 − 7y2 = 1 si n = ki− 1 = 4i− 1, i ∈ Z+, donde
k = 4 es la longitud del periodo.

Vemos computacionalmente que cuando la longitud k del periodo es par, las convergentes
solución son las n-ésimas, siendo n = ki − 1, i ∈ Z+. Por el contrario, si k es impar, se tiene
n = 2ki − 1. Podemos comprobarlo, por ejemplo, al hallar la primera solución entera positiva
de x2 − 331y2 = 1. Con el siguiente código obtenemos que dicha solución (x, y) = (pn, qn) es
(p33 = 2785589801443970, q33 = 153109862634573).

1 a=cont inued_fract ion ( sq r t (331) ) ; D=331; i =0; p=0; q=0
2 while p^2=D*q^2!=1:
3 i=i +1; b=a . convergent ( i ) ; q=b . denominator ( ) ; p=b . numerator ( )
4 print (p , q , i , p^2=D*q^2==1)

Computacionalmente podemos ver que la longitud del periodo es k = 34, que es par, así que
efectivamente el n buscado era n = k − 1 = 33.

La razón de que las soluciones vengan siempre de convergentes, viene del siguiente resultado
que probaremos más adelante (ver el Teorema 16):

Si α ∈ R es irracional y p/q es una fracción irreducible tal que 2q2
∣∣α− p/q

∣∣ < 1,
entonces p/q es necesariamente una convergente de α.

Por tanto, para obtener el resultado buscado solo hace falta demostrar lo siguiente:

Teorema 7. Sea (x, y) una solución positiva de la ecuación de Pell x2 −Dy2 = 1. Entonces,
se veri�ca que 2y2

∣∣√D − x/y
∣∣ < 1.

Demostración. Estudiemos, primero, los casos D = 2, 3. Sea (x, y) una solución positiva. Em-
pecemos observando que como

(
x − y

√
D
)(
x + y

√
D
)
= 1, se tiene que

√
D − x/y < 0, para

cualquier D. De modo que queremos demostrar 2y2
√
D
(√

D − x/y
)
> −

√
D:

2Dy2 − 2xy
√
D = 2(x2 − 1)− 2xy

√
D = 2(x2 − 1)− 2x

√
x2 − 1 > −

√
D.

Para demostrar la última desigualdad, basta comprobar que x2 − 1 − x
√
x2 − 1 > −1/2 ⇐⇒

x2 − 1/2 > x
√
x2 − 1, lo cual es claro elevando al cuadrado a ambos lados de la desigualdad.

Pasemos ahora a los casos D > 4. Es decir,
√
D > 2. Se cumple que

1 = y2
∣∣x/y −√

D
∣∣ ∣∣x/y +√

D
∣∣ > 2y2

∣∣x/y −√
D
∣∣,

porque x, y > 0 y
√
D > 2. Concluimos que 2y2|

√
D − x/y| < 1.

Ahora, estamos en condiciones de caracterizar todas las soluciones en términos de una sola
convergente (véase [2, Th. 4.4]).



Mem_Ordinaria_Serrano_Ortega_Diego 11

Teorema 8. Sea p/q la primera convergente de
√
D tal que p2 −Dq2 = 1. Entonces, todas las

soluciones positivas (x, y) de la ecuación de Pell tienen la forma

x+ y
√
D = (p+ q

√
D)n, con n ∈ Z+.

Nótese que esto es equivalente a decir

(2.2) x =
(p+ q

√
D)n + (p− q

√
D)n

2
, y =

(p+ q
√
D)n − (p− q

√
D)n

2
√
D

.

Demostración. Sea (x1, y1) una solución de x2 − Dy2 = 1, con x1 + y1
√
D lo más pequeño

posible. Supongamos que existe una solución (x̃, ỹ) tal que x̃ + ỹ
√
D ̸=

(
x1 + y1

√
D
)n
, para

cualquier n ∈ Z+. Entonces, vamos a demostrar que existe otra solución (x̃1, ỹ1) tal que 1 <
x̃1 + ỹ1

√
D < x1 + y1

√
D.

Sabemos que x1 + y1
√
D < x̃ + ỹ

√
D por hipótesis, y como se cumple que x̃ + ỹ

√
D ̸=(

x̃1 + ỹ1
√
D
)n
, ∀n ∈ Z+, entonces ∃n1 ∈ N tal que

(2.3)
(
x1 + y1

√
D
)n1 < x̃+ ỹ

√
D <

(
x1 + y1

√
D
)n1+1

.

Ahora, de�nimos x̃1 + ỹ1
√
D como

(2.4) x̃1 + ỹ1
√
D =

(
x̃+ ỹ

√
D
)(
x1 + y1

√
D
)−n1 .

Observemos primero que x̃1+ỹ1
√
D es solución. Basta con utilizar la norma N sobre Q(

√
D)

(obviamente se debe cumplir x2−Dy2 = N(x+ y
√
D) = 1). Como N(α)N(β) = N(αβ) ∀α, β,

y se tiene N
(
x̃+ ỹ

√
D
)
= 1 y N

(
x1 + y1

√
D
)−n1 = 1, concluimos que x̃1 + ỹ1

√
D es solución.

Finalmente, usando (2.3) y (2.4), vemos que efectivamente 1 < x̃1 + ỹ1
√
D < x1 + y1

√
D.

Esto contradice la minimalidad de (x1, y1).

El caso x2 − Dy2 = −1 es muy parecido a la ecuación de Pell, solo que no siempre tiene
solución. Suponiendo que la solución existe, las fórmulas anteriores se mantienen, y se demues-
tran de la misma forma, restringiendo n a los impares. Por ejemplo, las soluciones positivas de
x2 − 2y2 = −1 son de la forma x+ y

√
2 = (1 +

√
2)n, con n impar.

Una vez más, usaremos lo explicado para evaluar una serie in�nita. Consideremos la serie

S =

∞∑
k=1
2∤k

d(k)(
√
2− 1)k,

siendo d(k) el número de divisores (positivos) de k. Usando fracciones continuas, podemos
aproximar S muy fácilmente, mientras que de otra forma necesitaríamos la factorización de los
sucesivos k. La fórmula que nos permite realizar esto es la siguiente.

Teorema 9. Se cumple que

S =
1

2

∞∑
n=0
2|n

1

pn
, con

pn
qn

las convergentes de
√
2.
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Con esta expresión, podemos usar SageMath para aproximar S con 8 cifras decimales, con
muy poco esfuerzo computacional. El código empleado puede ser:

1 i =0; p=100; a=cont inued_fract ion ( sq r t (2 ) ) ; suma=0
2 while 1/p>10^=10:
3 b=a . convergent ( i ) ; p=b . numerator ( ) ; suma+=1/p ; i+=2
4 suma=1/2*suma ; suma . n ( )

El resultado obtenido es S ≈ 0,586149019514507. Efectivamente, estamos aproximando con
más de 8 cifras decimales: Como pn > 2pn−1, y pn ≤ 10−10 ∀n ≥ n0 (los pn que no hemos
sumado), el error en la aproximación es

ϵ =
1

2

∞∑
n=n0
2|n

1

pn
≤ 1

2

∞∑
j=0
2|j

1

2j
10−10 < 10−10.

Procedemos, pues, a probar el Teorema 9 . Utilizaremos dos resultados:

Lema 3. Se veri�ca que, para n ≥ 0,

2pn = (1 +
√
2)n+1 + (1−

√
2)n+1.

En particular, si n es par,

2pn = (1 +
√
2)n+1 − (

√
2− 1)n+1.

Demostración. Comenzamos por comprobar que

1 +
√
2 + 1−

√
2

2
= 1 = p0,

(1 +
√
2)2 + (1−

√
2)2

2
= 3 = p1.

Suponiendo el resultado cierto hasta n− 1, podemos ver que

pn = 2pn−1 + pn−2 =
(
1 +

√
2
)n−1

+
(
1−

√
2
)n−1

+ 2−1
((

1 +
√
2
)n−2

+
(
1−

√
2
)n−2

)
=
(
1 +

√
2
)n−2 · 3 + 2

√
2

2
+
(
1−

√
2
)n−2 · 3− 2

√
2

2

=
(1 +

√
2)n−2(1 +

√
2)2 + (1−

√
2)n−2(1−

√
2)2

2
=

(1 +
√
2)n(1−

√
2)n

2
.

De modo que, por inducción, queda demostrado el resultado.

Lema 4. Se cumplen las siguientes identidades:

∑
2∤n

1

(1 +
√
2)n − (

√
2− 1)n

=
∑
2∤n

(
√
2− 1)n

1− (
√
2− 1)2n

=
∑
2∤n

∑
2∤m

(
√
2− 1)nm.

Demostración. La primera igualdad se demuestra de manera sencilla, basta multiplicar por
(
√
2− 1)n en numerador y denominador.
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Para la segunda igualdad basta observar que, dado r ∈ (0, 1), se cumple que

∞∑
j=0
2∤j

rj =
r

1− r2
.

De modo que, tomando r = (
√
2− 1)n, se tiene que∑

2∤n

(
√
2− 1)n

1− (
√
2− 1)2n

=
∑
2∤n

∑
2∤m

((√
2− 1

)n)m
=
∑
2∤n

∑
2∤m

(√
2− 1

)nm
y esto concluye el resultado.

Probados estos resultados, podemos pasar a demostrar el Teorema 9.

Teorema 10. Se cumple que

∞∑
k=1
2∤k

d(k)(
√
2− 1)k =

1

2

∞∑
n=0
2|n

1

pn
.

Demostración. Aplicando los lemas 3 y 4, se observa que

1

2

∞∑
n=0
2|n

1

pn
=
∑
2∤n

1

(1 +
√
2)n − (

√
2− 1)n

=
∑
2∤n

∑
2∤m

(
√
2− 1)nm =

∞∑
k=1
2∤k

d(k)(
√
2− 1)k.

Para la última igualdad solo hay que darse cuenta de que nm son las distintas formas de
descomponer cualquier número entero k (es decir, k = mn) de la serie, con multiplicidad d(k),
que corresponde a los distintos valores que se pueden asignar a n (o a m).

Finalmente, utilizaremos el Teorema 9 para, aunque resulte asombroso, poder evaluar la
siguiente serie:

Teorema 11. Sea {cn}∞n=0 = {1, 49, 1681, 57121, . . . } la sucesión de cuadrados que son de la

forma 2m2 − 1 con m ∈ Z+. Se cumple que

1

2

∞∑
n=0

c−1/2
n =

1

2

∞∑
n=0
2|n

1

pn
con

pn
qn

las convergentes de
√
2.

Demostración. Los cuadrados 2m2 − 1 son los números x2 tal que x2 = 2y2 − 1, x, y ∈ Z+, es
decir, tal que x2−2y2 = −1. De modo que las soluciones �x� son los pn, es decir, el numerador
de las convergentes de

√
2.

Por tanto, basta con tomar cn = p22n (elegimos las convergentes de índice par), y equivalen-
temente p2n =

√
cn, y tenemos la igualdad

1

2

∞∑
n=0

c−1/2
n =

1

2

∞∑
n=0
2|n

1

pn
,

como buscábamos.





CAPÍTULO 3

Propiedades de aproximación óptima

En lo siguiente, buscaremos demostrar que no solo las fracciones continuas aproximan bien
a los irracionales, sino que en cierto sentido son las �mejores�. Suponemos, pues que α ∈ R−Q.

Con este propósito, comenzamos introduciendo una igualdad básica:

Teorema 12. Si n > 0, se cumple que

(3.1) α− pn
qn

=
(−1)n

qn(αn+1qn + qn−1)
.

Demostración. Basta observar que

α =
αn+1pn + pn−1

αn+1qn + qn−1
,

de modo que

α− pn
qn

=
qnpn−1 − pnqn−1

qn (αn+1qn + qn−1)
=

(−1)n

qn (αn+1qn + qn−1)
.

Y esto concluye la prueba.

Corolario 1. Para n ≥ 0, se veri�can los siguientes resultados:

a) |α− pn/qn| < a−1
n+1q

−2
n .

b) (qn + qn+1)
−1 < |qnα− pn| < q−1

n .

c) 2qnqn+1|α− pn/qn| ∈ (1, 2).

Demostración. a) El resultado se deduce de la siguiente manera:

|α− pn/qn| =
1

q2nαn+1 + qn−1qn
≤ 1

q2nαn+1
< a−1

n+1q
−2
n .

Porque an+1 < αn+1 al ser α irracional.

b) Basta ver que, por un lado,

|qnα− pn| =
1

αn+1qn + qn−1
>

1

(an+1 + 1)qn + qn−1
=

1

qn+1 + qn
.

15
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Por otro lado, demostramos la segunda igualdad, con el siguiente razonamiento

|qnα− pn| = 1/(αn+1qn + qn−1) < q−1
n , pues αn+1 > 1.

Finalmente, para demostrar c), empezamos observando que

2qnqn+1 |α− pn/qn| = 2qn+1/(αn+1qn + qn−1).

Utilizamos ahora este resultado para concluir

1 <
2qn+1

qn+1 + qn
=

2qn+1

(an+1 + 1)qn + qn−1
<

2qn+1

αn+1qn + qn−1
<

2qn+1

an+1qn + qn−1
= 2.

Y llegamos así al resultado deseado.

A partir de b), basta desarrollar la recurrencia qn = anqn−1+qn−2 > an(an−1qn−2+qn−3) >
anan−1(an−2qn−3 + qn−4) > . . . >

∏n+1
k=1 ak para concluir que |qnα − pn| <

∏n+1
k=1 a

−1
k . Esto

muestra que la bondad en la aproximación depende del producto de los an.

Lema 1. Para n > 1, se cumple que qn > 2(n−1)/2.

Demostración. Empezamos observando que qn+2 = an+2qn+1+qn ≥ qn+1+qn > 2qn. De modo
que, para n par, qn > 2qn−2 > . . . > 2n/2q0 = 2n/2. El mismo razonamiento para n impar nos
dice que qn > 2(n−1)/2q1 ≥ 2(n−1)/2. Concluimos que qn > 2(n−1)/2, para n > 1.

Hasta ahora, hemos visto que las convergentes dan buenas aproximaciones. Nuestra inten-
ción ahora es ver que, en cierto modo, lo hacen de forma óptima. Esto es, queremos demostrar:

Teorema 13. Se veri�ca que |qnα− pn| < |qα− p| para cualquier p ∈ Z y 1 ≤ q < qn, n > 0.

Lo probaremos más adelante. Por ahora, veamos que el resultado también se cumple si
q = qn, p ̸= pn.

Lema 2. Se tiene que |qnα− pn| < |qnα− p| para cualquier p ∈ Z, p ̸= pn.

Demostración. Sabemos por el Teorema 12 que α − pn/qn = (−1)n/(qn(αn+1qn + qn−1)). Por
otro lado, notemos que

α− p

qn
=

αn+1pnqn + qnpn−1 − pαn+1qn − pqn−1

qn(αn+1qn + qn−1)
.

Reescribimos el numerador como m = αn+1qn(pn−p)+p(αn+1qn−qn−1), y lo comparamos con
(−1)n. Sabemos que p ̸= pn. Por otro lado, m ̸= 0, pues de otra manera, α = p/qn, y sabemos
que α /∈ Q. Dicho esto, concluimos que m /∈ (−1, 1), pues todos los factores del numerador son
enteros. Solo nos queda comprobar que m ̸= (−1)n+1. Si no fuera así, se cumpliría que

α− pn
qn

= −α+
p

q
⇒ α =

p+ pn
2qn

, pero α /∈ Q.

Llegamos a contradicción, quedando probado así el resultado.
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Esto nos permite reescribir el resultado de aproximación óptima de la siguiente manera:

Teorema 14. Se cumple que |α−pn/qn| ≤ |α−p/q| para cualquier p ∈ Z y 1 ≤ q ≤ qn, n > 0,
con igualdad si y solo si pn/qn = p/q.

Demostración. El caso q = qn, p ̸= pn lo hemos demostrado en el Lema 2. Por el Teorema 13,
tenemos que |qnα− pn| < |qα− p|. Como 1/qn < 1/q, dividiendo entre qn a la izquierda y entre
q a la derecha, concluimos que |α− pn/qn| < |α− p/q|.

Para comprobar la potencia del resultado, vamos a observarlo de forma empírica. Se trata
de calcular p8/q8 para α = π/4 y compararlo con

mı́n
1≤q<q8

mı́n
p∈Z

|α− p/q| .

Empleando el código que hicimos previamente, vemos que p8/q8 = 25732/32763. El error en la
aproximación es e1 ≈ 8,36022251426982e− 10.

Ahora, para hallar el valor del mínimo para 1 ≤ q < q8, empleamos el siguiente código:

1 alpha=pi /4 ; e r r=alpha
2 for q in [ 1 . . 3 2 7 6 2 ] :
3 a=c e i l ( q*( alpha=e r r ) ) ; b=f l o o r ( q*( e r r+alpha ) )
4 for p in [ a . . b ] :
5 e r r o r=abs ( alpha=p/q )
6 if er ror<e r r :
7 e r r=e r r o r ; print (p , q , e r r o r . n ( ) )

Obteniendo el valor p/q = 25377/32311. El error aquí es e2 = −1,78066139611133e− 9. Efecti-
vamente, vemos que e1 < e2. Otra cosa que podemos observar es que las fracciones p/q que dan
los mínimos sucesivos (llamadas semiconvergentes) tienen la forma (pn−1 + kpn)/(qn−1 + kqn).

Procedemos ahora a probar el resultado de aproximación óptima propiamente dicho. Su-
pondremos en adelante que q > 1, pues el caso q = 1 es sencillo.

Lema 3. Se cumple que |qnα− pn| decrece estrictamente cuando n aumenta.

Demostración. El resultado es equivalente a comprobar que αn+1qn + qn−1 crece.

αn+2qn+1 + qn > αn+1qn + qn−1 ⇔ αn+2qn+1 + qn(1− αn+1)− qn−1 > 0,

y, efectivamente, se veri�ca que

αn+2qn+1 + qn(1− αn+1)− qn−1 > an+2qn+1 − an+1qn − qn−1 ≥ qn+1(an+2 − 1) ≥ 0.

Luego queda demostrado el resultado.

Esto permite suponer qn−1 < q < qn, pues, en tal caso, si para todo n > 0, |qnα − pn| <
|qnα − p|, el resultado será evidentemente cierto para todos los q < qn−1, al ser |qnα − pn|
estrictamente decreciente.

Proposición 3. Las siguientes dos identidades se cumplen:

q =
∣∣(pqn−1 − qpn−1)qn − (pqn − qpn)qn−1

∣∣,
|qα− p| =

∣∣(pqn−1 − qpn−1)(pn − qnα)− (pqn − qpn)(pn−1 − qn−1α)
∣∣.
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Demostración. Comprobamos que

|(pqn−1 − qpn−1)qn − (pqn − qpn)qn−1| = |q(−qnpn−1 + qn−1pn)| =
∣∣q(−1)n+1

∣∣ = q

Aplicando esto, y de manera equivalente, obtenemos∣∣(pqn−1 − qpn−1)(pn − qnα)− (pqn − qpn)(pn−1 − qn−1α)
∣∣

= |(−1)nqαp(pnqn−1 − pn−1qn)| =
∣∣(−1)nqα+ (−1)n+1p

∣∣ = |qα− p| .

Y esto concluye la prueba.

La primera identidad prueba que pqn−1 − qpn−1 y pqn − qpn tienen el mismo signo. Si no
fuera así, se tendría que q = |(pqn−1 − qpn−1)qn − (pqn − qpn)qn−1| ≥ qn > q (contradicción).

Podemos aplicar esta observación a la Proposición 3. Como por el Teorema 12 sabemos que
(pn−1 − qn−1α) y (pn − qnα) tienen distinto signo, de

|qα− p| =
∣∣(pqn−1 − qpn−1)(pn − qnα)− (pqn − qpn)(pn−1 − qn−1α)

∣∣,
aplicando la observación se observa que los dos sumandos tienen el mismo signo, lo que permite
escribir |qα− p| = a|pn − qnα|+ b|pn−1 − qn−1α|, con a, b ∈ Z+. Por tanto, concluimos que

|qα− p| > máx{|pn−1 − qn−1α|, |pn − qnα|} para qn−1 < q < qn, p ∈ Z, n > 0.

Esto nos permite dar una forma fuerte del resultado de mejor aproximación, que será útil
más adelante. Enunciamos, pues, la siguiente desigualdad:

Teorema 15. Se veri�ca que |qα− p| > |pn−1 − qn−1α| para qn−1 < q < qn, p ∈ Z, n > 0.

Del resultado anterior se deduce lo siguiente (véase [4, Lemma 21.11]):

Teorema 16. Si p/q es una fracción irreducible tal que 2q2
∣∣α− p/q

∣∣ < 1, necesariamente p/q
es una convergente de α.

Demostración. Si q no fuese el denominador de una convergente de α, existiría un n > 0 con
qn−1 < q < qn, de modo que

1 ≤ |pn−1q − qn−1p| ≤ q|qn−1α− pn−1|+ qn−1|qα− p| < (q + qn−1)|qα− p| < 1.

La primera desigualdad se debe a que pn−1q − qn−1p ̸= 0, como dijimos antes. Para la se-
gunda, comprobamos que |pn−1q− qn−1p| = |qqn−1α− qpn−1 − qn−1qα+ qn−1p|, y llegamos al
resultado directamente de la desigualdad triangular. Para la tercera desigualdad, aplicamos el
Teorema 15. Finalmente, sabemos que es menor que 1 porque α /∈ Q, y todos los factores son
enteros.

Como q es el denominador de una convergente, se tiene que q = qn para algún n > 0.
Asumiendo cierta la hipótesis del teorema, se tiene que |qnα− p| < 1/(2qn). Por otro lado, por
el Corolario 1, apartado c), sabemos que |qnα − pn| < 1/2. De modo que de la desigualdad
triangular obtenemos que |p− pn| ≤ |qnα − p|+ |qnα − pn| < 1/(2qn) + 1/2 ≤ 1. Concluimos,
por tanto, que p = pn.
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Podemos utilizar lo demostrado hasta este punto para evaluar una serie.

Teorema 17. Se veri�ca que

∞∑
n=0

4−n máx
1≤k≤r2n

{
1

Frac(kr)

}
= 2 +

6√
5
.

donde r es la razón áurea y Frac indica la parte fraccionaria.

Demostración. Comenzamos calculando el valor del máximo de la expresión, que equivale a
hallarmı́n1≤q≤r2n {Frac(kr)}. Con este propósito, buscamos en primera instancia demostrar que
máx1≤k≤F2n+1 {1/Frac(kr)} = máx1≤k≤r2n {1/Frac(kr)}. Notemos antes el siguiente resultado:

Lema 4. Para n ≥ 1, se cumple F2n+1 < r2n < F2n+2.

Demostración. Aplicamos la fórmula de Binet :

Fn =
rn − (−r)−n

√
5

, luego F2n+1 =
r2n+1 + r−2n−1

√
5

.

Así que queremos probar

(r2n+1 + r−2n−1)/
√
5 < r2n < (r2n+2 + r−2n−2)/

√
5 ⇔ r + r−4n−1 <

√
5 < r2 − r−4n−2.

Es claro que el término de la izquierda decrece cuando n aumenta, mientras que el de la derecha
crece. De modo que basta observar que para n = 1,

r + r−5 = 1,7082 . . . ; r2 = 2,618 . . . ; r2 − r−4n−2 = 2,6737 . . .

Luego vemos que r + r−5 < r2 < r2 − r−4n−2, lo que nos permite concluir el resultado.

Visto esto, ahora observamos que minimizar Frac(kr) equivale a minimizar rk − l, para
1 ≤ k ≤ r2n y cualquier l ∈ N. Sabemos, por los resultados obtenidos anteriormente, las
convergentes de un número α minimizan |qα − p|, para 1 ≤ q ≤ qm, p ∈ Z. Por tanto, para
minimizar rk− l, debemos tomar k = qm, l = pm, con pm y qm unas convergentes determinadas
de r. ¾Cuáles? Necesitamos pm/qm < r; en cierto modo, que la fracción continua aproxime por
abajo; de lo contrario, la fracción continua maximiza la parte fraccionaria.

Por el Teorema 12, sabemos que r > pm/qm si m es par. De modo que, teniendo en cuenta
el desarrollo que hicimos de la razón áurea, los valores buscados son k = q2m = F2m+1, l =
p2m = F2m+2. Por tanto, aplicando de nuevo el Teorema 12, con α2m = r ∀m, tenemos:

máx
1≤k≤F2m+1

{
1

Frac(kr)

}
=

1

rF2m+1 − F2m+2
= rF2m+1 + F2m.

En base al lema, lo que ahora queremos ver es si hay algún K tal que F2n+1 < K < F2n+2

que veri�que máx1≤k≤F2n+1 {1/Frac(kr)} < máx1≤k≤K {1/Frac(kr)} . Entonces, existirían p y
q con p ∈ Z y F2n+1 = q2n < q < q2n+1 = F2n+2 tales que |qr − p| < |q2n+1r − p2n+1|, lo cual
también vimos anteriormente que no podía suceder.
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De modo que se cumplemáx1≤k≤r2n {1/Frac(kr)} = máx1≤k≤F2n+1 {1/Frac(kr)} = rF2n+1+
F2n. En consecuencia, podemos reescribir la serie inicial como:

∞∑
n=0

4−n(rF2n+1 + F2n).

Si denotamos por S =
∑∞

n=0 4
−nF2n, resulta que S − S/4 = 1/4

∑∞
n=0 4

−nF2n+1 = M . Apli-
cando el mismo procedimiento, observamos que 3

4M = 1
4 + 1

4S. De modo que{
3
4S = M

3
4M = 1

4 + S
4

Resolviendo el sistema, llegamos a S = 4/5, M = 3/5. Por tanto,

∞∑
n=0

4−n(rF2n+1 + F2n) = S + 4rM = 2 +
6√
5
.

Queda, pues, probado el teorema.



CAPÍTULO 4

La evaluación de la serie cotangente

A continuación, estudiaremos la siguiente familia de series, que llamaremos genéricamente
serie cotangente.

Fs,D =
∞∑
n=1

cot(πn
√
D)

ns
,

con s ∈ R y D ∈ Z+ que no sea cuadrado perfecto. Por otro lado, en adelante hablaremos de
�constantes� C. En realidad, serán constantes una vez �jado D, esto es, C = C(D).

Parte del desarrollo que haremos en este capítulo está basado en [6]. Antes de empezar,
exhibiremos una desigualdad trigonométrica.

Lema 5. Se cumple que | cot(πx)| ≤ 1
2⟨x⟩

−1 para todo x ̸∈ Z donde ⟨x⟩ representa la distancia

al entero más próximo a x.

Demostración. Como para todo n ∈ Z, cot (π(x+ n)) = cot(πx), y ⟨x+n⟩ = ⟨x⟩, y además ⟨x⟩
y | cot(x)| son pares, basta demostrar el resultado para x ∈ (0, 1/2]. Que en x = 1/2 se cumple
es trivial porque cot(π/2) = 0. Para los demás valores, utilizamos el desarrollo de Taylor

tan(x) = x+
x3

3
+

2x5

15
+ . . . para x ∈ (−π/2, π/2).

Esto nos permite deducir

cot(πx) =
1

tan(πx)
=

1

πx+ πx3

3 + 2πx5

15 + . . .
para x ∈ (−1/2, 1/2).

Luego | cot(πx)| ≤ 1
πx si x > 0. Ahora, observemos que ⟨x⟩ = x para x ∈ (0, 1/2). Como

claramente 1
πx ≤ 1

2x si x > 0, vemos que | cot(πx)| ≤ 1
2⟨x⟩

−1, como queríamos demostrar.

Una vez demostrado este resultado auxiliar, vamos a estudiar la convergencia de Fs,D.

Teorema 18. Fs,D no converge para ningún s ≤ 1.

Demostración. Basta demostrar que | cot(πn
√
D)/ns| ↛ 0. Es claro que para estos valores de

s, se veri�ca que | cot(πn
√
D)/ns| ≥ | cot(πn

√
D)/n| (n ≥ 1), luego basta considerar s = 1.

Sabemos que la función cot(πx) se va a in�nito cuando x ∈ Z. En nuestro caso, como n
√
D

21
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no es entero para ningún n, la función alcanzará sus valores más altos cuando Frac(n
√
D)

sea lo más pequeño posible. Esto se debe a la monotonía de la cotangente en cada intervalo
limitado por dos asíntotas verticales, que en nuestro caso coinciden con los valores enteros de
x. Razonando como hicimos anteriormente, consideramos para ello las convergentes de

√
D. De

modo que consideramos n = qj con qj el denominador de alguna convergente de
√
D.∣∣ cot (πn√D

)∣∣ = ∣∣ cot (pjπ + (π
√
Dqj − πpj)

)∣∣ = ∣∣ cot (π√Dqj − πpj
)∣∣.

Como sabemos que |qj
√
D−pj | < 1/qj , y teniendo en cuenta que en cada intervalo (k, k+1],

k ∈ Z, la función cot(πx) es decreciente, deducimos que si qj > 2:

| cot(π
√
Dqj − πpj)| ≥ cot(|π

√
Dqj − πpj |) > cot (π/qj) .

Como cot (π/qj) ̸= 0 para qj > 2, solo queda estudiar

ĺım
j→∞

cot(π/qj)

qj
= ĺım

x→0+

x

tan(πx)
=

1

π
.

Donde para la primera igualdad hemos hecho el cambio x = q−1
j y, para la segunda, hemos

aplicado L'Hôpital. Esto concluye el resultado.

Vemos que la condición s > 1 es necesaria para que la serie converja, pero, además, es
su�ciente. Por el momento, nos conformaremos con un resultado parcial y más adelante daremos
una prueba completa.

Proposición 4. Dado D como antes, existe una constante C > 0 tal que para todo n ∈ Z+ se

cumple
∣∣ cot(πn√D)

∣∣ < Cn.

Demostración. Sea n ∈ Z. Apelando al lema 5, observamos que cot(πn
√
D) < 1

2⟨n
√
D⟩−1.

Luego el problema equivale a hallar el mínimo de |n
√
D − p|, para p ∈ Z. Supongamos que

qj−1 < n < qj , entonces n|n
√
D − p| > qj−1|q

√
D − p| > qj−1|qj−1

√
D − pj−1| para cualquier

p ∈ Z, donde para la última igualdad hemos recurrido al resultado de mejor aproximación.

Por tanto, |n
√
D−p|−1 < q−1

j−1n|qj−1

√
D−pj−1|−1. Por el Teorema 12, se tiene q−1

j |qj
√
D−

pj |−1 = αj+1 + qj−1/qj < C, para algún C > 0, pues los αj están acotados y qj−1 < qj . Queda
demostrado, por tanto, que cot(πn

√
D) < Cn.

Esta proposición nos permite concluir el resultado que buscábamos.

Corolario 2.

Fs,D =

∞∑
n=1

cot(πn
√
D)

ns
converge para cualquier s > 2.

Demostración. Por la Proposición 4, existe C > 0 constante tal que
∑∞

n=1

∣∣ cot(πn√D)
∣∣/ns <∑∞

n=1Cn/ns =
∑∞

n=1C/ns−1, que converge para s > 2. Si Fs,D converge absolutamente, en
particular es convergente.
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Ahora pondremos el foco en s ≥ 3 entero impar. La convergencia viene garantizada por el
corolario anterior, de modo que pasamos a evaluar la serie.

De ahora en adelante, consideramos la función

F (z) =
∞∑
n=1

cot(πnz)

n2m+1
con ℑ(z) > 0 y m ∈ Z+.

Teorema 19. Sea F como antes, se veri�ca que

F (z) = z2mF (−1/z) +G(z) para ℑ(z) > 0 (ecuación funcional)

donde

G(z) = (−1)m(2π)2m+1z−1
m+1∑
n=0

fmfm+1−nz
2n

con fn = B2n/(2n)! y Bk los números de Bernoulli.

Antes de proceder a la demostración, notemos que (−1)nfn son los coe�cientes de Taylor
de la función t/2 cot(t/2). Es decir, en un entorno del origen,

(4.1)
t

2
cot

(
t

2

)
=

∞∑
n=0

(−1)nfnt
2n.

Tomaremos este desarrollo como de�nición de los números de Bernoulli, a pesar de que haya
otras de�niciones más básicas.

Demostración. Para z en la mitad superior del plano complejo, consideramos la función mero-
morfa

f(w) = −πz−mw−1−2m cot(πw) cot(πzw).

Los polos de la función son w = n y w = n/z, para n ∈ Z. Si n ̸= 0, los polos son simples, pues

ĺım
w→n

(w − n) cot(πw) = ĺım
v→0

v
cos(πv + πn)

sin(πv + πn)
= ĺım

v→0
cos(πv)

v

sin(πv)
=

1

π
.

No hemos tenido en cuenta toda la función, solo la parte que nos da el polo, pues es lo que nos
es relevante a estos aspectos. El cambio de variable empleado ha sido v = w − n. Aplicando el
mismo razonamiento a w = n/z sobre cot(πzw), tomando esta vez v = w − n/z, vemos que
dichos polos también son simples. Calculemos ahora los correspondientes residuos.

Res(f, n) = ĺım
w→n

(w − n)
−π

zmw1+2m
cot(πw) cot(πzw) = ĺım

v→0
−cot(zv + πzn)

zmn1+2m
= − cot(πzn)

zmn1+2m

Res(f, n/z) = ĺım
w→n/z

(w − n/z)
−πz1+2m

zmn1+2m
cot(πw) cot(πzw)

= ĺım
v→0

−zm

n1+2m
πvz cot(πzv + πn) cot

(πn
z

)
=

zm cot (−πn/z)

n1+2m
.
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Con los mismos cambios de variable que hicimos para el estudio del orden de los polos. Como
ambas fórmulas son invariantes por n → −n, vemos que

∑
n̸=0

Res(f, n) = 2

∞∑
n=1

Res(f, n) = −2z−mF (z);
∑
n̸=0

Res(f, n/z) = 2zmF (−1/z).

De modo que la suma de los residuos es 2zmF (−1/z)− 2z−mF (z) + Res(f, 0).

Consideremos, ahora, los paralelogramos centrados ΓN de la forma t ± i(N + 1/2)ℑ(1/z)
y (t ± i(N + 1/2)ℑ(z))/z y con orientación positiva, para N ∈ Z, t ∈ R. Nótese que estos
paralelogramos evitan los polos en su frontera, y sus lados son paralelos a 1 y 1/z. Por el
Teorema de los Residuos,

2zmF (−1/z)− 2z−mF (z) + Res(f, 0) =
1

2πi

∫
ΓN

f(w)dw = 0.

La integral tiende a 0 cuando N → ∞ porque el integrando es O(n−1−2m), pues las cotangen-
tes están acotadas a lo largo de los paralelogramos, y m ≥ 1. Luego solo queda probar que
Res(f, 0) = 2z−mG(z). Usando (4.1) tenemos que en un entorno del origen,

f(w) =
−π

zmw2m+1
· 1

πw

∞∑
k=0

(−1)kfk(2πw)
2k · 1

πzw

∞∑
l=0

(−1)lfl(2πzw)
2l.

El coe�ciente de w−1 del desarrollo en serie de Laurent que acabamos de mostrar, que coincide
con k + l = m+ 1, nos da el resultado buscado:

Res(f, 0) = (−1)m(2π)2m+1z−1
m+1∑
n=0

fmfm+1−nz
2n = G(z).

Luego, efectivamente, F (z) = z2mF (−1/z) +G(z), como queríamos demostrar.

La ecuación funcional nos permite demostrar un resultado que, eventualmente, nos será de
tremenda utilidad para la evaluación de múltiples series. Antes de pasar con él, introducimos
los siguientes productos parciales de los coe�cientes αj relativos a la fracción continua de un
número x, que utilizaremos en la demostración.

A0 = 1 y Aj =

j∏
k=1

αk.

Por brevedad, no incidiremos en los temas de convergencia, que se pueden encontrar en [8, Th.
1.1], [7, Cor. 3.3] [7, Prop. 4.3]. La convergencia no supone ningún problema en nuestro caso
de irracionales cuadráticos ni para la aplicación de la ecuación funcional.

Teorema 20. Si los coe�cientes parciales de la fracción continua de x satisfacen aj = aj+n

para un determinado n ∈ Z+ y todo j ≥ 0, entonces

F (x) =
1

1−Bn

n−1∑
j=0

BjG(α−1
j+1) con Bj =

(−1)j

A2m
j

.
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Demostración. Observamos primero que αj−1 − aj−1 = α−1
j . Como aj ∈ Z, se tiene que

F (αj−1) = F (α−1
j + aj−1) = F (α−1

j ). Usando inducción, nuestra primera intención será probar

(4.2) F (x) = (−1)nA−2m
n F (αn) +

n−1∑
j=0

(−1)jA−2m
j G(α−1

j+1).

En primer lugar, tomando en la ecuación funcional z = α−1
1 , y recordando que A0 = 1, se tiene

que
F (x) = F (α0) = F (α−1

1 )− α−2m
1 F (α1) +A−2m

0 G(α−1
1 ).

Ahora, supongamos que (4.2) es cierto para j ≤ k − 1. Entonces, se cumple

F (x) = (−1)k−1A−2m
k−1 F (αk−1) +

k−2∑
j=0

(−1)jA−2m
j G(α−1

j+1).

Sustituyendo F (αk) = F (αk−1) y aplicando la ecuación funcional con z = α−1
k , llegamos a

F (x) = −(−1)k−1A−2m
k−1 α

−2m
k + (−1)k−1A−2m

k−1 G(α−1
k ) +

k−2∑
j=0

(−1)jA−2m
j G(α−1

j+1)

= (−1)kA−2m
k F (αk) +

k−1∑
j=0

(−1)jA−2m
j G(α−1

j+1).

Luego (4.2) queda probado por inducción. Ahora, como aj = aj+n, siendo n la longitud del
periodo, se tiene que F (αn) = F (α0) = F (x). Solo queda despejar F (x) de

F (x) = (−1)nA−2m
n F (x) +

n−1∑
j=0

(−1)jA−2m
j G(α−1

j+1) = BnF (x) +

n−1∑
j=0

BjG(α−1
j+1),

obteniendo así F (x) = (1−Bn)
−1
∑n−1

j=0 BjG(α−1
j+1), como queríamos demostrar.

Este teorema nos permite evaluar una in�nidad de series. Como corolario, vamos a calcular
algunas de ellas.

Corolario 3.

(4.3)
∞∑
n=1

cot(πn
√
2)

n5
=

π5
√
2

1890
y

∞∑
n=1

cot(πn
√
3)

n3
= −π3

√
3

60
.

Demostración. Sea F (
√
2) =

∑∞
n=1 cot(πn

√
2)/n5. Como la fracción continua de

√
2 tiene

periodo 1, basta aplicar el Teorema 20 con m = 2, n = 1. Notemos que dicha fracción continua
no es periódica pura, pero basta observar que la de 1 +

√
2 sí, y que F (

√
2 + 1) = F (

√
2).

Trabajamos, pues, con α = 1 +
√
2. El Teorema 20 nos dice que

F (x) =
1

1−B1
B0G(α−1

1 ).
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Donde B1 = −1/A4
1 = −

(√
2− 1

)4
. Por otro lado, se tiene que α1 = 1/

(√
2− 1

)
, luego

G(α−1
1 ) =

−(2π)5√
2− 1

3∑
n=0

fnfm+1−n(
√
2− 1)2n.

Donde f0 = 1, f1 = 1/12, f2 = −1/720, f3 = 1/30240. Con un poco de ayuda computacional
de SageMath, calculamos el resultado, que efectivamente es π5

√
2/1890.

Para calcular
∑∞

n=1 cot(πn
√
3)/n3, procedemos del mismo modo. En este caso, n = 2 y

m = 1, de modo que el Teorema 20 nos dice que

F (x) =
1

1−B2

(
B0G(α−1

1 ) +B1G(α−1
2 )
)
.

Ahora, B0 = 1, B1 = −1/A2m
1 = −(

√
3− 1)2. Por otro lado, se tiene que

G(α−1
1 ) =

−(2π)3√
3− 1

2∑
n=0

fnfm+1−n(
√
3− 1)2n; G(α−1

2 ) =
−2(2π)3√

3− 1

2∑
n=0

fnfm+1−n

(√
3− 1

2

)2n

,

con los fn como antes. De nuevo, podemos utilizar SageMath para comprobar que, efectivamente,
el resultado es −π3

√
3/60.

El Teorema 20 nos permite también evaluar familias de series, como la que mostramos a
continuación.

Corolario 4. Para todo ℓ ∈ Z+, se veri�ca que

∞∑
n=1

cot
(
πn

√
ℓ2 + 1

)
n3

=
π3(4ℓ2 − 3)

180
√
ℓ2 + 1

.

Demostración. Sabemos, por la Proposición 2, que α′ =
√
ℓ2 + 1 = [ℓ, 2ℓ, 2ℓ, 2ℓ, . . . ]. Del mismo

modo que antes, consideramos α = α′ + ⌊α′⌋ = α′ + ℓ = [2ℓ, 2ℓ, . . . ], que sí es una fracción
continua periódica pura, y además F (α) = F (α′ + ⌊α′⌋). Aplicando el Teorema 20, con n = 1
y m = 1, observamos que

F (α) =
1

1−B1
B0G(α−1

1 ),

donde α1 = 1/
(√

ℓ2 + 1− ℓ
)
, B0 = 1, B1 = −1/A2

1 = −2ℓ2 − 2ℓ
√
ℓ2 + 1− 1, y

G(α−1
1 ) =

−(2π)3√
ℓ2 + 1− ℓ

(
−1

720
+

1

144

(√
ℓ2 + 1− ℓ

)2
− 1

720

(√
ℓ2 + 1− ℓ

)4)
.

De modo que obtenemos
∑∞

n=1 cot
(
πn

√
ℓ2 + 1

)
/n3 =

(
4π3ℓ2 − 3π3

)
/
(
180

√
ℓ2 + 1

)
, llegando

así al resultado deseado.

Para concluir este apartado, podemos alardear de la potencia del resultado, calculando la
correspondiente serie para el periodo más largo (n = 16) de todos los k < 100 (k = 94).

∞∑
n=1

cot(πn
√
94)

n7
= −2396429986305621361π7

√
94

100230311093209098265800
.

Para lo cual, claramente, hemos requerido ayuda computacional, que se puede consultar en el
apéndice.



CAPÍTULO 5

La convergencia de la serie cotangente

En lo sucesivo, vamos estudiar la convergencia de Fs,D en el intervalo 1 < s ≤ 2. Presentamos
para ello una nueva serie, asociada a la �distancia con signo� al entero más próximo:

⟨x⟩∗ = x− ⌊x+ 1/2⌋.

Se veri�ca ⟨x⟩ = |⟨x⟩∗|. La serie es un modelo para Fs,D evitando los problemas que se derivan
de la cotangente:

Gs,D =
∞∑
n=1

1

ns⟨n
√
D⟩∗

.

Para ver su utilidad, enunciamos el siguiente lema:

Lema 6. Para todo x ∈ R \ Z, se veri�ca que
∣∣π cot(πx)− ⟨x⟩−1

∗
∣∣ ≤ π2/2.

Demostración. Como F (x) =
∣∣π cot(πx)−⟨x⟩−1

∗
∣∣ es 1-periódica y además es par, basta estudiar

el intervalo I = (0, 1/2). Si observamos la función f(x) = tan(πx) − πx, vemos que f(0)=0,
y además f ′(x) = π sec2(πx) − π > 0 en I, luego es creciente. De modo que f(x) > 0, luego
π cot(πx)− x−1 < 0. Como ⟨x⟩∗ = x para x ∈ I, se tiene que F (x) = 1/x− π cot(πx).

Por tanto, F (x) < C equivale a g(x) = sen(πx)− πx cos(πx)−Cx sen(πx) < 0 en (0, 1/2).
Derivando, g′(x) = (π2x − C) sen(πx) − πCx cos(πx), que es menor que 0 en I tomando C =
π2/2. Esto, junto con g(0) = 0, prueba que g(x) < 0 en I, lo que concluye el resultado.

Corolario 5. Fs,D converge si y solo si Gs,D converge.

Demostración. Consideremos SF,N y SG,N las sumas parciales de Fs,D y Gs,D, respectivamente.
Se cumple que

SF,N = SG,N +

N∑
n=1

an con an =
cot(πn

√
D)− ⟨n

√
D⟩−1

∗
ns

.

Por el Lema 6, sabemos que
∑∞

n=1 an converge, de hecho absolutamente (s > 1). Por tanto, el
límite de SF,N cuando N → ∞ existe si y solo si existe el de SG,N , y esto concluye la prueba.

27
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En adelante, suponemos sin decirlo que s > 1. ¾Cómo probamos la convergencia de Gs,D?
Como las convergentes aproximan muy bien a

√
D, es lógico que el mayor aporte a la serie

venga de los múltiplos pequeños de los denominadores de dichas convergentes. Dicho de otra
forma, de los elementos del siguiente conjunto:

A =
{
n ∈ Z : 1 < qj ≤ n < qj+1 con qj | n para cierto j

}
.

En esta línea, empezaremos comprobando que la contribución de estos elementos a Gs,D nos
da una serie convergente:

(5.1) G0
s,D =

∑
n∈A

1

ns⟨n
√
D⟩∗

converge.

Y �nalmente, que el resto de términos no dan complicaciones. Es decir,

(5.2) Ej =
∑
n>qj
n̸∈A

1

ns⟨n
√
D⟩

converge, en particular, ĺım
j→∞

Ej = 0.

Lema 7. Si Ej y G0
s,D convergen, entonces Gs,D converge.

Demostración. Dividimos Gs,D en
∑

n∈A 1/
(
ns⟨n

√
D⟩∗

)
y
∑

n/∈A 1/
(
ns⟨n

√
D⟩∗

)
, de modo que

basta que converjan ambas para que Gs,D converja. Como la primera coincide con (5.1), basta
comprobar que la convergencia de (5.2) implica la de la segunda suma. Por otro lado, si converge
absolutamente, entonces converge, luego basta tomar la distancia sin signo (⟨x⟩).

De modo que queremos ver que la convergencia de Ej implica la de
∑

n/∈A 1/
(
ns⟨n

√
D⟩
)
.

Como ambas sumas solo di�eren en los términos n ≤ qj , n /∈ A, es su�ciente con ver que la
suma de dichos términos (los asociados a esos valores de n), no diverge. Como es una suma
�nita de términos �nitos (porque n

√
D /∈ Z), efectivamente la suma de esos términos también

es �nita, luego si Ej converge, también lo hace
∑

n/∈A 1/(ns⟨n
√
D⟩∗). Y concluimos así que la

convergencia de Ej y G0
s,D implica la de Gs,D.

Lo que haremos a continuación tiene como motivo demostrar (5.1). Para ello, introducimos

Aj(N) =

N−1∑
n=qj
qj |n

1

ns⟨n
√
D⟩∗

donde 1 < qj < N ≤ qj+1.

Lema 8. Para 1 < qj ≤ n < qj+1 y qj | n, se veri�ca que qj⟨n
√
D⟩∗ = n⟨qj

√
D⟩∗.

Demostración. Por el Teorema 12, sabemos que ⟨qj
√
D⟩∗ = qj

√
D−pj = (−1)j/(αj+1qj+qj−1).

De manera similar, se tiene que

⟨n
√
D⟩∗ =

〈
npj
qj

+
n(−1)j

qj(αj+1qj + qj−1)

〉
∗
=

〈
n(−1)j

qj(αj+1qj + qj−1)

〉
∗
.

Basta observar que, como n < qj+1,∣∣∣∣ n(−1)j

qj(αj+1qj + qj−1)

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ n

qj(aj+1qj + qj−1)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ n

qjqj+1

∣∣∣∣ < ∣∣∣∣ 1qj
∣∣∣∣ .
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De modo que
∣∣(−1)jn/(qj(αj+1qj + qj−1))

∣∣ < 1/2, lo que nos permite eliminar la distancia con

signo de la expresión, y concluimos ⟨n
√
D⟩∗ = (−1)jn/(qj(αj+1qj +qj−1)), de lo cual se deduce

fácilmente que n⟨qj
√
D⟩∗ = qj⟨n

√
D⟩∗.

Corolario 6. Para 1 < qj ≤ n < qj+1 y qj | n, se cumple que

Aj(N) = q−s
j ⟨qj

√
D⟩−1

∗
∑

m<N/qj

m−s−1.

Esto implica que G0
s,D converge para s > 1, es decir, (5.1).

Demostración. Por el Lema 8, se tiene

Aj(N) =

N−1∑
n=qj
qj |n

1

ns⟨n
√
D⟩∗

= ⟨qj
√
D⟩−1

∗

N−1∑
n=qj
qj |n

qj
ns+1

.

Podemos reescribir la suma de la derecha como qj
∑N/qj

m=1(mqj)
−s−1, simplemente tomando los

múltiplos de qj hasta N − 1. Esto, claramente, es igual a q−s
j

∑N/qj
m=1 m

−s−1, y esto concluye el

resultado para Aj(N). Veamos que esto implica la convergencia de G0
s,D. Sea 1 < qj0 < N ≤

qj0+1, j0 ∈ Z+, escribimos las sumas parciales de G0
s,D como SN =

∑
n∈A,n<N (ns⟨n

√
D⟩∗)−1 =∑j0−1

j=0 Aj(qj+1) +Aj0(N). Luego queremos ver que SN converge cuando N → ∞, es decir

∞∑
j=0

∣∣∣Aj(N)
∣∣∣ = ∞∑

j=0

(
q−s
j ⟨qj

√
D⟩−1

∑
m<N/qj

m−s−1

)
=

∞∑
j=0

(
αj+1qj + qj−1

qsj

∑
m<N/qj

m−s−1

)

=
∞∑
j=0

(
αj+1 + qj−1/qj

qs−1
j

∑
m<N/qj

m−s−1

)
<

∞∑
j=0

(
K

qs−1
j

∑
m<N/qj

m−s−1

)
<

∞∑
j=0

K

2(j−1)(s−1)/2
,

donde 1 < qj < N ≤ qj+1, K > 0, y hemos visto que converge absolutamente. Como para
s > 1, el último término converge, concluimos que G0

s,D es convergente.

Pasamos ahora a demostrar (5.2). Para ello, de�nimos

Bj =

⌊qj+1/2⌋∑
n=qj
qj ∤n

1

ns⟨n
√
D⟩

y Cj =

qj+1−1∑
n=⌊qj+1/2⌋+1

qj ∤n

1

ns⟨n
√
D⟩

.

Nuestro objetivo es demostrar lo siguiente:

Teorema 21. Para cada s > 1, existe un K = K(s) tal que

(5.3) Bj ≤ Kq1−s
j log(qj + 1) y Cj ≤ Kq1−s

j+1 log(qj+1 + 1).

Primero, vamos a asegurarnos de que el Teorema 21 nos garantiza lo que buscamos.

Corolario 7. La serie Ej converge.
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Demostración. Es claro que basta demostrar que (5.3) garantiza la convergencia de
∑∞

j=0Bj y∑∞
j=0Cj , y por tanto la de la suma de ambas.

Con esa intención, basta ver que
∑∞

j=0 log(qj + 1)/qs−1
j converge. Como sabemos que

(log x)/xt → 0 para todo t > 0, y aplicando la de�nición de límite con ϵ = 1,∃J tal que log(qj+

1)/q
(s−1)/2
j < 1 para j ≥ J . De modo que

∑∞
j=0 log(qj + 1)/qs−1

j < K +
∑∞

j=J 1/q
(s−1)/2
j <

K +
∑∞

j=J 2
−(s−1)(j−1)/4, que efectivamente es convergente.

Procedemos ahora a demostrar una serie de resultados que necesitaremos en la demostración
del Teorema 21.

Lema 9. Se cumplen las siguientes desigualdades

(5.4)
∣∣⟨x⟩ − ⟨y⟩

∣∣ ≤ |x− y| para x, y ∈ R y

N∑
n=1

1

n
< 2 log(N + 1) para N ≥ 1.

Demostración. Empecemos con la primera desigualdad. Como
∣∣⟨x⟩−⟨y⟩

∣∣ está acotado por 1/2,
podemos de�nir x = y + α, con α ∈ [0, 1/2], y ∈ [0, 1]. Para aligerar notación, denotamos
⌊x+1/2⌋ = [x]. Luego queremos ver

∣∣⟨x⟩−⟨y⟩
∣∣ = ∣∣|y+α− [y+α]|− |y− [y]|

∣∣ ≤ |y+α−y| = α.

Caso 1 (y, x ∈ [0, 1/2]):
∣∣⟨x⟩ − ⟨y⟩

∣∣ = ∣∣y − [y] + α− y + [y]
∣∣ = α.

Caso 2 (y ∈ [0, 1/2], x ∈ [1/2, 1]):
∣∣⟨x⟩−⟨y⟩

∣∣ = ∣∣−2y−2[y]+1−α
∣∣ = ∣∣−2y+1−α

∣∣ ≤ α,
pues en este caso, −2y + 1 ≥ 0, y α ≥ 1/2− y.

Caso 3 (y, x ∈ [1/2, 1]):
∣∣⟨x⟩ − ⟨y⟩

∣∣ = ∣∣[y]− (y + α)− ([y]− y)
∣∣ = | − α| = α.

Caso 4 (y ∈ [0, 1/2], x ∈ [1/2, 1]):
∣∣⟨x⟩ − ⟨y⟩

∣∣ = ∣∣− 2y − 2[y] + α
∣∣ = ∣∣2(y − 1) + α

∣∣. Como
y − 1 ≤ 0, si 2(y − 1) + α ≥ 0 es claro que

∣∣⟨x⟩ − ⟨y⟩
∣∣ ≤ α. Para 2(y − 1) + α < 0, si

|2(y − 1) + α| > α, es decir, 2(y − 1) + α < −α, se tendría α < 1− y (contradicción).

Centrémonos ahora en la segunda desigualdad. Demostramos para ello un resultado auxiliar:
(2n)−1 <

∫ n+1
n x−1dx para n ≥ 1. Como 1/x > 1/(n+ 1) para x ∈ (1/n, 1/(n+ 1)), se cumple

que
∫ n+1
n x−1 >

∫ n+1
n 1/(n+ 1) = 1/(n+ 1) ≥ (2n)−1 para n ≥ 1. Aplicando esto, vemos que

N∑
n=1

1

n
≤ 2

N∑
n=1

(log(n+ 1)− log n) = 2 log(N + 1),

lo que concluye la demostración.

Sigamos demostrando resultados auxiliares con vistas a probar el Teorema 21.

Lema 10. Se cumple
∣∣⟨n√D⟩∗ −⟨m

√
D⟩∗

∣∣ > (2qj+1)
−1 para n y m enteros tales que 0 ≤ m <

n < qj+1.

Demostración. Como ⟨x⟩∗ es la distancia con signo a un entero, podemos escribirla como x−k,
k ∈ Z, luego claramente

∣∣⟨n√D⟩∗−⟨m
√
D⟩∗

∣∣ = ∣∣(n−m)
√
D− (k1−k2)

∣∣. Aplicando la primera

desigualdad de (5.4), tenemos que
∣∣(n − m)

√
D − (k1 − k2)

∣∣ ≥ |⟨(n − m)
√
D⟩ − ⟨k1 − k2⟩| =
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⟨(n − m)
√
D⟩. Ahora, por el resultado de mejor aproximación, como 0 < n − m < qj+1, se

veri�ca que ⟨(n − m)
√
D⟩ ≥ ⟨qj

√
D⟩. Finalmente, por el Corolario 1, apartado c), se cumple

que |qj
√
D − pj | > 1/(2qj+1), luego ⟨qj

√
D⟩ > (2qj+1)

−1, lo que �naliza la demostración.

Corolario 8. T =
{
2qj+1⟨n

√
D⟩ : 1 ≤ n < qj+1

}
es un subconjunto de [1,∞) tal que cada

intervalo [k, k + 1), k ∈ Z+, contiene como máximo dos de sus elementos.

Demostración. Sea 1 ≤ n < qj+1, tomando m = 0 en la desigualdad del Lema 10, tenemos que
⟨n
√
D⟩ =

∣∣⟨n√D⟩∗
∣∣ > (2qj+1)

−1, luego 2qj+1⟨n
√
D⟩ > 1. Esto demuestra que T ∈ [1,∞). Para

demostrar la segunda a�rmación del lema, asumamos que, para un mismo intervalo [k, k + 1),
k ∈ Z+ hay dos elementos (sean x e y) de T , y busquemos un tercero, llamémoslo z. Como hay
3 elementos en el intervalo, necesariamente dos de ellos (sean x y z) serán tales que ⟨x⟩∗ y ⟨z⟩∗
tengan el mismo signo. Entonces, denotando x = 2qj+1⟨n

√
D⟩, z = 2qj+1⟨m

√
D⟩:

|x− y| ≥
∣∣⟨x⟩ − ⟨z⟩

∣∣ = ∣∣⟨x⟩∗ − ⟨z⟩∗
∣∣ = 2qj+1

∣∣⟨n√D⟩ − ⟨m
√
D⟩
∣∣ > 1,

donde para la última desigualdad hemos usado el Lema 10. Así que z debería estar a distancia
mayor que 1 de alguno de los puntos del intervalo, que es de longitud 1 (contradicción).

Introduciremos un último lema, y estaremos ya en condiciones de pasar a la demostración
de la segunda desigualdad del Teorema 21. Necesitamos, antes, hacer una pequeña observación:

Observación 1. Para n en el rango de sumación de Cj, se cumple que 2qj+1n
−s < 2s+1q1−s

j+1.

Para demostrarlo, basta ver que en dicho rango, n > ⌊qj+1/2⌋ + 1 > qj+1/2, de modo que
2qj+1n

−s < 2s+1qs−1
j+1 . Introduzcamos, pues, el último lema:

Lema 11. Se veri�ca que

Cj < 2s+1q1−s
j+1

∑
qj+1/2<n<qj+1

1

2qj+1⟨n
√
D⟩

≤ 2s+2q1−s
j+1

qj+1−1∑
k=1

1

k
.

Demostración. La primera desigualdad es clara a partir de la observación, modi�cando los
límites de sumación por los equivalentes qj+1/2 < n < qj+1, y permitiendo n | qj (como todos
los términos son positivos, obtenemos una cota superior).

Para la segunda, consideramos el conjunto T−1 =
{
1/(2qj+1⟨n

√
D⟩) : 1 ≤ n < qj+1

}
.

Por el Corolario 8, T−1 ∈ (0, 1], y en cada intervalo (1/(k + 1), 1/k], k ∈ Z+, hay como
mucho dos elementos. Luego para cada intervalo de esa forma, la suma de los elementos
de T−1 contenidos en él es a lo más 2/k. Por otro lado, para 1 ≤ n < qj+1 se tiene que
2qj+1⟨n

√
D⟩ < 2qj+1/2 = qj+1, luego T−1 ⊆ [1/(qj+1 − 1), 1]. De modo que podemos acotar la

suma
∑

qj+1/2<n<qj+1
1/(2qj+1⟨n

√
D⟩) por

∑qj+1−1
k=1 2/k, y de aquí se deduce el resultado.

Como prometimos, demostramos ahora la primera desigualdad del Teorema 21: para cada
s > 1, existe un K = K(s) tal que Cj ≤ Kq1−s

j+1 log(qj+1).
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Demostración. Por el lema anterior, y aplicando después la segunda desigualdad de (5.4),

Cj < 2s+2q1−s
j+1

qj+1−1∑
k=1

1

k
< 2s+3q1−s

j+1 log(qj+1) = Kq1−s
j+1 log(qj+1),

donde K = K(s) una constante, distinta para cada s.

Queda, por tanto, demostrar la primera desigualdad del teorema. Usaremos un resultado
auxiliar:

Lema 12. Para n en el rango de sumación de Bj se tiene∣∣⟨n√D⟩ − ⟨npj/qj⟩
∣∣ < 1

2
⟨npj/qj⟩.

Demostración. Por (5.4), sabemos que
∣∣⟨n√D⟩−⟨npj/qj⟩

∣∣ ≤ ∣∣n(√D−pj/qj)
∣∣ = n

∣∣√D−pj/qj
∣∣.

Como, en el rango de sumación de Bj , n < qj+1/2, y aplicando posteriormente el Corolario 1,
apartado c), concluimos que n

∣∣√D − pj/qj
∣∣ < (qj+1/2)

∣∣√D − pj/qj
∣∣ < 1/(2qj).

Por tanto, solo queda demostrar que 1/qj ≤ ⟨npj/qj⟩. Esto es cierto, claramente, si y solo si
npj/qj no es entero. Como mcd(qj , pj) = 1 (las convergentes son irreducibles), y además, para
estos valores de n, qj ∤ n, entonces qj ∤ npj , luego npj/qj /∈ Z, y esto concluye el resultado.

Estamos a un lema de probar la segunda desigualdad del Teorema 21:

Lema 13. Se cumple la siguiente cadena de desigualdades:

Bj < 2

⌊qj+1/2⌋∑
n=qj
qj ∤n

1

ns⟨npj/qj⟩
< 4qj log(qj)

⌊qj+1/2⌋∑
m=qj
qj |m

1

ms
.

Demostración. Para la primera desigualdad, debemos demostrar que ⟨n
√
D⟩ > 1/2⟨npj/qj⟩. Si

⟨n
√
D⟩ > ⟨npj/qj⟩, no hay nada que demostrar. Si no, por el Lema 12, −⟨n

√
D⟩+ ⟨npj/qj⟩ <

1/2⟨npj/qj⟩, luego ⟨n
√
D⟩ > 1/2⟨npj/qj⟩.

Detengámonos a demostrar la segunda desigualdad. Sea k ∈ Z+ �jo, se tiene que ⟨(kqj +
i)pj/qj⟩ = ⟨ipj/qj⟩, para i ∈ [1, . . . , qj − 1]. Como mcd(pj , qj) = 1, para cada i ∈ [1, . . . , qj − 1]
se tiene ki = ipj mód qj , con ki ∈ {1, . . . , qj − 1} todos ellos distintos entre sí. De modo que
ki/qj alcanza un elemento de {1/qj , . . . , (qj − 1)/qj} exactamente una vez.

Como ⟨ipj/qj⟩ = ⟨ki/qk⟩ y, además, ⟨1/k⟩ = ⟨1 − 1/k⟩, k ∈ Z+, esto implica que ⟨npj/qj⟩
alcanza cada elemento de {1/qj , . . . , 1− 1/qj} a lo más dos veces.

Apliquemos lo anterior a nuestra suma. Consideramos los n tal que qj ∤ n, qj ≤ n ≤ ⌊qj+1/2⌋.
De modo que podemos descomponer la suma en bloques de la forma n = kqj+1, . . . , kqj+qj−1,
k ∈ Z+. Luego, para cada bloque, n > kqj . Por el razonamiento anterior, como para cada k
(cada bloque), n > kqj , y ⟨npj/qj⟩ alcanza cada elemento de {1/qj , . . . , 1− 1/qj} como mucho
dos veces, podemos calcular la suma para cada bloque:

2

kqj+qj−1∑
n=kqj+1

1

ns⟨npj/qj⟩
≤ 2

kqj+qj−1∑
n=kqj+1

1

(kqj)s⟨npj/qj⟩
=

2

(kqj)s

qj−1∑
i=1

qj
i
.
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De modo que, al sumar todos los bloques, tomando m = kqj ,

2

⌊qj+1/2⌋∑
n=qj
qj ∤n

1

ns⟨npj/qj⟩
<

qj−1∑
i=1

qj
i
·
⌊qj+1/2⌋∑
m=qj
qj |m

1

ms
.

Para concluir el resultado, basta ver que qj
∑qj−1

i=1 1/i < 2qj log(qj) por (5.4).

Al �n, demostramos la segunda desigualdad del Teorema 21: para cada s > 1, existe un
K = K(s) tal que Cj ≤ Kq1−s

j+1 log(qj+1 + 1).

Demostración. Como m ≥ qj ,

4qj log(qj)

⌊qj+1/2⌋∑
m=qj
qj |m

1

ms
≤ 4qj log(qj)

⌊qj+1/2⌋∑
m=qj
qj |m

1

qsj
= Kq1−s

j log(qj),

y así termina la demostración del Teorema 21.

Esto nos permite concluir que Gs,D converge y, equivalentemente, también Fs,D. De modo
que, con los resultados obtenidos en este capítulo, hemos probado que

Teorema 22. La serie Fs,D diverge para s ≤ 1 y converge para s > 1.





CAPÍTULO 6

La fracción continua del número e

A día de hoy, no se conoce ningún patrón para la fracción continua del número π. No es así
para el número e, cuya estructura es:

e = [2, 1, 2, 1, 1, 4, 1, 1, 6, 1, 1, 8, . . . ] = [2, 1, 2n, 1]∞n=1,

con la notación que cabe esperar. Es fácil observar que una expresión equivalente y más elegante
(y que simpli�ca la demostración) se obtiene de e = [1, 0, 1, 1, 2, 1, 1, 4, 1, 1, 6, . . . ] = [1, 2n, 1]∞n=0,
al reemplazar el 2 inicial por 1, 0, 1. Esto es claro, puesto que dando la vuelta a la fracción, se
tiene

1 +
1

0 +
1

1 + . . .

= 2 + . . . .

En este capítulo, pretendemos dar la demostración más breve conocida de este resultado (véanse
[9, Prop. 1] y [9, Th. 1]).

Teorema 23. La expresión de la fracción continua del número e es

e = [1, 0, 1, 1, 2, 1, 1, 4, 1, 1, 6, 1, 1, 8, . . . ] = [1, 2n, 1], n ≥ 0.

Sea [a0, a1, a2, . . . ] la fracción continua del enunciado. En otras palabras, a3i+1 = 2i y
a3i = a3i+2 = 1. Por el Teorema 2, vemos que p0 = 1, p1 = 1, p2 = 2, p3 = 3, p4 = 8,
p5 = 11, . . . y q0 = 1, q1 = 0, q2 = 1, q3 = 1, q4 = 3, q5 = 4, . . . . Notemos que q1 = 0,
luego p1/q1 no está de�nido, pero esto no supone ningún problema; lo hacemos para que las
recurrencias no tengan ninguna excepción inicial. De modo que pi y qi satisfacen las relaciones
de recurrencia

p3n = p3n−1 + p3n−2, q3n = q3n−1 + q3n−2,(6.1)

p3n+1 = 2np3n + p3n−1, q3n+1 = 2nq3n + q3n−1,(6.2)

p3n+2 = p3n+1 + p3n, q3n+2 = q3n+1 + q3n.(6.3)

Para veri�car que la fracción continua que mostramos converge a e, debemos probar que

ĺım
i→∞

pi
qi

= e.
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De�namos las integrales

An =

∫ 1

0

xn(x− 1)n

n!
ex dx, Bn =

∫ 1

0

xn+1(x− 1)n

n!
ex dx, Cn =

∫ 1

0

xn(x− 1)n+1

n!
ex dx.

Proposición 5. Para n ≥ 0, An = q3ne− p3n, Bn = p3n+1 − q3n+1e, y Cn = p3n+2 − q3n+2e.

Demostración. Basándonos en las relaciones de recurrencia descritas previamente, basta con
comprobar que las condiciones iniciales coinciden, y probar las tres relaciones de recurrencia

(6.4) An = −Bn−1 − Cn−1, Bn = −2nAn + Cn−1, Cn = Bn −An.

En cuanto a las condiciones iniciales, por un lado sustituimos los valores de pi, qi que mostramos
anteriormente. De este modo, A0 = q0e− p0 = e− 1, B0 = p1 − q1e = 1, C0 = p2 − q2e = 2− e.

Por otro lado, A0 =
∫ 1
0 exdx = e − 1, B0 =

∫ 1
0 xexdx = (x − 1)ex

∣∣x=1

0
= 1, C0 =

∫ 1
0 (x −

1)exdx = (x− 2)ex
∣∣x=1

0
= 2− e. Luego las condiciones iniciales coinciden.

Veamos que las relaciones de recurrencia dadas en (6.4) son equivalentes a (6.1), (6.2) y (6.3).
Sustituyendo Bn−1 = p3n−2 − q3n−2e y Cn−1 = p3n−1 − q3n−1e en la primera relación de (6.4),
el resultado es directo usando (6.1). Del mismo modo, con (6.2) se obtiene la segunda relación
y con (6.3) obtenemos la última recurrencia, concluyendo que las dos ternas de recurrencias
son equivalentes.

Queda solo ver que, efectivamente, las expresiones integrales de An, Bn y Cn satisfacen las
tres relaciones de (6.4). La más sencilla es la última:

Bn −An =

∫ 1

0

xn(x− 1)n(x− 1)

n!
dx =

∫ 1

0

xn(x− 1)n+1

n!
dx = Cn.

Para comprobar la primera, o equivalentemente, An +Bn−1 + Cn−1 = 0, observamos que, por
la regla de la derivada de un producto,

d

dx

(
xn(x− 1)n

n!
ex
)

=
xn(x− 1)n

n!
ex +

xn−1(x− 1)n

(n− 1)!
ex +

xn(x− 1)n−1

(n− 1)!
ex.

Como exxn(x − 1)n/n!
∣∣x=1

0
= 0 , tomando integrales a ambos lados en la ecuación de arriba,

obtenemos el resultado.

La segunda requiere más cálculos. Queremos ver Bn + 2nAn − Cn−1 = 0. Con un razona-
miento similar,

d

dx

(
xn(x− 1)n+1

n!
ex
)

=
xn(x− 1)n+1

n!
ex +

xn−1(x− 1)n+1

(n− 1)!
ex +

xn(x− 1)n

n!
ex(n+ 1).

Basta ver que
xn(x− 1)n

n!
ex(n+ 1) =

xn(x− 1)n

(n− 1)!
ex +

xn(x− 1)n

n!
ex.

xn−1(x− 1)n+1

(n− 1)!
ex =

(xn − xn−1)(x− 1)n

(n− 1)!
ex =

xn(x− 1)n

(n− 1)!
ex − xn−1(x− 1)n

(n− 1)!
ex.
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xn(x− 1)n+1

n!
ex =

(xn+1 − xn)(x− 1)n

n!
ex =

xn+1(x− 1)n

n!
ex − xn(x− 1)n

n!
ex.

Si sumamos todos los términos, obtenemos exxn+1(x − 1)n/n! + 2exxn(x − 1)n/(n − 1)! −
exxn−1(x− 1)n/(n− 1)!, de modo que integrando llegamos a Bn+2nAn−Cn−1. Como además

exxn(x− 1)n+1/n!
∣∣x=1

0
= 0, concluimos el resultado.

Tras esto, es sencillo probar el Teorema 23.

Demostración. Observamos primero que An, Bn y Cn → 0 cuando n → ∞. Haremos el desa-
rrollo explícito solo para An, pues es idéntico para Bn y Cn.

Consideramos, pues, fn(x) = xn(x − 1)nex/n!, para x ∈ [0, 1]. Se tiene que fn converge
uniformemente a 0 en [0, 1] porque 0 ≤ ĺımn→∞ sup{|fn(x)| : x ∈ (0, 1)} ≤ ĺımn→∞ e/n! = 0.
Por tanto, se veri�ca que

ĺım
n→∞

∫ 1

0

xn(x− 1)n

n!
ex dx =

∫ 1

0
ĺım
n→∞

xn(x− 1)n

n!
ex dx = 0.

Por tanto, por la Proposición 5, tenemos que cuando n → ∞,
An → 0 ⇒ q3ne− p3n → 0

Bn → 0 ⇒ p3n+1 − q3n+1e → 0

Cn → 0 ⇒ p3n+2 − q3n+2e → 0.

Esto nos permite concluir que ĺımi→∞(qie− pi) = 0. Como qi ≥ 1 para i ≥ 2, podemos dividir
entre qi y obtener

e = ĺım
i→∞

pi
qi

= [1, 0, 1, 1, 2, 1, 1, 4, 1, . . . ],

lo que culmina la demostración.

Una desventaja de esta demostración es su poca versatilidad. En [10] se puede ver la fracción
continua de e como parte de una familia mayor, que incluye otras cantidades como tan 1 o e1/k;
no obstante, dicha demostración tiene una longitud mucho mayor.





APÉNDICE A

Algunos códigos

A continuación, presentamos los diferentes códigos (todos ellos hechos en SageMath), a los
cuales se ha hecho referencia a lo largo del trabajo.

El primero se trata del algoritmo para hallar la fracción continua de un número. Ya lo
explicamos detenidamente en el Capítulo 1, aquí el código utilizado:

1 def f racc ion_cont inua ( alpha_0 , e r ror , max_iter ) :
2

3 alpha=alpha_0 ; a=f l o o r ( alpha_0 )
4

5 Lista_p = [ ] ; Lista_q =[ ]
6 Lista_p=Lista_p+[a ] ; Lista_q=Lista_q +[1]
7 Lista_alpha=[alpha_0 ] ; Lista_a=[a ]
8

9 alpha=1/(alpha_0=a ) ; a_1=f l o o r ( alpha )
10

11 Lista_p=Lista_p+[a*a_1+1] ; Lista_q=Lista_q+[a_1 ]
12 Lista_a=Lista_a+[a_1 ] ; Lista_alpha=Lista_alpha+[ alpha ]
13
14 a=a_1 ; i=2
15

16 e r ro r_ca l cu lado=abs ( alpha_0=Lista_p [ 1 ] / Lista_q [ 1 ] ) ;
17
18 while alpha not in ZZ and error_ca lcu lado>=e r r o r and i<=max_iter :
19

20 alpha=1/(alpha=a ) ; a=f l o o r ( alpha )
21

22 p=a*Lista_p [ i=1]+Lista_p [ i =2] ; q=a*Lista_q [ i=1]+Lista_q [ i =2]
23

24 Lista_a=Lista_a+[a ] ; Lista_alpha=Lista_alpha+[ alpha ]
25 Lista_p=Lista_p+[p ] ; Lista_q=Lista_q+[q ]
26

27 e r ro r_ca l cu lado=abs ( alpha_0=Lista_p [ i ] / Lista_q [ i ] )
28
29 i=i+1
30

31 print ( 'En  %d iteraciones  el  error  obtenido  es  %s ' % (( i =1) ,
↪→ (n( e r ro r_ca l cu lado ) ) ) )

32 print ( ' Los  a_n  son : ' ) ; print ( Lista_a ) ; print ( ' Los  alpha_n  son : ' )
↪→ print ( Lista_alpha )

33 print ( ' Los  p_n  son : ' ) ; print ( Lista_p ) ; print ( ' Los  q_n  son : ' ) ; print ( Lista_q )
34
35 if alpha in ZZ :
36 print ( 'De  modo  que  la  ultima  convergente  obtenida  es  %s = %s '

↪→ %((Lista_p [ i =1]/Lista_q [ i =1]) , (n( Lista_p [ i =1]/Lista_q [ i =1]) ) ) )
37 else :
38 print ( 'De  modo  que  la  ultima  convergente  obtenida  es  %s , que  es  

↪→ aproximadamente  %s ' %((Lista_p [ i =1]/Lista_q [ i =1]) ,
↪→ (n( Lista_p [ i =1]/Lista_q [ i =1]) ) ) )

39
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En el capítulo 4, requerimos ayuda computacional para resolver

∞∑
n=1

cot(πn
√
94)

n7
= −2396429986305621361π7

√
94

100230311093209098265800
.

Exhibimos a continuación el código que nos permitió realizar los cálculos:

1 n=16; m=3; alpha_0=sq r t (94)+f l o o r ( sq r t (94) ) ; alpha=alpha_0
2 a=f l o o r ( alpha_0 ) ; Alpha=[alpha_0 ] ; alpha=1/(alpha_0=a )
3 a_1=f l o o r ( alpha ) ; Alpha=Alpha+[ alpha ] ; a=a_1
4

5 for i in [ 2 . . 1 6 ] :
6 alpha=1/(alpha=a ) ; a=f l o o r ( alpha )
7 Alpha . append ( alpha )
8 i=i+1
9

10 Lista_A=[1 ] ; A=1
11 for i in [ 1 . . n ] :
12 A=A*Alpha [ i ]
13 Lista_A . append (A)
14

15 Lista_B=[1]
16 for i in [ 1 . . n ] :
17 B=(((=1)^ i ) /( Lista_A [ i ] ) ^(2*m) )
18 Lista_B . append (B)
19

20 def G( z ) :
21 f =[ b e r n ou l l i (2*k ) / f a c t o r i a l (2*k ) for k in srange (m+2) ]
22 suma=0
23 for i in [ 0 . .m+1] :
24 suma+=f [ i ]* f [m+1= i ]* z^(2* i )
25 G=suma*(=1)^m*(2* pi ) ^(2*m+1)/z
26 return G
27
28 suma_resultado=0
29 for i in [ 0 . . n=1] :
30 suma_resultado+=Lista_B [ i ]*G(( Alpha [ i +1])^(=1) )
31 r e su l t ado=1/(1=Lista_B [ n ] ) * suma_resultado
32 ( r e su l t ado / sq r t (94) ) . c anon i c a l i z e_rad i c a l ( )



APÉNDICE B

Grá�co de los paralelogramos ΓN

En el Capítulo 4, utilizamos �paralelogramos centrados ΓN de la forma t±i(N+1/2)ℑ(1/z)
y (t± i(N +1/2)ℑ(z))/z y con orientación positiva, para N ∈ Z, t ∈ R�. Procedemos a mostrar
el dibujo grá�co de dichos paralelogramos, para z = 1/2 + 1/3i, y N = 4, N = 5, con la
intención de dar una imagen grá�ca de los paralelogramos, y mostrar que evitan los polos en
su frontera, y sus lados son paralelos a 1 y 1/z.

Exhibimos también el código empleado para obtener la imagen. En primera instancia, de-
�nimos la función que pasa números complejos a puntos del plano.

1 # Funcion que pasa complejos a puntos

2 def comp_2_vec( v ) :
3 return vector ( ( v . rea l_part ( ) , v . imag_part ( ) ) )

Y a continuación, mostramos el resto del código:

41
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1 z = 1/2+1/3* i
2
3 # Reticulo de puntos generado por 1 y 1/ z con coeficientes enteros

4 l a = 8 ; L = [ ]
5 for a in srange(= la , l a+1) :
6 for b in srange(= la , l a+1) :
7 L . append ( comp_2_vec( a+b/z ) )
8 P = po int s (L , s i z e =1)
9

10 # Puntos donde hay polos

11 L = [ ]
12 for a in srange(= la , l a+1) :
13 L . append ( (a , 0) )
14 L . append ( comp_2_vec( a/z ) )
15 P += po int s (L , s i z e =5, c o l o r=' red ' , zo rder =100)
16
17
18 N = 4
19 # Los puntos de interseccion de las rectas
20 # t\ pm i(N +1/2) \ Im (1/ z) y (t\ pm i(N +1/2) \ Im (z))/z
21 # son \ pm z1 , \ pm z2 que dan los vertices del paralelogramo
22 # donde se aplica el teorema de los residuos .

23 w = i *(N+1/2) *( z . imag_part ( )=z *(1/ z ) . imag_part ( ) )
24 z1 = w. imag_part ( ) /z . imag_part ( ) + i *(N+1/2) *(1/ z ) . imag_part ( )
25 w = i *(N+1/2) *( z . imag_part ( )+z *(1/ z ) . imag_part ( ) )
26 z2 = w. imag_part ( ) /z . imag_part ( ) = i *(N+1/2) *(1/ z ) . imag_part ( )
27 p1 , p2 = comp_2_vec( z1 ) , comp_2_vec( z2 )
28
29 # El paralelogramo donde se aplica el teorema de los residuos ( verde )
30 # esta separado de los enteros

31 P += l i n e ( [ p1 , p2,=p1,=p2 , p1 ] , t h i c kne s s =1, c o l o r=' green ' )
32
33 # Tambien lo esta el resultado de multiplicarlo por z ( azul )

34 p1 , p2 = comp_2_vec( z* z1 ) , comp_2_vec( z* z2 )
35 P += l i n e ( [ p1 , p2,=p1,=p2 , p1 ] , t h i c kne s s =1, l i n e s t y l e=' -- ' )
36

37 P. set_aspect_rat io (1 )
38
39
40 N = 5
41

42 w = i *(N+1/2) *( z . imag_part ( )=z *(1/ z ) . imag_part ( ) )
43 z1 = w. imag_part ( ) /z . imag_part ( ) + i *(N+1/2) *(1/ z ) . imag_part ( )
44 w = i *(N+1/2) *( z . imag_part ( )+z *(1/ z ) . imag_part ( ) )
45 z2 = w. imag_part ( ) /z . imag_part ( ) = i *(N+1/2) *(1/ z ) . imag_part ( )
46 p1 , p2 = comp_2_vec( z1 ) , comp_2_vec( z2 )
47
48

49 P += l i n e ( [ p1 , p2,=p1,=p2 , p1 ] , t h i c kne s s =1, c o l o r=' green ' )
50
51

52 p1 , p2 = comp_2_vec( z* z1 ) , comp_2_vec( z* z2 )
53 P += l i n e ( [ p1 , p2,=p1,=p2 , p1 ] , t h i c kne s s =1, l i n e s t y l e=' -- ' )
54

55 P. set_aspect_rat io (1 )
56 P. show ( )
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