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Resumen

Desde el momento en el que se enuncia la ecuacion de Schrédinger surge la ne-
cesidad de encontrar una versiéon cuantica relativista de la misma, que hoy en dia
conocemos como ecuaciéon de Dirac. Su impacto en la fisica cuantica fue maytscu-
lo, introduciendo funciones de onda de cuatro coordenadas (espinores) y dando una
fundamentacion teodrica de la existencia del espin, algo todavia desconocido en aque-
lla época. Aunque no se trate aqui, también sirvié para conjeturar la existencia de
antiparticulas y fue el punto de partida de la teoria cuantica de campos.

Este trabajo cumple tres objetivos. En primer lugar, se da una motivacién para
la ecuacién de Dirac en la que se trata de solucionar los problemas que presenta la
ecuacion de Klein-Gordon, un primer intento de relativizar la ecuacion de Schrédinger.
Para ello se daran por supuestos conocimientos basicos de mecéanica cuantica que
aparecen en el apéndice. En segundo lugar, se enuncia razonadamente la ecuaciéon
de Dirac siguiendo el procedimiento teérico original de buscar una factorizacién de
la ecuaciéon de Klein-Gordon y se estudian sus soluciones. Por tltimo, se obtiene un
resultado relacionado con la existencia del espin. Concretamente se muestra que, en el
limite no relativista bajo campos electromagnéticos, la ecuacién de Dirac se convierte
en la ecuacién que introdujo Pauli para electrones magnéticos. En esencia, se deduce
que un electréon debe comportarse como un pequeno imén. No es en absoluto evidente
que este tipo de informacion esté incorporada en la ecuacidén y no participa en su
motivacion. El propio Dirac dijo que era un afiadido inesperado.

Abstract

As early as the Schrodinger equation was introduced, the necessity of finding a
relativistic quantum formulation —known today as the Dirac equation— arised. Its
repercussion on quantum physics was formidable, introducing four-coordinate wave
functions (spinors) and providing a theoretical foundation for the existence of the
spin, yet unknown then. Although not discussed here, it also served to conjecture the
existence of antiparticles and was the starting point for quantum field theory.

This thesis meets three goals. In the first place, a motivation for the Dirac equation
is given, in which we try to solve the issues presented by the Klein-Gordon equation,
a first attempt to relativize the Schrodinger equation. In order to accomplish this,
basic knowledge of quantum mechanics that appears in the appendix will be taken for
granted. Sencondly, the Dirac equation is obtained following the original theoretical
procedure of looking for a factorization of the Klein-Gordon equation and its solutions
are studied. Finally, a result related to the existence of the spin is obtained. Specif-
ically, it is shown that, in the non-relativistic limit under electromagnetic fields, the
Dirac equation becomes the equation introduced by Pauli for magnetic electrons. In
essence, it follows that an electron must behave like a small magnet. It is not at all
obvious that this type of information is incorporated into the equation and does not
participate in its motivation. Dirac himself said it was an unexpected bonus.
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CAPITULO 1

Introduccién a la relatividad
especial

1.1. Unidades relativistas

Tanto en la vida cotidiana como en la fisica utilizamos unidades para medir el valor
de una cierta velocidad, masa, energia, aceleracion... Cada una de estas magnitudes
posee unidades propias y la combinacién de las unidades de la masa, el tiempo y el
espacio proporcionan las del resto de magnitudes. El consenso para medir es seguir el
Sistema Internacional de Unidades de Medida (S.1.), de forma que las unidades de cada
magnitud sean las mismas en cualquier punto del planeta. La unidad correspondiente a
la masa es el kilogramo (kg), la del espacio es el metro (m) y la del tiempo es el segundo
(s). Los valores de cada una de estas unidades se adoptaron para que al medir sucesos
en el dia a dia los valores fueran pequenos. Sin embargo, en el campo de la relatividad
estas medidas se hacen demasiado grandes y son muy poco manejables. Por ejemplo:
la velocidad de la luz tiene el valor ¢ = 299792458 m/s. Por esta razén se ha decidido
adoptar en este campo un sistema de medidas basados en tomar ¢ = 1 conocido como
unidades relativistas. Notese que ahora la velocidad de la luz es adimensional, mientras
que en el caso previo sus dimensiones eran espacio/tiempo. Esta identificacion entre
el espacio y el tiempo se produce al definir un segundo como la distancia a la que se
mueve la luz en un segundo. Es decir, 1s = 299792458 m ~ 3 - 108m [18]. Una de las
ventajas de este convenio es la simplificacién de multiples férmulas como las ecuaciones
de Maxwell, que escritas de forma normal siendo E y B campos electromagnéticos
son -

v E=0, v.B=0 vxB=-128 g.p_10F
c Ot c Ot

pero para E = (0, E(z,t),0) y B = (0,0, B(z,t)) y unidades relativistas se reducen a

OE 0B OB OE

1.1 - = = _ _ =
(1.1) oz ot Y o ot

puesto que, llamando E = (E1,E9, E3) y B= (B1, By, B3):
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8E1 8E2 aEg 8E(a;, t)

« V- E=0= ax+ay+az: By =0.
5 031 632 833 _ 8B($,t) .
"V B=0= 8x+8y+82_ 0z =0
~ 10B (0B 0E, 0Ey 0E3 0E, 0E\\ _
" Vx b= cat:><€)y 9z 0z Ox’ Ox 8y>_
1 1 8B2 8B3 - (_ aE(l', t) 0 aE(I‘, t) .
c ot Ot 0z ' Ox N
1 0.0 8B (z,t) ~ (0.0, OE(z,t) _ 1 0.0, 0B(x,t) o
c ox c ot
OE(x,t) 183(:U t)
or ¢ Ot

Usando las unidades relativistas ¢ = 1 y simplificando F(z,t) = E'y B(z,t) =
B, esta igualdad es

OF 0B
or ot
S U B 18E <8Bg _ 0By 0B; B 0B3 0Bs _ 831) _
c ot oy 0z 0z Ox ' Ox oy
_ 1 ((‘9E1 OFs 8E3> N <8B(a:,t) _8B($,t) 0) _
c ot ot oy ox '’
1 < 8E (z,1) OB(,t) ) N <0’83(a:,t)70> 1 (O, 8E($,t)’0> o
c Ox c ot
_0B(z t) 10E(z,t)
ox c ot
Usando otra vez la misma notacién y las unidades relativistas, de esta igualdad
se obtiene
OB  0E
dr ot

1.2. Transformaciones de Lorentz

Utilizando las ecuaciones de Maxwell vamos a deducir las transformaciones de
Lorentz, que relacionan la longitud y el tiempo (z,t) percibidas por un observador
O inmovil en el origen de la recta real, nosotros, con las percibidas (2,t') por un
observador O’ en movimiento con velocidad v respecto al mismo origen en tiempo y
espacio [12].

En esta situacion la ley de la inercia sugiere que las relaciones son lineales ya que,
al no haber fuerzas, los movimientos son rectilineos y uniformes:

(1.2) x' = Ax + Bt, t' = Cx + Dt.
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La intuicién nos dice que en la segunda ecuacion los coeficientes de x y t deben ser,
respectivamente, 0 y 1, pero mas adelante vamos a comprobar que esto no es asi.
Cuando O’ esta en su origen, logicamente esta en la posicion ' = 0, mientras que
nosotros, O, veremos que O’ esta en x = vt. Sustituyendo estos valores en la primera
ecuacion de (1.2) obtenemos B = — Av. Analogamente, como a nosotros nos parece que
O’ se mueve a velocidad v, a O’ le parecera que somos nosotros los que nos movemos
con velocidad —wv, asi que cuando estemos en la posicion z = 0, nuestro origen, O’ lo
vera como ' = —wvt’. Sustituyendo otra vez en la primera ecuacion y posteriormente
en la segunda de (1.2) obtenemos ahora D = A. Reescribimos por lo tanto (1.2) como

(1.3) ' = Ax — Avt, t' = Cux + At.

Supongamos ahora que, en su movimiento, O" marca dos puntos xj y . Nosotros
mediriamos esa distancia como zy — 1 pero para O seria, en realidad, zf, — =} =
(Azg — Avt) — (Azy — Avt) = A(x2 — x1), donde A es la relacion entre las distancias
percibidas por ambos observadores. Si se diera la situacion inversa y fuera ahora O
quien marcara los puntos, entonces, puesto que el caso es simétrico, la relaciéon entre
las nuevas distancias medidas por ambos deberia ser la misma. Para analizar este caso
debemos despejar primero x,t en funcion de 2/, en (1.3). Por puro consenso fisico,
vamos a denotar v = A:

- TO-0)-@ ) ¢)-
e AR E I (]

. . . : . 1
Repitiendo el proceso, en esta ocasion la relacion entre las distancias es

v+ Cv’
Igualando a la relacién que habiamos obtenido antes despejamos el coeficiente C:
A2
v = =(C = 7 y podemos reescribir (1.3) como

Yyv

_/72

YU

1
(1.4) x' = ~yx — yut, t' = x + yt.

Finalmente, hallamos el valor de v [14]. Usando la regla de la cadena y aplicando la
transformacion (1.4) calculamos las derivadas parciales de E'y B, obteniendo

0B _ 0B 1-°0E 0B _ 0B 1-7*0B
or ' or vwo ot dr T ou vy ot

oF oF OF 0B 0B 0B

ot - Mo e ar T aw e
Aplicando ahora las ecuaciones de Maxwell (1.1) tenemos que

OF 1-4°0E _ 0B 0B 0B 1-9°0B __ 0E OE
Yo T e o Wor T o Yo T e o Wor T Tor
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y, reordenando términos,

0 0 (1—+7
(’yE—va):—atl< 7 E—{—’yB),

ox’ YU
0 0 [1—772
9 +— (VB —yvE) = T o B+~E).

Estas serian las ecuaciones de Maxwell para el observador O’ si se tuviera

2

1-— 1—~2
(15) E' =~E—-mB=-LB+~E, B = WPYEerB:yB—wE

. ’ / ’ ’
puesto que entonces se cumpliria que %f/ = —66?/ y %f/ = —%?, . De la segunda

igualdad de cada ecuacion de (1.5) podemos despejar el valor v = (1 — v2)71/2 .
Hemos deducido que las transformaciones de Lorentz en unidades relativistas son

de la forma

(1.6) =v(x—vt), t'=7(—vr) con 7:(1702)_1/2.

Para ver la forma que tienen sin estas unidades vamos a sustituir en (1.6) las unidades
de la masa (M), la longitud (L) y el tiempo (T") para cuadrar la posicion de ¢, que
antes no aparecia al tomar el valor 1:

x — vt I— L—%T _
vi-v? Ji- (%) VJi-(e)

del denominador desaparezcan, asi que bastara dividir en la raiz v? entre ¢?. Por

lx/:

. Necesitamos que las unidades

lo tanto, v = (1 —v?/ 02)71/ 2, Aplicamos este cambio a la siguiente ecuacion.

t— vz L L?
= —— — —— = =T — —. Necesitamos que LTQ se

1—v2/02 \/1_ L 7)2 T

convierta en T, por lo que bastara d1v1d1r v entre ¢?

y las transformaciones de Lorentz seran, por lo tanto,

(1.7) ' =7 (x—vt), t/:'y(t—v:v/cz) con y= (1—@2/02)71/2_

Las velocidades que aparecen en el dia a dia son mucho menores que la de la luz,
por lo que v/c? ~ 0 y v?/c? ~ 0. Aplicando estos resultados en (1.7), tenemos que
' =z —wvtyt =t, que es lo que la intuicién nos sugiere.

1.3. El grupo de Lorentz

Las transformaciones de Lorentz en unidades relativistas y en forma matricial son

(2)= (5 7)) =2 ()
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Esta matriz A tiene la peculiaridad de dejar invariante la forma cuadratica t?> — z2. Es

0 ) , no se modifica

decir, que la matriz asociada a la forma cuadratica, que es <0 1

al pasarla a la base formada por las columnas de A:

o )= 6 )G T)-605)

A A= = .

0 -1 —yv 7y 0 -1 —yv 7y 0 -1

Si extendemos ahora de una dimensiéon maés el tiempo a las tres dimensiones mas
el tiempo podemos definir el grupo de Lorentz como aquellas transformaciones li-
neales que dejan invariante la forma t?> — 22 — y? — 22, cuya matriz asociada es
n = diag(1l,—1,—1,—1). Es decir, las matrices A que cumplen AlnA = 7. Es facil
probar que £ = {A € Myzq (R) : AlnA = 17} es un grupo no abeliano con el producto
puesto que, siendo A, 1L, Q € L:

» Es cerrado: (AIT)' 5 (AII) = II*AtpAIL = II*nIT = 1.
» Es asociativo: (AIl) Q = ATIQ = A (II92) .

= Hay elemento neutro: e = Iy,4 € L porque e‘ne = It nlyq = 1y cumple que
e = Iypah = A = ALy = Ae.

» Existe un elemento inverso para cada elemento de £: A™1A = Iy = AA " y
Al e Lporque A € L= AlpA == A = (A) 'y = = (A) gl =
n= (A" 'gA = A e L.

= No es abeliano: AII # ITA porque incluye los giros en R?, que no conmutan.

Cualquier teoria relativista ha de ser invariante por este grupo, que incluye los
giros y simetrias de R? en coordenadas espaciales, con matriz

1 0 0 0
O = 0 c11 c12 ci3
0 co1 co2 co3

0 c31 c320 c33

y que sean ortogonales (es decir, C*C = I) y la extension de (1.6) en tres dimensiones,
que es

(1.8) t'=~(t—-vx), o' =y(x—2t), ¥y =y, 2 =2 con 7:(1_02)_1/2

y tiene como matriz

v —yv 0 O
—yv v 0 0
0 0 10
0 0 01






CAPITULO 2
La ecuaciéon de Klein-Gordon

2.1. Motivacion

La ecuacion de Klein-Gordon recibe su nombre de los fisicos Oskar Klein y Wal-
ter Gordon, que en 1926 propusieron que ésta describia los electrones relativistas.
Previamente ya habia sido introducida por Schrodinger, descartdndola en favor de la
ecuacién que ya conocemos porque la primera resultaba problematica al dar proba-
bilidades negativas. La version conocida hoy en dia de la ecuacién de Schrédinger es

una versidén no relativista de la ecuaciéon de Klein-Gordon. A continuaciéon vamos a
deducirla [15].

2.2. Relaciones basicas

En la mecénica relativista se conserva el 4-momento p = (F,p)!, donde E es la
energia relativista y p’ es el vector de momentos relativistas. Que el 4-momento se
conserve significa que, siendo O y O" dos observadores relacionados por una trans-
formacion de Lorentz A € £, entonces los respectivos 4-momentos p y p’ satisfacen

(2.1) p’ = Ap.

E
n
obtenemos ¥ = e , que corresponde al momento p'y a la energia E. Usando
(2.1) y que, como A € L, entonces n = A’npA, podemos comprobar operando que

U/’ = ¥. Es decir, ¥ es invariante para dos observadores O y O'.

Utilizando la féormula de la funcion de onda (A.2) y sustituyendo k= % yw=
FE—Et)/h

Supongamos ahora que O y O’ observan una particula sostenida por O’. Para O
la particula se movera con velocidad constante pero para O’ la particula estara en
reposo, es decir, p’ = 0 y con energia Fy en reposo. Los 4-momentos correspondientes

E E
serdn p = (ﬁ) yp = (6()). Vamos a calcular (p’)’ np’ primero usando (2.1) y

luego mediante la definicién del grupo de Lorentz para obtener un primer resultado
importante:
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« (p))'np’ = (Ap)' 1 (Ap) = p'AtnAp = p'np = E? — p2 — p2 — p?
= (p))'np’ = E3

I[gualando ambas expresiones: E? — p2 — pz —p2=FE;=E*=E3+p>+ pf/ +p? =
EZ + ||pl|?. Es decir

(2.2) E%=E2 4+ ||p%

2.3. Calculo de la energia

A partir de (2.2) vamos a obtener una féormula ciertamente similar pero que sirve
de base para la ecuaciéon de Dirac. Para ello hemos de conseguir primero la relacion
Ey = m, que es la version en unidades relativistas de la conocida E = mc?, siguiendo
el razonamiento de Einstein [9]. Esto se logra analizando desde el punto de vista de
O’ primero y de O después el siguiente suceso: una masa m en reposo para O’ se
desintegra en dos rayos de luz que viajan en sentidos opuestos por el eje X cada
uno con la mitad de energia inicial en reposo Ey y velocidades 1 y —1. Como el
movimiento se produce Unicamente en el eje X, los momentos de los otros dos ejes
seran 0 y pl, = :l:% dependiendo de si el rayo de luz avanza en un sentido o en el

i(p-7—Bt)/h

otro. Utilizando la funciéon de onda previamente vista ¥ = e calculamos la

correspondiente a cada rayo de luz:

! .
i(pd o' =B ) /0 _ ei(%x'—%t')/h L Y

u ‘If+:€

LU - ei(p;/-x’fEO_t’>/h _ ei(%%u%t/)/h _ ()

Por otro lado O observara que m ya se mueve por el eje X antes de desintegrarse,
asi que la energia que medird serda £ = Fy + K, donde K es una energia cinética
que O’ no percibia puesto que desde su sistema de referencia se encontraba en reposo
y, por lo tanto, K/ = 0. Como hemos visto anteriormente, ¥ es invariante para los
observadores, asi que las ecuaciones de onda para O seran las mismas que las que
acabamos de hallar para O’. La tnica diferencia es que las pondremos en funciéon de
(t,x) en lugar de (', 2') utilizando la transformacion de Lorentz (1.8):

iBQ (041 iEg iBg(v+yv) iBg(1+v)y
U, = e B R vttra— ) L PRGE @) PG o)

—iE, —iFE, —iEg(y— —iEg(1—
D U = e mt @) = e (vt ityr) o TG ) o T (o)

Por un lado, para O" tenemos dos ondas con energia Fy/2 cada una. Haciendo
el balance de energias comprobamos que la energia inicial es igual a la final: Ey =
Ey/2+ Ey/2. Por otro lado, para O la energia inicial era Ey+ K. La energia final sera
la suma de la de cada onda, que viene determinada en cada caso por el coeficiente de
—it/h de la ¥ correspondiente: Fy = %ﬂh La suma de energias de los rayos es

Eo(1+v)y  Eo(l—v)y _ Ey

+ T 5 + 5 vE0 T
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y el balance de energias para O seré, por tanto,
Ey
V1—02

Haciendo el desarrollo de Taylor de segundo orden para el lado derecho de la
igualdad obtenemos la expresion
1
EO (1 + 2'[)2) .

Como para velocidades mucho menores que la de la luz (¢ = 1) la energia cinética

tiene que ser como la de Newton, se tendra que K = %va. Operando en el lado

izquierdo de (2.3) calculamos el polinomio de Taylor de orden 2:

(2.3) Ey+ K =

1
Ey + §mv2.

Igualando ambos polinomios conseguimos finalmente la expresion Ey = m:

1 1
Ey + 5mzﬂ = FEp <1 + 2v2> = Ey =m.

Por ultimo, sustituyendo en (2.2) obtenemos la féormula que relaciona momento y
energia relativistas y en la que se basa la ecuacion de Dirac:

(2.4) E? =m?* + ||p||%.

No es descabellado preguntarse como es posible que tanto la masa como el momento
tengan las mismas unidades que la energia, pero es facil comprobar que ocurre porque
estamos trabajando en unidades relativistas. Usando la misma notacién que en el
capitulo anterior y que la velocidad es 1:

1 L\? )
s F=hw=J-s-—=J=M|=) =M-1"=M
s T

=M-1=M

L
" p= =M —
p=mv T

s m=M

2.4. Ecuacion de Klein-Gordon

Usando las correspondencias £ — ihd; y p — —ihV y sustituyendo en (2.4)
obtenemos la deseada ecuacion de Klein-Gordon:

2

E? = m? + ||p]]* = (ihdy)* = m® + (—ihV)? = —h2% =m? - B*V? =
:>h28—2—h2A+m2:0
ot? '
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Aplicandoselo ahora a la funcién de ondas ¥ = e
solucion de la ecuaciéon de Schrédinger:

iPE=E)/h - que sabemos que es

2
o
(2.5) hza('?tZ — K2AY + m?¥ = 0.

Para obtener la expresion de la ecuacién en unidades no relativistas primero ten-
dremos que transformar (2.4) en una ecuacién también en unidades no relativistas.
Procedemos como de costumbre:

2
L\? L\? L4 L2

Para que el primer término del lado derecho de la igualdad tenga las mismas unidades
que el término del lado izquierdo habra que multiplicarlo por (%)4. Es decir, por ¢*.

FEn el caso del segundo término bastara multiplicarlo por (%)2, que corresponde a ¢?,

para obtener las unidades deseadas. Aplicando estos cambios la ecuacion obtenida es
(2.6) E? = m?c + ||p])* .

Utilizando otra vez las correspondencias £ — ih0; y p — —ihV pero sustituyén-
dolas esta vez en (2.6):

2
E? = m?ct + ||p))2? = (ihdy)? = m?*c* + (—ihV)? & = —hza— =m?ct — B2V2cE

ot?
Si volvemos a aplicar ¥ y reordenamos términos obtenemos
O*w
(2.7) h2w — W2PAT + m?t =0,

que es la ecuacion de Klein-Gordon en unidades no relativistas.

2.5. Problemas de la ecuacion

Como se ha mencionado al comienzo del capitulo, esta ecuacion fue descartada en
un principio por Schrédinger al no interpretar correctamente alguno de los resultados
que arrojaba. Uno de los problemas era que, dado un estado inicial ¥(Z,¢ = 0), no
era posible determinar el estado en tiempos futuros puesto que la ecuacién no es de
primer orden en t sino de segundo. Otro problema relevante es el hecho de que no
se conserve la probabilidad total [ |¥|2. Vamos a comprobar que esta situacién no se
da para la ecuaciéon que hoy conocemos bajo el nombre de ecuaciéon de Schrédinger.
Sea U = ¥(¢,z) € C una funcion de onda que cumpla que ¥, ¥, — 0 suficientemente
rapido cuando x — oo y que satisface la ecuacién de Schrodinger para particulas libres
(A.5), entonces

a o 9 _a o . B [e.o] 8 o B o . o B
at/oo\\m da;_&/OO\I/\Ild:U—/OO&\IJ\Ifda:_/OO(\I't\Il—i—\Ilt\Il)da:—
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L [ th 4 th— zV
= —U —U |V v V| dr =
/_Oo<<2m R > * (Qm v h “

- / <’hxpm\p— Voo Mg v+ Z;‘IJ\I’> dz

oo \2m h 2m
_ 2m 2m J_

== / U, Udz — / T, Wdy ) = Z/ (~0, ¥, + T,0,)dz =0
2m oo o 2m J_

al integrar por partes. Es decir, la probabilidad ffooo |¥|2dx no varia con el tiempo.

La razén por la que una ecuacién si conserva la probabilidad pero la otra no es
que en el calculo de % f_oooo |¥|2dx hemos usado derivadas de primer orden respecto a
t, que son las que aparecen en la ecuacién de Schréodinger; mientras que la ecuacion
de Klein-Gordon s6lo proporciona informacién sobre la derivada de segundo orden.

!Se ha usado la ecuacion de Schrédinger para una particula ihW; = _%\I}mz + VW para despejar
U, y U, en funcion de Ve, Uy @M,W respectivamente.






CAPITULO 3
La ecuacion de Dirac

3.1. Motivacion

En este capitulo vamos a deducir la ecuacién de Dirac siguiendo su propia argu-
mentacion a partir de la ecuaciéon de Klein-Gordon. Como hemos visto en el capitulo
previo, la ecuacion de Klein-Gordon es la version relativista de la ecuacion de Schro-
dinger para una particula libre, con el problema anadido de que, dado un estado inicial
U(t = 0,4), no se puede obtener informacion del estado en el futuro. Esto se podria
solucionar si trabajaramos con otra expresion que no fuera de segundo orden sino de
primero y que, ademas, implicara la ecuacion de Klein-Gordon (2.5).

Asi, Dirac buscé una factorizacion de dicha ecuacion que tuviera la forma

L0 . 0 0 0 Lov ov ov owv
(—zﬁa—mh(al %%—aga—y—i-ag &) —a4m) (zha—i-zh(al %—i—aga—y—i—aga) —a4m\IJ).

Si existieran las constantes o para j = 1,2,3,4 con las relaciones

(3.1) aizl, agoy, +aya, =0 parapF#v, 1< p,v <4,

entonces

(—m;ﬂ'h(al;Cmg;ymgai)—am) (ih%\f +iﬁ(alg\i—l—a2%§+aggf) —a4m\11)
= 52%25 + h2ay g:;; + oy 3;\1; + h2a33t2§z + ma4m%‘f—
hlay 52;; — K %g:g — hPaqas 882;! — h2a1a3 88;(;112 — iha1a4mglp—
h2azg;§t R aon 8‘9;;’ h? 3‘?;; — hasas g;;’ zha2a4ma—q]—
_h2a3§z2§t 2az0n 8826 — Qagaggji — K2 %%222 — zha3a4ma——



14 La ecuacién de Dirac

b
—Zha4m§ — ihO{40{1m% — iha40[2m87y — iha4a3mg —+ aimQ\If =
O*v
_ 52 2 2

Es decir, la expresion anterior seria una factorizaciéon valida y las soluciones de

ov ov ov ov
3.2 h— + ih(a1— — —) - v =0
(3.2) 1 En +1 (a18x+a28y+04382) oym
lo serfan también de la ecuacién de Klein-Gordon. Por lo tanto, habriamos encontrado
una ecuacion de primer orden que implicara la de Klein-Gordon y que no presentara
los problemas de ésta.

3.2. En busca de las constantes

Lo mas sencillo serfa pensar que los «; son valores reales. Sin embargo, la conmu-
tatividad de estos nimeros hace imposible que se satisfaga (3.1). La brillante idea de
Dirac consistié en buscar entonces soluciones matriciales, que no cumplen la propiedad
conmutativa.

Una primera aproximacién a la soluciéon correcta es considerar las matrices de
Pauli, que tienen la forma

(01 (0 —i (1 0
=11 0/ 27\ o0 ¥y =\o —1/)-

Estas tres matrices cumplen las condiciones

(3.3) a? =1 y ajop + aga; = O para j # k, 1<,k <3,
para oj = 0 con j = 1,2,3, que no son mas que las relaciones (3.1) consideradas para
matrices en lugar de para ntimeros reales. Sin embargo, no es posible encontrar una
cuarta matriz ay € Mayx2(C) con estas condiciones, asi que tendremos que probar con
matrices de dimensién mayor.

Por otro lado, definiendo el operador Hamiltoniano analogamente al de la ecuacién
de Schrodinger, tenemos que

H = —ih (ala + agé + a38> + aam.
T 0z

0 oy

Uno de los postulados de la mecanica cuantica dice que, para asegurar que la energia
solo tome valores reales, H es autoadjunto. Para que esto ocurra es necesario que

4 s . . .
las {oy,} u=1 sean hermiticas ya que una propiedad de este tipo de matrices es que
sus autovalores (la energia) son reales. Es decir, cada una de ellas serd igual a su
: R
traspuesta conjugada: oy, = .
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Es posible demostrar que la menor dimensiéon para la que (3.3) tiene solucion
con matrices hermiticas es 4. Probablemente Dirac encontré la solucién probando y
combinando las matrices de Pauli hasta llegar a

(O oj . (I O
(3.4) aj_(aj O) para j =1,2,3 y a4—<0 —I)’

donde cada matriz esté definida por bloques 2 x 2.

Esta solucién hallada por Dirac es tinica excepto cambios a una base ortogonal
asi que, siendo U una matriz unitaria U € Myx4(C) (que pasa bases ortonormales a
bases ortonormales) se cumplira que {U_lozuU}fL:1 también satisface (3.3). Vamos a
comprobarlo usando que las {au}ﬁ:1 son hermiticas y la definicién de matriz unitaria
UlU=I=U00U0"'=U"'=U=U":

» Las matrices {U_lauU}ﬁ:1 son hermiticas:

U, 0)' = Utaf, (U ) = U a, (U) = U a,U.
= Cumplen la primera condiciéon:

(U, U) =Ua,UU " a,U =U'2U =U~'U = I.
= Cumplen la segunda condicién:

U_lozuUU_la,,U—kU_la,,UU_lauU = U_lauozl,U+U_1a,,auU = —U_la,,ozuU—f—
Ufloz,,a#U = 0.

3.3. Formulaciones de la ecuacion de Dirac

Denominamos ecuacion de Dirac a la solucion (3.2), donde las matrices {04#};‘;:1
son las propuestas por Dirac o sus respectivos cambios de base {U_loz#U}ﬁzl. Esta es
una primera formulacién pero no es la tnica. Tal y como hemos definido el Hamilto-
niano anteriormente, podemos manipular la ecuacién para obtener una forma analoga
a la de Schrodinger:

ov ov ov owv ov
ih— + ih — 4+ a—+az3— | — v = h— = HW.
1 " 1 (al Qi » Qg Z) asm 0= r

Como estamos considerando {au}ﬁzl matrices de dimensiéon 4, ¥ ya no es una
funcion escalar, como antes, sino que tendremos que considerar una funcion ¥ € C*.
Para dar una tercera formulacién de la ecuaciéon de Dirac vamos a definir previamente

(3.5) A =UtauU y v =Utayo;U  para j =1,2,3.

En temas de particulas elementales conviene tomar

7= 5 (G0)
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de forma que

=5 7)o D) wll 1) o)
=50 6 96 3B D-(23)

Estas matrices {y"}},_; son conocidas como la representacion de Weyl [6]. En

nuestro caso vamos a elegir U = I, obteniendo asi la representacidn de Dirac:

A0 = ay y v = aya; paraj =1,2,3.

Siguiendo la notacién usada en relatividad (t,z,y,2) = (2°, 2,22, 23) y definiendo
0
T
v L R4 v
h% Jrzh(alaa +O[288 +a388 ) —agmV¥P =0=

= (ihao + z’h(a181 + a0y + 04363) — a4m) UV=0=
= (ih ((90 4+ 101 + ao0s + 04383) — a4m) UV=0=
= (Zh (a460 + oz4a1(91 + oz4a262 + oz4a3(93) — aim) UV=0=

= (ih (’)/080 + ’7181 + ’)/282 + ’}/383) — m) U=0=

3
(ih%’y“@u — m)\I/ =

donde el 0 a la derecha de la igualdad es en realidad el vector de cuatro coordenadas
cuyas entradas son todas 0. Empleando la notacion del fisico R. Feynman, que utiliza
@ para abreviar Zi:o Y0y, podemos escribir

(3.6) (ihd — m)¥ = 0.

Con las unidades de Planck, en las que ¢ =1y h = 1, se puede formular la ecuacion
de Dirac de una manera todavia mas reducida como (i@ — m)¥ = 0.

Si quisiéramos escribir la ecuacion en unidades no relativistas tendriamos que
repetir todo el proceso pero buscando, en este caso, una factorizaciéon para la ecuacion
de Klein-Gordon con unidades no relativistas (2.7), obteniendo

( zha—i-zhc(a J a—\y—i—a 8—\1/4-04 ov
Lox or 2 oy 20z

o 0 N
pr p +an 8y+a3$)—a4mc )(zh——i—zhc(al

En )—a4m02\11>.

Por lo tanto, la ecuacién buscada es

ov ov ov

]
zha— + zhc(al o + ag— 3y + 043%) — agmc’¥ = 0,

ot
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donde las matrices {a#}ﬁzl son las vistas anteriormente. Si quisiéramos escribirla
en su forma compacta podriamos usar que 9 = (%80,81,82,63)2, de manera que la
ecuacion anterior quede

(’iha() + z'hc(a181 + g0y + 043(93) — a4m02) UV=0=
<%ih80 + ih(alal + s + a383) — a4mc>\IJ =0=

1
(Eihmﬁo + ih(a4a181 + aqa909 + 04404383) — a?lm(:)\I/ =0=

(ih(voéao + 101 + 420, + 7353) - mc)‘l’ =0= (m;y#aﬂ — mc)‘lf =0=

(3.7) (m& . mc) v =0.

3.4. Interpretaciéon probabilista de la ecuacién de Dirac

Como se ha mencionado anteriormente, ¥ no es una funcién escalar sino que
U € C4, lo que podria alejarnos un poco de una interpretacion tanto probabilista como
fisica. Sin embargo, la norma de ¥ en C* sigue siendo la densidad de probabilidad.
Para demostrarlo vamos a probar primero que

owt owt waqf 0T 0) (VW)  9(TlazD)
ot ot ox oy 0z

despejando en la ecuacion de Dirac (3.2) y en su correspondiente ecuacion traspuesta
y conjugada:

@__(aag+a8£+a@)_zmaq1
ot~ V1o oy T 700 R
vt (8\I/T Lowt Lot )+ it
ot ar T Ty 2T g, W T RME
Sustituyendo y reordenando:
owt o
— U=
ot ot
0wt 0wt 0wt im ow ow ov, im
—(— gt t(_ (¥ O¥ 0¥, wm _
(—( e Mg, 2t g, o)+ Ulag) U407 (— (o oz T2, TOs az) —au?)
owt ov owt 0w 0wt ov
= —(=—a ¥+ Ul ¥ + Ut a3l + ol
(837&1 + Oéla) (ay + Oézay) (aza:;—l- 0438)

2Hasta ahora, como estdbamos trabajando en unidades relativistas, usabamos la forma mas comtn

0 = (0o, 01, 02, 03).
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Al Doy owf Do W Al Daz W
- (= o ¥y  (OF 1002¥, (O% tO%
(axalkli-i-‘l/ I ) (ayag\I’—i-\If 3y ) (azozg\P—f—\IJ 3. )
OV ) (VW) 9(Tlaz0)
N Ox oy 0z
Si llamamos F = (\I/Tallll, Ul W, \IlTaglll), entonces
ot oV O(UTa1¥)  9(Tlal) 9(¥lazl) ,
Bl /R /1 B _ . — _div(F.
TRY o ay 0z div(F)

Usando esta igualdad y aplicando el teorema de la divergencia suponiendo que ¥
y sus derivadas decaen suficientemente rapido en el infinito?:

d 0 0 0wt ov
— 1112—/ \112—/ — (vtw —/ (\I/—i-\I/T)—
dt B(0,R) H H B(0,R) 8tH H B(0,R) ot ( ) B(0,R) ot ot

= R—oo

:/ _div(F) :—/ P
B(O,R) 9B(0,R)

Esto significa que la probabilidad de encontrar la particula en algin punto del
espacio no varia con t. De hecho podemos normalizar ¥ multiplicindola por una
constante para que [gs [|[¥]|? = 1, de forma que la probabilidad total sea 1.

0.

3Con el fin de ahorrar espacio se ha empleado una notaciéon que sustituye las integrales dobles y
triples por integrales simples pero manteniendo el recinto de integracion.



CAPITULO 4

Soluciones de la ecuacidon de Dirac
para una particula libre

4.1. Preliminares

Antes de enfrentarnos a la ecuacién es conveniente aclarar la notacién que se va a
emplear y probar algunas igualdades que seran utiles mas adelante.

El convenio de sumacion de Einstein consiste en obviar el simbolo de sumatorio
cuando en el contenido de éste se repite el indice como superindice y subindice. Para
no perder la informacién de hasta dénde llega la suma se usan letras griegas para los
indices en el caso de cuatro coordenadas (entre 0 y 3) y letras latinas si hablamos de
elementos con tres coordenadas (entre 1y 3). Por ejemplo:

3 3 3
YOy, = Zy”&u y kyxt = Z Kyt pero ao; = Z alo;.
n=0 ©n=0 =1

Las coordenadas de los cuadrivectores se escriben con superindices. Por ejemplo, en
el capitulo anterior apareci6 (¢, z,y, z) = (2°, z', 22, 2%). Ahora vamos a llamar x a este
vector y ¥ a sus tres utimas coordenadas. Es decir, z = (z#) = (20, 2!, 22, 23) pero
7 = (2!,22,2%). Considerando otro cuadrivector y = (3*), hay un pseudoproducto
escalar? asociado a la matriz del grupo de Lorentz n = diag(1, —1,—1,—1). Por lo

tanto:

3 3
Ty = xlln‘uyyl/ — szunuyyu _ :UOyO xlyl _ x2y2 _ 33'3y3.

pn=0rv=0

Un cuadrivector relevante es el cuadrimomento k = (k% k',k% k3) = (E,p), que
también puede aparecer con subindices en lugar de con superindices. La relacién entre
ambas formas es, usando el convenio de sumacion, k;, = n,, k" = Zi:o Nuwk”, Tuego
/{0 = /{0, k‘l = —/{1, ]{72 = —k2, /{3 = —k‘3, asi que k= (k‘o, —k‘l, —k‘Q, —k‘g) y

k-x=k'nya” = 020 — kol — k22?2 — k32 = koa® + ka' + koz? + ksa® = k¥,

4No es un producto escalar puesto que no es definido positivo.

19
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En el capitulo anterior aparecié también la notacién de Feynman ¢ = Ei:o YO
Analogamente, vamos a usar f = 22:0 Yk,

Usando la representacion de Dirac y las condiciones (3.3) vamos a demostrar los
siguientes resultados para 1 < 5,k < 3:

02 _ 2 _
] (’y ) = (X4 = I
i\ 2 2 2
] (’yj) = uoyauay = —ajogey = —og = —1I.
] fyO’yJ + 7370 = Qu0405 + 0oy = aiaj —ajoyay = o —aj = 0.
R PN NNy . + a2 — 20 — vy — -
Yy VUV = 0Oy T OO ey Oy = — OGO O — QRO O = — OO0 — Oy =

apoy — agoj = 0.

Resumiendo:
(4.1)
I st nw=20
(") = y Ay =0 sip#v, 0<pv <3
-1 si p=1,2,3

Ahora, aplicando la definicion, reordenando términos y usando (4.1):
k= (7"ko + k1 + 77 ke +77ks) (70ko + v k1 + 7 ke +77ks) =

2 2
= (1°)" kg +kokr (707" +719°) ok (Y992 +7°7°) +koks (107 +7%9°) + ()" ki +
+hiks (V12 + 2 ) ks (Y + P+ (7)) K kaks (72 +P92) + (48) P KR =

=k — k¥ — k3 — k2

Por otro lado, como k = (k% k', k% k3) = (E,p) y rescatando (2.4):

m? = B2 — [[l]> = (:°)% = (k)" = (k*)° = (K*)* = k2 — k3 — k2 — k3.
Combinando estos dos ultimos resultados se tiene que

(4.2) i = m?.

Finalmente procedemos a resolver la ecuaciéon de Dirac para una particula libre
hallando primero las soluciones para el caso rest frame o de sistema en reposo y
después para el caso general.

4.2. Resolucion

Para hallar las soluciones de la ecuacién vamos a seguir el razonamiento propuesto
por Pretty Much Physics, un canal de YouTube cuyos videos explican diferentes temas
de fisica de nivel universitario. Vamos a trabajar con la forma (3.6) (ihd — m)¥ = 0.
Como @ es una matriz 4 x 4, en realidad m no es tal sino mI, donde I es la matriz
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identidad. En general, sea, A una matriz cuadrada y sea z un escalar, A + z significaré
A+zI. Es decir, se identifican los escalares con escalares mediante la matriz identidad,
siguiendo la notacién fisica.

Sabemos que ¥ € C* asi que tiene que tener cuatro coordenadas. Sin embargo, la ¥
que era solucién de la ecuacion de Schrodinger y de la ecuaciéon de Klein-Gordon es un
escalar, por lo que en principio no nos vale. Seré necesario multiplicarla por una funcién
con cuatro coordenadas que dependa de k. Las dos opciones serdn ¥ = u(k)e*ik'“/ h
y Uy = v(k‘)eik'l’/ " puesto que cualquier otra solucién se podra expresar con Fourier
como

W(t.) = [ ap)eEt
R3
ajustando la funcién a para que en t = 0 salga lo que queramos.

A continuacion vamos a ver la relacion entre ¢ y ¥ tanto para ¥y como para Us.
Es facil comprobar derivando que

o, —i oVy i

— = — kU —_— kW
oxJ R Y oxJ R
as{ que
oy oV oV, o, —1 —1
Uy — 0 1 2 3 _ Ok lki 2k 3k U, — — JU
PV =~ 3x0+7 3m1+7 axQﬂL’Y 923 3 (7 otV R+ R+ 3) 1 h% 1
AD) AN AN oA\ 7 )

Ty — 0 1 2 3 — Ok lk 2]{? 3]{; Uy — —
PV = 8x0+7 6x1+7 922 7 9 h(V o+ Yy R+ R+ Y 3) 2 h% 2,
—1 7

(4.3) JU, = ?k‘l’l y PUy = %k‘l’z-

Aplicando nuestras ¥y, ¥ en la ecuacion de Dirac y usando (4.3) obtenemos:
(ihéf —m)¥U; =0= (m (*#k) _ m) u(k)e—ik~x/h —0

(ih) — m)Wy = 0 = (ih (Lf) — m) v(k)eF2/" =0

(4.4) (F—mu(k)=0 vy (F+m)v(k)=0,

que son las ecuaciones que tendremos que resolver para hallar u(k) y v(k).

4.3. Caso del sistema en reposo

Para este caso [16] consideramos § = 0, luego E2 = m? + ||p||> = m® y E = m,
de forma que el cuadrimomento es k = (E,p) = (m,0) y ¥ = m~+°. Hemos dicho que
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tanto u(k) como v(k) tienen cuatro coordenadas, asi que seran de la forma u(k) =
(a,b,c,d)t, v(k) = (e, f, g, h)!. Sustituyendo a partir de (4.4):

-,

(F —m)u(k) = 0= (my" — m)u(m,0) =0

-,

(F+m)v(k) = 0= (m"° +m)v(m,0) =0

-,

(4.5) (Y = Du(m,0)=0 v (v° + Iw(m,0) =0

son las ecuaciones a resolver. Usando primero la representaciéon de Dirac, en la que
Dirac [ 1 0]
0 FE ( ) , operamos (4.5):

O -1

1 1 1 /a 0 a 0
1 N bl | o bl (o
-1 1 cl| -2 cl |0
1 1) ] \a —2) \a 0

[ /1 1 e 2 e 0

1 1 2

N rl_ 7o

—1 1 g 0 g 0

i -1 VARV o) \n 0

)= 0 e=0

d=0 Y f=0
De esta forma podemos escribir u(m, 6) = (a,b,0,0)", v(m, 6) = (0,0,g,h). Lo
comin es expresarlo como u(m,0) = (p,0)t,v(m,0) = (O,n)!, donde cada entrada
es un vector de dimension 2. Como tanto ¢ como 7 tienen dos componentes, podemos

tomar dos distintos de cada uno siempre que sean linealmente independientes entre
si, de forma que los identificaremos como 4 y 1. Por lo tanto, con s = 1, 2:

> Dirac [ Qs = Dirac { O
46 J(m, 0) P J(m, 0) P .
(4:6) w07 (5) v im0 7 ()

Si en lugar de tomar la representacion de Dirac usamos la representacion de Weyl,

donde ~° eyt (? o

u(m, 6) = (a,b,a,b)t,v(m,0)
en el caso anterior:

(47) w0 () g ().

> , v repetimos los célculos a partir de (4.5) obtendremos

(a,b,—a,—b)!. Empleando la misma notaciéon que

Ya tenemos determinadas las soluciones W y Ws de la ecuaciéon de Dirac para el
caso en reposo tanto con la representaciéon de Dirac como con la representacion de
Weyl.
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4.4. Caso general

Las soluciones generales [17] han de verificar (4.4), asf que bastard tomar
(4.8) us(k) = (F+m)us(m,0) vy vy(k) = (k= m)vs(m,0)
va que, usando (4.2):
(k= m)u(k) = (F — m)(k + m)us(m,0) = (k} — m?)us(m,0) = 0

-, -,

(% + m)v(k) = (% + m)(% - m)vs(m, 0) = (%k - mz)vs(ma 0) =0

De la misma manera que en el caso en reposo, podemos resolver (4.8) usando tanto
la representacion de Dirac como la de Weyl. Con la primera de ellas, como

0 Dirac I O j Dirac 0 O'j
Y - O —I y Y - _O_j O ’
se tiene que
pirac (I O, 0 (O o\ ,1 (O 2\ o (O ¥, 5 [k -Gk
ko= (O —I)k_<—al O)k_ 02 O R —0% O k= gk —k0 ]

donde ¢* = o; son las matrices de Pauli que ya aparecieron en el capitulo anterior.

Operando en (4.8):
= | ) (6 )] (6)- (6 = ()
()=o) =)

Dirac k’o —EE m O
Us(]f) - [<&E A ) B <O m)

aunque estos limites en realidad no son tales ya que hay una constante de proporcio-
nalidad que desaparece al normalizar.

Repitiendo el proceso para la representacién de Weyl con

0 Weyl O I j Weyl 0] O‘j

definiendo - k= kO + & - k y usando o -k =k¥ — & - E, entonces

Weyl O I 0_ 0] 0'1 1 0] 0'2 2 0] 0'3 3 0] -k
k_(IO)k (—alOk —UQOk —03Ok_6'k:0’

luego
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= [(2 )~ (3 )] ()= (it ()

Por lo tanto, las soluciones de la ecuacién de Dirac para una particula libre son

Dirac (kO + m)(p8> —ik-z/h Dirac < (5: ’ E)’I? > ik-x/h
o ire ! ik-x U trac s ik-x
! < CRI oo (K0 +m)ns) ©

en la representacién de Dirac y

Weyl (M +0-k)ps\ _ikasn Weyl (—(m+0-k)Ns\ ika/n
s <<m+a~k>sos ‘ Yoo Umtobm )¢

en la representacion de Weyl. Cualquier otra soluciéon se podra expresar como super-
posicién de éstas.



CAPITULO 5

Limite no relativista de la ecuacion
de Dirac

En este capitulo vamos a estudiar lo que ocurre con la ecuacién de Dirac cuando
las velocidades son mucho menores que las de la luz (es decir, cuando v/c es muy
pequeno). Fisicamente esto se denomina lémite no relativista y vamos a probar que,
en esta situacion, la ecuacién de Dirac tiende a la ecuaciéon de Schrodinger para una
particula libre, como él mismo explico en un articulo publicado en 1928 [7]. Este
resultado no es una sorpresa sino una necesidad ya que es la base del razonamiento
que usamos para deducirla en el capitulo 3. Para finalizar veremos que, al aplicar
un campo electromagnético a la ecuaciéon de Dirac, su limite no relativista sera la
ecuaciéon de Pauli.

5.1. Limite no relativista

Sea ¥ € C* satisfaciendo la ecuacién de Dirac tal y como en el capitulo anterior,
vamos a llamar ¥; € C? a sus dos primeras componentes y ¥, € C? a las dos tl-
timas. Usando la representacion de Dirac ya que es méas manejable que la de Weyl,
reescribimos (3.7) para obtener dos ecuaciones acopladas para ¥; y Ws.

‘ Por un lado, 8j = %pj, asi que 55: 0101+0205+0303 = % (0'1])1 + o9p2 + 03])3) =
7 (0 - p). Por otro, es sencillo comprobar operando que

1 O )
J =700 +7'01 +70 + 7’03 = ( S oz @ o )> -
& _(O' . ) _ Yt
Usando por comodidad d; en lugar de Jy:
. . 9 (G- 9) me O
(zh(?—mc)\ll—()ilzh((g._») 7% _<O mc)

(80, — me) ¥ +ih(G - )Wy =0
—ih(& - 9)¥; — (L, + me) Uy = 0.

()=()
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Reordenando términos y multiplicando en ambas expresiones por c¢ llegamos a

(5.1) {ih@tllll =c(-P)Vs + mc*¥,;

ihOy Vs = c(& - P)¥; — mc? .

En capitulos anteriores vimos que la energia relativista, F, incluye la energia en
reposo mc? mientras que esto no ocurre con la energia no relativista (mecanica de
Newton), E/ = E — mc?. Esta expresion resulta ser una aproximacion de la energia
cinética cuando v es mucho menor que c. En este caso: E' = E —mc? ~ %m?ﬂ = F=
%mv2 + mc?. En las soluciones de la ecuaciéon de Dirac que hallamos en el capitulo

anterior, thO, ¥ era la energia (salvo el signo), luego:

. _ thdy O U\ %va + mc? 0] v,
hoy¥ = BV = ( (0] ih@) <\I’s> a < )] mo? + mc? ) \ U, =

_ {matwl = 1m0 4+ mPY; e {z’h@t% ~ mc¥,

. 1,2 2 . ~ 2
thoyWs = smu*Ws + me Uy thoyWUy ~ me*W,.

De estas ecuaciones nos va a ser de utilidad la altima. Introduciéndola en la se-
gunda expresion de (5.1) llegamos a:

1
5.2 U, ~ —(a-p)U,.
( ) s ch(a ﬁ) l

Entendiendo p como el momento linear clésico p'= mu, la expresiéon anterior se puede
reescribir como

1 I mu 0l
V.~ — (G-, = (&- U= (g Vo, = (5. — W
3 2mc(0 2 (U 2mc> ! (a 2mc> ! (U 20) :

y, cuando v/c — 0, entonces Vg ~ 0. El hecho de que ¥, sea pequetio y, en compara-
cion, ¥, sea grande es la razon por la que se han elegido en concreto esos subindices: s
y [ provienen de small y large respectivamente. Como W, es pequenio, vamos a buscar
una ecuacion que solo dependa de ¥;. Lo maés sencillo serfa obviar ¢(¢ - p)¥s en la
primera ecuacion de (5.1) pero, al ser ¢ tan grande, compensa y no podemos eliminarlo
facilmente. En su lugar vamos a sustituir (5.2) en (5.1) toméandolo como una igualdad.
Previamente vamos a probar usando (3.3) una identidad que sera de utilidad a la hora
de operar:

» (O 15)2 = (o1p1 + o2p2 + 03173)2 = Ufp% + J%p% + a§p§ + pip2(o102 + 02071) +
p1p3(0103 + 0301) + paps(0203 + 0302) =P +p3 +pi=p-p

= WA =17 (0 + 05 +05) = —h (TPl — s — p3) =i+ P3 TP =07
luego (¢ - p)? = —h?A, donde se ha usado que 9; = %pj = 8? = g—gp?

De esta manera:

1
ihd U = ¢(G - P)Ws + mc2V; = ¢(G ~@2—(6’ PV 4+ m T =
me
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1 —h?
= %(O_” ']5)2\111 + mC2\Ijl = %A\Pl + mCQ\I]l

vy hemos conseguido una ecuacién que sélo depende de V;:

—h?
(5.3) ih0, U, = —— AV, + mc? ;.
2m

Por tltimo, sea U; = e "Et/h con ) = ¥(x,y,z), vamos a ver que v satisface la
ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo.

Sustituimos en (5.3):

ihd, <¢64Et/h> _ ;ZQA <1/}671'Et/h> _i_mCZwefiEt/h =
= Z-hd](_:iE)eiEt/h _ ;ZjeiEt/hAq’b + mcpe B o By = ;ZjAQ’b +mcy
y, puesto que la energfa no relativista es £/ = E — mc?,
(5.4) Elp = —h—2Aw.
2m

Por otro lado, ¥ = \I/leimCQt/ " sera la version no relativista de ¥; puesto que
U = Weime®/h = qpe=iBt/hgimc®t/h — ye=iE't/h que ya depende de E’. Operando
vemos que
—ZE/ R S
v =——e My y AU =AY,

Entonces, usando (5.4),

h?
oW = —— AW,
2m

que es la ecuacion de Schrodinger dependiente del tiempo para una particula libre.

En resumen: a partir de una soluciéon ¥ de la ecuaciéon de Dirac hemos tomado
sus dos primeras coordenadas despreciando las dos tultimas por ser muy pequenas
comprobando que, tras normalizar multiplicando por eime’t/ " también son soluciéon
de la ecuacién de Schrodinger. Como V¥; y WUy tienen dos componentes cada una,
U = \Illeimc2t/ " también tendra dos coordenadas, a diferencia de la tnica componente
de la ¥ que era solucién en los primeros capitulos y en el anexo. Basicamente aparece la
ecuacion de Schrodinger duplicada. Este resultado fue una sorpresa tanto para Dirac
como para el resto de cientificos que estudiaron estos fendémenos desde la segunda
década del siglo XX.



28 Limite no relativista de la ecuacién de Dirac

5.2. Limite no relativista en presencia de un campo elec-
tromagnético

Sabiendo que una carga en movimiento genera un campo magnético, los fisicos
Otto Stern y Walther Gerlach llevaron a cabo una serie de experimentos para medir
los campos creados por electrones que orbitan alrededor del niicleo en el 4tomo. El
resultado fue la apariciéon de pequenos campos magnéticos que nada tenfan que ver con
los mencionados anteriormente y que, supusieron, estaban provocados por el giro sobre
si mismos de los electrones con velocidad angular constante, de donde sali6 el término
spin, castellanizado como espin. Sin embargo esto es imposible puesto que, para que
estos campos se produjeran, los electrones deberian girar a velocidades superiores
a la de la luz, ademas de que el electréon como objeto cuéntico no puede girar. La
verdadera razoén por la que ocurre este fenémeno es que los electrones se comportan
como pequenos imanes debido a que poseen un momento angular intrinseco [20]. Una
de las diferencias entre el espin y el momento angular clasico es que el primero esté
cuantizado mientras que el segundo es continuo. Concretamente, el espin de cualquier
particula es n/2 con n entero no negativo. Las particulas con espin fraccionario se
conocen como fermiones en honor al fisico Enrico Fermi mientras que aquéllas que lo
tienen entero se denoniman bosones por el también fisico Satyendra Nath Bose.

Ya en 1927, Wolfgang Ernst Pauli consider6é que los electrones tenfan un par de
funciones de onda en lugar de una tnica y observdé como se comportaban en presen-
cia de un campo electromagnético. De esta manera introdujo la ecuacién de Pauli,
una expresion que compuso para que el resultado final fuera el esperado en lugar de
deducirla de principios fundamentales. A continuacién vamos a estudiar el limite no
relativista de la ecuacién de Dirac pero esta vez aplicada a un campo electromagné-
tico, lo que nos llevara a la mencionada ecuacién de Pauli y dara cierta justificacion
a la existencia y comportamiento del espin.

Sean E y B dos campos vectoriales que generan un campo electromagnético, han
de satisfacer las ecuaciones de Maxwell tal y como vimos en el capitulo 1. Sabiendo
esto, vamos a definir dos nuevos conceptos: el potencial vector y el potencial escalar.
El potencial vector sera el campo A tal que

B:Vx&

que cumple la segunda ecuaciéon de Maxwell puesto que, siempre que haya cierta
regularidad, la divergencia de un campo vectorial en R? es nula si y sélo si dicho campo
es el rotacional de un segundo campo vectorial. El potencial escalar es la funcién ¢
que hace que se satisfaga la tercera ecuacion de Maxwell. Asi podemos definir E:

. 10B ﬁ
VXxE=—Coar=VxE=—T—y—

:>VXE+iVXM—O:>VX<E+1M)—0¢E|<;5 tal que E+1%:_v¢’

10V x A 1 oA
- = IV X -2 =
c ot

ot c Ot c Ot
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- 10A
puesto que el rotacional de un campo, en este caso F + v es cero si y solo si es el
c
gradiente de otra funcién. Por lo tanto tenemos que
= 104
E=-V¢———.
c Ot

La razon para introducir estos dos potenciales es su gran utilidad en la fisica clasica.
Por ejemplo, el Hamiltoniano para una particula de carga ¢ y masa m sometida a un
campo electromagnético esté escrito en funcién de ambas:

1 - - . .
H=—T-T+q¢ con T=p—-A.
2m

(SIS

Para transformar esta formula clasica a una cuantica habra que llevar a cabo un
procedimiento denominado primera cuantizacion en el que se sustituyen funciones
escalares por operadores, asi que una particula cuantica de carga ¢ y masa m deberia
tener una funcion de ondas ¥ que satisface la ecuacion de Schrodinger

R . .
ihOU = — (T -T)U +q¢¥  con  TU=—ihVT — LAV,

2m c
donde ahora T es un operador en lugar de un vector. Sin embargo, Pauli se percato
de que esta ecuacion es falsa para el electron y dedujo que faltaba un término adi-
cional que, ademas, obligaba a que ¥ tuviera dos coordenadas en lugar de una. Esto
concuerda perfectamente con los resultados obtenidos en la seccién anterior, mientras
que el término nuevo explica que el electréon se comporte como un pequenio iman. En
definitiva, se introduce el concepto de espin. La ecuaciéon de Pauli es:

qh

1 = = .
. hoy W = — (T - T)W V- —(&B)V.
(5.5) oY = o (T TYW + o0 — L2 (7. B)

Vamos a deducir esta ecuacion como limite no relativista de la de Dirac en un cam-
po electromagnético como en [1] y [5]. Para ello vamos a repetir lo hecho anteriormente
pero esta vez para tho;¥ = HV con

H:cd"(—ihv—gg)+q¢+a4mc2,
c

que es el Hamiltoniano para la ecuacién de Dirac en presencia de un campo electro-
magnético.

Como

" ch- (—ihV— %/T) :c&-fzc(alTl + asTh + asTs) = (C( 0 C(U.T)>

_ (a9 O me2 O\ _ (qé+mc?
. q¢+a4mc2—<0 q¢>+< @) —m62>_< 0 qqﬁ—m02>’
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entonces

" <q¢+mc2 c<af>>

c@-T) qp—mc?

y, sustituyendo en ih0; ¥ = HW obtenemos un par de ecuaciones anidadas:
: ihdy — qp — mc? —c(@-T) v, 0
(Z ‘ ) ( —C(& . T) zh@t - qczS + m02 v, 0

(56) 0V, = (3 - T)V, + qd¥; + mc0,

' ithoyVs = c(d - f)@l + gV, — mcPU,.

Analogamente al caso de la seccién anterior pero considerando ahora la carga g tene-
mos que 1hd; ¥y ~ mc?¥, + qp¥,. Tomandola como una igualdad y sustituyendo en
la segunda ecuacion de (5.6) obtenemos una relacion entre ¥; y Ws:

1 .
U, =—(3-T)V,.

© 2me

Sustituyendo otra vez en (5.6) pero esta vez en la primera ecuacion llegamos a
1 -

(5.7) ihoy U, = 27(5 -T2, 4 qo¥; + mcP ¥,
m

. . ; 2 .
Volviendo a usar el cambio ¥ = ;e t/" aunque recordemos que ahora WU tiene

dos coordenadas, es sencillo obtener operando las relaciones

—imc?

U, = 6—imc2t/h\p y 0, = e—imCQt/h ( U+ at\:[l) 7

de forma que (5.7) queda

iheime*t/h (‘i;?g T+ &e\p) = 2L(&.f)Qe—imc%/h\quzse—imcgt/ﬁ\Ij+mcge—im02t/ﬁ\1f =
m

1 o
= mc?V + ihd, ¥ = 27(5 -T2 + qopU + mc*v
m

y, finalmente,

. 1, =
(5.8) ihoy U = %(0 T2 4 o V.

Aparentemente este resultado es distinto de la ecuacion de Pauli (5.5). A con-
tinuaciéon probaremos que en realidad son lo mismo. Para ello vamos a demostrar
que

e fp T s fw— now . 0q
(¢-T) —T'T—?(O'-B) donde TV = —ihVVY — —AU,

C

que es el tnico término en el que ambas expresiones difieren [10].
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Sean @,b € R? y 0; las matrices de Pauli vistas anteriormente, como
0109 = 103, 0103 = —i02, 0203 = 1071,

0901 = —103, 0301 = 109, 0309 = —107,

entonces

-

(6-a@)(d-b) = (01a1 + 0202 + 03a3)(01b1 + 02bs + 03b3) =
= alb1+a2b2+a3b3+a251(—iUg)+a1b2i03+a3bli02+a1b3(—i02)+a3b2(—i01)+a253i01 =

=da- l_;+ i(Ul(agbg — agbg) + O'Q(agbl — albg) + 03(a1b2 — ale)) =a- g+20_" . (EI: X b)

De la misma manera que con numeros, esta relacion se cumpliré para operadores,
asi que se tiene

— =

(5.9) (@ TY?=T-T+i5- (T xT).

Como nada garantiza 15T, = T}T;, entonces TxT = (Tng — T3T5, 15Ty —
T, TV Ty — Tng) no tiene por qué anularse. De hecho, sabiendo que

T =—ihV — LA = (= ihd, — LAy, —ind, — L4y, —ino. — L 43),
C C C C

podemos calcular

TTy— T} T = —fﬂ(ajak—akaj)+%(Ajak+ajAk—Akaj—akAj)JrZ—Q(AjAk—AkAj).

Como se cumple que 00, = 0,0;, A; A = ArA;j y, aplicando f,
AjOrf + 0j(Axf) — AxOj f — Ok(Ajf) = (0; Ak — Ok Aj) ],
entonces la expresién anterior es, simplemente,
iqh
Tka — Tij = 7(8]Ak — akA])

Volviendo a usar la definicion B = Vx A = (0yA3 — 8342, 934, — 01 As, 81 Ay — 241):

iqh iqh iqgh

ToT3 — 1315 = %(32143 — 034y) = %Bl o1(TpT3 — T3T3) = 04 q?Bl
iqgh iqh iqh

T3T7 — ThT3 = %(33141 — 0143) = qTBz = oo(I311 — ThT3) = 02%32 =
igh igh igh

Ty — 10T = %(31142 — OAy) = %Bg os(TTy — ToTh) = 03%33

iqh iqh iqh
= 01 (TQTg—Tng)—i—JQ(T3T1—T1T3)—|—O'3(T1T2—T2T1) =01 qTBl—FO'QqTBQ“I—O'gq?B:g =
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G- (TxT)= @(5-5) =iG- (TxT)= _th(aé).
Asi, la identidad (5.9) queda
Gi T)sz.f—if(a B)
e, introduciéndola en (5.8):
iho,T = %(ff— %(5 : é))\p + qol = %(f-f)\l! + qol — %(5 . B),

que tiene la misma forma que la ecuaciéon de Pauli (5.5). Por lo tanto, hemos deducido
la ecuaciéon de Pauli como limite no relativista de la ecuacién de Dirac en presencia
de un campo electromagnético.



APENDICE A

Introduccion a la mecanica
cuantica

La mecéanica cuantica es la rama de la fisica que estudia la materia a escala micros-
copica. Surge a finales del siglo XIX gracias al concepto de cuerpo negro, introducido
por Gustav Kirchhoff, pero no es hasta el siglo XX cuando realmente se desarrolla
y toma relevancia. Esta disciplina supone un nuevo enfoque que pretende resolver
problemas ya propuestos anteriormente y cuya solucién no se habia podido encontrar
usando las teorfas de la fisica entonces conocidas: la Ley de Gravitacion Universal
de Newton y la Teoria electromagnética. Concretamente, el primer problema que se
resuelve usando la mecénica cuéntica es el de la Radiacién térmica, que es la radiacién
que emite un objeto en equilibrio. Usando la Teorfa electromagnética se obtenia que
esta energia era infinita, algo légicamente imposible. Es en 1900 cuando Max Planck
introduce la idea de que en realidad la energia estd cuantizada, que se encuentra en
paquetes discretos. De esta manera, mateméticamente hablando, sustituye la inte-
gral de las frecuencias (donde se obtenia infinito) por una suma (finita). Ademas, el
resultado obtenido concuerda perfectamente con los observados experimentalmente.
Asi, Planck enuncia la hipotesis de que la radiacién se emite de manera discreta en
paquetes que él mismo denominé cuantos, con energia

E, = hv

donde h es la constante que lleva su nombre y cuyo valor es, aproximadamente, h =
6,6261 x 10734J - s = 4,1357eV - s y v es la frecuencia de la onda electromagnética
asociada. Curiosamente, Planck era un férreo defensor de las leyes tradicionales de la
Fisica e intenté que sus nuevos descubrimientos encajaran con estas, sin éxito.

A.1. El efecto fotoeléctrico

En 1905, Albert Einstein se basa en este descubrimiento para explicar el efecto
fotoeléctrico, trabajo gracias al cual se le concedi6 el premio Nobel de Fisica en 1921.
Este efecto se describe de la siguiente manera: unas placas de metal previamente
preparadas y pulidas son irradiadas con luz y de ellas se desprenden electrones, que

33
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llamamos foto-electrones, en una corriente fotoeléctrica. Mas detalladamente y segtin
escribi6 el propio Einstein en su articulo de 1905:

Los cuantos de energia penetran en la capa superficial del cuerpo
y su energia se convierte, al menos en parte, en energia cinética de
electrones. La imagen mas simple es que un cuanto de luz cede toda
su energia a un solo electron; Asumiremos que esto sucede]...]. Un
electrén provisto de energia cinética dentro del cuerpo puede haber
perdido parte de su energia cinética en el momento en que llega a
la superficie. Ademés, se debe suponer que cada electrén, al aban-
donar el cuerpo, tiene que realizar una cantidad de trabajo W (que
es caracteristica del cuerpo). Los electrones expulsados directamente
desde la superficie y en angulos rectos tendran las mayores veloci-
dades perpendiculares a la superficie. La energia cinética méxima de
uno de estos electrones es

(A.1) E™ = hy — W,

Si la placa C se carga a un potencial positivo, V}, lo suficientemente
grande para evitar que el cuerpo pierda carga eléctrica, debemos
tener que

E" =hv — W =€V,

donde e es la magnitud de la carga electronical...]. Si la formula
derivada es correcta, entonces V), , cuando se representa graficamente
en funcién de la frecuencia de la luz incidente, debe producir una linea
recta cuya pendiente debe ser independiente de la naturaleza de la
sustancia iluminada. [8]

Para que se produzca este efecto se tiene que cumplir que la frecuencia de la luz v
sea mayor que una frecuencia fijada en cada metal, la frecuencia umbral vy. De esta
manera habré corriente para v > vy. Por otro lado, como ya hemos visto, tiene que
haber una energia que haga que los electrones se despeguen del metal y se sumen
a la corriente. Dicha energia minima es la cantidad de trabajo W = hiy. Estos dos
resultados se deducen del hecho de que, segin la ecuacion (A.1), la energia cinética
del fotoelectron sera positiva cuando la energia del fotén sea mayor que el trabajo.
Esta ecuacion deduce también que la energia de los fotoelectrones es independiente
de la intensidad de la luz y aumenta linealmente con la frecuencia de ésta [19].

Einstein prueba que el efecto fotoeléctrico no se puede explicar si se considera la
luz tinicamente como una onda, prediciendo que también se comporta como particulas.
En consecuencia, se empiezan a tratar problemas nuevos y antiguos con un enfoque
distinto, consiguiendo asi grandes descubrimientos fisicos en la primera mitad del siglo

XX.



A.2 La ecuacion de Schrédinger 35

A.2. La ecuacién de Schrodinger

Una vez Einstein demuestra la dualidad de la luz, de Broglie va mas all4 e hipo-
tetiza que, de hecho, todas las particulas se comportan como ondas y viceversa, de
forma que el caso del fotén es s6lo un ejemplo de esta propiedad méas general. Cuando
pensamos en el fotén como una particula le asociamos energia E, y momento py y
cuando lo pensamos como una onda le asociamos frecuencia v.,. Concretamente, a cada
particula libre con momento p le podemos asociar una onda de materia con longitud
de onda de de Broglie A = h/p. Esta onda se rige por la ecuacion de Schrodinger.
Consideraremos la onda escalar ¥(t,z) € C, que depende de espacio y tiempo [2|. La
longitud de onda de de Broglie de las ondas de materia sera percibida de forma dis-
tinta por observadores distintos. Esto significa que las ondas ¥ no son directamente
medibles, aunque si que existen unas relaciones de de Broglie que son validas para
todas las particulas:

p = hk,
E = hw,
donde w es la frecuencia angular y & es la constante de Dirac, con valor i = %

Pero, ;cuél es la forma matemética de esta onda asociada a la particula? Supon-
gamos (ue queremos que se propague en la direccion +x. Tenemos varias ondas que,
al superponerlas consigo mismas, podrian formar la onda que buscamos. Estas son
sin(kz — wt), cos(kz — wt), ekz=wt) y e=ilkz—wt) T4 convencion es usar

\I’(t, ZL‘) _ ei(kz—wt)
puesto que e~ {kr=wt) o5 an realidad un caso analogo a este y tanto el seno como el

coseno se pueden escribir como combinacién lineal de ¥ y su conjugada.

De la misma manera, en tres dimensiones la funcién de onda de una particula libre
es
(A.2) U(t, ) = kTt
donde, ahora, p= hk. La funcién de onda U(t,x) da la probabilidad de encontrar la
particula en la posicion z al medirla en tiempo ¢. [21]

Ahora que sabemos qué forma tiene la funcién de onda, vamos a ver la ecuacion que
determina su evolucion: la ecuaciéon de Schrodinger. Esta ecuacion es una traduccion
de las leyes de Newton al nuevo lenguaje que surge con la mecéanica cuantica [13].
Para ello se usan las formulaciones clésicas de la energia cinética y el momento

1
E= 5mv2 y P = muv,

de las que podemos obtener la expresion

(A.3) p=2,



36 Introduccién a la mecanica cuantica

Segun el principio de correspondencia de la mecanica cuantica se tienen las relaciones

0 0
E h— —ih—.
—>2hat y p—> ’hax

Sustituyéndolas en (A.3) y aplicandolo a ¥(t, ) obtenemos la ecuacion de Schrodinger
para una particula libre [11]

L0 n? 02

La solucién general de esta ecuacion es U(t, z) = [ dk®(k)e!**==(#D  donde ®(k)
es una funcién arbitraria de k£ que controla la superposicion.

Si tenemos una particula cuéntica que se mueve en un potencial externo V' (¢, x),
la energia de dicha particula sera ahora la suma de las energias cinética y potencial

P
F=— .
5 +V(t,x)

Repitiendo el proceso anterior pero esta vez para esta expresion obtenemos la ecuacion
de Schriodinger para una particula en potencial

0 h? 92
zha\lf(t,x) = <_2m&r2 + V(t,x)) U(t,x).

Si en vez de restringirnos al caso en una dimensién tenemos una particula en tres
dimensiones, el razonamiento sera el mismo pero ahora usando p — —ihy/, donde

v = ( 5z Dy az> . Asi, la ecuacién de Schrodinger en tres dimensiones finalmente
sera
0 h?

2 —

para una particula libre y

‘hQ\I/(t 7) = _” 24V, @) ) U(t,T)
R TR N =Y - -

para una particula en potencial.

Recapitulando, éstas son las ecuaciones de Schrédinger para una particula en los
diferentes casos:
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(A.4) Particula libre: 'hglll(t ) = —h—zﬁ\ll(t )
. rticula libre: sh U(t,2) = —5 =5 V(@
(A.5) Particula en potencial: ihg\ll(t x) = —ﬁa—Q +Vi(t,z) ) U(t,x)
' P ot T U 2m 02 ’ ’
(A.6)
o 2

Particula libre en tres dimensiones: iha\ll(t, x) = o 2 (L, )

(A7)

h2
Particula en potencial en tres dimensiones: ihi— VU (¢, Z) = <—2 V2 +V(t, x)> U(t,z
m

Definiendo adecuadamente el Hamiltoniano H en cada uno de los casos anteriores
podemos reescribir la ecuaciéon de Schréodinger de forma més reducida como
ov
th— = HVU
ot
o, incluso, separando variables W(t,z) = e~*F/M)(z), también en la forma indepen-
diente del tiempo Fv = H1.

A.3. Pozo de potencial infinito

Un problema clasico de la fisica cuantica es el del pozo de potencial infinito, en
el que una particula rebota en una caja con paredes infinitas y sin perder energia al
colisionar con ellas, como se muestra en la figura (A.1) [4]. Este problema no existe
en la préctica pero es tutil considerarlo en la ecuacién de Schrodinger puesto que
proporciona soluciones exactas [3].

Figura A.1: Pozo de potencial infinito

Para este ejercicio consideramos la funcion potencial

0 0<z<L
Vit z) = { oo z € (—00,0)U(L,+00)
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donde L > 0 es cualquier valor constante. Vamos a resolver la ecuacién de Schrédinger
para una particula en potencial, que corresponde a (A.5):

EV(t,z) = (—271188332 + V(t,m)) U(t,x).

La separamos en los dos casos que podemos tener:

n? 92

2 o -
EY(t,z) = <_2m<9x2 + oo> U(t,z) z € (—00,0)U(L,+00)

2 2
EU(t, z) = —%%\P(t,x) 0<a<L
EV(t,z) = —;—m%qf(t,x) +oo¥(t,z) z € (—00,0)U (L, +00)

En el segundo caso surge un problema puesto que el oo desbarata la ecuaciéon. Lo
que en realidad ocurre es que se tiene ¥ (¢, ) = 0, luego la tnica ecuacion a resolver
es la primera:

n? 02
2m Oz

con 0 <z < Ly con valores en los extremos ¥(0,¢) = 0 = ¥(L,t). Despejando:

EVY(t,z) = U(t,x)

2 2

9 2
S ¥(ta) = M BG(t, x) = S U(ta) + =7

72 2 EY(t,xz) =0,

que es una ecuacion diferencial ordinaria sencilla de resolver y cuya solucion es V(t, x) =
™M
Asin (T) con n € N. Introduciendo esto y su segunda derivada ahora en la EDO

podemos despejar el valor de E:

B (nmh)?
omL? "

Como depende de n, es més conveniente utilizar la notacion

(nmh)?

B, = T
" omIL?’

que determina los niveles de energia en funcién de n y es claramente un conjunto
de valores discreto. Puede parecer que las energias toman una cantidad continua de
valores si L no es pequenio ya que en este caso el denominador serd muy grande y el
valor de E, serd muy pequenio. Cuanto menor sea L, por el contrario, menor seré el
denominador y mayor el valor de FE,,, evidenciando asi los saltos entre las energias.
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