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La funcién ¢ de Riemann es una funcion de variable compleja que es muy importante para
estudiar la distribucién de los ntimeros primos. En su estudio es crucial una relacién llamada
la ecuacion funcional que estd ligada a la férmula de sumacion de Poisson. El plan para esta
hoja es el siguiente:

1. Generalidades sobre la funcién ¢ de Riemann.

2. La prueba clasica de la ecuacién funcional.

3. La prueba con la férmula de sumacién de Poisson-Guinand.
4. Equivalencia ecuacién funcional-Poisson.

Lo que me tienes que entregar es lo que te pido escribir en los ejercicios siguientes. Segura-
mente te quede un poco largo. Intenta sintetizar lo que puedas. Para reducir hay varias cosas
que te recomiendo que des por supuestas sin indagar en las pruebas. Si no te ves con fuerzas
para sintetizar completando todos los contenidos de la hoja, dimelo y te digo qué cosas quitar.

1. Generalidades sobre la funcién (.

1) Mira los 8 primeros minutos del video https://www.youtube.com/watch?v=VTveQindHic
(hasta que empieza a hablar de Ramanujan) y escribe unas pocas lineas (muy pocas) con lo
que hayas sacado en claro. La “amazing symmetry” de la que habla es la ecuaciéon funcional
que vamos a estudiar. Lo iltimo que menciona sobre cambios de signos, estd relacionado con
las funciones L que menciona al principio y nosotros no lo trataremos.

Si necesitas més informacion, hay mucha asequible en la red. También puedes mirar las
primeras paginas de [Tit86] o [Ivi03]. Recuerda poner en la bibliografia lo que consultes, aunque
sea someramente. También te puede servir lo que digo a continuacién.

2. La prueba clasica de la ecuacion funcional
Ya has aprendido que la funcién ¢ de Riemann se define como

C(s) = Z % para R(s) > 0.

n=1

(Indico con R e  partes reales e imaginarias). La serie no converge en R(s) < 1, sin embargo
se da la sorprendente situacién de que es posible extender ¢ a todo C a una funcién meromorfa
con un solo polo de orden 1 en s = 1. A esto se le llama habitualmente la continuacion analitica

de (.
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En relacién con esto, hay una férmula relativamente facil de probar (pero que ti puedes
dar por supuesto, citando por ejemplo [Ivi03] cuando la menciones en tu trabajo) que dice

0 o) = g (34 -V

N—oo \ £=n? 1-s

para  R(s) > 0.

Nota que si R(s) > 1, se tiene la definicién original porque N'=% — 0.
Por otro lado, hay una extrana simetria de esta extension llamada ecuacion funcional de ¢
que se resume en la formula

(2) B(s)=D(1—s) donde ®(s)=n"*20(s/2)C(s).

No estoy seguro de que conozcas la funcién I'. Si la has visto, seguramente sea en el curso
de variable compleja. Se define como

I(s) = / ¥ e dx para R(s) > 0.
0

Integrando por partes se tiene que
(3) [(s) = s 'T(s+1).

De esta manera se puede extender la definicién a todos los valores s € C —Z<g. Por ejemplo, si
quisiéramos hallar I'(—3/2 + 1), podriamos usar I'(s) = s~ (s +1)"'T'(s +2) con s = —3/2 +
y para I'(s +2) = I'(1/2 4 i) se puede usar la integral y aproximar el resultado con un
ordenador. Concretamente I'(1/2+ 1) es aproximadamente 0,30 — 0,427 y de ahi I'(—3/2+1) es
0,194 0,17¢. Procediendo de esta forma, I' se vuelve meromorfa en C con polos simples en Z<.
Una propiedad que utilizaremos méas adelante es que

225=L /7 (s + 1/2).

(4) [(2s) = I'(1 — s)sen(ws)

Viene de escribir juntas las llamadas formula de duplicacion de Legendre y formula de reflexion
de Euler. Las hayas visto o no en el curso de variable compleja, te sugiero que simplemente
des por supuesto (4) y en tu trabajo cites como referencia [Ahl78]. Las férmulas mencionadas
vienen en las paginas 199 y 200. Te paso una copia escaneada de ellas por si tienes interés.

En la actualidad hay muchas pruebas de la ecuacién funcional pero, como se lee en [Dav00,
p.61] la original de Riemann usando sumacién de Poisson es todavia hoy de las mds elegantes.
Ademds proporciona la continuacién analitica sin esfuerzo adicional.

2) Lee la prueba de Riemann de la continuacién analitica y (2) en las paginas 61-62 de
[Dav00] hasta donde pone “unchanged when s is replaced by 1 — s”. Como es habitual en este
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contexto, el autor llama o a la parte real de s. La férmula de sumacién de Poisson se usa para
obtener la ecuacién [Dav00, p.62 (6)]. En este libro se pospone la prueba pero tu la puedes
deducir de resultados anteriores de tu trabajo.

3) Escribe lo que has leido juntdandolo con lo que creas conveniente decir acerca de la
funcién T' y haciendo referencia a otros resultados de tu trabajo para justificar [Dav00, p.62
(6)]. Menciona que una traduccién de la memoria de Riemann, conservando incluso la notacién,
se puede encontrar en [EdwO01].

4) Usando (3) y (4) deduce la férmula

I'(s/2) _ 2cos(ms/2)T(s)
M-/ 2vx

(Indicacién: comienza cambiando s — 2s+1), con ello muestra que (2) también se puede escribir
en la forma “asimétrica”

(5) C(1 = 5) = 2(2m) ~*T(s) cos(ms/2)((s)

y anade este ejercicio a lo que has escrito.

3. La prueba con la generalizacién de Guinand

En [Gui4l] se da una versién de la férmula de sumacién de Poisson con baja regularidad
que permite deducir de manera bastante rapida (5), que equivale a (2). Como el enunciado
original es un poco largo y lioso sugiero utilizar la siguiente consecuencia de [Gui4l, Th. 3].
Recuerda que LP(R™) son las funciones que satisfacen [ |f] < co.

Teorema 1 (Guinand 1941) ! Si f : RY — R se puede escribir como f(z) = [} (F1 + F2)
con Fy y Fy tales que fooo F = fooo F, =0, zFi(x) € LP(RT) para algin 1 < p < 2 y
rFy(z) € L2(RT), entonces se tiene la siguiente version de la férmula de sumacion de Poisson:

Jim (ni:f(n) [ ) = (nfjlg(n) - [ s @)
donde g(x) =2 [ f(t) cos(2mxt) dt.

Lo que hace Guinand para probar (5) es tomar en su teorema, para un s real 0 < s < 1/2,

s—1z°2 si0o<a <1, 0 si0<a <1,
Fl(x):{( ) =hy F2<w>={

—el™® siz>1, (s—Da*2+el™* siz>1.

!Para enunciar el teorema he afiadido a la cabecera \newtheorem{theorem}{Teorema}, lo digo por si no lo
tienes en el fichero de tu trabajo.
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5) Comprueba que con esta eleccién f(x) = 257! y que F| y F; satisfacen las hipétesis del
teorema, para cualquier 0 < s < 1/2. Indicacién: Una posibilidad es tomar p = (2—s)/(2 —2s).

6) Halla g con algin cambio en la igualdad
oo
/ t"tcost dt = cos(ms/2)['(s)
0

que es bastante conocida (y puedes suponer).

7) Del teorema y de (1), deduce finalmente (5).

Aunque solo hemos probado (5) para 0 < s < 1/2, eso es suficiente porque hay un teorema
de variable compleja que dice que si dos funciones meromorfas en C coinciden en un conjunto
con puntos de acumulacién, entonces coinciden en todo punto.

8) Redacta a tu gusto la prueba de (5) que acabamos de ver.

4. Equivalencia ecuacion funcional-Poisson
Una cosa curiosa es que la ecuacién funcional (5) implica la férmula de sumacién de Poisson.
Parece que la prueba original estd en [Fer37] (ponlo en las referencias). Hay otra en [Pat88]. Yo
escribi también mi versién que es la que te recomiendo que sigas porque me es més familiar.
Para seguirla tienes que saber que ( tiene un polo simple de orden 1 en s = 1 y que
¢(0) = —1/2 (esto se deduce de cosas que hemos visto, concretamente de lo que has leido
en [Dav00], pero para abreviar dalo por supuesto porque es bastante conocido). Supongo que
conoces el teorema de los residuos pero lo méas probable es que no conozcas la férmula de
inversion de Mellin que se usa en las pruebas. Lo que afirma es que para f continua en R

c+i00 00
flx) = ! / F(s)x™*%ds donde F(s):/o f(x)z*~t d.

2mi c—100

c—e—1 sea,

Aqui ¢ € R es un numero cualquiera de forma que F(c — €) exista (que |f(z)|x
integrable Lebesgue) para algiin € > 0. Simplemente menciona que es una consecuencia mas o
menos directa de la formula de inversién de la transformada de Fourier pero no te recomiendo

que gastes tiempo en buscar la prueba.

9) Lee http://www.uam.es/fernando.chamizo/kiosco/files/funcpois.pdf y escribelo a tu
gusto haciendo hincapié en los puntos que te haya costado mas seguir. No te preocupes por las
cuestiones de convergencia de las integrales, supon que esta siempre garantizada.

Por si ayuda: Nota que lo que se utiliza es el cdlculo de residuos Res(F(s)((s),0) =
f(0)¢(0) = —f(0)/2 y Res(F(s)¢(s),1) = ¢(0) = F(1) = [;°f. Al pasar de una recta
R(s) =0 > 1 aotra R(s) = 0 con —1 < 0 < 0, los polos s = 0y s = 1 estdn en la
banda intermedia y por tanto hay que pagar con la suma de los residuos (teorema de los
residuos).
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