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Hasta ahora habiamos visto que las series de Eisenstein tenian ciertas simetrias asociadas
a SL2(Z). En esta hoja basta ver que es posible caracterizar el espacio de todas las funciones
holomorfas con esas mismas propiedades bajo una condicién técnica de acotacion en el infinito.

Dada una funcién f : H — C holomorfa periédica con desarrollo de Fourier ), a,e(nz)
definimos su orden en el infinito n(f,00) como el supremo de los m tales que a, = 0 para
n < m. Si este supremo es negativo o —oo (que es, por convenio, el supremo de &) entonces
la funcién “explota” en el infinito porque e(nit) crece exponencialmente cuando ¢ — +oo si
n < 0. Para evitar esta situacién imponemos n(f,c0) > 0. En otras palabras, que el desarrollo
de Fourierﬂ sea f(z) = > o7 yanpe(nz) para algin N no negativo. Segin lo dicho, si ay # 0
entonces N = n(f, 00).

1) Sea f es como antes con n(f,00) > 0. Explica brevemente por qué f(%m log z) da lugar
a una funcién holomorfa en el disco unidad abierto y utilizalo para mostrar que para cualquier

b > 0 el nimero de ceros de f en {z € H : [R(2)| < 3, S(2) > b} es finito.

Pasamos ahora a la definicién principal de esta hoja. Se dice que f : H — C holomorfa es
una forma modular de peso k, que suponemos par no negativo, si satisface

fe+1)=f(2), f(-1/2)=7"f(z) vy  n(f,0)>0.

Denotaremos con My, al conjunto de formas modulares para un peso k.

Por las hojas anteriores, las series de Eisenstein son formas modulares Gy, E, € My. La
restriccién de los pesos a pares no negativos en la definicion general obedece a las mismas
razones y, como en la hoja 1, las dos primeras relaciones se generalizan y equivalen a f(vz) =
j’j(z)f(z) para todo v € SLy(Z). La funcién nula, que formalmente tiene n(f,o00) = oo, se
considera forma modular de cualquier peso y asi M}, se convierte en un espacio vectorial sobre
C (si no te parece obvio, escribe unas lineas sobre ello).

Introduzcamos ahora una de las formas modulares més importantes y estrechamente ligada
a trabajos de Ramanujan, quien hizo unas famosas conjeturas sobre sus coeficientes de Fourier.

2) Se llama discriminante a la funcién A(z) = 35 (E3(2) — EZ(2)). Comprueba que estd

en Mjy y cumple n(A,o0) = 1, de hecho su primer coeficiente de Fourier no nulo es a; = 1.

Nuestro objetivo es determinar My. Un ingrediente principal es que el niimero de ceros de
cualquier f € My — {0} estd limitado en términos de k cuando se identifican los que estéan
relacionados por SLg(Z). Con este fin, introducimos la siguiente modificacién del dominio
fundamental anadiendo el infinito y la parte derecha de la frontera:

DT =D U {oco} UID N {R(z) > 0}.

1Una pequefia cuestién técnica: Aqui estamos suponiendo desde el inicio que nuestra f periédica holomorfa
tiene un desarrollo de Fourier (convergente). Es posible suponer la existencia de limg(.)— 100 f(2) (0 incluso del
limite de f(z)/z%) y de ahi llegar a la existencia de tal desarrollo, aunque no lo haremos aqui [4].
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3) Explica brevemente (no hace falta que entres en muchos detalles) por qué el argumento
de la hoja 1 muestra que U%SLQ(Z) Dt =HU {oo} UQ. En particular, para cualquier z € H
existe un v € SLo(Z) con vz € DT. Indicacién: Esto deberfa ser facil, hay que comprobar que
poner DT es lo mismo que poner D U {oo}.

La acotacion del nimero de ceros antes sugerida estd recogida en la llamada férmula de
valencia [3], [1], [2] que establece que cualquier f € My — {0} satisface

Z wen(f,z) = 12 donde w,={1/3 siz= emi/3,
epr 1 en otro caso.

Aqui, como es habitual, dado zp # oo, la notacién n(f, zp) indica el orden en zy de f, es decir
el mayor N tal que f(z)/(z — 20)" es holomorfa. La suma es finita en el sentido de que n(f, z)
se anula excepto en un ntmero finito de casos, segtin lo visto en el primer problema.

La previsién inicial era incluir la prueba de la férmula de valencia en esta hoja, pero para
equilibrar los tamafios de los capitulos 3 y 4, la pospondremos hasta la siguiente hoja y nos
centramos aqui en determinar Mj, dandola por supuesto.

4) Dadas m funciones cualesquiera H — C, ;por qué alguna combinacién lineal de ellas
tiene al menos m — 1 ceros? Usa este hecho junto con la férmula de valencia para concluir
dim M, < oo.

5) Deduce de la férmula de valencia que My = C y My = {0}. Esto es, las tinicas formas
modulares de peso cero son las constantes y la tinica de peso 2 es la idénticamente nula.

6) Utiliza la misma estrategia para obtener My = {\Ej, : A € C} para k € {4,6,8,10}.
El paso a dimensiones superiores se lleva a cabo a través de la funcién A.

7) Prueba que A(z) # 0 para z € H y, usando este hecho, comprueba que las aplicaciones

Cx My — M2 M2 — C x My
(M) = AE+ fA Y g — (a0, (9 — aoBEri12)/A)
con ag = limy_,o g(it) (el coeficiente de Fourier de orden 0) son aplicaciones lineales bien

definidas tales que una es la inversa de la otra y deduce 1 4+ dim My = dim Mg y19.
8) De los ejercicios anteriores, concluye la férmula para la dimensién

1+ |k/12] sil2fk—2,

di =
M {Lk/m si 12k — 2.



AS25hoja3 3

Con la aplicacién C x My — Myy12 se puede ir construyendo inductivamente My en
términos de series de Eisenstein Fy con ¢ < k. Lo que vamos a ver es que en realidad hay una
base sencilla que solo involucra dos series de Eisenstein. Concretamente, para cualquier peso

B = {EiEg : 4j+ 60 =k con j,l € Z>o} esbasede My,

Comenzamos con un problema aritmético. Realmente, su indicacién también te puede servir
para el problema anterior.

9) Demuestra que para cualquier k£ par no negativo el nimero de soluciones no negativas
de la ecuacién diofdntica 4x + 6y = k coincide con la formula para dim M. Indicacién: Con lo
que sabes de Conjuntos y Nimeros (z,y) = (—% + 3t, % — 2t), t € Z, son todas las soluciones
enteras. El cardinal de las no negativas es |I N Z| donde I}, = [%, %] A partir de 110 =

[% +2,% 4+ 2]U (& +2,% +3], deduce |Ij112 N Z| = |Ix N Z| + 1 y basta considerar 0 < k < 12.

Una vez que sabemos que el nuimero de productos EﬁEé es dim My, para completar la
prueba de que B es base hay que verificar que son linealmente independientes. Utilizaremos
para ello un truco analitico ingenioso.

10) Explica por qué si los elementos de B fueran linealmente dependientes, entonces exis-

tirfa un polinomio P(x) = anzo amz™ no idénticamente nulo tal que P(E3/EZ2) = 0.

¢ _oam(z — 123)4"ma™ tampoco es
idénticamente nulo y Q(E3/A) = 0. Llega a una contradicciéon porque Ej(it)/A(it) — oo
cuando ¢t — 4-o00.

11) Con la notacién anterior, prueba que Q(z) = Zd

La base B permite encontrar sorprendentes expresiones para formas modulares que no
parecen combinaciones lineales de sus elementos. En particular, para las series de Eisenstein
de peso mayor que 6. Para terminar, veamos dos ejemplos.

12) Demuestra las increfbles férmulas Es = EF y EyEg = F.

Fl calificativo de “increibles” no es gratuito. Si piensas en las series que definen E}, enten-
derds que dificilmente alguien en su sano juicio seria capaz de sospechar a priori algo parecido.

Tarea a entregar. Una vez més, debes combinar las soluciones de los ejercicios anteriores
para elaborar un documento. Intenta ajustarte a seis péaginas, sin contar la bibliografia, lo
que requerird el esfuerzo de sintetizar las explicaciones con palabras en algunos ejercicios. El
resultado constituird el tercer capitulo de tu TFG llamado El espacio de formas modulares o
cualquier variante que te parezca adecuada.
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