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Prefacio

Esta memoria estd compuesta por tres problemas diferentes cuyo nexo de uniéon
es la teoria de niimeros. Mientras que uno de ellos es de naturaleza combinatoria,
el caracter de los otros dos es marcadamente analitico. De hecho, ambos compar-
ten ciertas similaridades al hundir sus raices conjuntamente en la teoria de formas
automorfas.

La exposicion esta dividida en tres capitulos, cada uno de ellos correspondiente
a uno de los citados problemas. Asi mismo, existe un capitulo introductorio previo
en el que se exponen brevemente las ideas que se desarrollaran con profunidad mas
adelante. Hemos preferido que en dicha introducciéon primen las ideas y los conceptos
sobre el rigor matemaético, esbozando las definiciones y resultados que luego apare-
ceran detallados en profunidad. Dada la disparidad de los problemas tratados, no
se incluyen capitulos o apéndices exteriores con conceptos previos, conteniendo cada
capitulo sus propios preliminares.

El primer capitulo trata acerca de una sucesiéon recurrente con una sorprendente
propiedad; como reza el titulo, esta sucesion genera ntimeros primos. De hecho, una
infinidad de ellos, arbitrariamente grandes. Una de sus peculiaridades es la sencilla
expresion que la define. No en vano, las formulas para generar primos han estado en
el imaginario matemético durante siglos, si bien la mayoria de las que se conocen
son auténticas piezas de ingenieria compuestas por formulas o recurrencias muy ela-
boradas y que han sido expresamente disenadas con el proposito de fabricar primos.
La sucesion que vamos a ver, en cambio, los genera de forma natural.

Los otros dos capitulos tratan sobre formas automorfas. Estas han causado una
revolucién en la teoria de niimeros moderna y cosechado importantes resultados; en-
tre ellos cabe destacar la famosa prueba del ultimo teorema de Fermat, hace dos
décadas. En el segundo capitulo se consideraran las formas no holomorfas, es decir,
distintas de las clasicas. Introducidas por Hans Maass y desarrolladas por el medalla
Fields noruego Atle Selberg han dado lugar a una teorfa espectral de formas auto-
morfas que estrecha los lazos entre el analisis armoénico en superficies de Riemann
y la aritmética. Emplearemos esta relaciéon para demostrar que algunas series que
involucran el niimero de representaciones como suma de dos cuadrados aproximan
constantes conocidas.



En el tercer capitulo, empleamos propiedades de las formas modulares para cons-
truir funciones multifractales. Este tipo de funciones fueron introducidas por primera
vez en el contexto de la mecénica de fluidos. Su particularidad es que clasifican los
puntos de un intervalo en una colecciéon no discreta de conjuntos, cada uno de ellos
conteniendo un fractal de diferentes dimensiones. Para lograr funciones de este tipo a
partir de formas modulares, utilizaremos aproximaciéon diofantica, siendo clave el he-
cho de que los ntimeros irracionales pueden aproximarse por racionales con diferentes
ordenes de precision, tal y como expresa el Teorema de Jarnik-Besicovitch.

Si las matematicas fueran un continente, tal vez se podria decir que la teoria de
nimeros es un pequeno y joven pais en el centro, rodeado por multiples naciones
que durante mucho tiempo han caminado por sus tierras y han plasmado su ribrica
sobre ¢l a lo largo de la historia. Debido al caracter multidisciplinar de la teoria de
nimeros se harda uso de multitud de resultados y teorias previos, algunos de ellos
con grandes nombres e historias a sus espaldas; muchos con resultados profundos
y complejos que hacen imposible el que esta memoria sea autocontenida. Salvo en
casos puntuales, se incluiran referencias adecuadas para completar y expandir tales
resultados.
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Introduccion

El contenido de esta tesis esta dividido en tres partes, ocupando cada una de ellas
un capitulo. El primero de ellos, de naturaleza combinatoria y algo mas alejado de
los otros dos, se construye en torno a la sucesion de Rowland. Es ésta una sucesion
recurrente de enteros positivos, que parte de una sencilla regla,

a; =7, agr1 = ap +med(k +1,a), k>1,

y posee una sorprendente propiedad: la diferencia entre dos términos consecutivos
cualesquiera es siempre 1 o un numero primo. Eric S. Rowland [Row08| descubrio
este hecho cuando era estudiante de doctorado en Rutgers.

Surgen aqui una gran cantidad de cuestiones. ;Qué tiene el 7 de especial? ; Qué
ocurre si es reemplazado por cualquier otra condicion inicial? ; Qué primos aparecen?
.,Con qué frecuencia y en qué orden? ; Podemos utilizar la sucesion de Rowland como
un generador natural de primos? Nuestra aportaciéon comienza introduciendo dos
sucesiones auxiliares que describen el comportamiento de la sucesion de Rowland e
indican facilmente cuando apareceran primos.

%
1) G=5 G=do i) -1y om=20
Con estas dos sucesiones se obtiene una prueba muy corta de la propiedad arriba
citada; ademas, también permiten demostrar que entre las distintas diferencias entre
términos consecutivos aparecen una infinidad de primos distintos.

La sucesion de Rowland generalizada aparece cuando se reemplaza el 7 inicial por
cualquier entero positivo (veremos que basta con estudiar los ntimeros impares, a
partir del 5). Haciendo esto perdemos la garantia de que la diferencia entre términos
consecutivos no sea nunca un nimero compuesto. Por ejemplo, a3 — ay7 es 9 si
partimos de a; = 533. Aun asi, a la vista de las pruebas efectuadas con los primeros
millones de casos, hay hueco para la esperanza. Contraejemplos como el anterior son
relativamente escasos (si bien su frecuencia aumenta cuando crece a;, véase la tabla
1.3 en la péagina 16) e, incluso cuando se dan, parece que los nimeros compuestos
dejan de aparecer a partir de un cierto indice.

Esta intuicion nos lleva a conjeturar que, para cualquier condicion inicial ay dada,
existe un indice ky € N a partir del cual la diferencia entre dos términos consecutivos
cualesquiera es siempre 1 o un niumero primo.



Generalizando adecuadamente las sucesiones auxiliares dadas por (1) es posible
obtener analogos para cualquier condiciéon inicial; a las sucesiones auxiliares gene-
ralizadas las denotaremos por {r,} v {c,}. De ellas extraeremos gran cantidad de
informacion; el hecho mas importante es que siempre que en ¢, aparezca un primo
la conjetura sera cierta, lo que lo convierte en una condicién suficiente. Las pruebas
efectuadas con ordenador parecen indicar que en todos los casos tal primo acaba
apareciendo. Otra condicién suficiente para que se tenga la conjetura es que la suce-
sion r,, pequenia para los primeros valores de n y siempre acotada por (¢, + 1)/2),
crezca hasta alcanzar la igualdad en dicha cota, lo que en particular implica que di-
cha igualdad se mantendré en todas las iteraciones posteriores. De nuevo los calculos
sugieren que este hecho no sélo se cumple siempre, sino que ademas va asociado a la
aparicion del primer primo en la sucesion ¢, justo un paso después. Estos dos hechos
dan lugar a una segunda conjetura, compuesta por tres apartados.

n Siempre existe un indice ny en el que c,, = 2r,, — 1.
n Siempre existe un indice my para el que cn,, €S primo.
s Mds ain, estos dos indices aparecen por primera vez de forma consecutiva.

Bastaria con demostrar cualquiera de las tres afirmaciones anteriores para probar la
primera conjetura. Por desgracia, a dia de hoy no sabemos si alguna de ellas es cierta.
Su composicion las coloca en situacion andloga a otras famosas conjeturas de teoria
de niimeros cuyo denominador comun es la idea de que en una sucesion estrictamente
creciente siempre apareceran nimeros primos, salvo que condiciones de divisibilidad
local lo impidan. Algunos ejemplos de esto son la hipotesis de Schinzel [SS58]; la
conjetura de Hardy-Littlewood , que generaliza la conjetura de los primos gemelos
[ORW99], [GBGLO08, IV.2[; o de forma mas general la conjetura de Bateman-Horn
[BH62]. Un objetivo menos ambicioso es demostrar que los tres puntos de la segunda
conjetura son equivalentes. En este sentido, presentamos una serie de resultados
parciales.

La segunda parte de nuestro analisis sobre la sucesiéon de Rowland se centra en
los primos que aparecen en las diferencias entre términos sucesivos. Uno de nuestros
resultados es que la sucesion de Rowland contiene infinitos primos y la sucesion de
Rowland generalizada también, siempre que la conjetura sea cierta. Por tanto, la
sucesion de Rowland es un generador natural (y de aspecto muy sencillo, algo poco
frecuente en la literatura) de primos arbitrariamente grandes, salvo en algunos casos
triviales. La mala noticia es que un primo p requiere al menos (p — 1)/2 iteraciones
del algoritmo para aparecer, lo cual hace que el método sea demasiado costoso e
inutil en la practica para explicitar primos gigantes.

Otra cuestion es el orden en que aparecen los primos en la sucesion. En este sentido
introducimos el concepto cadena de Rowland para denotar cualquier secuencia de
primos que aparezca dentro de la sucesion generalizada de Rowland (una vez quitados



los unos, por supuesto). Por ejemplo, los primeros quince primos que aparecen en la
sucesion original son

5,3,11,3,23,3,47,3,5, 3,101, 3,7, 11, 3.

Un rapido vistazo a ejemplos similares nos hace ver que, cuanto mas pequeno es un
primo, suele aparecer antes y con mas frecuencia. Un analisis mas conzienzudo nos
convence de que muchas posibilidades no son validas; la méas sencilla es que nunca
aparecerd el mismo primo dos veces seguidas (siempre habra al menos otro primo
entre dos treses, como ilustra el ejemplo de arriba). Aqui logramos una caracterizacion
completa de las posibles cadenas de Rowland basada en las clases residuales que
ocupan las sumas parciales de primos bajo ciertos moédulos. Esta caracterizacion es
muy potente y permite determinar algoritmicamente si una secuencia de primos es o
no una cadena de Rowland; en particular, permite descartar muchas configuraciones
sencillas de primos. También nos permite probar que, por ejemplo, ninguna cadena
puede aparecer duplicada. Es decir, jamés podremos encontrar una secuencia como
3,5,3,5 en ninguna sucesion de Rowland. Por el contrario, si parece posible dar
cadenas largas formadas por muy pocos primos. Por ejemplo, la cadena

3,9,3,23,3,5,3,653, 3,5, 3,23, 5, 3,3603833, 3, 5, 3,23, 5, 3,653, 3,5, 3

tiene 27 elementos con s6lo 5 primos diferentes. Corresponde a la condicién inicial
a1 = 1550303031682205.

El estudio de las cadenas de Rowland abre nuevas e interesantes vias de investi-
gacion que no han sido incluidos en esta memoria, pero que podrian formar parte de
trabajos posteriores.

El segundo capitulo esta dedicado a las identidades aproximadas. En la teoria de
formas modulares existen multitud de ejemplos de estas identidades, siendo una de
las méas conocidas la que involucra a la denominada constante de Ramanujan,

e™ 1% = 262537412640768743,99999999999925007 . . . ,
que dista menos de 107!2 de un ntimero entero y que curiosamente fue introducida por

Hermite y no aparece en la obra de Ramanujan, aunque si lo hacen otras cantidades
parecidas [Ram00]. Un segundo ejemplo que nos ayudara a sentar las bases para

ilustrar nuestro objetivo es:
15 2
4

n=—15



Esta cantidad aproxima al niimero m de modo que la diferencia entre ambos es
positiva y menor que 10715, La serie aparece truncada porque su cola es de una mag-
nitud mucho mas pequena que dicha diferencia. Los engranajes ocultos que explican
tal precision en la aproximacion son la formula de sumacion de Poisson y el hecho de
que la transformada de Fourier de la funcion f(z) = e~**/4 tiende a cero con mucha
rapidez; por tanto, el valor de la serie puede aproximarse muy bien por el valor de
dicha transformada en el cero.

Examinemos este ejemplo desde otro prisma: En el intervalo [0, 1], las autofun-
ciones del operador laplaciano habitual (imponiendo como condicién de frontera que
las soluciones valgan lo mismo en 0 y 1) son exponenciales complejas de la forma
{e?mthe ), 7. Cualquier funcién real 1-periddica admitird un desarrollo sobre la base
ortonormal que forman dichas exponenciales una vez normalizadas. Esto supone una
gran restriccion, pues la mayoria de funciones reales no son periodicas; aunque bajo
ciertas condiciones pueden reformularse para que lo sean. Dada una funcién f sufi-
cientemente regular y con decamiento exponencial, identificamos los puntos extremos
del intervalo [0, 1] para formar un toro y consideramos la suma de todas las trasla-
ciones enteras actuando sobre f, forzando asi a la nueva funcién a ser 1-periddica
por construccion. En el ejemplo que acabamos de ver, la funcion f(z) = e~ /4

se reemplazaria por F(x,y) := Y>> _ f(d(x + n,y)). Desarrollando F' en la base
ortonormal,
(o]
F(z,y) = 2/ Z eAje%ijxe_Qmjy,
j=—o00
donde \; = —47%52 es el autovalor correspondiente a la autofuncion €*™*. Y, puesto

que el primer autovalor no trivial es A\ = A_; ~ 39’47, ahora es evidente ver que
F(0,0) se aproxima con mucha precision por el término correspondiente a 7 = 0 en
la serie de la derecha, cuyo valor es 2/7; esto a su vez demuestra por qué nuestro
ejemplo aproxima a 7 con tanta precision.

Las aproximaciones que ofrecemos se obtienen partiendo de esta misma idea, pero
en un campo de batalla un tanto méas exdtico. Nuestro punto de partida es reemplazar
R por el semiplano de Poincareé,

H:={z+iye C:y> 0},

que es el semiplano superior complejo dotado de una métrica especial de la que se
deriva la denominada distancia hiperbolica, p, dada por
@) plew) = arccosh (14 2u( ), donde u(z,w) =

Z,W) = arccos u(z,w)), onde wu(z,w)=-——.

p 4328w
Generalizando la idea que exponiamos en el parrafo anterior, las autofunciones nor-
malizadas de un operador diferencial autoadjunto constituyen una base ortonormal
del espacio que alberga dichas funciones, siempre que éste sea de dimension finita.



Para el caso infinito, el analisis funcional proporciona un anélogo vélido para deter-
minados operadores elipticos de segundo orden. Aqui entra en juego el operador de
Laplace-Beltrami, que no es méas que la generalizacion natural del laplaciano conven-
cional adaptado a H. El grupo G = SLy(R) de matrices reales regulares 2 por 2 con
determinante 1 define una acciéon sobre H (a menudo identificando I con —I para
que dicha accién sea fiel; es decir, no haya matrices distintas que generen la misma
accion sobre H) con la propiedad de que la distancia hiperbélica es invariante por
dicha accion.

Tal y como en el caso real las funciones a desarrollar debifan en tltima instancia ser
invariantes por traslaciones enteras, ahora buscamos que una funciéon k definida sobre
H (suficientemente regular y de cuadrado integrable) tenga las simetrias expresadas
por un subgrupo discreto F' C G (en concreto, consideraremos grupos fuchsianos de
primera especie) considerando la suma de las acciones de dichas simetrias sobre esa
funcion. La suma resultante se denomina nicleo automorfo,

(3) K(z,w) = Z k(u(gz,w)), z,w e H,

geF

y tiene la propiedad basica de que es invariante por elementos g de F', ya que
K(gz,w) = K(z,w), al igual que la F' del primer ejemplo verificaba F(z + n,y) =
F(z,y). Si H\F es compacto (se dice entonces que F' es co-compacto), el nicleo K
admite un desarrollo en autofunciones del operador de Laplace-Beltrami,

(4) K(z,w) =) h(t;)us(z)u;(w).

j=0

Dichas autofunciones se denominan formas de Maass, por el matematico Hans Maass
que las introdujo a mediados del siglo pasado [Maa49|. La funcién h en (4) es un
anélogo a la transformada de Fourier en el caso real. Se conoce como la transformada
de Selberg de k, en honor al noruego Atle Selberg que desarrollé y amplié la teoria
espectral de formas automorfas. Por otro lado, —(1/4 + t?) es el autovalor correspon-
diente a la forma de Maass u;. Cabe destacar que el primer autovalor es cero y la
primera autofuncion esté relacionada con el area del dominio fundamental de F'. El
objetivo es conseguir, mediante ejemplos adecuados de funciones k (en el sentido de
que sus transformadas de Selberg tengan una descripcion explicita y réapida conver-
gencia) ejemplos de identidades aproximadas (entre el niicleo y la contribucion a la
serie del autovalor trivial igualando (3) y (4) en puntos z y w escogidos de manera
conveniente) con significado aritmético.

La primera contrariedad que surge es que muchos de los grupos fuchsianos ha-
bituales con los que nos gustaria investigar no son compactos. El ejemplo mas ca-
racteristico es I' = PSLy(Z), del cual se derivan muchos otros. Esta dificultad se
puede solventar generalizando (4) para dar lugar a la llamada formula de pretraza



de Selberg [Sel56], valida también para grupos no co-compactos:

(5)
= 3 bty g =)oty (@) Z/ (2,1/2 + it)Bow, 1/2 1 i0) dt.

Aqui, a recorre las cispides del grupo fuchsiano F (caracterizadas por los vértices
del dominio fundamental de F' que caen en la recta real o el punto ico) y E, es la
serie de Eisenstein asociada a dicha cuspide. La férmula (5) nos permite obtener
un primer ejemplo de identidad aproximada, precisamente utilizando I' como grupo
fuchsiano. Sean

—8Z§n rin)rin +4) ]:/wM(l/ﬁl—l—tQ)dt,

(n +4)2 ~ cosh(rt)

donde f(t) = ¢(1/2+1it)¢ (1 +2it)L(1/2+1it, x), x es el tnico caracter no principal
modulo 4, r(n) cuenta el namero de expresiones de un entero n como suma de dos
cuadrados y &, vale 1/2 en los pares y 1/4 en los impares. Probaremos (véase la
Proposicion 2.15 en la péagina 51) que (S — 3)/I aproxima al numero 7 de modo
que la diferencia entre ambas cantidades es menor que 4 - 107'* y no nula. También
obtendremos mas ejemplos utilizando otros grupos diferentes.

Un comentario interesante es que la aparicion de la funcion r(n), con un fuerte
significado aritmético, no es una casualidad ya que las matrices de I' estan formadas
por numeros enteros. Concretamente, tomando z = w = i en (3), la expresion K (w, z)
adquiere una estructura aritmética muy simple y la suma sobre los elementos de G se
traduce en una suma sobre los enteros. El caso en que esta correspondencia se hace
mas palpable corresponde a tomar el subgrupo I', formado por las matrices de I" en
las que los dos elementos de cada diagonal tienen la misma paridad. En ese caso se
cumple:

2> "k (u(yi,i)) =Y r(n)r(n+ 1)k(n),

donde u viene dada por (2). Para otros grupos fuchsianos se tendran analogos a éste,
si bien no tan abrumadoramente simples.

El estudio de las aproximaciones para grupos no compactos incluye varias iden-
tidades aproximadas més, junto con una serie de lemas técnicos entre los que cabe
destacar aquellos que relacionan los nicleos con series en las que aparece la funcion
r(n), y un analisis numérico del error cometido en las aproximaciones. Cabe desta-
car que el que se obtiene en el ejemplo es tan preciso debido en parte a que las dos
autofunciones correspondientes a los dos autovalores no triviales més pequenos del
operador de Laplace-Beltrami son impares, por lo que u;(i) = us(i) = 0, y el error
dependera del al tercer autovalor. Esto situara a este ejemplo por delante de otros a
priori méas potentes (como en el caso compacto).



Seguidamente estudiaremos el caso compacto en el que, a pesar de partir de
un desarrollo espectral mas sencillo ((4) frente a (5)), nos enfrentaremos al reto
de encontrar grupos fuchsianos validos para nuestros propoésitos. Los primeros que
utilizaremos proceden del élgebra de cuaterniones y estan definidos como sigue, para
py q primos con p=3 (méd 4) y ¢ =5 (mdd 8):

G, = {% (_“Cibﬁﬁ 2fi£)eSL2(R);azbzczd mon}/{i—[}

Gy = {1 (q(actzg) ZJ:C;g)eSLQ(R):aEc,bEd mon}/{:I:]}

La mejor aproximacion que alcanzaremos sera con (G3, cuyo primer autovalor no
trivial es el de mayor tamano entre todos los expuestos. Concretamente, para

)

o0

S = Zr(n)r(?)n + 2)\/%6_(1%”/4)2,

n=1

demostraremos que S’ aproxima bien a 72¢%,/7 en el sentido de que el error relativo
es pequeno, concretamente (véase la Proposicion 2.22 en la pagina 58)

!
129107 < 1— —2 _ <3.1077,
7269/
Vemos que nuevamente aparece una expresion que involucra la funcion r(n) y que,
como ya anuncidbamos, esta aproximacion no es tan buena como la mejor que ob-
tenfamos en grupos fuchsianos no compactos. La razoén, sobre la que hablaremos
ampliamente en el segundo capitulo, es que ahora las primeras autofunciones no se-
ran impares, y por tanto el error esta relacionado con el tamano del primer autovalor
en lugar del tercero.

Hemos recogido mas ejemplos de grupos fuchsianos y ntcleos con los que se
alcanzan identidades aproximadas destacables, si bien algunas de ellas no han llegado
a formar parte del articulo en que se basa esta secciéon. Nuestro tltimo caso de estudio
corresponde a los operadores de Hecke, que son autoadjuntos actuando sobre H y
tienen un comportamiento que en cierto modo generaliza al de grupos compactos
sobre H, al estar basados en matrices de determinante entero y no sélo de valor uno.

El tercer y ultimo capitulo gira alrededor de dos conceptos de reciente apariciéon en
la literatura matematica: el espectro de singularidades y las funciones multifractales.
Introducidas originalmente en el contexto de problemas de fluidos [BPPV84], las
funciones multifractales son aquellas tales que al asignar a cada exponente Holder



el conjunto de puntos de la funcién donde dicho exponente se alcanza se obtiene
un continuo de fractales de diferentes dimensiones. Esa asignaciéon es conocida como
espectro de singularidades y, expresado en términos mateméticos, una funcion sera
multifractal cuando la imagen de su espectro de singularidades no sea discreta. Uno
de los ejemplos mas conocidos es la funcion

R(z) = Z sen(2mn x)’

n=1 Tl2

frecuentemente denominada el ejemplo de Riemann o, simplemente, la funcion de
Riemann (véase la Figura 1). Segtin Weierstrass [Edg04], Riemann introdujo R(x)
como un ejemplo de funcién continua y al mismo tiempo no diferenciable en ningin
punto (véase también [BS86]). Tal afirmacion resulto ser falsa. Décadas mas tarde
Hardy [Har16| demostré que era no diferenciable en todos los irracionales, y también
en ciertas clases racionales, pero fue J. Gerver quien siendo un estudiante de grado
demostré en la década de los 70 del pasado siglo que si era diferenciable en el resto
de racionales.

0.5

I I I I I
0.2 0.4 0.6 0.8 1

-0.5

Figura 1: Grafica de la funcion R(x).

En cuanto al espectro de singularidades, el matemético francés Stéphane Jaffard
lo determin6 completamente [Jaf96] probando que, fijado € [1/2,3/4], el conjunto
de puntos con exponente Holder /3 tiene dimension de Hausdorff 4(5 —1/2); y que el



resto de puntos (que son precisamente los racionales dados por Gerver) tiene orden
Hélder 3/2, formando estos un conjunto de dimension cero (véase el Teorema 3.3 en
el tercer capitulo para méas informacion). En particular, los puntos con exponente
Holder 3/4 son los tnicos que dan lugar a un conjunto de medida positiva, por lo
que el orden Holder tipico de R(x) serda 3/4. Esto es facil de intuir a partir de la
identidad de Parseval, pues

2
i sen(mn?h) cos(2mn’x + mn?h) i

n2

/Ol\R(a:+h)—R(x)]2 dr — 4/01 >

= sen?(mn?h)
=2y —
n=1

El rango de valores de n de orden menor o igual a h~'/? dara la contribucion principal
que es comparable a h3/2, por tanto cabria esperar que R(z+h)— R(x) sea comparable
a h**. De hecho se puede probar que R(z + h) — R(z) = O(h**) se cumple para
todo z, salvo en un conjunto de medida nula. La integracion s6lo ve conjuntos de
medida positiva y por tanto es initil para detectar las peculiaridades en conjuntos
fractales, y es aqui donde toma valor el analisis multifractal. La prueba de Jaffard
emplea la transformada wavelet.

La notacion de Landau que aparece en el parrafo anterior es muy habitual para
expresar relaciones asintoticas entre dos funciones, y sera utilizada frecuentemente en
el tercer capitulo. Dadas f y g, reales o complejas, se escribirda f(x) = O (g(z)) para
indicar que el cociente | f(x)/g(x)| estéa acotado por una constante absoluta cuando z
tiende a infinito. Equivalentemente se escribira f(z) < g(x). Sila constante depende
de una segunda variable ¢ y no quiere mostrarse explicitamente la dependencia porque
no sea relevante, se suele indicar con f(z) = O, (g(z)) o f(z) <; g(x). La notacion
f(z) = o(g(x)) indica que el cociente f(z)/g(z) tiende a cero cuando x tiende a
infinito, mientras que la menos habitual notacion f(x) = Q(g(x)) indica que no se
cumple f(x) = o(g(z)) (en otras palabras, que f es de orden igual o superior a g).
Por ultimo, f(z) < g(z) indica que se satisfacen simultdneamente f(z) < g(z) y
f(x) > g(x).

Nuestra contribucién consiste en extender el resultado de Jaffard a otras funciones
similares. Para describir estas funciones, primero debemos explorar un tercer punto
de vista de la funciéon de Riemann: su conexién con la también famosa funcion 6 de
Jacobi

0(z) = Z e(n’z), z¢€C, Sz>0,

donde e(z) = €*%. §(z) es una forma modular, ya que verifica una cierta ecuacion
funcional (véase (3.4) en la pagina 71) con respecto de un grupo discreto de matrices
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enteras. Concretamente, el grupo I'yg(4), donde

(6) To(N) = {(Z Z) € SLy(Z) : N|c} .

Aqui, SLy(Z) denota las matrices enteras 2 x 2 con determinante 1. La integral
fraccionaria de 6 es una funcion definida sobre los reales que procede de la funcién

0:

7) )=S0 er

n

n=1

Por construccion, R(x) = J62(x). Nosotros tomaremos una familia de formas modu-
lares f sobre I'g(IV), que bajo ciertas condiciones admitiran un desarrollo de Fourier,

f(z)= Zane(nz), zeC, Jz>0,

n=0

y, para cada una de ellas, una coleccion de integrales fraccionarias,

S

(8) falw) =) —Ze(nz), z€R,

n=0

S

donde el parametro a (que generaliza el 2 de (7)) se acotara superior e inferiormente
en funcion del peso r de la forma modular (véase la Definicion 3.5 en la pagina 71)
para que la serie en (8) sea convergente. En estas condiciones demostraremos que, si f
no es una forma cuspidal, (véase el Teorema 3.7 en la pagina 73), entonces para f,(z),
los puntos con exponente Holder § tienen dimension de Hausdorff 2(5 — a + 1) /r,
para a —r < f# < a—1r/2, lo que en particular demuestra que f, es un multifractal..

Para demostrar nuestro citado Teorema, utilizaremos la relacion existente entre
f v fa- Siempre que el exponente Holder esperado sea menor que 1, como en nues-
tro caso, éste admite una descripciéon mas sencilla de la habitual, siendo suficiente
expresar fo(x + h) — fo(x) como O(]h|?) para h # 0 arbitrariamente pequeio y
algin v > 0. La anterior diferencia puede expresarse como la integral compleja de
la diferencia entre dos evaluaciones de la funcién f. Si x es un ntmero irracional,
un conocido resultado de Dirichlet nos dice que existiran infinitas fracciones a/q que
aproximen x con precisién; concretamente, verificando |r — a/q| < ¢72. La teoria de
formas modulares posee potentes herramientas para describir el comportamiento de
f cerca de estos racionales o cispides. A medida que h se acerque mas a cero, toma-
remos una sucesion de fracciones {a,/g,} con denominadores cada vez més grandes,
de modo que la distancia a x sea cada vez mas pequena. La eleccion adecuada de
esta sucesion se obtendra a través de la fraccion continua de x, de la cual se obtienen
sus convergentes, que son precisamente esas fracciones.
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Hay tltimo detalle crucial para lograr distintos exponentes Hélder en distintos
puntos x. Es sabido que la mayoria de irracionales dejan de admitir infinitas aproxi-
maciones por fracciones tales que |z —a/q| < ¢~ si se reemplaza el 2 por otro ntimero
real ¢ > 2. Los que si lo hacen tienen medida cero, pero se agrupan formando conjun-
tos de todas las posibles dimensiones comprendidas entre 0 y 1 al clasificarlos segtin
el mayor exponente ¢ para el que admiten infinitas aproximaciones. Esta afirma-
cién queda cuantificada en el Teorema de Jarnik-Besicovitch, que aqui utilizaremos
y adaptaremos para obtener el espectro de singularidades de f,. Concretamente,
probraremos (véanse las Proposiciones 3.13 y 3.13 a partir de la pagina 88) que,
fijado ¢ > 2, existe un subconjunto de [0, 1] con dimensién 2/c tal que todos sus
puntos tienen exponente Holder aw — r + r /c. Reciprocamente, probaremos que todos
los puntos de [0, 1] que tengan ese exponente Holder deben estar contenidos en otro
subconjunto de la misma dimension.

Nuestros resultados son vélidos para integrales fraccionarias procedentes de for-
mas modulares con pesos comprendidos entre 0 y 1. Existen varios ejemplos explicitos
de formas modulares con pesos comprendidos en este rango. La ya mencionada fun-
cion 6 de Jacobi tiene peso 1/2, y con ese mismo peso existen muchas otras que
en realidad son variantes de ella [BS86|. También existen formas modulares de peso
1/5 relacionadas con trabajos de Klein y con las identidades de Rogers-Ramanujan
([Hub14|,[Man02],[Kan06]). T. Ibukiyama dio una familia de formas modulares de
peso (N —3)/(2N) para cualquier N impar [Ibu00|. Estan construidas como cocientes
entre funciones # y una funcién n de Dedekind.

El estudio iniciado con los resultados que se reflejan en este capitulo permanece
abierto, y en futuras investigaciones planeamos obtener resultados similares para
formas modulares con pesos mayores. Esto amplia el tamano de los exponentes Holder
esperados. Como consecuencia, calcularlos se convierte en un problema més complejo,
al aparecer nuevos términos englobando a las sucesivas derivadas de f.

No haremos ningtin recopilatorio sobre notaciéon, y habitualmente cada expresion
se definird en el momento en que se introduzca. Aun asi conviene repasar varios
términos que utilizaremos habitualmente y que aunque son muy utilizados, pueden
dar lugar a confusion. Escribiremos Rz y &z para expresar respectivamente las partes
real e imaginaria de un niimero complejo, y abreviaremos e?™* mediante la expresién
e(z). De igual manera, a veces emplearemos a = b (c) para denotar que a y b son
congruentes modulo c.
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Los resultados de la tesis estan recogidos en los siguientes articulos:
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and Maass forms. Acta Arith. 159 (2013), no. 1, 27-46.

» F. Chamizo and S. Ruiz-Cabello. Modular forms and multifractal Fourier se-
ries. En preparacion.



Capitulo 1

La sucesion de Rowland

1.1. Preliminares. Generalizacién
El presente capitulo esta centrado en el estudio de la sucesion
(1.1) a; = 7, ar = axp—1 + IIlCd(k?, ak_l), k > 1,

a la que nos referiremos como Sucesion de Rowland en adelante.

k 1121341516789 (10/11(12/13]14|15]16
ay 7181911015 18]19]20 21|22 33|36 3738|3940
ap — Qg—1 11151311 (1}j1 1131111

Tabla 1.1: Los primeros términos de la sucesion de Rowland.

Descubierta por primera vez por Matthew Frank en 2003, Eric S. Rowland la dio
a conocer cinco anos mas tarde probando un resultado sorprendente:

Teorema 1.1 (Rowland, 2008 [Row08|). Para cualquier indice k > 2, la diferencia
ar — ag—1 dada por (1.1) es siempre 1 o un nimero primo.

Como el mismo Rowland relata en su articulo, es infrecuente en la literatura
matemaética hallar ejemplos de funciones que produzcan nimeros primos y tengan
una estructura natural; es decir, que no hayan sido expresamente disenadas para
este proposito, lo que suele implicar que su definiciéon sea bastante artificiosa. La
mala noticia a cambio es que los primos generados no aparecen ordenados ni tienen
estructura, sino que surgen de forma caotica; algunos aparecen repetidas veces, y no
esté claro que tengan que aparecer todos.

Como muestra, veamos una lista algo mas amplia de las diferencias entre términos
consecutivos:

13



14 Capitulo 1. La sucesion de Rowland

{a,—ar1}=1,1,1,53,1,1,1,1,11,3,1,1,1,1,1, 1, 1,1,1, 1, 23, 3, 1, 1,
1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1, 1,1, 1,1, 1,1, 47,3,1,5,3, 1, 1,1, 1,1, 1, 1, 1, 1, 1, 1,
1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1, 1,1, 1, 1, 1, 1, 1,
1,1,101,3,1,1,7,1,1,1,1,11,3,1, 1,1, 1,1, 13, 1,1, 1,1, 1, 1,1, 1,1, 1, 1, 1,
1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1, 1,1, 1, 1,1, 1,1, 1, 1,1, 1, 1, 1, 1, 1,
1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1, 1,1, 1, 1,1, 1, 1,1, 1,1, 1, 1, 1, 1, 1,
1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1, 1, 1,1, 1, 1,1, 1, 1,1, 1, 1,1, 1, 1, 1, 233, 3, 1, 1,
1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1, 1,1, 1,1, 1,1, 1, 1

Y ) ?

Comenzamos nuestro andlisis de la sucesiéon de Rowland introduciendo las dos
sucesiones auxiliares siguientes.

(1.2) =5 c =c_;+mp(c_,)—1, y = ,

donde mfp(m) denota el menor primo que divide a m; bien definido siempre que m
sea mayor que 1. Notese que, con esta definicion, ¢ siempre es impar. Estas dos
sucesiones nos van a permitir dar una caracterizacion de la sucesion {ay —ar_1} que
prueba el Teorema 1.1 de forma inmediata y sencilla:

Proposicion 1.2.

mip(c _ st k =1} para algin indice n > 1,
(13) ap — Q-1 — { ( 1) g

1 en el resto de casos.

Demostracion: Consideremos la sucesion {by}x>1 dada por
by =7, by=S§8; bp=c,+k+1, kelr,r.,), n>1

Vamos a demostrar que {a} y {bx} describen exactamente la misma sucesion. Fijado
n, tomemos cualquier k € [r},r: ;). by_1 seréd igual a ¢}, + k salvo si k = r};, siendo
entonces igual a ¢, + k. Por tanto by — b1 equivale al lado derecho de (1.3) y basta
con probar que by — by_1 = med(k, by_1). Hay dos posibilidades. Si k no coincide con
ninguin r;,,

med(k, by_1) = med(k, ¢ + k) = med(2k, ¢;)) = med(2(k — 7)) + 1,¢)
y el dltimo término es 1, ya que 2(k — ) + 1 < 2(r;, — i) + 1 = mifp(c}).

Y si k = r} se obtiene el mismo resultado reemplazando n por n — 1. Por tanto,
2(k —ry) +1=2(r; —r;_y) + 1 =mip(c,_,). O

Obsérvese la Tabla 1.2 que describe los primeros términos de las sucesiones au-
xiliares. Comparandola con la Tabla 1.1 puede verse que los nimeros que aparecen
en la sucesion r* (salvo el primero) se corresponden exactamente con los indices k
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| on [1]2]3]4]5][6][7][8]9]10]...]
¢ [[5[9]11]21[23]45[47]93]95]99
mfp(c;) [5[3[11[ 3 ]23[3 [47[3 |5 |3
ri [3]5]6 [11]12]23[24]47]48][50

Tabla 1.2: Las sucesiones auxiliares 7 y c;.

en los que ay — ax_1 es mayor que 1, mientras que la sucesion {mfp(c})} recoge en
orden esos valores de ar, — aj_1.

Llegados a este punto, cabe hacerse varias preguntas que abren dos vias princi-
pales de investigacion. Una de ellas es el analisis de los primos que aparecen entre
términos consecutivos de la sucesion de Rowland: cuantos, con qué frecuencia y en
qué orden. Este estudio tiene cabida en la tercera y ultima seccion de este capitulo.
La otra via parte de nuestra tendencia natural a generalizar y hacer mas ricos los
problemas. ; Qué ocurre si se reemplaza el 7 por cualquier otro entero positivo? ;Po-
dremos dar un resultado anélogo al Teorema 1.17 La respuesta serd que en general
no, pero aun podremos decir bastante. El nuevo objeto de estudio es la Sucesion de
Rowland generalizada:

(1.4) a; > 5 impar; ar = ax—1 +med(k, ax_1), k>1,

Como puede verse en la definicidn, sélo consideraremos enteros impares mayores o
iguales que 5. La razéon es que tomar a; como 1 o 3 da lugar a sucesiones triviales
(ap. = k y ax = k + 2, respectivamente) y las condiciones iniciales pares quedan
caracterizadas por las impares, ya que a; = 2n y a; = 2n + 1 producen el mismo as,
y por tanto la misma sucesion a partir del segundo paso.

Tomando una condicién inicial arbitraria, surgen contraejemplos en los que no
se cumplird el Teorema 1.1. Considérese, por ejemplo, a; = 805, que conduce a
a1s — a7 = 9. Los célculos efectuados con ordenador sugieren que aunque el nimero
de estas condiciones iniciales problemaéticas es escaso entre valores pequenos de a;
(la primera que aparece es a; = 533, tras mas de doscientos casos positivos), su
proporciéon parece incrementarse lentamente a medida que crece el tamano de a;
(véase la Tabla 1.3). No es descabellado pensar que conforme se aumente el tamano
de a1, la densidad de estos casos pueda tender a una constante positiva o incluso
acercarse a 1. A pesar de esto, como adelantdbamos antes, no todo esté perdido.
Aparezcan o no compuestos para una condicién inicial fija, el nimero de estos parece
ser siempre finito (ocurre asi en asholutamente todos los casos para a; < 10%). Esta es
la gran conjetura sobre la sucesion de Rowland generalizada, y a la que esta dedicada
la siguiente seccion.
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Primeros N valores de a; H Nuamero de casos con contraejemplos \ Porcentaje ‘

100 0 0%

500 22 4'4%

1000 63 6'3 %
5000 447 894 %
10000 1142 1142 %
50000 Gy 1515 %
100000 16218 1621 %
500000 99419 19'88 %
1000000 211077 21'11 %
5000000 1099747 21’99 %

Tabla 1.3: Porcentaje de términos iniciales a; para los que aparecen niimeros com-
puestos. Los N primeros casos corresponden a los N primeros impares mayores o
iguales que 5.

1.2. Conjeturas y relaciones entre ellas

Comenzamos formalizando las ideas plasmadas en el tltimo pérrafo de la anterior
seccion.

Conjetura 1.3. Fijemos a; impar y mayor o igual que 5. Sea {ay} la sucesion dada
por (1.4). Entonces existe un indice ko tal que ar — ax_1 es 1 o un nimero primo
para todo k > k.

Es interesante recalcar que también puede plantearse, y asi aparece en el articulo
original de Rowland [Row08|, una segunda generalizacion; que el término inicial de
la serie no sea a; sino a,, para cualquier m entero. Al depender cada a; fuertemente
del indice del término anterior, esta segunda modificaciéon cambia totalmente las
reglas del juego (como ilustraremos mas adelante con ejemplos). No la incluiremos
en nuestro anélisis.

Las sucesiones auxiliares que plantedbamos en (1.2) para caracterizar el compor-
tamiento de la sucesion de Rowland original también pueden generalizarse.

Definicion 1.4. Sea a; tmpar y mayor o igual que 5. Se definen por induccion
simultdnea las siguientes sucesiones:

(1.5) o= 1 rne1 = min{k >r, :med(k,c,) #1}, n>1
' 6 = a; — 2, Cne1 = Cp+med(cy,Tha1) — 1, n > 1.

Notese que, como la sucesion {c,} es estrictamente creciente y sélo toma valores
impares, el conjunto que define 7,1 sera no vacio siempre que ¢; sea mayor que 1.
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Por tanto, basta con pedir que a; no tome los valores 1 o 3 que, como ya dijimos,
arrojan sucesiones triviales.

La Definicién 1.4 nos resultara muy tutil durante el resto de la exponsicién, aunque
no se trata propiamente de una generalizacion de (1.2). En este sentido, la definicion
natural de {r,} y {c.} que se obtendria de la prueba de la Proposicién 1.2 es la
siguiente:

(16) rno= 1, Tny1 = min{p+p|r./p| :plen}, n>1
’ = a;— 2, Cny1 = Cp+med(cy,rne1) — 1, n>1,

donde |z ] denota la parte entera de un nimero z y p es un nimero primo cualquiera.
Es facil comprobar que r y ¢, tal y como estan definidas en (1.2), satisfacen (1.6)
paran > 1. Y, como probaremos a continuacion, esta definicién alternativa coincide
con la de la Definicion 1.4.

Lema 1.5. Dados enteros positivos m > 1 yn,
min{p+p LEJ Cpl m} =min{k >n : med(k,m) # 1}.
D

Demostracion: Basta considerar que p+p |n/p| = p(1+|n/p]) es el primer multiplo
de p mayor que n. El lado derecho denota por su parte al primer entero mayor que n
no coprimo con m; dicho entero sera miltiplo de los primos que alcancen el minimo
en el lado izquierdo. Por tanto ambas expresiones describen al mismo nimero. Notese
que imponiendo que m no pueda valer 1 los dos conjuntos descritos para los minimos
seran siempre no vacios. O

Por tanto las dos definiciones para las sucesiones auxiliares generalizadas, {r,} y
{c,}, coinciden. Es interesante notar que la segunda definicion, (1.6), permite calcular
las sucesiones 7, y ¢, con mayor rapidez (la hemos utilizado para las graficas de
la pagina 25 y siguientes), ya que el céalculo de varios méaximos comunes divisores
consecutivos es més costoso computacionalmente que factorizar un tnico ntmero
para obtener el siguiente término. Estas sucesiones nos van a permitir obtener un
resultado en cierto modo similar a la Proposiciéon 1.2 para caracterizar los valores
que toma la sucesion {ay — ax_1}.

Proposicion 1.6. Consideremos la sucesion de Rowland generalizada (1.4) para a;
fijo y, a partir de ésta, las sucesiones {r,} y {c,} dadas por (1.5). Se cumple, para
cada indice kK > 1

(1.7) ap =c¢, +k+1 para k € [rp, Tpi1).
Ademds, si k # 1,

med(c,_1,7r,) st k=1, para algin indice n > 1,

1 en el resto de casos.

(18) ar — Qp—1 = {
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Demostracion: Recordemos que, como (1.4) requiere que a; sea impar y mayor
que 5, las dos sucesiones auxiliares (1.5) estan bien definidas y son estrictamente
crecientes. En particular, dado cualquier £ natural existird un tnico indice n > 1
tal que r, < k < r,41. Vamos a probar (1.7) y (1.8) simultaneamente utilizando
induccion fuerte sobre k. Supongamos que las dos féormulas estdn demostradas para
todo 7 menor que un k fijo. Distinguimos dos casos.

Si existe n tal que k € (r,,r,41), entonces por la definicion de 7,1 en (1.5) se
cumplird med(k, ¢,) = 1. Como k,1 > r,, se cumplird ax_; = ¢, + k por hipotesis de
induccion. Utilizando esto y las definiciones de ay y 7,41,

ap — ax_1 = med(k, ar_1) = med(k, ¢, + k) = med(k, ¢,) = 1.

Esto prueba (1.8),y ax = a1+ 1= (¢, + k) +1=¢, + k+ 1 prueba (1.7).

El otro caso posible es que k coincida con r, para algin indice n. Si n = 1,
entonces k = 1 y (1.7) es inmediato (ndtese que en este caso (1.8) no procede),
por lo que podemos suponer n > 1. Se verificaran med(r,,¢,—1) # 1 por (1.5) y
ag—1 = Cp—1 + k por hipotesis de inducciéon. De donde

ap — ax_1 = med(k, ar_1) = med(k, ¢,_1 + k) = med(k, ¢,,_1) = med(ry,, ¢p1).

Esto completa la prueba de (1.8). A su vez, se cumple a = ax_1 + med(r,, c,—1) =
Cn-1 + k +med(rp, ¢m1) = ¢, + k + 1, lo que prueba (1.7). Y con esto abarcamos
todos los posibles casos. O

K1 23|45 |67 ].../40]41 |42 |...|82 | 83| &4
ap || 351363940 (45|48 49| ...|82|123 126 ...| 166 | 249 | 252

Tabla 1.4: La sucesion de Rowland generalizada, tomando a; = 35.

Como puede verse, hay una pequena variacion entre las formulas (1.3) y (1.8)
que explica por qué ahora no siempre se obtienen primos al considerar diferencias
entre términos adyacentes: donde antes aparecia el menor factor primo de ¢,_1, ahora
encontramos un méaximo comin divisor, que por supuesto no sera primo en general.

| n [1]2]3]4|5]6] 789 ][10]...]
T 1[3[5]6[41][42] 83 84 [167]168
Cn 33[35]39[41[8183]165][167[333]335
med(c,—1,7y) 3151341383 | 3 |[167] 3

Tabla 1.5: Las sucesiones auxiliares para a; = 35.

Examinemos un ejemplo tomando a; = 35. Las Tablas 1.4 y 1.5 son los analogos
respectivos de las Tablas 1.1 y 1.2 que vefamos al inicio de la primera seccion, referidas
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a la sucesion de Rowland original. De nuevo los niimeros que aparecen en la fila
correspondiente a 7, (salvo el primero) se corresponden con los indices k en los que
ap — a1 es mayor que 1. El problema es que ahora dicho incremento (que aparece
reflejado en la tdltima fila de la tabla 1.5) ya no tiene por qué ser primo. Los indicios
apuntan a que esta fila estard ocupada exclusivamente por primos, salvo en nimero
finito de casos, pero ahora en principio la recorremos a ciegas.

., Qué ocurria en el caso a; = 7 que nos garantizaba que s6lo encontrariamos pri-
mos en la sucesion {ay —ax_1}7 {Es posible dar con algin analogo en el caso general
que nos asegure que, al menos a partir de cierto punto, no apareceran diferencias
compuestas? La respuesta es que si. Existen dos indicadores tales que, una vez apa-
rece alguno de ellos en las sucesiones auxiliares, nos indican que de ahi en adelante
todos los incrementos superiores a 1 seran primos. Estos indicadores son, por tanto,
condiciones suficientes. Para introducirlos, partimos del siguiente resultado:

Proposicion 1.7. Fijemos ay impar mayor o igual que 5 y consideremos la sucesion
dada por (1.4). Si se cumple 1, = (cny + 1)/2 para algin indice ng, entonces

(1.9) Cn=Cp1+mip(c,_1)—1 y 1,=(c,+1)/2,
para todo n > ny.

Demostracion: Vamos a probar que si r,, = (¢, +1)/2 para cualquier m > nq dado,
entonces se cumplira (1.9) para m + 1, y habremos probado la Proposicién mediante
induccion. Utilizando (1.5),

Tma1 = Tm +min{l > 1 : med(r,, +1,¢) # 1},

donde med(ry, +1, ¢;,) = med((¢ +1421)/2, ¢) = med(1+421, ¢,,), gracias a que ¢,
es siempre impar. Por tanto, 1+ 20 = mfp(c,,), luego ry,1 = 1 + (mip(c,,) —1)/2 y

¢m+1  mip(e,) —1
2 * 2

Cmt+1 = Cm T+ mCd(cm, ) —1=c¢p +mip(ce,) — 1.

Esto prueba (1.9) para m + 1 y concluye la demostracion. O

El hecho de que aparezca un indice ng para el que se tenga la igualdad arriba
mencionada es, de hecho, el primer indicador o condicién suficiente. El segundo es
que aparezca un numero primo en la sucesion {¢,}. Cualquiera de estos dos hechos
basta para que se tenga la conjetura:

Proposicion 1.8. Considérese la sucesion de Rowland generalizada con término
inicial ay. Supongamos que se cumple alguna de las dos siguientes condiciones:

1. Existe un entero positivo ng tal que r,, = (cny +1)/2.
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2. Eziste un entero positivo my tal que c,,, es primo.
Entonces la Conjetura 1.3 es cierta.

Demostracion: Podemos suponer que se cumple la primera de las dos condiciones,
puesto que la segunda implica de forma inmediata la primera para ng = mg+ 1. Las
Proposiciones 1.6 y 1.7 implican que, si se toma k = r,, con n > ng, debe cumplirse

cp+ 1
)
= mecd(mfp(c,_1),c, + 1) = mfp(c,_1).

ap — ax—1 = med(c,_q1,7,) = med <Cn + 1 —mfp(c,_1),

Esto concluye la prueba. O

n]1]2]3]4][5][6][7[8][9]10]...]
r, [ 1]5] 6 [11]12]23]24[47[48]50
o | 51911 ]21[23]45[47]93[95]99

nf1]2]3[4]5]6]7[8[9]10].. ]
ro|[ 1[3]5]6 [41]42] 83 | 84 [167]168
o [ 33]35]39[ 41 |81]83[165]167|333]335

nft[2[3[4[5[6[7[8[9[10]11]
] 1| 7 | 11| 17 | 18 | 20 | 21 | 29 | 30 | 35 | 587
¢ | 511|517 | 527 | 543 | 545 | 549 | 551 | 579 | 581 | 587 | 1173

n 1 [2][3[4[5][6]7[8[9]10]..]
ro [ 1] 5 [ 7 [10] 12 [131[132]263]264[272
¢ | 115119 [125[129 | 151 | 261 | 263 [ 525 | 527 | 543

Tabla 1.6: Sucesiones auxiliares para a; = 7,35,513y 117, respectivamente. En cur-
siva, el primer primo que aparece en la sucesion {c,} en cada caso.

En la Tabla 1.6 pueden verse una serie de ejemplos, cada uno de ellos correspon-
diente a tomar a; = ¢; + 2. Los dos primeros ya son conocidos, pero es interesante
volver a contemplarlos desde el nuevo prisma que nos brinda la Proposicion 1.8. Una
vez aparece un primo en la sucesion {c, }, ahora si tenemos garantizado que todos los
términos de la sucesion {med(c,—1,7,)} que aparezcan de ahi en adelante van a ser
primos. Ahora podemos responder a la pregunta que plantedbamos en la introduc-
cion acerca de qué tenia de especial el 7. No mas que el hecho de que ¢c; =7—2=25
es primo.
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Lo que ocurre en estos cuatro ejemplos parece probable, a la luz de los calculos
por ordenador, que ocurrird siempre, se tome el valor inicial que se tome. No sélo
los dos apartados de la Proposicion 1.8, sino ademas, de forma consecutiva; es decir,
la primera vez que tengan lugar ambos hechos es con un paso de diferencia. Para
muestra, en cada uno de los cuatro ejemplos anteriores puede comprobarse que las
sucesiones {r,} y {c,} nunca cumplen r,, = (¢, + 1)/2 hasta que aparece el primer
primo en {¢,}. Formalizando esta idea, vamos a dar una segunda conjetura que
implicaria la original que plantedbamos al principio de este capitulo.

Definicion 1.9. Dada la sucesion (1.4) para un cierto ay, definimos ng como el
primer indice en el que se cumple Ty = (Cny +1)/2 y Mo como el primero en el que
Cmg €8 primo. En ambos casos, si el hecho correspondiente no llega a tener lugar, se
define ng y/0 mg como infinito.

Conjetura 1.10. Sea a; impar y mayor o igual que 5. Entonces
n (1) ng < 0.
» (II) mp < 0.
w (IIT) ng =mo + 1 < 0.

No nos ha sido posible demostrar esta conjetura. Aunque parece muy probable que
dada cualquier condicion inicial la sucesion {¢,} siempre acabe pasando sobre algin
primo, no se conoce una forma de demostrar esto en todos los casos. Existen otras
conjeturas en la teoria de los ntimeros cuyo nexo comun es la idea de que cualquier
sucesion creciente debe tomar valores primos salvo que condiciones de divisibilidad
local lo impidan. Destacan entre ellas la hipotesis de Schinzel [SS58]; la conjetura
de Hardy-Littlewood, que generaliza la conjetura de los primos gemelos [ORW99],
[GBGLO8, IV.2]; o de forma méas general la conjetura de Bateman-Horn [BH62|.
Constltese [Clol1]| para mas informacion en este aspecto.

nl1f2[3]4]
7 | 5960 | 65| 66
¢, | 939599 | 131

Tabla 1.7: Un ejemplo comenzando en asg = 153.

Es un buen momento para mostrar con un ejemplo por qué generalizar la sucesion
de Rowland permitiendo que el primer elemento no sea a;, sino a; para k entero,
es un problema mas amplio. Comenzando por ejemplo en asg = 153, se cumple la
Proposicion 1.6 si se toman r; = 59 y ¢; = 93. Con estas condiciones iniciales, las
sucesiones auxiliares seguirian el comportamiento de la Tabla 1.7. El analogo a la
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condicion (I) se daria para ng = 4, ya que ¢4 = 2ry— 1. Pero ¢3 = 99 no es un nimero
primo y la Conjetura 1.10 no puede aplicarse.

Durante el resto de esta seccion nos centraremos en dar algunas aproximaciones a
la conjetura, y estableceremos un objetivo algo menos ambicioso; probar que los tres
puntos de la conjetura 1.10 son equivalentes. En adelante se dara por hecho que se
parte de una sucesion de Rowland generalizada con a; arbitrario; y nos referiremos
a los valores ng y mg que aparecen en la Definicién 1.9.

Proposicion 1.11. Las sucesiones auziliares {r,} y {c,} verifican r,, < (¢, +1)/2
para cada entero positivo n. De hecho, para n > 1 la igualdad exacta ocurrird si y

sélo si med(cp_1,7,) €s un primo p y p |rn—1/p] = (ch_1 — p)/2.

Demostracion: Emplearemos induccién para probar la desigualdad. Que 2r; < ¢;+1
se cumple esté claro. Supongamos que r,_1 < (¢,_1 + 1)/2 para un cierto indice n.
Por definicion, r, = p+ p |r,—1/p] para algin primo p | ¢,—1. Se tendra entonces

Tn—1 Cn—1 + 1 Cn—1 — D Cn—1 +p
1.10 n = — | < — | = = :
(1.10) r pﬂﬁpJ_pﬂ?{ 2% J Pt 5
Por otro lado, utilizando que p es un divisor de med(c,,_1,7,),

Cor AP _ Cpo1 t med(cp—1,7n) ¢+ 1
2 = 2 o2

(1.11)

Combinando (1.10) y (1.11) se completa el paso inductivo.

Si med(c,—1,7,) DO es primo, entonces habra una desigualdad estricta en (1.11)
y 7 # (¢ + 1)/2. Lo mismo ocurre si p|r,_1/p| # (¢n—1 — p)/2 empleando ahora
(1.10). Por tanto, las propiedades citadas en el enunciado son condiciones necesarias
para que se tenga la igualdad. Es facil comprobar que en sentido contrario ocurre lo
mismo. O

Ya adelantamos antes que uno de nuestros objetivos era tratar de probar que los
tres hechos recogidos en la conjetura 1.10 son equivalentes. ; Cémo estan relacionados
los tres puntos? Como vimos en la prueba de la Proposicion 1.8, el segundo implica
el primero, y estéa claro que el tercero implica los otros dos. Veremos ahora una serie
resultados parciales para tratar de probar que (I) implica (III), lo que completaria
la equivalencia. El primero de estos resultados se obtiene de la Proposicién anterior:

Corolario 1.12. Si se cumple (I) y med(¢py—1,7ny) > Tng—1, entonces (I1I) también
debe cumplirse.

Demostracion: Supongamos que (I) es cierto y que el méximo comun divisor de
Cno—1 Y Tny (al que llamaremos d) es mayor que r,,_1. Entonces ¢,, = ¢py—1 +d — 1
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Y Tng = (Cng—1 + d)/2. Por otro lado, la diferencia entre r,, y r,,-1 es menor o igual
que d, ya que siempre algin ntimero entre r,,_; +1,...,7,,-1 + d ha de ser multiplo
de d. Por tanto, (¢,y—1+d)/2 = 1y < Tpy—1+d < 2d. Esto implica ¢,,—1 < 3d. Como
Cno—1 €S impar, cualquier divisor propio que tenga sera menor o igual que su tercera
parte. Por tanto, la tnica posibilidad es que d sea el propio ¢,,_1. Pero entonces
Cng = 2Cn,—1 — 1 y por tanto c,—1 debe ser primo. Ademas, todos los anteriores
a ¢l deben ser compuestos (si no, se cumpliria (I) con un indice menor que ny).
Concluimos entonces que (III) es cierto. O

A continuacion vamos a ver una manera de redefinir mg sin hacer referencia
alguna a los niimeros primos.

Proposicién 1.13. Para unn > 1 dado, v, = ¢,_1 St y solo st c,_1 es primo.

Demostracion: Si c,_y es primo, la Proposiciéon 1.11 implica r,,_; < ¢,_1 y utilizan-
do (1.5) concluimos que 7, y ¢,_1 deben ser iguales.

Reciprocamente, supongamos que r,, = ¢,_1 y tomemos m = (¢,_1+mfp(c,_1))/2
= (r,+mfp(r,))/2. Se cumpliré entonces que med(m, ¢,,_1) # 1y, apelando de nuevo
a la Proposicion 1.11, 7,1 < m. La definicion de r, dada por (1.5) implica r,, < m
0, equivalentemente, r, = mfp(r,). Luego r,, = ¢, es primo. O

La Proposicion que acabamos de probar puede reformularse de la siguiente forma,
lo que nos permite efectivamente redefinir my:

Corolario 1.14. Si para alginn > 1 se cumple r,, = ¢,_1 para alginn > 1, entonces
(I) y (IT) son ciertos.

Proposicion 1.15. Suponiendo que (II1) es cierto, existe un primo p tal que

pt1

inf{k : a, =3k} = 5

Y inf{k : ar =3k, ar —ar_1 > 1} =p.
Demostracion: Es facil ver que a;, = 3k equivale a ¢, = 2k — 1. Si ap, — ax_1 >
1, entonces k debe ser igual a r, para algin indice m, como consecuencia de la
Proposicién 1.6. Como r, es una sucesion estrictamente creciente, su minimo se
alcanza en r,, que debe ser primo por la Proposiciéon 1.13.

Tome el valor que tome a; — ax_1, la Proposicion 1.6 garantiza que para k €

[Tno—brno)
Cno—1 + 1 o b + 1

2 2 7

y este valor esté justamente en el intervalo [rp,,_1,7,,), gracias a la Proposicion 1.11.
Solo falta comprobar que a; > 3k para todo k < r,,_;. De no ser asi, si a1 <

3(k — 1) para algun k, entonces 3 < 3k — ay_;. Por la Proposicion 1.6, a; — ax_1

equivale a med(c,_1,7,) parak =1, y a 1 en el resto de casos, y por tanto es siempre

a, =3k & k=
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un divisor de 3k —ay_1, luego ap —ax_1 < 3k —ay_1, y por tanto a, < 3k. Repitiendo
este proceso se llega a una contradiccion para k = r,,—1. O

Nuestros célculos efectuados por ordenador indican que la cantidad (¢, + 1)/,
donde n recorre los indices menores que ng, son mucho mayores que 2 cuando la
condicioén inicial a; es suficientemente grande. Mejorar la Proposicion 1.11 cambiando
ese 2 por cualquier otra cantidad mayor supondria una enorme mejora, ya que la
equivalencia entre (I) podria probarse con un niimero finito de calculos. Para ilustrar

esto, vamos a ver lo que ocurria si la Proposicion 1.11 fuese cierta para 2 + Flo()'

Proposicion 1.16. Supongamos que (1) es cierto y que (2 + ﬁ)rn < ¢+ 1 para
n < ng. Entonces, (II1) también es cierto.

Demostracion: De la Proposicion 1.11 sabemos que med(¢py—1,7n,) = p. Ademas,
para ciertos j y [ se debe cumplir

Tno—1 :p.] + l7 Tno :p<j + 1)7
Cng—1 = P(2] + 1), g = 2p(j +1) — 1.

Para simplificar, pongamos K = 3500. Si 7 > K,

o — 1 27+ 1 1 1 1 1
Cno—1 + Sp(]+.)+ =24+ -4+ =<2+ —,
Tno—1 PJ J 3 2500

que no cumple la hipoétesis del enunciado. Podemos entonces suponer 1 < 5 < K, ya
que j = 0 conduce inmediatamente a (III). Vamos a distinguir varios casos.

Sip < 4K — 3 entonces ¢,,—1 < 10® — 2 y la condicién inicial a; debe ser inferior
a 10%, para la que hemos comprobado mediante calculos por ordenador que (III) se
cumple.

Podemos tomar entonces p > 4K — 3. Si | < p — 2K, siempre ha de existir
Tno—1 < M < T, que sea multiplo de 25 + 1, de donde mced(m, c,,—1) # 1; esto
entra en contradicciéon con la Definicién 1.4. El ultimo caso posible corresponde a
[ > p—2K. Se tendra lo siguiente:

ot +1 _ P2+ D41 AK —p+1
Tno—1 p(j+1)—2K p(j+1) = 2K

Introduciendo la desigualdad asumida en el enunciado, deberia cumplirse
p(j + 1) — 2K < 2500(4K — p + 1),
que no es posible tomando 7 >0y p>4K — 3. O

En sentido contrario, puede probarse que la apariciéon del primer primo en la
sucesion {c,} puede retrasarse arbitrariamente para alguna condicion inicial a; sufi-
cientemente grande.
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Proposicion 1.17. Dado un entero N arbitrariamente grande, siempre existe una
condicion inicial ay tal que my > N.

Demostracion: Toémese cualquier a; que cumpla (II) (esté claro por lo estudiado
hasta ahora que hay muchos casos en los que se cumple). Sea my < oo el minimo
indice tal que ¢,,, es primo. Sea ahora a] = ay + M con M = ¢,,,!. Afirmamos que,
para j < my, las sucesiones auxiliares (1.5) correspondientes a aj son

i =7 y cy=c;+ M.
En efecto, como med(k, ¢; + M) = med(k, ¢;) para cada k < r,,,, la igualdad anterior
es consecuencia de la Definicién 1.4 y del hecho de que k es un divisor de M.

Como ¢; es claramente un factor no trivial de c;-, debe cumplirse my > my. Este
proceso puede iterarse cuantas veces se quiera; si se hace N veces, obtendremos
una condicién inicial cuyo indice mg sera al menos N unidades mayor que el myg
correspondiente al a; original. O

log(e,,)

150+

100+

50+

LN

2000 4000 6000 8000 10000

Figura 1.1: Grafica logaritmica de ¢, para c; = 5.

Finalizamos esta secciéon con un apunte sobre el crecimiento de la sucesiéon c,.
Nuestros céalculos estan basados en la sucesion de Rowland original, aunque no es
aventurado suponer que debe ocurrir algo parecido en otros casos. Contemplando de
nuevo la definicion recursiva de {¢,}, ya se intuye que a medida que n crezca y ¢,
sea grande, la diferencia entre ¢,_1 y ¢, serd minima si ¢,_; tiene divisores primos
pequenos y muy grande si es el producto de unos pocos primos grandes o es de hecho
un numero primo. En este ultimo caso, ¢, duplicard a su predecesor. En general,
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n 2 log(c,)
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Figura 1.2: Grafica de n=/?log(c,) para ¢; = 5y 100 < n < 10000.

Cin < ¢, < (52", A efectos de orden de magnitud, puede estimarse el crecimiento
de la sucesion {c,} diciendo que su tamafio se multiplicara por dos cada vez que pase
por un primo y permanecera practicamente constante en el resto de casos. Puesto
que la probabilidad de que un ntimero N sea primo es aproximadamente (log N)~!
(gracias al Teorema del nimero primo), la sucesion ¢, se puede estimar como un
proceso aleatorio que parte de ¢; = 5 y viene dado por

1
logcn—1

log ¢, 1, con probabilidad 1 — 1 L

gCn—1"

{log Cn_1 +log2, con probabilidad
logc, =

En base a lo anterior, el valor esperado de log ¢,, en funcién del de su predecesor sera
1+log2/logc, 1+loge, 1 —1=1log2/logc, 1+logc, 1. Esto sugiere que el orden
de crecimiento de log ¢, sera similar al de y/n, ya que para valores suficientemente
grandes de n

ﬁ:m,/Hﬁwm(Hﬁ):mUJ%.

La representacion de la grafica del logaritmo de ¢, para los primeros 10000 términos
corrobora esta idea (véase la Figura 1.1), apreciandose atn mejor al representar el
cociente entre ambas sucesiones (véase la Figura 1.2).
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1.3. Primos y Cadenas de Rowland

Proposicion 1.18. Si cualquiera de las condiciones (1), (II) o (III) de la Conjetu-
ra 1.10 fuera cierta, entonces la Conjetura 1.3 también lo seria; de hecho, en ese
caso la sucesion {ay — ax—1}52, contendria infinitos primos diferentes.

Demostracion: Parte de lo que queremos demostrar ya se vio en la prueba de la
Proposicion 1.8. Concretamente, como cualquiera de las tres condiciones implica que
se cumpla la primera, podemos suponer sin perdida de generalidad que (I) es cierto.
Ya vimos que, en ese caso, a, — aj_1 siempre seria o bien 1 o bien un ntimero primo.
Resta entonces probar que la sucesion {ax — ax—1}52, contiene infinitos elementos
diferentes, que en particular serdn primos. Sea P el producto de todos los primos
menores que N, con N escogido de forma que se tenga P > ¢,,. Sea n el tnico entero
tal que ¢, < P < ¢u41. Si escribimos ¢, = pq, donde p = mfp(c,) y empleamos
la Proposicion 1.7, entonces pg < P < pg+p — 1, y por tanto 0 < P — pg < p.
Finalmente, como P — pg no puede ser multiplo de p, deducimos que p debe ser
mayor que V.

Hemos visto que dado N arbitrario suficientemente grande, siempre puede ha-
llarse n tal que a,, +1 —a,, = mfp(c,) = p > N. Basta hacer tender N a infinito para
conseguir el resultado. O

En particular, la Sucesiéon de Rowland y muchas de sus generalizaciones (si no
todas) son generadores naturales de primos tales que si su algoritmo se ejecuta un
numero suficientemente grande de pasos, producird primos arbitrariamente grandes.
Por desgracia, su aplicacion practica en ese sentido es relativamente escasa: de (1.4)
es inmediato deducir que para que un primo p aparezca como diferencia entre dos tér-
minos consecutivos de la sucesion de Rowland, el indice de esos términos serd mayor
que p, con lo que habréa que ejecutar al menos p pasos de un algoritmo relativamente
lento para un ordenador.

Ya menciondbamos en la primera secciéon que no todas las sucesiones de primos
(eliminando los unos intermedios) iban a poder aparecer. El primer y sencillo ejemplo
es que un mismo primo nunca podra aparecer dos veces de forma consecutiva, lo cual
es una consecuencia inmediata de (1.5) y (1.8). Con la motivacion de explorar con
més profundidad qué secuencias de primos aparecen y cuales no, introducimos el
siguiente concepto.

Definicion 1.19. Diremos que una sucesion finita Cy = {p1,p2,...,pr} de primos
impares es una cadena de Rowland si existe a; > 5 impar tal que p, = ¢, para
1 <n <k, donde {c,} viene dada por (1.5).

Dada una sucesion finita de primos cualesquiera C',, definimos las siguientes su-
mas parciales:
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S(1) = 0; S(n):Z(pj—l),lgnSk,
i<n
que nos van a permitir caracterizar las cadenas de Rowland, por medio del siguiente
resultado:

Proposicion 1.20. Una sucesion finita de primos impares Cy, = {p1,p2,...,pr} e€s
una cadena de Rowland si y solo si se cumplen las tres siquientes condiciones:

a) S(m) = S(n) (méd p,) siempre que p, = Ppm.
b) S(m) # S(n) (méd p,) siempre que pp, < D,

c¢) Para todo primo q, el conjunto {S(j) (méd q) : p; > q} no contiene todas las
clases de residuos modulo q.

Demostracion: Comenzamos notando que, por construccion, ¢ = ¢f + S(n) y Cy
serd una cadena de Rowland si y solo si existe ¢ cumpliendo para cada 1 <n <k

(1.12) ¢;+S(n)=0 (médp,) y c;+Sn)#0 (mdédgq) paratodoq < p,.

Si pn, = pm, entonces ¢; +S(n) = ¢f+ S(m) =0 (méd p,) implica a). En sentido
contrario, el Teorema chino del resto garantiza la existencia de solucion para el primer
conjunto de ecuaciones de (1.12) bajo estas condiciones.

Sea ahora ¢ un primo no superior al maximo de todos los que hay en Cj. Las
ecuaciones de (1.12) que involucran a ¢ seran

¢4 +S5(m)#0 (méd q) param € {j : p; > q};

ademés, si ¢ forma parte de Cy, por ejemplo ¢ = p,, debe anadirse
i +Sn)=0 (mdd q).

En el primer caso existira soluciéon modulo ¢ si y solo si S(m) no abarca todas las
clases residuales, de donde sale c¢). En el segundo caso también necesitamos S(m) #

S(n) (méd p,), de donde sale b). O

Notese que en la tercera condicion solo es necesario comprobar un nimero finito
de primos; concretamente, si ¢ es mayor que todos los elementos de C}, el conjunto
descrito sera vacio. De igual forma, dicha tercera condiciéon se cumplira de forma
trivial siempre que ¢ sea mayor que k. Por tanto, esta caracterizacién permite com-
probar de forma efectiva si cualquier sucesion de primos finita es o no una cadena
de Rowland. Por ejemplo, {3,19,5,3} es una cadena de Rowland ya que S(1) = 0
y S(4) = 24 implican a). El resto de valores, S(2) = 2, S(3) = 20 implican que ni
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S(1) ni S(4) son congruentes con S(2) o S(3) (méd 3), y S(2) # S(3) (méd 5), lo
que prueba b). Por tltimo, ¢) no requiere ninguna verificacion adicional (méas alla
del caso trivial ¢ = 2) porque si el conjunto es no vacio ¢ > 5y s6lo tenemos 4 clases
residuales. Por otro lado, {17, 5, p} nunca sera una cadena de Rowland para ningtan
p > 3 al no cumplirse la condicién ¢) para ¢ = 3.

Sabemos, gracias a la segunda parte de la Proposicion 1.18, que la sucesion de
primos no puede ser periddica; pero de hecho la realidad es aiin mas restrictiva, ya
que tampoco pueden repetirse bloques.

Corolario 1.21. Si py,...,pr son primos distintos, entonces

Cor = {P17P27 «e s Pk P1, P2, - - ,pk}

no es una cadena de Rowland.

Demostracion: Notese que A = S(n + k) — S(n) es constante para 1 < n < k. Por
lo tanto, la primera condiciéon de la caracterizacion implica que tal valor es divisible
por todos los p,, y por tanto A es un miltiplo de pips ... pi. Pero esto no es posible,
al ser el producto mayor que . O

En la mayoria de casos, la Proposicion 1.20 impone grandes restricciones para
construir cadenas de Rowland de gran tamano con sélo unos pocos primos dados
diferentes. Aunque por otro lado es posible hallar cadenas de gran longitud para se-
lecciones especiales de primos. Por ejemplo, utilizando sélo los primeros cinco primos
impares no pueden construirse cadenas de longitud superior a 10, pero se tiene que

Cor = {3,5,3,23,3,5,3,653,3,5,3,23,3,5,3,3603833, 3,5, 3,23, 3,5, 3,653, 3,5, 3}

es una cadena de Rowland de 27 elementos que tan sé6lo involucra a cinco primos:
3,5,23,653 y 3603833. Es, de hecho, maximal para este conjunto de primos (existe
otra valida de la misma longitud). Corresponde a ¢ = 1550303031682203.

Noétese que La prueba del Corolario 1.21 nos dice que

(pj - 1)7

k
mcm(p17p27 s 7pk> ’

J

incluso admitiendo que se repitan primos. Esperamos que tampoco en este caso pue-
dan aparecer bloques consecutivos idénticos, ya que la Proposicién 1.20 impondria
condiciones muy restrictivas. Por otro lado, pensamos que es posible concatenar gran-
des bloques idénticos insertando otro primo entre ellos, como en el tltimo ejemplo.
Los resultados expuestos en este capitulo aparecieron recogidos originalmente en

[CRRC11].



30

Capitulo 1. La sucesion de Rowland



Capitulo 2

Identidades aproximadas y formas de
Maass

2.1. Introducciéon

El capitulo que nos ocupa a continuaciéon es, notablemente, mas técnico que el
anterior; lo cual implica que debemos presentar y exponer nuestras herramientas de
trabajo antes de poder empezar a obtener resultados satisfactorios con ellas. Por
este motivo, nos tomaremos la licencia de comenzar con un ejemplo que aun estando
en otro plano totalmente distinto, ilustra con fuerza las ideas principales en las que
nos basaremos més adelante. Se trata del ejemplo que expusimos con brevedad en
la introduccioén, si bien ahora lo trataremos de forma mas minuciosa. El ejemplo en
cuestion es la siguiente serie truncada:

ARE _n242
(2.1) S:Z<Ze />.

n=—15

Si alguien se toma la molestia de usar un ordenador o una calculadora para escribir
la expresion decimal de (2.1), encontrara una secuencia que le resultara familiar. No
en vano, S aproxima al namero 7 con algo mas de una docena de cifras decimales.
Concretamente, es facil probar que la diferencia entre S y 7 es menor que 1071
y, por supuesto, positiva. La expresion que define S es, por tanto, una identidad
aproximada para .

Que esto ocurra no es, por supuesto, una casualidad. El bosque oculto tras los
arboles es la famosa formula de sumacion de Poisson,

Yoty =Y fn),

n=—oo n=—oo

31
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valida entre otros casos cuando f es una funcion de decaimiento rdpido, como lo
es por ejemplo la gaussiana f(z) = e . Tomando A\ = 1/4, la transformada de f
tendra un exponente grande y ya el término en n = 1 sera significativamente pequeno.
Bajo este nuevo prisma, la formula (2.1) puede reescribirse para mostrarnos toda la
maquinaria oculta que habia tras el telon.

(2.2) S=J0) =2 e+ Vare ™ & f(0) = 2v/7.

n>16 n#0

Notese que la eleccion del nimero 15 para truncar la serie no es arbitraria; para ese
valor, las dos series en (2.2) tienen practicamente el mismo orden de magnitud, y no
aporta nada el reemplazar 15 por cualquier otro entero mayor.

Este mismo ejemplo que acabamos de ver puede interpretarse de otra manera
que nos acercaré al contenido de las proximas secciones. Si consideramos el operador
laplaciano en una dimension, A = —d?/dx?, algunas de sus autofunciones son senos
y cosenos. De hecho todas las posibles son exponenciales complejas. Ahora, de entre
las autofunciones f : [0,1] — C, vamos a imponer como condiciones de contorno
que tengan el mismo valor en los extremos del intervalo. Es decir, soluciones de la
siguiente ecuacion diferencial:

{ Af =\f
f(0) = f(1).

La condicién de contorno sélo se cumple cuando el exponente es un multiplo entero
de 27. Por tanto, las autofunciones son {e*™*} .z, con sendos autovalores \; =
47252, Al ser el laplaciano un operador diferencial lineal autoadjunto estas funciones,
convenientemente normalizadas, forman una base ortonormal del espacio de funciones
{f :]0,1] — C}, y la teorfa nos dice que cualquier funcién suficientemente regular
que se anule en los bordes admitira un desarrollo en esta base. Esto es una restriccion
significativa, puesto que nos gustaria tratar con funciones definidas sobre toda la recta
real y, en general, la mayoria de estas funciones toman valores arbitrarios en 0 y en
1. Existe una manera de proceder para suavizar esto, reformulando cualquier funciéon
real f para obtener otra 1-periédica. Esto se hace considerando la suma de todas las
traslaciones enteras actuando sobre f. Con estas ideas en mente definimos, siempre
que se tenga la convergencia, el nicleo automorfo:

(23)  Fley):=) fde+ny)=) flet+y—nl), zyeR,

ne” nez

donde d es la distancia euclidea habitual. La nueva funcién es invariante por trasla-
ciones enteras en cada uno de sus dos parametros; es decir, F(z + n,y) = F(z,y) =
F(z,y+m) para cualesquiera n y m enteros. En particular se tiene la 1-periodicidad
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que buscabamos. Lo cual nos permite adaptar f(z) = e~**/4 3 un nucleo que se escri-
be en funcion de la base dada por las autofunciones ¢;(z) := e~2™J%. Los coeficientes
seran precisamente los coeficientes de Fourier de f:

(2.4)

F(a:, y) _ Z 6(m+n—y)2/4 _ 2\/7;2 eAj¢j<I>m _ Qﬁz 6—47r2j2€27rijre—27rijy.

nez JEZ. JET.

Ahora basta tomar z = y = 0 y truncar la serie a la izquierda de (2.4) para llegar al
mismo punto que en (2.2). El primer autovalor no trivial es A\; > 39, lo que explica
la escasa contribucién de todos los términos de la serie a la derecha, salvo la de Ag.
Y por tanto el valor de F(0,0) esta muy bien aproximado por 2./7.

Esto concluye nuestro acercamiento a la puerta de entrada del sugerente mundo
de las identidades aproximadas. Muchas de ellas, como la que acabamos de ver, tienen
en comun el desarrollo de Fourier de expresiones con un cierto significado aritmético
y la rdpida convergencia de sus transformadas. No se encuentra en esta categoria el
probablemente ejemplo méas famoso y que no nos resistimos a volver a mencionar; la
llamada constante de Ramanujan, e™V1!03 que dista de un entero menos de 10712 y
que justifica por si misma el interés en este area (la referencia [CR10] contiene una
detallado explicacion autocontenida de por qué esta constante esta tan cerca de un
entero).

En el resto de este capitulo nos adentraremos més profundamente para obtener
identidades aproximadas algo menos habituales, procedentes de la teoria espectral de
formas automorfas. Sustituiremos nuestro espacio de trabajo original, la recta real,
por el semiplano de Poincaré. En este contexto resulta natural utilizar un sustituto
del laplaciano habitual: el operador de Laplace-Beltrami. Las autofunciones con las
que formaremos una base se llaman formas de Maass, y nos permitiran dar un analogo
al desarrollo de un nucleo automorfo (la llamada férmula de pretraza). El papel de
las traslaciones enteras lo desempenaran subgrupos discretos de matrices 2 x 2 que,
como veremos, actiian sobre el semiplano de Poincaré y son invariantes por la métrica
y la distancia de éste. El papel aritmético lo tomara la funcion r(n) que cuenta el
nimero de formas de expresar un entero n como suma de dos cuadrados. Todos los
preliminares necesarios se expondréan con suficiente detalle en la siguiente seccion, asi
como una serie de resultados de apoyo que utilizaremos méas adelante. Los resultados
y conclusiones aparecen en las tres tltimas secciones. Una lectura agradable y algo
antigua sobre teoria espectral en general es [Ter85|

2.2. Resultados auxiliares

Esta seccion recoge la notacion y resultados previos sobre teoria espectral de
formas automorfas que necesitamos, asi como algunos lemas técnicos a los que se
apelara en posteriores secciones. La complejidad y extension de algunos de los re-
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sultados clasicos que utilizaremos obliga a que el capitulo no sea autocontenido.
Asf mismo, algunos calculos son suficientemente conocidos o faciles de completar, y
no siempre se incluirdn con todo detalle. Dichos resultados pueden consultarse en
[Iwa02| con mas profundidad.

En el dltimos parrafo de la introduccion habiamos presentado brevemente parte
de los elementos que vamos a utilizar. La recta real sera sustituida por el semiplano
de Poincaré, que esta formado por el semiplano complejo superior,

H:={zeC:3z> 0},

junto con la métrica de Poincaré, ds* = (dx?® + dy?)y~2, para z = x + iy € H. De
esta métrica se infieren la medida hiperbolica,

(2.5) H(A) = / du(z), ACH,  du(:z) =y dady,

y la distancia hiperbdlica p, que puede definirse de la siguiente forma:

|z —w]?
(2.6) p(z,w) = arccosh (1 4 2u(z,w)), donde wu(z,w) = 1550
Notese que, dado t > 1, arccosh t se escoge como la tnica solucién no negativa
de coshx = t. Cabe destacar que la geodésica entre dos puntos serd un arco de
circunferencia con centro en el eje real, salvo si los dos puntos tienen la misma
parte real. En este ultimo caso la geodésica sera un segmento rectilineo vertical.
Un poligono hiperbélico se formaré uniendo dos vértices consecutivos mediante la
correspondiente geodésica. Por ultimo, el conjunto de puntos a la misma distancia
de uno dado seré una circunferencia euclidea, cuyo centro no coincidira con dicho
punto dado.

El segundo objeto que vamos a emplear es el grupo de matrices reales 2 x 2 con
determinante 1, habitualmente denotado por SLy(R). En lo sucesivo lo llamaremos
G para abreviar. Entre G y H existe una conocida correspondencia G x H — Hi,
dada por

, para g—(Z Z)EG y ze€H.

Esta conocida aplicacion estéd bien definida y posee un elemento unidad. Ademas
es asociativa en G; dos matrices g,h € H cualesquiera siempre cumpliran g(hz) =
(gh)(z) para cada z € H. Por tanto, el grupo G define una accion sobre H. De entre
los tipos de acciones que existen, nos gustaria que la nuestra fuese fiel; es decir,
que dos matrices distintas de ¢ no definan la misma biyecciéon sobre H. Esto no
ocurre a priori, pero es facil lograrlo redefiniendo G identificando matrices opuestas;
esto es, tomando G = PSLy(R) = SLy(R)/{%/}. En adelante supondremos que G
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estd definido de esta ultima forma, siempre que no se indique otra cosa. También
emplearemos de forma habitual la notaciéon a, b, ¢, d para indicar los coeficientes
ordenados de una matriz de GG sin haberla definido asi de forma explicita.

La métrica de Poincaré es invariante respecto de G. Es decir,

2 _ ldz* _ |dgzf?
(82 (Sg2)?

(2.7) ds

Para verlo, tomemos una matriz g € G arbitraria. Denotaremos por j,(z) a cz + d.
Se cumple

dgz a(cz+d)— (az+b)c 1 , 2

dz (cz + d)? (ez+d)? V(=)

y por tanto dgz = dz (j,(z))>. Tomando conjugados y multiplicando ambas ecua-
ciones se obtiene |dgz|? = |dz|*|j,(2)|™*, de donde (2.7) es inmediato gracias a que
Sgz = Sz]j,(2)| 2. Como la métrica es invariante por G, la distancia y medida hi-
perbolicas dadas por (2.6) y (2.5), también lo seran. Cada g se convierte, por tanto,
en una isometria al actuar sobre H.

El papel que desempenaban las traslaciones enteras en aquel ejemplo que veiamos
en la introducciéon lo interpretaran ahora subgrupos discretos F' de G, que son co-
nocidos como grupos fuchsianos. Para evitar complicaciones topoldgicas anadiremos
una restriccion técnica, pidiendo que las orbitas de tales subgrupos tengan la recta
real extendida, R := (—o0,00) U {ico}, como limite. Estos tltimos se denominan
grupos fuchsianos de primera especie. Todos los que mencionamos en este capitu-
lo lo son, y a veces por abuso de notaciéon no lo especificaremos. El ejemplo mas
conocido es I' := PSLy(Z), formado por las matrices de G cuyas entradas son ente-
ras. A partir de este grupo surgiran muchos otros (véase el principio de la siguiente
seccion, correspondiente al caso no compacto). Entre ellos f, formado por las matri-
ces de I' tales que la suma de sus elementos en cada diagonal es par. Mas adelante
estudiaremos otros de naturaleza muy distinta, la mayoria de ellos procedentes de
algebras de cuaterniones (véase el principio de la cuarta seccion, correspondiente al
caso compacto).

Cada grupo fuchsiano F' lleva asociado un dominio fundamental, que es a H lo
mismo que el intervalo [0,1] a la recta real cuando el grupo son las traslaciones
enteras. Concretamente, un dominio fundamental de F' es cualquier subconjunto
D C H tal que:

= Dos puntos distintos del interior de D no pertenezcan a la misma orbita; equi-
valentemente, que no exista g € F' que lleve uno de los dos puntos en el otro.

= Toda orbita contenga un punto en el cierre de D. Es decir, para cada punto de
H ha de existir g € F' que lleve dicho punto a uno localizado en el cierre de D.
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-1 -0.5 0.5 1

Figura 2.1: Dominio fundamental D para I'.

Por supuesto, el dominio fundamental de un grupo no es tnico. Basta trasladarlo
por cualquier matriz de dicho grupo para obtener otro analogo valido. En el caso de
I', es costumbre escoger como dominio el triangulo hiperboélico D de vértices 00 y
(£1+iv/3)/2, es decir, D = {z € H : |Rz| < 1/2,]z| > 1} (véase la Figura 2.1). Otra
posibilidad es tomar D' = {z € H: |z| < 1,|z — 1], |z + 1] > 1} (véase la Figura 2.2).

Se dir& que un grupo fuchsiano F' es co-compacto si ninguno de los vértices de su
dominio fundamental esta en la recta real extendida. I no es por tanto co-compacto,
al ser el punto del infinito (¢c0) uno de los vértices de D. Esta definicion es coherente
ya que cualquier matriz ¢ € G es una biyeccion de dicha recta en si misma, y por
tanto cualquier dominio que escojamos tendra el mismo ntmero de estos vértices

L L
1 0.5 T 0.5 1

Figura 2.2: Dominio fundamental D’ para I'.
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Figura 2.3: Un ejemplo de dominio fundamental para f, con dos cuspides.

conflictivos, a los que se denomina cispides. Es importante recalcar que el conjunto
de cispides no estara fijado para un grupo fuchsiano , al poder variar si se cambia
el dominio fundamental. Por este motivo se suelen tomar clases de equivalencia;
identificaremos dos cuispides si ambas estan en la misma 6rbita; es decir, si puede
llevarse una en otra mediante algiin elemento del grupo fuchsiano en cuestion. Con
esta relacion, el conjunto de las cispides si sera invariante. A menudo, por abuso
de notacion, llamaremos ciispide a toda la clase de equivalencia de un representante
concreto. En el caso de I, existird una tnica cispide que agrupe todos los racionales
junto con el punto del infinito. Para I habra dos diferentes, distinguiendo racionales
cuyo denominador (en forma irreducible) sea par o impar (véase la Figura 2.3, en la
que el dominio fundamental escogido tiene efectivamente dos cuspides.)

Nuestro objetivo es replicar el ejemplo que estudiamos sobre una funcién real
en el semiplano de Poincaré. Es decir, queremos poder expresar cualquier funcion
k : [0,00) — sobre una base ortonormal de autofunciones de algtn operador. El
reemplazo natural del laplaciano habitual es el operador de Laplace-Beltrami,

0? 0?
A=y =—+=—],
Y <8x2 0y?
que también es invariante por la métrica ds. La existencia de un sistema ortonormal
completo de autofunciones para el laplaciano puede extenderse a ciertos operadores
elipticos de segundo orden sobre variedades de Riemann compactas; en el caso que

nos ocupa, si F' es co-compacto, tales autofunciones (convenientemente normalizadas)
se denominan formas de Maass, {u;}32,, denominadas asi en honor al matematico
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aleman Hans Maass, que las introdujo por primera vez en 1949 [Maa49|. Las formas
de Maass dependen del grupo fuchsiano F' que hayamos fijado. Es interesante destacar
que g es constante y su valor es |u(D)|71/2, siendo u(D) el drea de cualquier dominio
fundamental de F. Remitimos al lector a [HR92|, que contiene algunos dibujos e
informacion adicional.

Para poder expresar funciones complejas sobre la base de las formas de Maass, es
necesario que éstas verifiquen ciertas condiciones de contorno, que pueden traducirse
en que la funcién valga lo mismo en puntos que pertenezcan a una misma orbita.
Tal y como hicimos con las funciones f reales para que fueran 1-periddicas, ahora
queremos reformular k : [0, 00) — C para que tenga las simetrias expresadas por F.
Para ello, simplemente consideraremos la suma de las acciones de dichas simetrias
sobre k. De forma anéaloga a (2.3) definimos en nuestro contexto, siempre suponiendo
la convergencia, el nicleo automorfo:

(2.8) = Zk: u(gz,w)

geF

que es por construcciéon invariante por F' en sus dos variables; es decir, se cumple
K(gz,w) = K(z,w) = K(z,g'w) para cualesquiera g,¢" € F. Si el grupo F' que he-
mos escogido es co-compacto y la funciéon k suficientemente regular, entonces tenemos
el ansiado desarrollo espectral:

(2.9) >k (u(gz,w) Z h(t;)u;(z)u;(w),

donde —(1/4+t3) es el autovalor correspondiente a u; (se cumple to = 4i/2), y h(t)
es la transformada de Selberg de k, que se define como sigue:

(2.10) / / < — 1 )y?’/?*“dxdy.

En cierto sentido, h es el analogo natural de la transformada de Fourier para el ca-
so euclideo. Esta expresion nos va a permitir obtener identidades aproximadas para
grupos co-compactos (en la cuarta seccion), pero quedarnos aqui supondria una im-
portante restriccién, ya que gran parte de los grupos que se conocen y sobre los que
se tienen informacién valiosa no son co-compactos . Por fortuna, esta salvedad atn
puede evitarse. En el caso no compacto se sabe que ademés de una cantidad numera-
ble de formas de Maass de cuadrado integrable y con decaimiento exponencial en las
cuspides, hay otras que no son de cuadrado integrable y que participan en desarrollos
espectrales generalizados, reemplazando sumas por integrales. Estas autofunciones
son las series de Fisenstein, definidas como la continuacién analitica de

(2.11) Eo(z,8) = > (S(07'92))",

gEF\F
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para una cuspide a de F'y un s € H fijo que asegure la convergencia. Aqui, o,
es una matriz de escala para a; es decir, una matriz de G tal que o,00 = a'y
o, ' Fyo, esté generado por la traslacion unidad, donde F, comprende a los elementos
(parabolicos) de F' que dejan a fija'. En general, y para el caso no compacto en
particular, gran cantidad de funciones k£ de cuadrado integrable admiten un desarrollo
en autofunciones (incluyendo el espectro discreto y el continuo) y, generalizando (2.9),
es posible dar un analogo valido para todos los grupos fuchsianos; la llamada formula
de pretraza:

(2.12) Zk u(gz,w)) = Zh(tj)uj(z)m

geF

Z/ (2,1/2 + it) Eq(w, 1/2 + it) dt.

Aqui, el sumatorio recorre las clases de equivalencia de la ciispides y es vacio si F' es
co-compacto. Es interensate recalcar que la formula (2.12), introducida [Sel56] por el
matematico noruego Atle Selberg, es el paso previo a la famosa formula de traza del
mismo autor, que relaciona con maestria el tamano de los autovalores con la longitud
de las geodésicas.

Una vez llegados a esta crucial formula, una parte importante de nuestro trabajo
consiste en hallar ejemplos explicitos de funciones k para las que exista transformada
de Selberg con una descripcion explicita (lo cual no siempre es facil) y rapido decai-
miento, para que la contribuciéon de los autovalores no triviales sea lo menor posible.
A continuacion incluimos una serie de resultados auxiliares que utilizaremos mas
adelante. El primero de ellos tiene la gran utilidad de permitirnos calcular el valor
de una transformada de Selberg en ¢y sin necesidad de describir h con exactitud.

Lema 2.1. Dada una funcion k : [0,00) — C con transformada de Selberg h,

h(i/2) = 4m /000 k(x) dx.

Demostracion: Tomando t = i/2 en (2.10) queda una funciéon sencilla en términos
de u(i, z), para z = x + iy.

h(i/2) = / / (x +ly— 1) )dzfy :/Hk(u(i,z))du(z).

La funcion (i, z) es i-radial, lo cual sugiere utilizar coordenadas polares hiper-
boélicas. Dado r € (0,+00), el punto e"i verifica p(i,e"i) = r por (2.6), luego esta

1Son parabolicos aquellos que fijan un tinico punto en la recta real extendida. La notacién F,\F
simplemente indica las 6rbitas de los elementos de F, actuando sobre F.
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situado en la circunferencia hiperbdlica de centro ¢ y radio r. La transformacion

cosf -e"t +send
") = 6|0
9o (€"7) —sen@ -e”i + cosf’ 0, 7),

da un punto de la misma circunferencia, girado un angulo de 26 en sentido antiho-
rario. El cambio de coordenadas se puede escribir como

Y

y = 1/(coshr + senhr cos(26))
r = y-senhrsen(26).

de donde duz = 2senhrdrdf. Por dltimo, mediante el cambio coshr = 1 + 2u, se
obtiene duz = 4dudf, y entonces

/Hk( u(i, 2))du(z / / 4dud9—47r/oook(u)du.

Esto completa la prueba. Los detalles especificos sobre el cambio de coordenadas
pueden consultarse en [Iwa02, §1.3] O

El siguiente es un resultado clasico, que de hecho aparece de forma explicita en la
prueba de (2.9). Suele denominarse Fundamental Lemma (véase por ejemplo [Hej76]),
aunque hay resultados més famosos que comparten la misma denominacion.

Lema 2.2. k : [0,00) — C con transformada de Selberg h. Sea ¢(z) una autofun-
cion del operador de Laplace-Beltrami con autovalor s(1 — s) donde s = 1/2 + it y
t € C. Se cumple entonces

[ ) 662) dut) = hoyo(w).

Este lema va a permitirnos dar el siguiente resultado en el que interviene la
convolucion hiperbolica de dos funciones ki y ks, definida como sigue:

(1 * k) (a2, w)) = /H Ey (ulz,v)) ks (u(v, w)) dp(v).

Lema 2.3. Sean ki y ko dos funciones suficientemente requlares con transformadas
de Selberg hy y hy. Entonces el producto hihs es a su vez la transformada de Selberg

de ki * ko.

Demostracion: Utilizando que ¢(z) = $z es una autofuncion del operador de
Laplace-Beltrami (con autovalor s(1 — s) = 1/4 + t* si escogemos s = 1/2 + it)
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sobre el lema anterior,

[ xRt )32 ()
— /H [ /H kl(u(z,v))kg(u(v,i))du(v)] (S2)/2Hitdp(z)
= [ atuto.) | [ matute, 0392 )| due

- /HkQ(u(va i) [P (t) - (Sv)*7] dp(v)
= hy(t)ha(t).

O

Lema 2.4. Sea p € C una constante compleja tal que Ru > 1. Consideremos la
funcion k(u) = (u+ 1)"". Entonces, su transformada de Selberg es

47

(2.13) M) = i

D(p—1/2+it)T (n—1/2 —it).

Demostracion: En esta demostracién juega un importante papel la funciéon Beta,
B(a,b) :=T'(a)I'(b)/T'(a+b), que entre otras muchas otras admite [GR07| la siguiente
definicion:

o] tb*l
(214) B(CL, b) = /D m dt, §RCL, ?Rb > 0

La funcién Beta guarda una estrecha relaciéon con Gamma. Concretamente, se cumple
['(a)L (b)) (a + b) = B(a,b). Ahora basta escribir la expresion de la transformada
de Selberg de k y, mediante el cambio de variables z — (y + 1)y/z, se concluye el
resultado que buscabamos.

y—1 - A
h(t) = / / x + i UlnR +1) "y gy

" 00 yu 3/2+zt J 00 SU_l/Q q
= _— _— T
/o (L+ gy y/o (1+ )

= 4"B(1/2, 11— 1/2)B(p—1/2 +it, pn — 1/2 — it).
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Corolario 2.5. Si2p es un entero mayor que 2, entonces la funcion k(u) dada por
el Lema 2./ tiene la siguiente transformada de Selberg:

47 pol )
(1 — 1)!2 cosh(mt) 1_I1 ((n - 1/2) +1 ) para j1 €7
h(t) = =l
(n—3/2)24 " . 1
t lez
(2u — 2)!2 sinh(mt) }_[1 (n® +1%) para [+ 3 €

Demostracion: Basta utilizar sobre (2.13) las siguientes formulas clésicas (consultar
[WW62, §12]) relativas a la funcion Gamma:

mt (2n — 1)l\/7
ey T2 =g

| r( i)t = =TT

r@/2+in) = cosh(rt)

O

Los siguientes ejemplos de funciones con transformadas explicitas de Selberg que
vamos a introducir hacen uso de cierta clase de funciones de Bessel, en concreto
dentro de las funciones de Bessel modificadas. Son éstas soluciones de la siguiente
familia de ecuaciones diferenciales,

2
x2ﬁ + x@ — (2 + o)y =0,
dx? dz
donde «a es un pardmetro complejo. Las soluciones a la ecuacion anterior que pre-
sentan una singularidad en el cero se denominan funciones de Bessel modificadas de
sequnda especie, y son las que van a aparecer en nuestro estudio. Dichas funciones
pueden escribirse como

K,(x) = / e "M cosh(vt)dt, z€RY,veC.
0

Cuando v es imaginario puro, el moédulo de K, (z) puede acotarse por una exponencial
negativa en cada uno de los dos argumentos.

Para el siguiente lema, vamos a emplear una definiciéon alternativa de K,. Me-
diante el cambio ¢ — logt y una reordenacion adecuada se verifica (|[GRO7, §8])
que

1 e}
(2.15) K, (z) = 5/ o2 (tH1/0)/2p—v=1 gy
0

Lema 2.6. Dado un nimero real positivo u, la transformada de Selberg de la funcion
E(u) = e ™ es de/?\ /7 [ Ky (1)2).
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Demostracion: Basta emplear la definicién de la transformada de Selberg sobre

k(u):
o 12 o x2 .
h(t) = / e”%?(/ e M d:v>y_%+”dy
0 —00
_ (47T€“)1/2M_1/2/ e*%(?ﬁr%)y—l-&-itdy.
0

Comparando lo que hemos obtenido con (2.15), se completa la prueba. O

Para el siguiente lema utilizaremos el siguiente hecho: dados z,w € H arbitrarios,
siempre existird una matriz ¢ € G tal que gz = i y $(gw) = 1. No mostraremos
la demostracion de forma rigurosa, puesto que es facil comprobar las cuentas. Baste
decir que para z € H el sistema az + b = i(cz + d) tiene un conjunto de soluciones
S de dimension 1 sobre los reales, y siempre puede escogerse un (a/,', ¢, d") € S tal
que la parte imaginaria de (¢'w +V')/(dz+ d') (que es (¢* + d*)7!) sea 1, gracias a
que c'd # 0.

Lema 2.7. Dados o, 3 > 0, la transformada de Selberg de la funcion

k(u) = vap o~/ @B dafu
44/ (o + B)? + 4aBu

es Ky(a)Ky(B).

Demostracion: Dado p > 0, definamos k,(u) = +/p/(87) e #1729 Por el Lema
2.6, la transformada de Selberg de k,(u) es K;(1). Luego, por el Lema 2.3, basta
con probar (k,*kg)(u) = k(u). Por (2.10), podemos escribir © = u(z, w). Esta tltima
expresion es invariante por elementos de G; es decir, u(gz, gw) = u(z,w). En virtud
del parrafo anterior a este Lema, podemos suponer sin pérdida de generalidad que
z =1, w = \i, y entonces u(z,w) = (A — 1)?/4), de donde

(ko * kg)(u(z,w))
Vap /oo < /00 o~ (/A4 B)2 /2y dx) o~ ((@-2)/x+80-1?) .
0 —00

8mreath

_ V2raf > ¢ (/B2 (BraN) /25, =32 g
8m\/a/X+ B Jo

_ Vs N
4/ (a/A+ B)(B + ad)

Por (2.15), la tltima integral coincide con Kj/5(z), que también puede escribirse
como e ?y/m/2z (consultese [GRO7, §8|). O
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Lema 2.8. Consideremos la funcion k(u) = u=2((1 + 2/u)log(l + u) — 2), con
k(0) = 1/6 para que sea continua. Su transformada de Selberg es

h(t) = 273 (M)2.

cosh(7t)

Notese que k es la derivada de v (u — (1 + u)log(1 + u)).

Demostracion: Utilizando los Lemas 2.3 y 2.4 sabemos que la transformada de
Selberg de (u+ 1)72 % (u + 1)~2 serd 8wh(t). Luego es suficiente probar que

(2.16) 8k (u(z,w)) = /H (u(z,v) + 1)72 (u(v, w) + 1)72 du(v).

Podemos, al igual que en la demostracion precedente, suponer z =i y w = (2¢+ 1)1,
donde ¢ > —1/2. Para estos valores, u(z,w) = c¢*/(2c+1) y

2 1)2/c2+4 2 1)?
(2¢+1) (c +4c+ 1Og(cH— ) _2)'

k(u(z,w)) = c? 2c+1

ct

Por otro lado, la integral de (2.16) es
I = 256(2c + 1)2/ v J(y+ 1,y +2c+1)dy,
0

donde

@+ A2+ B’ 2 ABA+ By

Empleando el cambio de variables y +— y — ¢ — 1 obtenemos

) 2 2
J(A,B):/ dx T A +3AB + B

I = 167(2¢ + 1) /OO Gy =)y == 1)°

; dy.
" Y3y — 2)? Y

Al evaluar esta integral racional, se obtiene la misma expresion que la que describe
87k (u(z,w)), y esto prueba (2.16). O

2.3. El caso no compacto

Como ya hemos mencionado anteriormente los grupos fuchsianos més conoci-
dos y, por diversos motivos, sobre los que tenemos mayor control suelen ser no co-
compactos. Destaca por encima del resto el grupo I' := PSLy(Z) que introduciamos
en la seccion anterior. Anadiendo una condicién de divisibilidad a una de las casillas
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de las matrices, se deriva toda una familia de grupos fuchsianos de primera especie
contenidos en I'. Fijado un entero positivo N, se define?

To(N) = {(Z Z) € PSLy(Z) : N|c}.

Nétese que, en particular, I' = [o(1) y To(N') D o(N) para N’|N. El grupo I' que
habiamos introducido junto con I' (compuesto por las matrices de I' tales que los
elementos de cada diagonal tienen la misma paridad) es en realidad un conjugado de

? _11>, se cumple I' = A~ (2) A.

Una de las ventajas que proporcionan I" y Tesla interpretacion aritmética directa
de (2.8) para estos grupos a través de la funcién r(n), que cuenta el nimero de
representaciones de n como suma de dos cuadrados:

r(n) = |{(a,b) € Z° : a® + b> = n}|.

Esta conocida funcién aritmética toma valores multiplos de 4 para todos los enteros
no negativos salvo el cero, debido a la simetria al tomar cuadrados de ntimeros positi-
vos y negativos. De hecho, la funcion r(n) no es multiplicativa como tal, pero r(n)/4
si lo es. Esta ultima puede expresarse como convolucion de la funcién constantemente
1 con el tinico caracter no trivial médulo 4, que vale (—1)™~Y/2 para n impar y 0
en los pares. Denotaremos por x4 a éste caracter. Utilizando esto, podemos dar una
expresion explicita para r(n):

r(n) =4(dy(n) —ds(n)), para d,(n)=|{d|n:d=m(4)}|.

I'0(2); si consideramos la matriz A = (

Esta igualdad caracteriza en particular los enteros en los que r(n) es positiva; son
aquellos en los que todo divisor congruente con 3 médulo 4 aparece con multipli-
cidad par. Por tanto, r(4k 4+ 3) siempre valdra cero. También es facil comprobar
que r(2fn) = r(n) para cualesquiera n y k. Todas estas propiedades de r(n) serdn
utilizadas méas adelante.

Para poder lograr esta interpretacion aritmética del niicleo automorfo en funciéon
de r(n) es clave escoger adecuadamente dos puntos z, w € H para los que (u(fyz, w))
tenga una descripcion sencilla en funcién de los coeficientes de una matriz genérica

vdel o T. Tomemos v = (CCL Z

(+d*) = |(a—d)i+(b+c)]> = (a—d)* + (b+c)*.

) € I'. Se cumple que, para z = w =1,

ai — b

(2.17) 4(u(yi i) = —i

cl —

Manipulando adecuadamente esta formula vamos a lograr describir (2.8) en funcion
de r(n), independientemente de quién sea la funcion k. El resultado es el siguiente.

2Esta definicion difiere de la habitual, en la que no consideran matrices de SLy(Z) sin identificar
I con —1I. Nuestra variante no modifica la acciéon sobre H.
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Lema 2.9. Sea k : [0,00) — C una funcion arbitraria. Se cumplen las siguientes
identidades:

(2.18) > kutrisi)) = Z%r(n)r(nﬂ)k(n)
(2.19) Zk(u(w,z)) = Zﬁnr(n)r(n—l—él)k:(n/él),

donde &, toma el valor 1/2 para n par y 1/4 para n impar.

Demostracion: Comenzamos suponiendo que vy pertenece a f, en el que el resultado
se logra de forma mas sencilla. Utilizando la notacién habitual para -, los coeficientes
a y d tendran la misma paridad, asi como b y ¢. Observando (2.17) esto implica que,
paray € f, 4u(vi, 1) siempre serd un multiplo de 4 no negativo. Utilizando ad—bc = 1
en (2.17) se obtiene el siguiente sistema:

(2.20) du(yii) = (a—d)? +(b+c)* =(a+d)?* + (b—c)* — 4

Escribamos ahora u(vi, i) = n, para n fijo. ;jCuantas matrices vy € [ existen para las
que u(vi, i) tome exactamente el valor n? Es facil comprobar que la correspondencia

{(a,b,c,d)€Z4:<(Z Z)Gf} — {(rstu) € L) P+ ¥ =1*+u* —4}

(2.21) (a,b,c,d) — (a—d,b+c,a+d,b—c)

admite inversa y es claramente una biyeccion (la notacion (2Z) denota a los enteros
pares); por tanto, cada valor 4n aparecera exactamente r(4n)r(4n + 4) veces. Re-
cordando que r(n) no varfa al multiplicar por potencias de 2, se obtiene (2.18). La
division por 2 proviene de la identificacion de I con —1.

La demostracion para I' es ligeramente méas complicada debido a que, aunque
(2.20) sigue siendo valida, la expresion a la derecha no siempre sera un multiplo de
4, ya que u(yi, 1) tomara valores racionales para vy € I'\.I. De hecho, la parte fraccio-
naria de u(7yi, i) sera siempre 1/4 para estas matrices, como veremos a continuacion.
En primer lugar descomponemos la suma sobre I' en dos partes, distinguiendo las
matrices que pertenecen a I' de las que no. El primero de estos conjuntos dara los
términos pares del sumatorio en la parte derecha de (2.19) gracias a que, mediante
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el cambio n — m/4,

S Srmyr(n + Dk(n) = Z%r(4n)r(4n+4)k(n)

n=0 n=0

N | —

(2.92) -y %r(m)r(m v ().

La ultima igualdad es consecuencia inmediata de que todo n de la forma 4k+2 verifica
r(n)r(n+4) = 0, y por tanto todos los términos que se afaden en la tltima igualdad
son nulos. Luego sblo nos queda analizar matrices de I" f, que siempre tienen tres
entradas impares y una par, por lo que podemos escribir 4u(~yi,7) = 4n + 1, con
n > 0. Para ver cuantas matrices v € I' [ cumplen u(yi, 1) = n+1/4, establecemos
la siguiente correspondencia, parecida a (2.21):

{(a,b,c,d)€Z4:(Z Z)Ef\f} — {(r,s,t,u)6%:r2+32:t2+u2—4}

(a,b,c,d) — (a—d,b+c,a+d,b—c),

donde Z* := {(r,s,t,u) = (1,0,1,0),(0,1,0,1) (méd 2)} C Z*. De nuevo es facil
comprobar que se trata de una biyeccion. El nimero de matrices para los que se
alcanza el valor 4n+ 1 sera exactamente r(4n+ 1)r(4n+5)/2. La razon por la que se
divide por 2 es que al restringir el segundo conjunto a Z* la paridad de r y s fuerza
la de t y u. Es decir, el par (r, s) tendra un elemento par y como ¢t = a + d, tendra
la misma paridad que r, asi como u tendra la misma que s; por este motivo sélo se
alcanzan la mitad de soluciones posibles que si tomaramos todo Z*. Utilizando el
mismo cambio de antes, se concluye

(2.23) 3 }1 (n+ 1/4)r(4n + r(dn +5) = > }lk (%) r(n)r(n + 4),
n=0 Té’[:n()

gracias a que r(n) se anula si n es congruente con 3 moédulo 4. Sumando (2.22) y
(2.23) y teniendo en cuenta de nuevo la identificacion +1, se obtiene (2.19). O

Por supuesto, para otros de los grupos fuchsianos de primera especie que hemos
mencionado es posible obtener férmulas en cierto modo similares a las que tenemos
para I y T', pero que no parecen poder expresarse claramente en funcion de r(n).
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Lema 2.10. Sea E la serie de Fisenstein asociada a la unica ciuspide de T', tal y
como se definid en (2.11); y sean E,, Ey las series correspondientes a a = oo y b =1
de T, respectivamente. Se verifican las siguientes igualdades:

2¢(s)L(s, x4)

(224)  B(is) = (2 + DE(ins) = (2 + DE(i5) = =5 5

Demostracion: Escribiendo la serie de Eisenstein para z = 1,

o0

L (Si)* 1 1 1 r(n)
B, s) = Z i ()~ 2 Z (02%—d2)5_2g(23)Z ns

: ND)
YEL o \I' |jUg°1’Y(Z)| ’ c,d=—00 n=1
med(e,d)=1

El que E(i,s) pueda escribirse como la tltima expresion de (2.24) es conocido y
consecuencia de que, como ya vimos, la funcion r(n)/4 se obtenia como convolucion
de 1(n) y ya(n). Pasemos ahora a las dos ctispides de I, que tienen como matrices
de escala las siguientes.

"“:<? 1/0¢§) “b:G (1))

Ambas matrices verifican o To, = Ty Toy = ['y(2); por tanto,

: NN IEPRY 1 1
A= X OO = S O0m) =g >
gel:u\f ’yGFoo\a‘;lfaa m,n€Z
mcd(m,n)=1
2tm—n
de donde
2(2° + 1)Ea(i, s) = i L i L 9B,
o N m,nez (m2+n2)8 m,nez (m2+n2)5 - o
mcd(;n,n):l mcd(;n,n):l
2tm—n 2lm—n

Para b se obtiene el mismo resultado empleando esencialmente el mismo procedi-
miendo que acabamos de utilizar. Esto concluye la prueba. O

Los Lemas 2.9 y 2.10 son la clave para dar una primera expresion satisfactoria
de la formula de pretraza (2.12) para el caso no compacto.
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Proposicion 2.11. Se tienen los dos siguientes desarrollos espectrales.

(2.25) > r(n)r(n+ 1k(n) =8 /0 N k(z) d

4 [ f()
+22h Y s (i) 7T/ h(t)‘—HQW

[e.9]

2

(2.26)
an Jr(n+4)k(n/4) = 12/0 k(z) da

+Zh s+ 5 [ s

donde &, se define como en el Lema 2.9, f(t) := ((s)¢71(2s)L(s,x4), s = 1/2 + it
—(1/4 —i—%?), —(1/4 +13) son los autovalores no triviales asociados a T\H y I'\H,
respectivamente. h(t) es la transformada de Selberg de k dada por (2.10).

Demostracion: La prueba es inmediata utilizando los Lemas 2.9 y 2.10 sobre (2.12).
Notese que en ambos casos hemos aislado el término correspondiente al autovalor
trivial y utilizado que el 4rea del dominio fundamental de " es /3 y el de ', 7. Esto
implica que ug es constante y vale y/3/7 en el primer caso y /1/m en el segundo. O

La anterior Proposicion abre el camino a muchas posibles identidades aproxima-
das, siendo ahora la clave utilizar la funciones k£ adecuadas, estando entre ellas las
que expusimos al final de la seccion precedente. Uno de los ejemplos mas satisfacto-
rios va a ser la familia de funciones {k(u) = (u+1)"™}, para cualquier entero m > 2,
que nos van a permitir aproximar el nimero 7. A continuacién incluimos un estudio
sobre el error cometido al realizar tales aproximaciones.

Definicion 2.12. De acuerdo a la notacion de la Proposicion 2.11 definimos las
siguientes sucesiones, relativas a I'.

42@ M D = [l ar

—00

— o 224 (m — 1)s,, — 3 o
(2.27) e = (m = 1) T

Y, de forma paralela, las siguientes, relativas a r.

) LN e (I

n=0 (n - 1)m
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_ )5, -8
= (m— 1) (m m—° _
em = (m = D e 5, "

Donde, en ambos casos, m es un entero mayor o igual que 2 y

m—1
gm(t) = sech(rt) H (j—1/2)*+t7).
7=1

Como probaremos a continuacién, los términos e, seran de pequena magnitud,
por lo que el primer sumando a la derecha en (2.27) seré una aproximacion de 7 para
cada m. La funcion g,,(t) es creciente en términos de m, por lo que a priori escoger
m = 2 deberia proporcionar la mejor aproximacion de 7. Es cierto que, partiendo
del Corolario 2.5, la Definicién 2.12 puede generalizarse cuando m es un semientero
y tomar m = 3/2 podria dar una aproximacion ain mejor, pero desafortunadamente
el analogo de (2.27) para m = 3/2 no aproxima a 7. En ambos casos, la convergen-
cia de las series implicadas es relativamente lenta, haciendo inasequible estimarlas
con mucha precisiéon con ordenador. Por ello, vamos a introducir los dos siguientes
teoremas, que nos permitiran obtener tales cotas de manera satisfactoria.

Teorema 2.13. Sea m un entero mayor que 1. Se cumple

Ym+1 e
(m—1/22+8B)ym "

O0<e,<

donde A3 = }l + 13 es el tercer autovalor no trivial en T\H, y t3 = 13'77975. ...

Demostracion: Utilizaremos (2.26) sobre la funcion k,,(u) = 47 (u + 1)7™. Gra-
cias al Lema 2.4, podemos dar explicitamente la transformada de Selberg de dicha
funcion. Por tltimo, el Lema 2.1 nos permite expresar h(tg) como una integral que
se resuelve de forma inmediata. Uniendo todo esto, podemos escribir

A > 9
= T =) +4Zh s + G /_Oogm(t)|f(t)] i,

donde hemos aislado el término correspondiente al autovalor trivial ¢y. El término
de error e,, puede ahora expresarse de la siguiente formas:

4m2(m — 1)8,, — 3
(2.28) e e (S iR —m ng )l (4)

Esta ultima cantidad seré estrictamente positiva gracias a que existen infinitos valores
de j para los que u; no se anula en i (véase [Iwa02, §13.2]). Utilizando ahora la
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recurrencia gp1(t) = ((m—1/2)?+12) g (t) y el hecho de que tanto u; como us son
impares [BSV06] (y en consecuencia, u(i) = ug(i) = 0), deducimos

em _ Ymr1 2 IO g/
Emi1 Ym 2o Gmir (B)|u (D)2 T (m—1/2)? + 13

El autovalor A3, por contra, esta asociado a una funcion par [BSV06| y por tanto es
el mas relevante en el término de error. O

Por supuesto, el Teorema precedente tiene una version similar referente a I'.
Teorema 2.14. Sea m un entero mayor que 1. Se cumple

~ 7, 1 ~
O<e,< iiias €mtls

(m=1/2)2 +1")Fm

donde Xl = % + ﬂz es el primer y mas pequeno autovalor no trivial en f\H, con
= 892287.. ..

Demostracion: Esta demostracion procede de forma similar a la correspondiente al
Teorema 2.13. Apelando a (2.25) y utilizando de nuevo los mismos dos lemas que
antes, tenemos la siguiente expresion:

167 > f(t)
—|—22h )| (7) W/— I (t) ‘m

[e.9]

2

de donde

em ng Nus()F >0,  y =< o1 o —
27m = Cm+1 (m—1/2)2+1

Y con esto se obtiene el resultado buscado. O

Ahora si podemos, mediante el Teorema 2.13, acotar satisfactoriamente e,. Tam-
bién podremos decir algo en el caso m = 3/2 para el que, como mencionamos antes,
la Definicion 2.12 admitia una generalizacion.

Proposicién 2.15. Sea ey dado por la Definicion 2.12. Sea también sz correspon-
diente a generalizar esa misma definicion para el caso en que m es un semientero.
Se cumplen

o] t 2
0<ey <362-1071, 0<s3/2—12—8/ HIOF dt < 1'55-10715.

_ senh(nt)
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Demostracion: Gracias a que se conocen métodos para estimar |f(¢)| con la preci-
sion necesaria (véase [Bor00]), las integrales que definen -, y 3 convergen con rapi-
dez, y podemos estimar sus valores mediante calculos con ordenador. Concretamente,
Yo = (/23223 ... y 3 = 0'80239. ... De la misma forma, e3 se puede aproximar con la
precision necesaria, ez = 2'0086 - 10712, Utilizando el Teorema 2.13 con estos valores,
se obtiene la cota de es.

Para e3/o, utilizamos la funcion k(u) = (u 4+ 1)=3/2 sobre (2.26), obteniendo

t; 2
105372 = 192“28”Zm|%( )\2+128/_ Lﬁg(;’t) dt.

La funcion g(t) = ¢t 71 (1/4+1t2)(9/4+1?) tanh(mt) es creciente para t > t3 = 13/77975.
Como ademas u, y us se anulan en t = 1,

> t]f(t)|2 8T = (1/44+1)(9/4+13)
0 <sapp—12- 8/00 senh(ﬂt g( Z cosh(rt;) g (I

Jj=3

Por (2.28), el altimo sumatorio equivale a y3e3/m2. Sustituyendo los valores numéricos
de las cantidades involucradas, se obtiene la segunda parte del resultado. O

Nuestra mejor aproximaciéon por tanto, difiere de 7 una cantidad menor que
4-107 ; Por qué tal aproximacion se consigue con I' y no con I'? Si se supone ([Iwa02,
§13], [IS95]) que w;(t;) puede acotarse esencialmente en términos del autovalor, a
priori e, deberia ser comparable a ¢,,(t1)/Ym, ¥ a €, le deberia ocurrir lo mismo
en funcion de 7,,, pero el analisis numérico de los primeros casos muestra que esto
no ocurre en absoluto y ambas cantidades (e, y €,,) difieren en varios érdenes de
magnitud. Si truncamos los valores correspondientes a m = 3 y 4,

es = 2/0086- 10712, & =72745-10"7, e, =49016-10"", €, =6'7890-107°.

La justificacion de esta discrepancia ya ha aparecido, en la demostracion del Teorema
2.13. Los dos primeros autovalores no triviales (y de menor tamano) relativos T’
corresponden a autofunciones impares, y en consecuencia uy(i) = ug(i) = 0. Sin
embargo, A3 = i +t2, donde t3 = 13'77975. .., esta asociado a una autofunciéon par

que no se anula en i (constltese [BSV06]). El grupo I no corre esta misma suerte y
ya su primer autovalor no trivial esta asociado a una funciéon par (consultese [FL]).
El gran tamafo del cociente cosh(mts)/ cosh(nt;) = 4'23 - 10° justifica por qué las
aproximaciones de 7 derivadas de [ son seis 6rdenes de magnitud menos precisas
que las de I'.

Es interesante notar que es posible extender los Teoremas 2.13 y 2.14 para al-
bergar también el caso m = 1, que es en principio no convergente. Redefiniendo
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e1 = s1/47 vy €1 = 51/167; para

B i B+ (=D)")r(n)r(n+4) — 24 - ir(n)r(wr 1) -8
— 2(n+4)
se puede probar que los dos sumatorios convergen.

Aunque el analisis se ha centrado en el estudio de la funcion (u + 1)~™, todavia
es interesante ver lo que ocurre tomando otras.

Proposicién 2.16. Consideremos la serie

%0 VT
S = rn)rin+1) ——
2 rmrtn+1) =g
y la integral

2

t

I—/ K2(1/2) SO

1_|_22+zt

Entonces, (S —16)/(321) = 0'8652559794526 . .. supera a e/m en una cantidad posi-
tiva y menor que 2'04 - 10711,

Demostracion: La transformada de Selberg de la funcion k(u) = e~V /\/u +1
es h(t) = 8¢ K2(1/2), gracias al Lema 2.7 tomando a = 3 = 1. Por tanto,

> 32
52646/ k(z )da:+16eZh |u]()|2+—€]
0

7j=1

Computando un nimero suficientemente grande de términos de .S, se llega a la cota
buscada. O

2.4. El caso compacto

Volvamos la vista atras unos instantes, cuando definimos los grupos fuchsianos
y llegdbamos al desarrollo espectral (2.9) para nucleos automorfos. Aquella formula
solo era valida para grupos fuchsianos co-compactos (sin ctspides), y si no la formu-
la anterior debia ser reemplazada por (2.12), que albergaba més términos. Ahora es
el momento de explorar (2.9) sin preocuparnos por las series de Eisenstein. Siendo
este caso a priori mas sencillo por la simpleza de la férmula, en la practica surge
sin embargo la dificultad de que los ejemplos de grupos co-compactos son menos
frecuentes. Los que vamos a ver proceden del algebra de cuaterniones, por ello co-
menzaremos esta seccion introduciendo una serie de conceptos y resultados previos.
Es de destacar que, como veremos a continuacion, nuestro estudio es susceptible de
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ser continuado buscando otros ejemplos de grupos fuchsianos validos. Comenzamos
considerando un cuerpo k de caracteristica 0 y dos unidades a,b € k. Se define el
algebra de cuaterniones A como
A= {xo+ x1i + @2j + x30) 1 i° = a, j° = b,ij = —ji; 20,71, Ta, 3 € kT,

donde 7 y 7 son dos elementos que permanecen indeterminados. Habitualmente se
empleard la notaciéon (a?b) para referirse a A, ya que explicita los elementos que
definen al algebra. Por construccion, A es un k-espacio vectorial de dimension 4 y
puede suponerse sin pérdida de generalidad que a y b son libres de cuadrados. Si
se toma k = R, es sabido que las dos tnicas algebras de cuaterniones diferentes
(no isomorfas) posibles son (%) = My(R) y (%) =: H, esta ultima conocida
habitualmente como los cuaterniones de Hamilton. La notacion My(R) indica el
conjunto de las matrices reales 2 x 2. Para un cuerpo cualquiera k toda algebra
de cuaterniones sera o bien isomorfa a Mj(k) o bien un algebra de divisién (no
contendra divisores de cero); pudiendo haber muchas distintas, en el sentido de que
no seran isomorfas entre ellas.

Dado = = x¢ + z1t + 27 + 73ij, se definen el conjugado de x, su norma y su
traza como T = xg — 11 — Taj — x3ij, n(z) == x - T = x5 — ax? — bxd + abxl y
tr(x) := x + T = 2z, respectivamente. Toda algebra A se puede inyectar de forma
natural sobre un algebra de matrices. En concreto, siempre se tiene la inyeccion

p:A— My (k(y/a)) dada por

1 =1, Z__)(\(/)E —(\)/5)’ j—><2 (1)), z’j—)(_bo\/a \/E)‘

Esta inyeccion es coherente con el producto definido dentro del algebra, cumpliéndose
n(z) = det (p(x)) y tr(z) = tr (p(z)). El papel que en cierto modo desempenan los
grupos discretos de matrices en el lado derecho lo van a tomar los drdenes dentro de
las algebras, al tratarse desde cierto punto de vista en objetos discretos. Denotemos
por R; al anillo de enteros de k, que sabemos es tinico. Un orden va a ser al algebra
de cuaterniones lo que el anillo de enteros al cuerpo, sin embargo, no habra un tnico
orden a partir de un algebra de cuaterniones dada:

Definicion 2.17. Sea A un dlgebra de cuaterniones sobre un cuerpo k. Un orden O
es un Ri-modulo finitamente generado cumpliendo las siguientes condiciones:

1 OQp k=A

2. O es un anillo que contiene al 1.

Por ejemplo, dada cualquier algebra de cuaterniones A = (%’), consideremos

los conjuntos Oy := Z[1,4,j,ij] y Oz := Z[1/2,i/2,7/2,ij/2]. Ambos son o6rdenes,
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porque al tensorizar respecto de Q se obtiene todo A. Entre los 6rdenes existira, valga
la redundancia, un orden parcial (en este caso O; C Oy) y estaremos interesados en
los maximales.

Por supuesto, va a ser posible extraer grupos discretos a partir de 6rdenes me-
diante la inyeccion p, pero nuestro objetivo es extraer grupos fuchsianos (de primera
especie). A partir de ahora supongamos que Q C k¥ C R es un cuerpo de numeros.
Dada un algebra de cuaterniones sobre k, denotaremos por A! a los elementos que
tienen norma 1, que irdn a parar por p a SLy(R) siempre que se asuma a > 0. A’
no sera un algebra, pero si un grupo; eso si, no sera discreto, y de hecho se puede
probar que su imagen sera densa en SLy(R). Dado ahora un orden, denotamos por
O! a los elementos de norma 1 y consideramos el grupo P (p(O')) (la P sirve para
indicar que se identifica I con —TI). El siguiente resultado caracteriza los casos en los
que tal grupo es discreto (y, por tanto, fuchsiano).

Teorema 2.18 (Armand Borel y Harish-Chandra, [BHC62|). Sea O un orden con-

tenido en un dlgebra de cuaterniones A = (%b), para un cuerpo de numeros k. El

grupo P (p(OY)) es discreto si y sdlo si se cumple una de las siguientes propiedades

1. k es totalmente real (es decir, todas sus inmersiones son reales).

2. AQ,R = My(R).
3. Todo o € Gal(Q) \ {Id} cumple A° Q. R = H, donde H representa los
cuaterniones de Hamilton.

Notese que A% = (%) , lo que permite escribir el producto tensorial del tercer

o(a),o(b)
R

punto como ( ) La segunda condicién equivale a que a o b sean positivos (al

menos uno de los dos).

Si se toma por ejemplo A = <%> y se considera el orden O = ZI[1,1,j,1ij],
de O! se obtiene el grupo I' mediante el procedimiento anterior. Sin embargo éste
es un caso aislado, ya que salvo que se parta de un algebra de cuaterniones de la
forma (%) el grupo obtenido sera co-compacto. Los érdenes que vamos a utilizar
son los llamados drdenes de Fichler, definidos como la interseccion de dos érdenes

maximales. Nuestros ejemplos son de este tipo. Consideremos, para primos p = 3 (4)
ya=5(3),

e

1 —1
o zftigbariviva] o (221)
q

Oy =17 {1,2‘, %(1 —i—j),%(i —i—ij)] C (—) .

[\]
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Ambos son érdenes de Eichler maximales (véase [AB04]) y sus imagenes por p daran
lugar a dos familias de grupos fuchsianos co-compactos,

G, = {% (jcibﬁ/jp 2ti£>eSL2(R):azbEczd modZ}/{i[}
{1 (qétiz\\%) zf‘lfg) €SLy(R) :a=c,b=d (méd 2) }/{i[}

para primos p y ¢ verificando las mismas condiciones de congruencia que se usaron
para introducir O; y O,. Remitimos al lector a [Vig80] para profundizar en la teoria
de los ordenes de Eichler. Las familias G, y Ga, nos permitiran utilizar (2.9) de
forma satisfactoria. Vamos a emplear la siguiente generalizacion de la funcion r(n),
para enteros arbitrarios s y t:

G27q =

rea(n) = [{(z,y) € Z° : ra* + st® = n}|.

Utilizando esta generalizacion vamos a poder dar un significado aritmético a los
desarrollos espectrales para G, y G2, en determinadas parejas de puntos.

Lema 2.19. Para los grupos G, y G2, se verifican las siguientes identidades:

(2.29) Z k(u(vyi,i)) = = Z r(pn+ 2)k (an)

v€Gy

230) Y k(u(3(i/va).i/va)) = -qu rlgqn—l—él)k:(Z).

’YEGQ q

Demostracion: Esta demostracion se basa en las mismas ideas que las del Lema
2.9. Comenzamos tomando una matriz v € G,, dada por los coeficientes a, b, ¢, d en
el orden correcto. En particular, ad — bc = 1 y, por analogia con (2.17), se tiene la
siguiente doble igualdad:

du(vyi,i) = p(b? + d*) = a® + ¢* — 4.

La suma b? + d? siempre ha de ser par por definicién, por lo que u(vi, i) serd siempre
un multiplo entero de p/2. Queremos entonces contar el nimero exacto de matrices
de G, para las que u(7i, i) valdra pn/2, para cada n. De nuevo empleando la analogia
con (2.17), esta claro que la correspondencia

d
(a,b,c,d) +— (b,d,a,c)

{(a,b,c,d)€Z4:(CCL b)er} — {(r,s,t,u) € Z' i p(s® +u®) = r* + 7 — 4}
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es una biyeccion (gracias a que p es congruente con 3 moédulo 4); por tanto, escribien-
do u(vyi,i) = 4m para m un multiplo entero de p/2, cada valor 4m se tomaré para
exactamente r(4m/p)r(4m—+4) matrices. Mediante el cambio 4m — pn/2, cada valor
pn/2 se tomara para r(2n)r(pn + 2) matrices, de donde se concluye (2.29) gracias a
que 7(2n) = r(n) y a la identificacion de I con —I. Para (2.30), evaluando u(yz,w)
en z = w = i/,/q se obtienen las siguientes dos igualdades:

Au(v(i/+/q),1//q) = a® + 2qd* — 4 = 20* + ¢c”.

El proceso es esencialmente igual al caso anterior y no lo volveremos a desarrollar.
Esencialmente, escribiendo n = u (7(2 / \/C_])), el nimero de matrices de Gy, para las
que u(v(i/\/q),i/1/q) vale n equivaldré a ra 4(4n)ry 24(4n-+4), de donde identificando
de nuevo I con —I y tomando n’ = n/4 se completa la prueba de (2.30). O

Proposicion 2.20. Se tienen los dos siguientes desarrollos espectrales.

24 o
Zr r(pn + 2)k(pn/2) = —— dx+22h )|u;(1)
n=0 p— 1 0
> rag(mran + 9keo/1) = 24 [T ko) do + 82 )i/
n=0

Demostracion: Basta utilizar el Lema 2.19 en el desarrollo 2.9 y tener en cuenta
(véase [BJ99],(2.1)) que el area del dominio fundamental de G, es (p—1)7/3, mientras
que la de G4 es (¢ — 1)7/3. O

Se ha demostrado (véanse [BJ99], [StrO1]) que cada grupo entre los que forman
Gp y G, tienen los mismos autovalores que I'g(D), donde D es el discriminante
asociado a cada grupo. Este viene definido por el producto de los primos tales que
az? + by? = 2% (méd p*) no tiene solucion no trivial para algtn k, donde a y b son
los generadores del algebra de cuaterniones sobre la que se define el grupo. Debido a
esto, la mejor identidad aproximada que vamos a obtener con estos grupos procede
de (3. Para poder obtener cotas superiores explicitas para del error cometido al
utilizar tal identidad aproximada, necesitamos el resultado que sigue a continuacion.

Proposicion 2.21. Sea A = {v € G3: p(vi,i) < R}, para R > 0 arbitrario y donde
p es la distancia hiperbdlica dada por (2.6). Se cumple

|A| < 3(2+ V/3) cosh R.

Demostracion: Para la prueba, necesitamos un dominio fundamental de 5. El Teo-
rema 5.46 de [ABO04] nos dice que una posible representacion de dicho dominio viene
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dada por el hexdgono hiperbdlico D (véase la Figura 2.4), cuyos lados son geodésicas
que unen sus vértices:

—V/3+2 —1+i
v = —, Vg = , vy = (2—3)i,
1 5 2 113 3 ( )

Vg = _U_27 Vs = —i, Vg = 1.

Figura 2.4: El dominio fundamental D de G3 descrito en la Proposicion 2.21.

Es facil comprobar que la distancia entre vg y cualquier otro vértice es no su-
perior a cosh™ 2, y por tanto el dominio fundamental estara contenido en el disco
hiperbolico de centro i y radio cosh™" 2. Asi mismo, si consideramos todos los v € A,
la union | JyD estara contenida en el disco de centro y y radio R + cosh™' 2, al que
llamaremos B. Dados v, € A, los conjuntos vD y /D tendran interior disjunto.
Por tanto,

|A| < |B|/|D| = 3(2cosh R+ v3senh R — 1).

En el altimo paso hemos utilizado que el 4drea del dominio fundamental es 27/3, y

que el area del circulo hiperboélico de radio r es 47 (senh(r/2))* (constltese el capitulo
1 de [Iwa02]). O

Ahora podemos dar la principal identidad aproximada de esta seccion.

Proposicion 2.22. Consideremos la serie

(2.31) S = r(n)r(3n+2)y/ne lEm/A7,
n=1
Se verifica
1291077 <1 — _5 <3-107".

72e%/m
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Demostracion: Vamos a extraer la parte inicial de la serie, que acotaremos con
ordenador. Concretamente, si consideramos S’ como la suma de los N = 2'2 - 10'2
primeros términos de (2.31), se prueba que

s’
—7 -7

Sea S” el resto de la serie. Empleando la Proposicion 2.21 con coshR =1+ 3z y la
Proposicion 2.20 se obtiene

> r(n)r(3n+2) < 18(2+ V3)z — 6(1+ V3).

n<x

Ahora dividimos la serie en intervalos diadicos:

" < Z\/zjzve—<1°g<2"’N>)2/16 > r(n)r(3n+2)

n<29t1IN

S 2+ \/_ Z 2]N 3/2 —(log 29 N)? /16
7=0

Extrayendo los términos correspondientes a 7 = 0,1 y acotando el resto con una
integral, se obtiene

1 oo
S" < 36(2+V3) (3 8977 - 1071 + 9’1185 - 1075 + —— / ee/2=/16 da:)
lOg 2 log(2N)
36(2+ V3 8 /°° 112 4 g2
log 2 log(2N) =12 Jiggan)y 8 '

< 6/4619-1072 +

De donde se concluye

S//
0<1———r<70479-107".
72e%\/m

Uniendo las cotas sobre S’ y S” se completa la prueba. O

Un pequeno comentario para finalizar esta secciéon es que, utilizando los resultados
que hemos visto, es posible fabricar funciones k que permitan dar cotas superiores
para el primer autovalor en G, tal que u;(7) sea no nulo. Por ejemplo, consideremos

~ 0'7676 16153 0’6550
)= T D% w1 wr DR
Utilizando esta funcién en la Proposicion 2.20 para p = 3, el lado izquierdo de la
igualdad se cancela con la integral. Ademas, por el Lema 2.4, la transformada de
Selberg es positiva para t > 3'377. Por tanto, esto nos permite demostrar que el
primer autovalor en G para el que (i) no se anula es menor que 3’377 (nétese que
su valor real es aproximadamente 2'592).




60 Capitulo 2. Identidades aproximadas y formas de Maass

2.5. Aplicacién de los operadores de Hecke

De acuerdo a la teoria clasica [Miy06], podemos introducir los operadores de
Hecke [Iwa02, §8.5] en nuestro contexto. Sea m un entero positivo. Definimos I,
como el conjunto de matrices enteras 2 x 2 con determinante m. El operador de
Hecke T}, viene dado por

Tnf(z \/—vaz

~yeI'\I'm,

para funciones f € L?(I'"\H) no holomorfas. Este operador serd autoadjunto y conmu-
tard por ello con A. Las formas de Maass {u;(z)}32, pueden escogerse de forma que
también sean autofunciones de 7, con autovalores que denotaremos por {A;(m)}32,.
En T'o(V), lo ya visto sigue siendo valido si N y m son coprimos; para el resto de
casos puede utilizarse teoria de Atkin-Lehner.

Los operadores de Hecke también se pueden definir de la misma manera en los
grupos co-compactos procedentes de algebras de cuaterniones sobre QQ (consultense
[Are05] y [Miy06, §5.3|), pero ahora la suma recorre las matrices de v € R(1)\R(m),
donde R(m) indica la imagen por p (véase la secciéon anterior) de los elementos de
norma m de un orden R. Si se aplica T}, a un niicleo automorfo con respecto de I,
el desarrollo obtenido es

Tm<Zk(’y(~),w>z \/_Zkfyzw

yel yElm

Luego, formalmente, aplicar un operador de Hecke se correponde con considerar
matrices enteras de determinante m en lugar de las de determinante unitario. Por
otro lado, la accion de T, sobre (2.12) es

(2.32) Z Aj(m)h(t;)u;(z)uj(w) + % /_OO m(m)h(t)E(z,1/2+it)E(w,1/2 +it) dt

donde 7;,(m) viene dada por y_,,_ (a/b)" (véase [Iwa02]).

Se tiene formulas similares para el caso asociado a las dlgebras de cuaterniones
cuando m es coprimo con el discriminante del algebra (véase la secciéon anterior) y
con el nivel del orden (véanse [BHC62|, [Hej85]). Nos restringiremos al grupo I' y al
orden O =7 [1, i, 7, %(1 +i+j5+ l{:)] que habfamos utilizado para definir G,,.

Lema 2.23. Para T, definida como antes y &, como en el Lema 2.9, se cumple

Z k(u(vyi, 1) an n+4m)k:(47:n)

vElm
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Y, para el orden Oy =7 [1,i,§,3(1 + i+ j+ k)],

2 Z k(u('yz,z)) :ZT( )T (pn+2m>k(pn)

VER(m) n=0 2m
para p =3 (méd 4).

Demostracion: La demostracion es, de nuevo, muy similar a las de las Proposiciones
2.9 y 2.19. Tomando v de determinante m,

dmu(yi,i) = (a —d)* + (b+¢)?
dmu(yi,i) +4m = (a+d)* + (b —c)?

A partir de este sistema, la primera férmula se obtiene siguiendo el mismo proceso
que en la primera de las dos citadas demostraciones. Para la segunda féormula se
utiliza la segunda demostracion, partiendo de que 4u(yi,i) = p(b* + d*)/m para
v € R(m) y p(b? + d*) +4m = a*> + . O

Se cumple |I'\I';,,| = o(m), donde o(m) denota la suma de todos los divisores de
m. De forma anéloga, si m y 2p son coprimos, entonces |R(1)\R(m)| = o(m) (véase

la pagina 217 de [Miy06]). Y si la transformada de Selberg de k decae con suficiente
rapidez, esperamos que, de forma similar a las Proposiciones 2.11 y 2.20, se cumplan

(2.33) Z 4xnr(n)r(n + 4m)k(4£) ~ 960 (m) /000 k(z) dx

S / n(m)h(0)|f (1) dt

y
= pn 240 (m) [
(2.34) E r(n)r(pn + 2m)k ~ k(x) dx para 2{m, p{m.
n=0 (2m) p= 1 0
Tomemos por ejemplo
— 20123
S = E 3+ (=1)" 2012) ——
gt ( + ( ) )T(n)r(n + )(n + 2012)3
junto con

= /OO cos(t08503) (y )y 4 291 4 12| F(1)]2 d.

—oo cosh(mt)
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De (2.33) y del Lema 2.4 para m = 503 y k(u) = (u + 1)73, deducimos
S~ 24192 + 167v 503 .

De los valores numéricos aproximados (S = 24144'020885716756651 e
I = —0'042559682395475411270) se obtiene

S — 24192

/
=704 e
61 7045857658

que coincide con 74/503 en al menos todos los digitos mostrados. El error cometido
deberia de hecho ser comparable a 10712,

A pesar de la precision lograda con este ejemplo, las formulas (2.33) y (2.34)
no deberian ser uniformes en m, por el erratico comportamiento de A;(m) sobre el
namero de divisores de m. Véase [Cha99| para un anélisis de la uniformidad.

Es interesante notar que las propiedades multiplicativas de los autovalores de Hec-
ke pueden observarse numéricamente para mejorar las aproximaciones. Considérese
por ejemplo

S = Z r(n)r(7n + 2m)g(Tn/2m),
n=0
donde ¢ es la funcion k£ del Lema 2.8. Segun (2.34), deberfa aproximar a 20(m), pero
tal aproximacion es pobre debido a la existencia de pequenos autovalores al principio.
De hecho se cumplen

S1 — 2= 0047039, S3 — 8 = —0'109461 y So — 26 = 0'119267.
El desarrollo espectral (2.32) y el Lema 2.23 sugieren que
Sy =2 20(m) + 2¢/mA; (m)h(ty)|us (7)]?

donde A viene dada por el Lema 2.8, es una mejor aproximacién. Por otro lado, las
propiedades multiplicativas de los autovalores de Hecke (véase [Iwa02, §8.5]) aseguran
que ()\j(3))2 =14 X,(9), que se traduce en (8 —53)* &~ 3(2—.51)*+ (26— Sy)(2—51).
Esperamos por tanto, la siguiente aproximacién mejorada:

S5+ /3(2 — S1)2 + (26 — Sg)(2 — S1) =~ 8.

El lado izquierdo vale de hecho 8001211, mejorando la aproximacion precedente
S3 &~ 8 en dos 6rdenes de magnitud.

Los resultados expuestos en este capitulo aparecieron recogidos originalmente en

[CRRC13).



Capitulo 3

Espectro de singularidades y formas
modulares

3.1. Multifractales. El ejemplo de Riemann

El capitulo final se centra en el anélisis de las propiedades multifractales de ciertas
familias de formas modulares. Tanto el concepto de funcién multifractal como el de
espectro de singularidades, los dos términos en torno a los que orbita toda nuestra
exposicion, fueron introducidos hace relativamente poco tiempo. Los multifractales
aparecen por primera vez en el campo de la fisica; méas concretamente, en el estudio
de la mecanica de fluidos [BPPV84|. En esta primera seccion definiremos ambos
conceptos, previo recordatorio de algunos términos propios del anélisis y de la teoria
de la medida. También veremos con detalle una conocida funciéon que es ademéas un
ejemplo de multifractal.

Como vamos a trabajar con formas modulares, dedicaremos una segunda secciéon
de preliminares a introducirlas y repasar algunas de sus més relevantes propieda-
des, que utilizaremos mas adelante. Parte de lo que aqui vamos a ver ya aparecio
en el capitulo anterior; concretamente, el semiplano de Poincaré y la acciéon de gru-
pos fuchsianos de primera especie sobre él, asi como los dominios fundamentales y
las cuspides de estos grupos. Hemos considerado adecuado desarrollar las dos expo-
siciones por separado en cada capitulo a pesar de la presencia de estos elementos
comunes. El motivo, ademéas de que el nivel de intersecciéon no es muy significativo,
es que el contexto del que partimos ahora es notablemente diferente del que teniamos
en el capitulo anterior, y tal exposicién en comun podria dar lugar a confusién. En
cualquier caso, cuando en lo sucesivo aparezcan términos previamente introducidos
en el segundo capitulo se detallardn claramente las diferencias existentes. En lo que
sigue, a menudo utilizaremos la conocida notaciéon de Landau que introdujimos en
la pagina 9.

Dado cualquier conjunto no vacio X C R y s > 0, la medida s-dimensional de

63
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Hausdorff de X viene dada por

H*(X) := lims_,o inf {Z |U:|* : {U. }ien es un d-recubrimiento de X} ,

i=1

donde un d-recubrimiento de X es cualquier coleccion numerable de conjuntos {U; }
tales que el diametro de cada uno de ellos sea menor que d y X esté contenido en la
uniéon de todos ellos. La dimension de Hausdorff de X C R™ viene a su vez dada por

dimy (X) :=1inf{s > 0 : H*(X) =0} = sup{s > 0: H*(X) = oo}.

Es un hecho conocido que la anterior definicién es consistente, y que cualquier con-
junto con dimensiéon de Hausdorff menor que 1 tiene medida nula'. Nétese que la
medida de Hausdorff esté definida para cualquier subconjunto no vacio de R™ donde
n es cualquier entero positivo, pero aqui sélo utilizaremos n = 1. En adelante, si no se
indica otra cosa nos referiremos a la dimension de Hausdorff cuando digamos dimen-
sidn a secas. Siguiendo la notacion de [CU12|, tomemos una funcion f : [0,1] — C,
y un punto z € [0, 1]. Se define el exponente Hélder u orden Hélder de f en x como
el supremo de todos los a > 0 tales que f pertenece a C*(x), donde

C*(z) :={f:|f(x+h)—P(h)| = O(|h|*) para algin P € Clz] : deg(P) < a}

Denotaremos al exponente Hélder en x por B(x). Si fy(z) < 1, dicho exponente
puede definirse equivalentemente [CU12| de la siguiente forma

(3.1) Brla) = sup{a < 1: [f(x +h) = fz)] = O(h[")}.
Ya estamos en condiciones de definir el espectro de singularidades de una funcion f.

Definiciéon 3.1 (Espectro de singularidades). Dada una funcion f:[0,1] — C, se
denomina espectro de singularidades de f a la correspondencia dy : [0, 00) — [0, 00)
dada por

05(6) = dimy{z € [0,1] : B¢(x) =0}, si{z €[0,1]: Bs(x)
e indefinido, si {z €10,1] : B¢(x)

RN

o} # 0.
) .

N

En otras palabras, el espectro de singularidades de f asigna a cada posible ex-
ponente Holder la dimension de Hausdorff del subconjunto de [0, 1] formado por
todos los puntos que tienen ese exponente Holder, en caso de que ese conjunto sea
no vacio. Si se consideran la mayoria de funciones de uso habitual, sus espectros de
singularidades tendran descripciones muy simples al estar definidos en un ntmero
finito de puntos. Pero existiran ejemplos en los que estos espectros sean mucho mas
elaborados: las funciones multifractales.

!Cuando indiquemos medida nula nos referiremos implicitamente a la medida de Lebesgue.
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Definiciéon 3.2 (Funcién multifractal). Considérese la funcion f de la definicion
anterior. Si la tmagen de su espectro de singularidades es un conjunto no discreto,
se dice que f es una funcién multifractal.

La nomenclatura escogida para estas funciones no es una casualidad. Si se con-
sidera un conjunto de puntos F' C [0, 1] con dimension de Hausdorff comprendida
estrictamente entre 0 y 1, tal conjunto estara describiendo un fractal en el mas am-
plio sentido de la palabra. Este término, acunado por Benoit Mandelbrot, procede del
latin fractus (roto) y hace referencia a la imposibilidad de describir estos conjuntos
con las técnicas geométricas habituales. En palabras de Kenneth Falconer [Fal90],
aunque hay varias definiciones diferentes de fractales segtin el contexto en que nos
movamos, éstas suelen compartir varios puntos sobre lo que debe cumplir un fractal:

= Un fractal estd dotado de cierta estructura a cualquier nivel; es decir, tiene
detalle a escala arbitrariamente pequena.

= La estructura de un fractal es demasiado irregular para describirlo en el len-
guaje geométrico tradicional, tanto local como globalmente.

= A menudo los fractales verifican algin tipo de autosemejanza, aproximada o
estadistica.

= Habitualmente su dimension fractal (la dimension de Hausdorff, en nuestro
caso) es mayor que su dimension topoldgica (se trata de conjuntos de medida
nula).

= Es frecuente que un fractal se defina de forma sencilla, por ejemplo recursiva-
mente.

Figura 3.1: De arriba a abajo, los primeros cinco niveles del proceso iterativo que
conduce al conjunto de Cantor.

El ejemplo arquetipico es el famoso conjunto de Cantor (véase la Figura 3.1). Es
éste un subconjunto del intervalo [0,1] con cardinal no numerable sin ser denso, y
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con dimension de Hausdorff 0 < log2/log3 < 1 [Fal90, §2.3]. Se define de forma
iterativa partiendo de Cy = [0, 1] y, en la etapa k-ésima, eliminando de cada uno de
los 2%~ intervalos de Cy_; el tercio central y dejando dos intervalos (cerrados) que
miden cada uno la tercera parte del original. El conjunto de Cantor es la interseccion
infinita de todos los Cx. Es un conjunto autosemejante, y dotado de estructura no
trivial en cualquier escala. Salvando las distancias, cualquier conjunto de la forma
que describiamos arriba (con dimension de Hausdorff comprendida entre 0 y 1) va a
ser un fractal como éste. Y la Definiciéon 3.2 nos dice que, si tomamos una funcién
multifractal, clasificando los puntos del intervalo [0, 1] en base a su exponente Holder
obtendremos una coleccién no numerable de fractales distintos. Por tanto, la eleccion
del término multifractal estd mas que justificada.

Por supuesto, no queremos desaprovechar la oportunidad de introducir un ejem-
plo significativo que ilustre tanto los nuevos conceptos como nuestros objetivos. En
este caso se trata de uno bastante famoso, habitualmente denominado ejemplo de
Riemann:

(3.2) R(z) = f: Sen(i—znw zeR.

n=1

Puede verse su representacion grafica en la Figura 3.2. Esta funcion, en ocasiones pre-
sentada en forma compleja (sustituyendo el seno por una exponencial), tiene una gran
historia. Se denomina ejemplo de Riemann porque, segin Karl Weierstrass [Edg04],
Bernhard Riemann la cité a mediados del siglo XIX como ejemplo de funciéon conti-
nua en todo R y al mismo tiempo no diferenciable en ningtin punto, afirmaciéon que a
la postre resultaria ser erronea. Es facil deducir la continuidad, pero la diferenciabi-
lidad no se supo demostrar o refutar hasta mucho después. Godfrey H. Hardy allano
el terreno probando [Harl6] en 1916 que R era no diferenciable en todos los irracio-
nales, y en ciertas familias de racionales (véanse las Figuras 3.3 y 3.8 en las paginas
68 y 91). Fue Joseph Gerver quien en 1970, siendo un estudiante, demostré [Ger70|
que R era diferenciable en una colecciéon numerable de racionales, concretamente en
los de la forma a/b, con a impar y b par no multiplo de 4 (véase la Figura 3.7 en
la pagina 90), que eran justamente los tinicos que no habian entrado en el resulta-
do de Hardy. Por tanto, la unién de ambos trabajos caracterizaba completamente
la derivabilidad de la funcién R en todos sus puntos. El grafo de R también es un
fractal, cuya dimension de Minkowski es 5/4 (este resultado generalizado aparece en
[CC92]). La funcién R es por construccion 1-periodica y basta estudiar lo que ocurre
en el intervalo [0, 1].

Por supuesto, R no es sblo interesante por sus propiedades de diferenciabilidad,
sino también por las de sus propiedades multifractales, demostradas por el matemé-
tico francés Stéphane Jaffard en 1996.
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05

I I I I I
0.2 0.4 0.6 0.8 1

0.5+

Figura 3.2: Grafica de la funcion R(z), conocida como Ejemplo de Riemann.

Teorema 3.3 (Stéphane Jaffard, [Jaf96|). R es una funcion multifractal. En con-
creto, su espectro de singularidades cumple

A(B—1/2), si Bell/2,3/4]
dr(8) =40 si f=23/2

indefinido,  en cualquier otro caso

Como puede verse en el enunciado del Teorema, la mayoria de puntos tienen
exponente Holder 3/4, pues es el tinico exponente cuyo conjunto de puntos tiene di-
mension 1. Para exponentes entre 1/2 y 3/4, la imagen del espectro de singularidades
abarca por completo el intervalo [0, 1], y finalmente hay un conjunto de dimension 0
que tiene exponente Holder 3/2. En particular, estos seran los tinicos puntos en los
que la funcién seré derivable, luego esta claro que corresponden al subconjunto de
los racionales que mencionabamos acerca del articulo de Gerver.

Las propiedades multifractales y de diferenciabilidad del ejemplo de Riemann son
solo la punta de un gran iceberg que ha ido emergiendo durante las tltimas décadas.
El mismo Jaffard amplio el calculo del espectro de singularidades ([Jaf97], [Jaf94]) a
otras funciones clasicas como la de Jordan o la de Lévy. Fernando Chamizo y Adrian
Ubis estudiaron el espectro de singularidades de series exponenciales de la forma
S e(nfx)n~® para enteros k mayores que 2 [CU07| y posteriormente generaliza-

n=1
ron este problema a Y, e (P(n)z)n~®, con P un polinomio de coeficientes enteros
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y grado mayor que 1 [CU12|, demostrando a su vez su naturaleza multifractal. Re-
cientemente esta propiedad ha aparecido en un trabajo [dIHV13] sobre la ecuacion
de filamentos de vorticidad, que esté relacionada con la ecuaciéon no lineal de Schro-
dinger. Las propiedades de diferenciabilidad también se han expandido a otras series
de Fourier y formas automorfas (|[CC99]|, [Cha04], [MS04]).

12

115

11r

105

095

I I I I I
0.24 0.245 0.25 0.255 0.26

Figura 3.3: Detalle de la funcion R(z) alrededor del punto z = 1/4, donde es no
diferenciable.

3.2. Formas modulares. Resultado principal

A continuacién haremos un breve repaso por la teoria de formas automorfas,
orientada a las formas modulares clasicas que utilizaremos mas adelante. Como ade-
lantabamos al inicio de este capitulo, algunas de las definiciones que vamos a ver
aparecen también, con mayor o igual detalle, al principio de la seccion 2.2 del capitu-
lo anterior, desde la pagina 33 hasta donde se definen las cuspides, en la pagina 37.
Aunque los dos capitulos estan disenados para ser leidos de forma independiente, el
lector puede dirigirse a tales paginas si lo desea para completar algunos detalles. A
veces se apelara a resultados que aparecen alli y que ahora no seran necesarios méas
alla de una breve mencién, como el concepto de distancia hiperbolica. Una referen-
cia mas completa sobre la estructura de los grupos I'o(N) y las formas modulares
asociadas a ellos es [Iwa97, §2|.
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Nuestro objetivo es extender el Teorema 3.3 a ciertas familias de integrales frac-
cionarias de formas modulares. No en vano, el ejemplo de Riemann (3.2) es preci-
samente la parte imaginaria de una de esas integrales fraccionarias, como veremos
mas adelante. Esencialmente, una forma modular es una funcién definida en el semi-
plano complejo superior H := {z € C : &z > 0} que verifica una identidad funcional
consigo misma respecto de la acciéon de ciertos grupos discretos de matrices.

El semiplano de Poincaré es el citado semiplano H dotado de una métrica distinta
de la euclidea (véase la pagina 34) de la que deriva la distancia hiperbélica p dada
por (2.6). Constituye un modelo de variedad riemanniana compleja unidimensional
con curvatura negativa. Asociado a H, vamos a considerar el grupo G := PSLy(R) =
SLy(R)/{£1} de matrices reales 2 x 2 con determinante 1 identificando I con —I.
Este grupo define una accién sobre los puntos de H, dada por

az+b
cz+d’

gz = para g:(a b)eG y ze€H.

c d
Esta accion esta bien definida? y es asociativa, ya que g(hz) = (gh)(z) para cuales-
quiera g, h € Gy z € H. Ademas, toda matriz g define una isometria en H mediante
esta accion. Denotaremos por j,(2) a la expresion cz + d, donde ¢ y d dependen im-
plicitamente de la matriz g escogida. Es facil comprobar que, si g, g1 € G, entonces

(3.3) %z):% Y 3ol (92) = o (2):

Un grupo fuchsiano de primera especie es cualquier subgrupo discreto F' C G es
aquel tal que todo punto de la recta real extendida R = RU {ico} (que es la frontera
de H) es el punto limite (con la topologia de H) de la 6rbita Fz := {yz : v € F}
para algin z € H. Un dominio fundamental de F' es cualquier subconjunto conexo de
D C H tal que dos puntos z1, 25 del interior de D no pertenezcan a la misma érbita
(es decir, yz; # 23 para cada v € F') y tal que para todo punto z € H exista 2’ en
el cierre de D y v € F tales que vz = z/. Siempre se puede escoger D de modo que
sea un poligono hiperboélico® y tal que su area sea finita, aunque no siempre D sera
compacto. Si no lo es, entonces tendréa al menos un vértice en la recta real extendida.
A estos vértices los llamaremos cispides. Fijado F', determinar sus cispides es en
principio ambiguo, ya que dependen del dominio fundamental escogido. Pero si se
establece la relacion de equivalencia segin la cual se identifican dos ctspides a y b
que pertenezcan a la misma orbita (es decir, tales que existe v € F' con ya = b),

2Esta misma accién se definié en la pagina 34. La identificaciéon de I y —I tiene como objetivo
que la accién sea fiel, es decir, que dos matrices distintas no definan la misma accién.

3Un poligono hiperbélico es el subconjunto de H delimitado por los vértices del poligono y sus
lados, dados por geodésicas hiperboélicas. El lado que une dos vértices es un arco de circunferencia
centrado en la recta real o, si ambos tienen la misma parte real, una recta vertical. Todos los puntos
de H se suponen alineados verticalmente con ico.



70 Capitulo 3. Espectro de singularidades y formas modulares

entonces las clases de equivalencia generadas si que dependen exclusivamente del
grupo escogido F'. Habitualmente representaremos una ctspide por medio de la letra
a, y a su clase de equivalencia la denominaremos [a]. En este capitulo trabajaremos
casi exclusivamente con la siguiente familia de grupos fuchsianos (de primera especie):
Fijado un entero positivo N, se define*

To(N) := {(‘; 2) € PSLy(Z) : N\c}.

Vimos algunos ejemplos concretos de estos grupos en el capitulo anterior. En parti-
cular, I'g(1) equivale a PSLy(Z). Ademas es interesante notar que I'o(N) estara con-
tenido en T'g(N’) para N'|N. Para estos grupos, se sabe (véase por ejemplo [Iwa97,
§2]) que el conjunto de ctspides viene dado por los racionales junto con el punto del
infinito 700. Existe una féormula para calcular el nimero exacto de ctspides para N
arbitrario.

Figura 3.4: Dominios fundamentales para I'g(1), I'¢(2) v I'0(3), respectivamente.

Proposicion 3.4. Dado un entero positivo N, el grupo T'o(N) posee exactamente
Y vwen P(med(v, w)) cispides, donde p(n) es la funcion ¢ de Euler, que cuenta el
numero de enteros positivos menores que n y coprimos con n. Un conjunto de posibles
representantes de estas clases de equivalencia viene dado por las fracciones

{% cv | Ny med(u,v) =1u < mcd(v,N/v)}.

4Como ya comentadbamos en el capitulo anterior, I'o(N) se define habitualmente sin identificar
I con —I. La diferencia no es significativa, al no modificarse la accién sobre H.
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En particular, si N es primo, I'g(N) tendra exactamente dos clases de equivalencia
de cuspides; el tnico grupo que tiene una sola es I'g(1) (véanse las Figuras 3.4 sobre
estas linea y 3.6 en la pagina 90). Esta Proposicion es un resultado conocido y puede
consultarse por ejemplo en [Iwa97, §2.4].

Ya estamos preparados para introducir de forma rigurosa las formas modulares
en nuestro contexto.

Definicion 3.5. Dado r > 0 y un entero positivo N, una forma modular de peso r
con respecto del grupo I'o(N) es una funcion f : H — C holomorfa en H y en todas
las cuspides® de To(N) que verifica la siguiente identidad:

B f09 =GOV SO, e = (4 )) €T s e

Donde w, es un sistema de multiplicadores que en particular siempre toma valores
complejos de mddulo 1 [Iwa97, §2.6].

Definicion 3.6. En las condiciones de la Definicion anterior, se dird que f es cus-
pidal en una cuspide a si la funcion decae exponencialmente al ser evaluada arbitra-
riamente cerca de dicha cispide. Si [ es cuspidal en todas las cispides de To(N), se
dice que f es una forma cuspidal.

Bajo las hipotesis de la Definicion 3.5, la funcion f admitira [Iwa97, §2.7] el
siguiente desarrollo de Fourier:

(3.5) f(z) =) ane(nz),

para ciertos coeficientes complejos {a;};>o. Con este desarrollo estéa claro que f sera
cuspidal en ioco si y solo si el coeficiente ag es igual a cero. Siempre que f no sea
idénticamente nula, podemos definir su integral fraccionaria, f, : R — C, de la
siguiente forma:

S

(3.6) falz) = Z —e(nx), r<a<r-+1/2

n=1

S

La condicién de que « sea mayor que r resulta natural para que la serie que define
a f, sea convergente, ya que los coeficientes de f verifican [Cha04]

Z ane(nz) = O (N"log N)

n<N

5Constiltese la formula (3.13).
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uniformemente en z. Esta cota puede mejorarse si se imponen condiciones adicionales
a f, como por ejemplo, que sea una forma cuspidal, pero no el caso general. La cota
superior @ < r + 1/2 no es estrictamente necesaria y puede ampliarse, a costa de
modificar sensiblemente las condiciones a las que nos enfrentaremos en las siguien-
tes secciones. Es el momento de aclarar por qué dijimos que queriamos extender el
resultado de Jaffard a otras funciones similares. La funciéon R esta relacionada con
una forma modular como las que hemos descrito; la funcién 6 de Jacobi®:

[e.9]

0(z) = Z e(n’z),z € H.

n=—oo

Es ésta una forma modular de peso 1/2 sobre el grupo I'y(4) [BS86]. Y puede expre-
sarse como en la Definicién 3.5 sin méas que tomar ag = 1, a,, = 2 en los cuadrados
perfectos y 0 en el resto de enteros. Tras escribirla de esta forma, R corresponde a la
mitad de la parte imaginaria de la integral fraccionaria de 6 que se obtiene tomando’
a=1.

Figura 3.5: Un dominio fundamental para el grupo I'g(4). Este grupo posee tres clases
de equivalencia de ctuspides, representadas aqui por los vértices 0, 1/2 e ico.

Con la introduccion de las formas modulares hemos recopilado todas las herra-
mientas que necesitdbamos para poder enunciar el Teorema principal de este capitulo.

SFrecuentemente, la funcién 6 aparece normalizada de otras formas diferentes a la que hemos
utilizado aqui.

"En la Introduccién tomabamos o = 2 para obtener la funciéon R, pero no hay contradiccién. Al
escribir la funcién 6 como en (3.5), el parametro « se divide por 2.
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Teorema 3.7. Sea f una forma modular no cuspidal de peso r € (0,1) con respecto
al grupo T'o(N), para un entero positivo fijado N. Sea o < 1 wverificando r < a <
r+1/2 y sea fo la integral fraccionaria de f dada por (3.6). Entonces, el espectro
de singularidades de f. cumple lo siguiente:

(3.7) dfa(ﬁ):M, para a—r<f<a-—r/2

r

Luego bajo ciertas restricciones de tamano para a y 7, todas las integrales frac-
cionarias que se obtengan de formas modulares con peso menor que 1 verifican un
resultado similar al Teorema 3.3. Las formas cuspidales se excluyen porque no son
multifractales; por el Teorema 2.1 de [Cha04], si f es una forma cuspidal de peso r
y a —r/2 < 1, entonces todo x verifica®

falw +n) = fale) = O(|h*"log|h]),
fa<x + h) - foc(m) = (|h|a_r/2) :

Por tanto, el orden Hélder de f, es a — r/2 en todos los puntos, y el espectro de
singularidades toma un tnico valor.

A lo largo de las dos siguientes secciones probaremos el Teorema 3.7, en dos
etapas bien diferenciadas.

= En primer lugar, valiéndolos de las propiedades modulares de f y de su relacion
con f, deduciremos varias formulas asintoticas para el incremento f,(z + h) —
fa(z) cuando x es cualquier nimero irracional y h tiende a 0. Estas formulas
aparecen en la Proposicion 3.9 (pagina 77).

= A continuacién, nos valdremos de la teoria de aproximacion diofantica y del
Teorema de Jarnik-Besicovitch para obtener de esas férmulas el exponente
Holder de cada posible punto z, en las Proposiciones 3.13 y 3.17 (a partir de
la pagina 88).

Estas tres Proposiciones son los resultados clave que nos permitiran demostrar
el Teorema 3.7 al final del capitulo (pagina 96), junto con algunas observaciones
sobre qué podria ocurrir con otros valores de r y a y ejemplos de algunas formas
modulares de peso comprendido entre 0 y 1. Antes de finalizar esta secciéon, vamos
a ver un Lema técnico que contiene varios resultados sobre el tamano de las formas
modulares.

8La notacion f(x) = Q(g(x)) indica que no se cumple f(x) = o(g(x)), y por tanto f no puede
ser de orden inferior a g.
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Lema 3.8. Sea z :=x+1iy € H y f una forma modular cumpliendo las hipotesis de
la Definicion 3.5. Sea [a] una clase de equivalencia de cispides y a/q una fraccion
irreducible perteneciente a dicha clase. Existe entonces una matriz M € PSLy(R) tal
que SMz = Kylqz —a|™? con K una constante no nula que sélo depende de la clase
[a] y tal que f(2) puede expresarse como

(3.8) f(2) = (g2 — a) " F(M2),
donde F : H — C es una funcion que verifica las siguientes cotas:

(3.9) F(z) < 14+ (82)7,
(3.10) Fl(z) < 14 (S2)" L

Ademds, existen constantes A € C y C' > 0 que sdlo dependen de la clase [a] tales
que A es nula si y sdlo si f es cuspidal en la clase [a] y

(3.11) F(z) — A F'(2) < e 909 53z <1.

Demostracion: Como vimos en la Proposicion 3.4, el namero de clases de equiva-
lencia de cuspides para I'og(V) es finito. Podemos tomar para cada una de estas clases
un representante, siendo necesario que estén fijado de antemano. Llamaremos a’/¢’
al representante de la clase [a] a la que pertenece a/q. Si I'g(N) tuviera una sola clase
de equivalencia de cuspides, en particular existiria una matriz v € I'o(N) que llevase
a/q al punto del infinito. Y aprovechando la relacion modular,

(3.12) f(2) = w, (,(2)) 7" f(72)

3(v2) serfa proporcional a |z — a/q|™!, por lo que deberia tomar valores arbitraria-
mente grandes. Como ya sabemos, que haya una sola cispide sblo es posible en el
caso N = 1, luego no podemos tomarlo como hipdtesis. Por ello vamos a utilizar el
desarrollo en la cuspide, que en cierto sentido generaliza (3.12). Dada una ctspide
a € {QUioc}, se dird que 0, € PSLy(R) es una matriz de escala para a si 0,00 = a
y si existe algin generador g del grupo de estabilidad F, = {y € T'o(N) : ya = a}
tal que o tgo, = T, donde T es la traslacion unidad. Para cada matriz de escala oy,
la funcién f admite el siguiente desarrollo” [Cha04]:

(3.13) floaz) = (Joo (2 Za e((n+ kq)z).

Los coeficientes af no varian dentro de una misma clase de equivalencia, salvo por un
factor de modulo 1 constante para todo n que depende de la matriz de escala escogida.

9La férmula (3.13) corresponde al desarrollo de la funcién g(g) de [Iwa97, §2.7]. La funcién f es
holomorfa en la cispide a si g lo es en ¢ = 0.
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El factor k, si es constante dentro de cada clase de equivalencia, y cumple 0 < k, < 1.
Vamos a utilizar de forma conjunta (3.12) y (3.13), y para ello nos apoyaremos en
el representante fijo a’/q’ de [a] que menciondbamos antes. Tomemos una matriz
v € To(NN) tal que Ve = Z—:. La existencia de vy esta garantizada por pertenecer a/q
y a'/q ala misma clase de equivalencia. Ahora bien, si z esta cerca de a/q, entonces

n (3.12), f(vz) ha de estar cerca de a’/¢' y vamos a ser capaces de acotar el valor
de f(vz) a partir de (3.13). Denotando a := a’/¢’ se cumple 0;12—: = 0o. Cambiando

z por o, !(2) a ambos lados en (3.13) y utilizando que j,, (0, '2) = (jo_';l(Z))_l (que
es consecuencia de (3.3)), se tiene

(3.14) F(2) = (o1 (2) " ) ape((n + ra)oy ' 2).

n=0

Ahora desarrollamos f(7z) utilizando (3.14), con lo que (3.12) se convierte en
(3.15) F(2) = wy (35 (2)) ™" (Joy2(72)) Za e ((n+ ka)og ' (72)).

El producto de los dos operadores j equivale, gracias a (3.3), a (jo_u—l,y(Z))_r. La
matriz o, 'y lleva a/q al punto del infinito, por lo que Jo-1,(2) debe ser igual a
qz — a, salvo el producto por una constante. Las posibles matrices o, ! vienen dadas

[Cha04] por
-1 _ Cp Cs
% = \¢ /C —d'/C )’

donde p y s son enteros cualesquiera tales que pa’ + sq¢’ = —1 y C' es un parametro
denominado anchura de la cispide a/q, cuyo valor viene dado por [Iwa97, §2.4|
C? = N/mcd(N,¢?). En particular es no nulo y a todos los efectos lo podemos
considerar como una constante acotada de forma asboluta por N. Utilizando esto,
es facil comprobar que jalfl'y(z) = C"1(qz — a). Asi pues,

NE

f(z) = (g2 = a) "(C"wy) Y _ane ((n+ra)oy ' (v2)) =t (g2 — a) "F(2),

3
I
o

para

ale((n+ky)z) v M=o,1.

NE

(3.16) F(z) = (C"w,)

i
<)

n

Esto coincide con (3.8). Puesto que la serie que define a F' ha de ser convergente por
su relacion con f(z) en (3.8), es evidente que F(z) < 1. Utilizando esto en (3.8),
debe cumplirse

y -1

(3.17) fR)<lgz—a|™ sio S(Mz) = T —af 2
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En particular, tomando a/q = 0/1, de (3.17) se deduce f(x + iy) < y~" cuando y
sea menor que 1. Esto nos va a permitir dar también una cota para f’(z + iy), de
nuevo para valores pequenos de y. Sea C' la circunferencia centrada en x + iy y de
radio y/2. Utilizando la Formula integral de Cauchy,

(3.18) fr+1y) < /C % dw < 2#M <yl

2 (y/2)?

Empleando (3.18), ahora vamos a ver que se cumplen las distintas cotas especificadas
sobre F'y su derivada. Para probar (3.9), basta ver entonces que F(z) < (Sz)™"
cuando &z < 1. Tomemos, para cada representante de una de las clases de equi-
valencia de cispides, una matriz de escala fija. Tomando una genérica oy y por la
definicion de F', por (3.13) se cumple

(3.19) F(z) = (Joo(2)) " f(002).

Utilizando que j,,(2) y f(00z) son 1-periddicos y que el primero de ellos se puede
expresar como C'z+ D para ciertos coeficientes reales C'y D, puede entonces tomarse
un entero k tal que, si y < 1, jo,(z + k) = (C(z 4 k) + D)* + (Cy)? =< 1 (siendo
aqui esencial el que el nimero de matrices de escala y por tanto de sus coeficientes
es finito y estan ademas fijadas de antemano) y, por tanto Sog(z + k) =< y. De (3.19)
se deduce F(z) < y~", que completa la prueba de (3.9). Por otro lado, la derivada
de F'es

(3.20) F'(2) =7C (Joox)

1(00) + () f'(002).
Replicando el proceso del parrafo anterior, el primer sumando de (3.20) se acota de
nuevo por (3z)7". El segundo, utilizando (3.18), se acota por (32)™""1. Y la cota
F'(z) < 1 es inmediata al derivar (3.16), gracias a que el factor n que aparece al
derivar es de orden claramente inferior al de la exponencial que aparece en la serie.

Queda tnicamente por probar (3.11). En la expresion (3.16) puede apreciarse
que, si la clase [a] verifica K, # 0 0 af = 0, f tendra decaimiento exponencial en
a/q (serd por tanto cuspidal en [a]). En ese caso, la cota exponencial para F'(z) sera
inmediata. Si f es no cuspidal en a, entonces k, = 0 # af con lo que el término con
n =0 en (3.16) serda una constante que evitara el decaimiento exponencial. Cuando
estemos en ese caso, es preciso extraer tal término y para ello definimos

= {wwag, sikg =0, yaj #0

0 en cualquier otro caso.

(3.21)

Una vez hecho esto, esta claro que la serie que define F'(z) — A puede acotarse por
una exponencial que depende del tamano de $z. En el caso de la derivada, basta
con notar que el término en n = 0 desaparece al derivar, y anadir un factor n no
modifica la convergencia. Esto concluye la prueba de la cota (3.11) y completa la
demostracion del Lema. O
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3.3. CAlculo del orden Holder

Obsérvese que para todas las funciones f,, que verifiquen las hipotesis del Teorema
3.7, los exponentes Holder involucrados estaran acotados por a—r+r/2 < (1+47)/2.
En particular, todos seran menores que 1, y por tanto podremos utilizar la férmula
(3.1) para calcularlos. Es decir, queremos estudiar el comportamiento de la diferencia

(3.22) fo(z +h) = folz)

cuando h tiende a 0 por la izquierda o por la derecha y = es cualquier irracional (los
racionales constituyen un conjunto numerable y por tanto de dimension cero). Para
ello, a lo largo de este capitulo probaremos el siguiente resultado:

Proposicion 3.9. Sea f, una integral fraccionaria dada por (3.6) para una forma
modular f de peso 0 < r < 1 con respecto al grupo I'y(N). Sea 1/2 < a < 1 dado,
conr <a<r+1/2. Seax € [0,1]\Q yh # 0. Sea [a] una clase de equivalencia de
cispides de T'o(N) y a/q una fraccion irreducible perteneciente a esta clase tal que
|h|, 0| < q72, donde § :== x—a/q. Entonces se cumple la siguiente formula asintotica

(3.23) fa(l’ + h) _ fa(x) _ A(5 + h)@—r — )T o (‘h|2a72rq2a7374) |

T

donde A = A, 4 s una constante que solo depende de a,,r y la clase de equivalencia
[a] a la que pertenece a/q y que es nula si y sélo si [ es cuspidal en a/q. En las
mismas condiciones también se cumple

(3:24) falw +h) = fa(z) = O (IAl0]* " g™ + [A** *|o]"q**™") . si [h] < [d].

Aunque (3.23) es valida sin suponer ninguna relaciéon de tamano entre h y 0,
en la practica no resultara tutil cuando |h| sea menor que |§| (véase la prueba de la
Proposicion 3.13 en la pagina 88), y por ello sera necesario recurrir también a (3.24),
en la que se esquiva el término de error de (3.23). Demostraremos estas dos formulas
al final de esta secciéon (a partir de la pagina 84) a través de dos Lemas intermedios
que demostraremos antes.

Se dan dos hechos que resultardn cruciales para llegar a las formulas de la Pro-
posicion 3.9. El primero de ellos es la estrecha relacion que guarda cada f, con la
funcién de la que proviene, f. Partiendo de la llamada integral Gamma,

F o]
(2 (Oé; _ / to{—1€727rnt dt, a > O,
™) 0

(que se obtiene mediante un cambio de variable en la definicién habitual de la funcion
Gamma), se puede introducir n~® en cada coeficiente de la forma modular f [Cha04]
y llegar a la relacion

[(a)
(2m)e

(3.25) falz) = /000 t* U f(x +it)dt, x€R.
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Esto nos permite expresar la diferencia (3.22) como una integral que engloba a f eva-
luada en dos puntos diferentes. El segundo hecho clave es que todo ntiimero irracional
se aproxima bien por racionales. En concreto, siguiendo la notaciéon del enunciado
de la Proposicion 3.9, fijado x irracional siempre habra fracciones tales a/q que |0]
sea menor ¢ 2. Ahondaremos mas sobre este hecho en la cuarta seccién, pero es im-
portante mencionarlo ahora porque desde el principio nuestro objetivo sera buscar
fracciones cuya distancia a x sea suficientemente pequena para reescribir (3.22) ni-
camente en términos de evaluaciones de f, muy cerca de valores racionales, o dicho
de otro modo, muy cerca de cuspides. En este sentido, dada una fraccion irreducible
a/q cualquiera y suponiendo fijos = y h, definimos la siguiente expresion:

(3.26) A = f, (g + (0 + h)> — fa (g + (5) , para § :=x — a/q.

A no es més que una forma compacta de escribir f,(x + h) — f.(x). Depende impli-
citamente de f,, asi como de x, h y la fraccion a/q, pero resulta ttil para simplificar
una notacion que de otro modo llegaria a ser algo farragosa. La fraccion a/q se escoge
a posteriori en funcion del valor de x y de h, debiendo cumplir una serie de requisitos
(los mencionados en la Proposicion 3.9). De hecho, a medida que se haga tender a h
a 0, en realidad se escogera toda una sucesion de fracciones {a, /g, }n>1 relacionadas
con la fraccién continua y los convergentes de x. Las sucesivas diferencias 6,, que se
generen no seran necesariamente menores o mayores que h; lo normal es que ambas
posibilidades ocurran infinitas veces. Ademas, al igual que h, 6 tampoco tendra un
signo concreto al poder aproximarse a x por la derecha o por la izquierda. Por tanto,
h 4+ 0 y §, pueden también tener signos distintos. Estas varaciones (especilamente
las de tamano) causaran que sea necesario adoptar simultaneamente dos estrategias,
dadas por las formulas (3.23) y (3.24). Utilizando (3.25), podemos describir A como
una integral compleja que depende de la funciéon f. Abreviando C, = (27)*/I'(«),

(327) A — ca/ooota—l {f(g+(5+h)+it)—f(gwﬂtﬂ dt

En primer lugar, vamos a demostrar que el peso de la integral esta concentrado
en el intervalo [h?¢?, ¢~?%]. Sea

A = Ca/q ot {f <g+(5+h)+it> —f(g+5+it)} dt
h2¢2

La razon bésica para que se hayan escogido estos limites de integracion es que el
primero de ellos es h multiplicado por hq? y el segundo es h dividido por esa misma
cantidad; la utilidad de esto puede aprecirse sobre todo en la demostracion de la
Proposicion 3.11 (concretamente, véase la formula (3.36)). En primer lugar, vamos
a ver el siguiente resultado:
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Lema 3.10. Bajo las hipdtesis de la Proposicion 3.9, A y A" verifican
(3.28) A = AN+0O (|h|2a—2r|5|rq2a—r + |h|q2—2a+r)‘

Demostracion: Comenzamos acotando (3.27) en el rango 0 < t < h%g®. Notese
que, como estamos suponiendo |h| < ¢~2, en particular todos los valores de ¢ seran
menores que |h|. Para dichos valores vamos a acotar individualmente cada uno de
los dos sumandos dentro de la integral. Probaremos, en primer lugar,

(3.20) f@w<{mz‘“T iy 2 loz ~al

lgz —al"y™" siy < |qz — al?,
de donde se deduce que, sin restricciones sobre t,
(3.30) fla/qg+e+it) < q e +it| " +q"|e +it|"t".

La primera desigualdad ya aparecié en la Demostraciéon del Lema 3.8. Partiendo de
(3.8), se tiene que SMz > 1 equivale a y > |gz — al?, y en ese caso se cumplird
F(Mz) < 1. Para la segunda utilizamos que, si Mz es menor que 1 (o lo que
es lo mismo, si y es menor que |gz — a|?), entonces F'(Mz) podra acotarse por
(SM=z)~". Sustituyendo el valor de SMz en (3.8), se prueba la segunda desigualdad
y se completa la prueba de (3.29).

Volvamos a (3.30), donde distinguiremos casos segin el tamano de |h| y [d]. Si |0]
es mayor que h?q?®, entonces |0 + h + it], |§ 4+ it| ~ §. Y en ese caso:

fla/q+ (6 +h) +it) = fla/qg+ 6 +it) < (qld])™" + (o))t < (qlo])"t™",

siendo la tltima iguladad consecuencia de que t < (g|h|)? < (g|d[*). Por tanto,

h2q2
Ca/ a1 {f (g Y (6+h)+ z't) _f (g Ty zt)] dt <o |B)222|8]7 g2,
0
que es coherente con (3.28). Por otro lado, si |6] < h?¢* (que en particular implica
|0] < |h|), se tiene
(3.31) fla/g+ (0 +h)+it) < g "|h|7"+ ¢ |h]"t7T" < ¢"|h|"tT"

y
flafg+d+it) < | O+ AW <qPIET < g sit<|d
¢t <L sit > 6]

Como |h| > t, claramente (3.31) es de orden mayor. Por tanto, s6lo hace falta que
integremos ése término, obteniendo

h2q2
Ca/ ot [f (g + (6 +h) +it) — f (g +(5+z’t>] dt <o |h** g,
0
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y este término de error es de orden inferior al primero de (3.28), pues |h|™" < |0]7".

Veamos ahora como acotar (3.27) en el otro rango exterior, 72 < t < oo. En
primer lugar, representamos la diferencia entre los dos sumandos como la integral de
f', de la siguiente forma:

[e.o]

(3.32) Ca/qzta_l {f (g—l—(6+h)+it> —f (g%—é%—it)} dt

6+h 00 a
- (Ja/ [/ tomt (— +u+ z't) dt} du.
) q2 q

Para acotar f'(a/q + u + it) vamos a representar f como en la formula (3.8) del
Lema 3.8. Derivando esa formula se cumple

f'(z) = —rq(qz —a) " 'F(Mz) + (qz — a) " 2F'(Mz),

donde g(a/q+u+it) —a = q(u+it) =< qt. Como SM(a/q+u+it) =t (q(u+it)) > =
q%t~! <1 podemos utilizar (3.9) y deducir

a
f (E +u+ it) < qgt) TN 4 (gt) T ()T < gt

Y por tanto, (3.32) puede acotarse por |hlg™" fqoi t*2dt < |h|g> 72", que es uno
de los términos de error que figuran en (3.28). O

Lema 3.11. Bajo las hipdtesis de la Proposicion 3.9, A" verifica

5 + h)a—r _ 504—7“
qr

(333 A=Al + O ([P 4 [Blg* )

donde A es la misma constante que en la Proposicion 3.9. En las mismas condiciones,
también se cumple

(3.34) A= O (|n||s]* " g™ + [B[***"|8]"¢** ), si |h| < 10].
Demostracion: De forma analoga a (3.32), se tiene

et [f <g+(5+h)—l—it) —f(g+5+z't)] dt

—2

5+h q a
= Ca/ / to (— +u+ it> dt| du.
5 h2¢2 q

q72

(3.35) A=C, /

h2¢2
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Segun la notacion del Lema 3.8, volvemos a expresar la derivada f'(z) como rq(qz —
a) " E(M2)+(qz—a) "2 F'(Mz). Esta expresion podra acotarse satisfactoriamente
para h2¢? <t < ¢ 2, gracias a que

t 1 .
(336) % (M(g +u+ Zt)) _ ; ~ q2\h|2 2 |h\q2 , S1 t S |h,’
q @lu+ it]? e Jsit > |hl.

Como vimos en la prueba de la formula (3.11) del Lema 3.8, la serie que define a
F(Mz) podré acotarse por una exponencial siempre que (M z) sea suficientemente
grande (como es nuestro caso) y que f sea cuspidal en [a]. Incluso si no lo es, po-
dremos conseguir esa misma cota sustrayendo la constante A dada por (3.21) (que
recordemos, se define como cero para el caso cuspidal). Por tanto, partiremos de

f'(z)=rqlqz —a) " A+ rqlgz —a) " [F(Mz) — Al + (qz — a) "2 F (M 2).

Es importante separar el primero de estos tres sumandos. Bajo ciertas condiciones
especiales (que A sea distinta de cero y que h tome una serie de valores especiales
para los que (|h|¢?)~! sea arbitrariamente grande), esa separacion serd crucial para
demostrar la Proposicion 3.17. Gracias a (3.11) y (3.36),

/ g . _ —r 1 6q72t71
(3.37) f (q +u + zt> = Argq CESED + O (—qr(u n z't)r+1>

Utilizando esta formula asintotica en (3.35), se obtiene un término principal,

2

A o0+h q- a—1
(3.38) A" =" / / " )
qa Js 22 (w4 it)tr
—2.-1

A 0+h q “u toz—l
= _r u()é—T’—l / R — 1 dt du,
q" Js h2q2u—1 (1 + Zt) a

mas otro de error que acotaremos mas tarde. Por analogia con (2.14) la integral
interior en la expresion de la derecha, [;*¢*7!(1+it)™'" dt, define algo muy similar
a una funciéon Beta, salvo porque los limites de integraciéon no son 0 e oo y por la
presencia de una ¢ multiplicando a t en el denominador. Aun asi, parece asequible
modificar (3.38) para conseguir un término exacto que dependa de esa funcion Beta,
junto con algunos términos de error que deberian ser de orden inferior. En primer
lugar, vamos a realizar el cambio de variable que lleva ¢ a it para librarnos de la 1.
Como la funcién dentro de la integral inicamente tiene un polo en t = iu, podemos

escribir
R a—1 0 a—1 a—1
t t t
/ —~1+rdt:_/ —'Wdt_/ —'mdt’
o (1+47it) _ir (L+1t) . (1 +4t)
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donde g recorre el arco Re? para 6 € [0,—7/2]. Escribiendo 1 + it = Re®| se
tiene [t| = |Rcosf| < R; por tanto, la tltima integral estd acotada en modulo por
C,R*~"~! para valores grandes de R. Tomando ahora R = oo dicha cota tendera a
cero. Mediante t — —it, se llega a

/ . / T = (e / oo
o (T+a)y+ " Jo  (T+4a)ttr " — (14t
(3.39) = (=) 'B(a,1—a+r).

Como a y 1 — o + r son positivos, la integral que define la funcion Beta en (3.39)
es convergente. De la union de (3.38) y (3.39), y utilizando que (=)™t = —(—4)>T!
deducimos

(3.40) A" = (=) 'Ar(a —7)"'B(a,1—a+7)((0+h)* " =5 )"

o+h h2q2u~1 ta—l
Oar —-r a—r—1 - @t d
e | /5 Y /0 1+ it i+ “
6+h 1 [o@) ta_l
Ourlq " e —dt | d
! ’(q fo (/ [T+ ) “>

De la primera linea se obtiene uno de los términos de la Proposicion 3.9; ahora sélo
queda acotar los dos términos de error de (3.40). El segundo de ellos es bastante facil
de controlar. Como ¢~2u~! es mayor que 1 para u < |§| + |h], la integral interior es
comparable a t* 27" y

1 [oth 00 g~2a=r=1) 5+h
— / T ( / o dt) du < ———— / dt = |h|g* 2",
q Js g 2u—1 q" )

Para el otro término de error es necesario un analisis més elaborado. Comenzamos
suponiendo que |§| es menor que h%g®. Entonces ¢ serd mayor o menor que 1 en
funcion de si u es mayor o menor que h%g?. Por tanto, vamos a separar la integral
doble en tres partes: Primero separararemos el rango de u entre valores mayores y
menores que h%g?. Para los menores, separaremos los valores de ¢ entre 0 y 1 (para
los cuales |1 4 it| ~ 1) y el resto (para los cuales |1 4 it| ~ t). Para los mayores, t
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siempre serd menor que 1 y no habré que distinguir casos. Haciendo esto concluimos

1 o+h h2qu~! toz—l
L / o1 / @) du
q Js 0 |1+ at|+r
1 h2q2 1 h2q2 h2q2u71
<= / u T du - — / ue L / 2 dt | du
qa Js a Js 1
1 o+h h2q?u~!
+ =~ ut ! / et | du
q Jp2q2 0

< |h|20¢—2rq20¢—3r‘

Notese que los tres sumandos dan el mismo término de error. Supongamos ahora
que |[d] es mayor que h?¢*. Entonces h*¢g’*u~' < h%*¢*|6|”' < 1, y podemos sus-
tituir |1 + ¢t| por 1 sin distinguir casos. En este caso la integral que queda es

q—r 55+h ua—r—l [ Dh2q2u*1 ta_l dt] du < ‘h‘2aq2a—r|5’—r < |h‘2a—2rq2a—3r'

Para completar la prueba de (3.33), necesitamos acotar el término de error de
(3.37) en (3.35). A la vista de (3.36), el tramo para el que ¢ es mayor que h tiene
mucho mas peso que el otro; y debido a que la exponencial alcanza su méaximo en

¢~? dentro de la integral, podemos simplemente acotar

-2

1 [oth g2 o o9 L
?/ / a4 it e dt | du < 7 a2 red U gy
5 5+h 5+h
h (6+h)~1
< u / okt gt
¢ g

< |(]£T|q2q2a+2r7
utilizando el cambio de variable ¢ — 1/t y el hecho de que el integrando final decae
exponencialmente y es comparable al valor en el extremo inferior. Este término de
error aparece en el enunciado de la Proposicion y con esto se completa la prueba de
(3.33).

Pasamos a probar (3.34). Como adelantdbamos antes, por motivos que quedaran
claros en la siguiente seccion, estos términos de error no van a funcionar cuando |d|
sea mayor que |h|. La ventaja que tenemos es que en estos casos no sera necesaria
una férmula asintética que distinga un término de los demads, y por tanto no sera
necesario insertar varios términos fantasma de error en (3.38) para completar la
funcion Beta. Por tanto, ahora podemos acotar

5+h q? a—1
A = Dar / / " )
qa s n2q2 (w i)
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sin las precauciones que tuvimos antes. Por construccion, h?q* < |h| < |§] < ¢72, por
lo que § siempre estard contenido en el intervalo [h%¢?, ¢~2]. En particular, u < § y
podemos aproximar (u + it) por (& + it). Separando la integral en dos partes, segin
sea t mayor o menor que 9, se obtiene

—2

A <, /5 " dt+/q "
or qr h2q2 |(5 + it’lJFT 5 ‘5 + it’prr

h d Bl [
< Uycer </ ot dt) + U/ 2 dt
qr h2q? qr d

< [Rlel T
Estas desigualdades completan la prueba de (3.34) y del Lema. O

Una vez demostrados los Lemas 3.10 y 3.11, podemos demostrar la Proposiciéon
3.9 sin mas que relacionar adecuadamente todos los términos de (3.28), (3.33) y
(3.34).

Demostracion de la Proposicion 3.9: Nuestro objetivo es demostrar las férmulas
(3.23) y (3.24) bajo las hipotesis de la Proposicion 3.9; en particular, r y « son
menores que 1 y r < o < r+1/2. Para probar (3.23) (que, recordemos, se cumple sin
condiciones adicionales sobre el tamano de h y ¢) unimos (3.28) y (3.33), deduciendo

(3.41)  folz 4+ h) — folz) = A(5 + h)aq_: —o

+ 0O (|h|2a—2r|5|rq2a—r + |h|q2—201+1" + |h|2a—2rq2a_3r) ‘

Los términos principales de (3.23) y (3.41) coinciden, por tanto resta probar que los
tres términos de error de (3.41) pueden acotarse por el ultimo de ellos, que es el tnico
presente en (3.23). En otras palabras, queremos ver que se cumple la desigualdad

|h|2a—2r|§|rq2a—r + |h|q2—2a+r < |h|2a—2rq2a—3r‘

Para el primer sumando es cierto sin mas que utilizar |§| < ¢2. Para el segundo, es
equivalente comprobar que se cumple || 7202 < g=2F4e=4r v 6sto es consecuencia
de que |h| < ¢ y de que 1 — 2a + 27 es estrictamente positivo.

Pasamos a demostrar (3.24), con lo cual en lo que resta de la demostracion ana-
dimos la hipotesis de que |h| < [d]. Utilizando (3.28) de nuevo junto con (3.34)
obtenemos la siguiente formula:

fal@ +h) = fala) = O ([RP72[0]"¢** 7" + |hlg®=>*" + [h][6]* ™ q™") .
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Para equiparar esta formula con (3.24), tnicamente hemos de acotar el término de
error del centro por uno de los otros dos. Utilizaremos el tltimo de ellos. Como
2 — 2+ r es estrictamente positivo,

‘h‘q272a+r — ’h’q272a+2rq7r S ’h’ |5’a77‘71q7r'

Esto prueba (3.24) y completa la prueba de la Proposicion. O

3.4. El espectro de singularidades

En la seccion anterior, aprovechando la relacion de f, con f dada por (3.25) y las
propiedades modulares de f, conseguimos las formulas (3.23) y (3.24) para obtener
varias expresiones satisfactorias de f,(z 4+ h) — fu(z). Para ello, era necesario hallar
una fraccion a/q irreducible que verificase dos hipotesis:

= Que el denominador de la fraccion fuese lo bastante grande en comparacion
con |h|; concretamente, debfa cumplirse |h|¢* < 1.

= Que la fracciéon a/q aproximase a x con suficiente precision, siendo la diferencia
§ := x — a/q menor que g2 en valor absoluto.

Hallar fracciones que cumplan esta segunda propiedad es sencillo. Por el Teorema de
aproximacion de Dirichlet [Dir69|, si consideramos cualquier z € R \ Q y un entero
positivo @), entonces siempre existe una fraccion irreducible a/q con 1 < ¢ < @ tal
que 0 < |z —a/q|] < (gQ)~'. Una consecuencia inmediata de este Teorema [Cas72]
es que dado cualquier nimero irracional x, existen infinitas fracciones a/q tales que
0 < |z —a/q| < ¢~%. Ademaés, disponemos de un método explicito para hallar una
subsucesion infinita {a,/qg,}n>1 de estas fracciones; los convergentes de la fraccion
continua de x:

(3.42) T =0+
T+
Ty + ———

1
.T3+—

Siempre que x sea irracional, esta construccion es tinica y genera una sucesion infinita

de enteros positivos xg, Z1, Ta, ... (salvo el primero, que puede tomar cualquier valor
05 ; ) )

entero). La sucesion viene dada por la recurrencia:

ro =X, Ty = |Tn],nr1 = (rn — mn)_l, n > 0.

El n-ésimo convergente de z, a,/g,, corresponde a truncar la estructura (3.42), esen-
cialmente reemplazando z,,+< por x,,. Esto genera dos sucesiones infinitas de enteros
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positivos estrictamente crecientes’® {a,}n>0 ¥ {qn}n>0 tales que |z — a,/q.] < ;%
Estas dos series admiten la siguiente construccion explicita [CC92]:

a_y=0,a_1 =1, Upy2 = TpyoPnt1 +DPn, N =0
(3.43) qg2=1,4q1=0, Int2 = Tniy2Qnit + qn, 1 = 0.

Existen innumerables propiedades interesantes sobre los convergentes. Entre ellas,
una de las que mas 1til nos va a resultar es que cada uno de ellos da la mejor
aprozimacion posible de = hasta g,. Es decir, cualquier otra fraccion a’/¢' con ¢’ < g,
cumple |z — d’'/¢'| > | — a,/qn| (aunque no todas las mejores proximaciones son
convergentes). En sentido contrario, toda aproximacion de z suficientemente buena
debe ser un convergente. Esta afirmacion inconclusa queda cuantificada por el criterio
de Legendre, segun el cual [Lan66]| si una fraccion arbitraria a/q cumple |x —a/q| <
2¢—2, entonces dicha fraccién coincide con un convergente de x. Fatou amplio este
resultado probando [Fat04] que si tal fraccion verifica |x — a/q| < ¢~2, entonces a/q
es o bien un convergente de z o un intermediario; es decir, a/b es expresable en la
forma (a, + a,_1)/(gn = gn—1). Worley obtuvo un resultado mas débil, pero valido
reemplazando 1 por cualquier constante positiva fijada a priori [Wor81|]. En sentido
contrario, se verifica [CC92| para todo n > 0:

1
($n+1%72)Q%

1

xn—&-lqu

an
€T — —
4n

<

En particular, todo convergente cumple |z — a,/q,| < g, 2. Otra observaciéon impor-
tante es la alternancia de los convergentes. Los pares, as, /qo,, siempre seran menores
que x, mientras que los impares seran mayores.

Ya sabemos por tanto que para aproximar un irracional x fijo tendremos a nuestra
disposicion una sucesion infinita de fracciones {a,/q,} cuya distancia a x se acerque
arbitrariamente a cero y tal que el denominador sea grande en funciéon de un h peque-
fo fijado de antemano. El objetivo ahora es convertir (3.23) en una férmula asintotica
que dependa exclusivamente de ese valor h, sin presencia alguna del denominador ¢,
ni del tamano de la diferencia § := = — a,/q,. Para ello necesitamos ahondar en la
teoria de aproximacion diofantica. Hay un hecho clave para ello: aunque como aca-
bamos de ver, todos los irracionales se aproximan bien por fracciones, unos lo hacen
mejor que otros. Cualquier fraccion irreducible a/q que verifique |z — a/q| < ¢*
para un irracional = dado y & > 0 se denominara una aprozimacion diofdntica de
x de orden k. Obviamente, una aproximacion diofantica de orden ky lo es también
de orden k para cualquier otro k < ky. Los racionales tienen malas aproximaciones
diofanticas, pues si se aproxima una fracciéon por otras diferentes, el orden no puede

90bviamente, si = es negativo, cada fraccién lo serd también. En ese caso tomaremos la conven-
cion de asignar el signo menos a la sucesion de los numeradores, {a, }, con lo que esta sucesion sera
estrictamente decreciente.
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ser mejor que lineal a medida que el denominador de éstas tiende a infinito. Con
los irracionales acabamos de ver que esto mejora mucho al existir siempre infinitas
aproximaciones diofédnticas de orden 2, pero jes éste el mejor orden de aproximaciéon
que se puede alcanzar? La respuesta es que en general si, puesto que el conjunto
de ntmeros que poseen infinitas aproximaciones diofanticas de orden mayor que 2
tiene medida de Lebesgue nula'!. Pero utilizando una lente mas precisa, la que nos
brinda la dimension de Hausdorff, somos capaces de apreciar la insondable riqueza
de ese pequeno conjunto; si clasificamos los irracionales en base al maximo grado k
tales que admiten infinitas aproximaciones diofdnticas de grado k, vamos a obtener
conjuntos con todas las dimensiones posibles comprendidas entre 0 y 1. Este precioso
resultado fue demostrado de forma independiente!? por el checo Vojtéc Jarnik y el
ruso Abram Samoilovitch Besicovitch.

Teorema 3.12 (Teorema de Jarnik-Besicovitch). Sea ¢ > 2 un nimero real. Consi-
deremos el conjunto F,. dado por todos los elementos x € [0,1] \ Q tales que existen

infinitas fracciones irreducibles a/q verificando |x — a/q| < q~¢. Entonces, la dimen-
sion de Hausdorff de F, es 2/c.

Un ejemplo notable son los llamados niimeros de Liouville, que son aquellos que
cumplen la hipdtesis del teorema para c arbitrariamente grande. Estos niimeros for-
man un conjunto de dimension cero, pero denso |[Lio44| en el intervalo [0,1]. El
primero de ellos que se construy6 explicitamente [Lio51] se denomina precisamente
constante de Liouville, y puede expresarse mediante la serie y -, 107

A la vista del Teorema 3.12, es necesario clasificar = en funcion del nivel de
aprozimacion que admita por racionales para convertir la formula (3.23) en un célculo
efectivo del exponente Holder con el que obtener el espectro de singularidades de f.,.
El problema es que los conjuntos F,. tal y como se definen en ese teorema no son
disjuntos, sino que estan encajados unos en otros. Es decir, verifican F. D F para
¢ < . Como deseamos asignar a cada punto z el nivel adecuado dentro del conjunto,
vamos a considerar secciones de F; es decir, el subconjunto de F,. para el que el
exponente c es critico en algtn sentido. Para ello, siguiendo de nuevo la notacién de
|[CU12|, definimos el siguiente conjunto:

1
= — con limsupc,=c;,

Cn

a/TL
xr — —

(3.44) A. = {x €0,1]\Q: .

En particular, todo niimero algebraico admite un nimero finito de aproximaciones diofanticas
de orden 2 + ¢, para cualquier € > 0 fijado. Este famoso resultado se denomina teorema de Roth, o
teorema de Thue-Siegel-Roth [DR55].

12 Jarnik [Jar31] demostro el resultado del teorema en primer lugar, por ello a veces el resultado
se conoce simplemente como Teorema de Jarnik. En nuestra exposiciéon utilizaremos la prueba
de Besicovitch [Bes| para generalizar el resultado. Una version més moderna de la prueba puede
encontrarse en [Fal90, §10].
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donde para cada x, la sucesion {a,/q,}n>1 esta formada por sus convergentes. Ob-
viamente, A, estd contenido en F, y éste a su vez estara contenido en J,. . A,. El
conjunto A. tendra dimensién de Hausdorff 2/c. Una forma de verlo es utilizar que
para todo € > 0 se verifica

A.clJA N | A

s>c s>c+e

El conjunto de la izquierda tiene dimension 2/c y el de la derecha 2/(c + ¢€) < 2/,
luego el conjunto diferencia tendra dimension 2/c¢ por propiedades elementales de
una medida. Asi pues, A, es un subconjunto de F, con su misma dimension y, lo que
es mas importante, cada irracional x puede asignarse univocamente a A. para algin
¢ > 2. Esto va a permitirnos dar el primer resultado que buscamos.

Proposicion 3.13. Considérese la funcion f, satisfaciendo las hipotesis del Teorema
3.9. Sean ¢ > 2 y x € A. donde A. viene dado por (3.44). Entonces, todo h # 0
suficientemente pequeno verifica

(3.45) falz + ) = folz) < |B|7TF0/e

Demostracion: Fijado x € A., consideramos la sucesion formada por sus convergen-
tes {a,/qn}, que como vimos antes esta definida de manera univoca. Dado cualquier
h # 0 suficientemente pequeno, siempre existird un indice n tal que h esté encajado
entre las diferencias de aproximacion a x de dos convergentes sucesivos; es decir,

1

(3.46) 1 'g; _ ) o !

= Cn—1"°
An—1

Cn
n

Noétese que ¢, _1, ¢, > 2 gracias a que q;cj = |z —a;j/q] < qj_2 para 7 =n—1,n, por
las propiedades de los convergentes que vimos en la pagina 86. En particular ambas
fracciones aproximan lo bastante a x como para poder utilizarlas en (3.23). Pero, ;qué
ocurre con h? No habra problemas para utilizar ¢,,_1, puesto que |hl¢?_, < |h|¢)" 7 <
1. El problema viene con ¢,, ya que a la vista de (3.43), su valor es esencialmente
¢n—1 multiplicado por el inverso de la parte fraccionaria de un nimero de caracter
aleatorio. Por tanto, ¢, puede ser muchisimo mayor que ¢, i, y en consecuencia g, >
puede ser mayor que ¢."'. Por cuestiones de magnitud, es recomendable utilizar la
fraccion a,/q, siempre que sea posible, y cambiar a a,,_1/¢,—1 cuando ocurra se dé el
caso que acabamos de exponer. Por tanto, distinguiremos dos casos segin el valor de
h. Si g, < |h| < q,,%, entonces |h| > |§] para 6 := z — a,,/qn, y de (3.23) se deduce

falz +h) = falz) < h*7q,"(1+ hqy) < h*7q," < hoT7r/on,

Supongamos ahora que ¢, < |h] < ¢,“" (como dijimos antes, esto s6lo puede

n—1
ocurrir cuando ¢, 2 < ¢, “™"; si no, siempre estarfamos en el primer caso). Bajo este
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supuesto, tenemos automaticamente una cota superior para ¢, _; con respecto a h~!.
Para dar una cota inferior, utilizamos

1
Gn—14n ’

2 1 1

Cn—1 Cn—1 c
dp—1 Gn—1 n'

€T —

de donde ¢, 7" < (gngn_1)"". Noétese que hemos utilizado que dos convergentes

consecutivos han de estar uno a cada lado de z. Por tanto, qu"_’ll_l > g, y de aqui
deducimos qi(f]“l_l) > |h|~!. Si tomamos 6 = & — a,_1/¢,_1, entonces |§| = ¢, 7"y
se tiene

(347) 1 < |5h71’ < |6‘(270n71)/cn71.

Puesto que ahora ¢ := |z —a,_1/qgn_1| es mayor que h, utilizaremos (3.24) para acotar
fo(z + h) — fo(x), obteniendo

a—r—1 T
Qn— -r a—2r n— a—r
falz +h) = folz) < |h] ‘x— p i Gy R | - i 2o
_ |h||6|a7r71+r/cn,1 + |h|2a72r|5‘r+(r72a)/cn,1
B 5 a—r+r/cn_1—1 Cn1-2a | § —a+r+r/cn_1
_ |h|a—7’+7‘/cn71 'E + |5| cp—1 —
i 5 —2a+r+r/cn_1
(348) < |h|a—r+r/cn71 1+ ‘E

Para la tdltima desigualdad hemos utilizado r < o < 1y (3.47). El término entre
corchetes es claramente menor o igual que 1, y por tanto esto completa la prueba de
(3.45). O

Ahora queremos obtener una cota inferior de la Proposicién 3.9, y es preciso
proceder con mayor delicadeza. En primer lugar, esta claro que para lograr una
cota superior necesitaremos (3.23) y conseguir que su término principal sea de orden
superior al de error. Para ello es necesario que el denominador g escogido sea bastante
grande, para que se cumpla hg? = o(1) y no sélo hg?> = O(1) como venfamos pidiendo
hasta ahora. Y también necesitamos, por supuesto, que la constante A sea no nula,
lo que ocurrird cuando f no sea cuspidal en a = a/q. Esto a priori supone un
problema, puesto que ahora no podremos considerar todos los convergentes de z,
sino tinicamente los que pertenezcan a clases de equivalencia de cuspides en los que
f sea no cuspidal.

Lo que vamos a demostrar a continuacién es que basta garantizar que f no sea
una forma cuspidal (es decir, que como minimo exista una clase de equivalencia de
caspides sobre la que f sea no cuspidal) para obtener un resultado satisfactorio:
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Figura 3.6: Dominios fundamentales para I'y(5), I'o(6) v I'o(7), respectivamente.

0.2

0.1

0.1

0.2+

I I I I
0.46 0.48 0.5 0.52 0.54

Figura 3.7: Detalle de la funcion R(x) alrededor de = = 1/2.

los puntos x de A. tales que sus convergentes no pasen infinitas veces sobre una
clase de equivalencia de ctspides concreta no pueden ser muchos. Probaremos que
los que si lo hagan tendran la misma dimensiéon que el conjunto completo. Para ello,
vamos a utilizar una interesante propiedad que cumple I'o(N), y es que las clases de
equivalencia de cuspides pueden describirse mediante clases de congruencia [Iwa97,
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§2.4]. Por ejemplo, I'g(4) tiene tres clases de equivalencia de cuspides diferentes :

[a] = % —{gEQ:mcd(a,q)—l,q52(4)}.
6] = % :{ge@:mcd(a,q)zl,qzl(Q)}.
[c] = 411 = {g € Q:med(a,q) =1,q= 0(4)} U {ioco}.

Puede verse un dominio fundamental de I'g(4) en la Figura 3.5 de la pagina 72,
donde ico € [¢] y 0 € [b]. La funcién R que vimos en (3.2) es cuspidal en 1/2 (donde
también es diferenciable, véase la Figura 3.7) y noloes en 1/3 y 1/4 (donde tampoco
es diferenciable, véanse las Figuras 3.3 y 3.8).

1251
121
L15f
L1

105

0.95

0.9

0..‘31 0.‘32 0..‘33 O.I34 0.‘35
Figura 3.8: Detalle de la funcién R(z) alrededor de z = 1/3.

Ahora bien, no esta claro como traducir este ejemplo al caso general, ya que
la afirmacion de que las cispides pueden agruparse por clases de congruencia re-
sulta algo inconclusa. Como no necesitamos una descripciéon completa, tnicamente
probaremos el siguiente resultado:

Proposicion 3.14. Dado un entero positivo N, sean dos fracciones irreducibles m/n

y m'/n’ que verifiguen m = m/ (N) yn = n’ (N). Entonces existe una matriz g €
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[o(N) tal que g™ = ZL—,/ En particular, las cuspides m/n y m’/n’ pertenecen a la
misma clase de congruencia.

Demostracion: Siempre existird v := (Z 2
n' = em+dn, puesto que en ese grupo todos los racionales estan en la misma clase de
equivalencia. Dados enteros A y p1, se cumpliran también m’ = (a—An)m+(b+Am)ny
n' = (¢—un)m+(d+pm)n, pero en este caso los coeficientes no tienen por qué formar
una matriz de determinante 1. Esto ocurrira si y sélo si aum + bun — cAhm — d\n =
pm’ — An’ = 0. Tomando entonces A = um’/n’ y mediante el cambio p — un’ para
que los parametros sean enteros, nos queda la matriz

_(a B\ _ [a—pmn b4+ pum'm
9= (7 5) n (c—;m’n d+,tm’m)
que, por construccion, esta en I'g(1). Vamos a demostrar que podemos escoger p tal
que esté ademas en I'g(N), para lo que basta probar que 7 es un multiplo de V. Como
m/n es irreducible, al menos uno de los dos debe ser coprimo con N. Podemos suponer
med(m, N) =1 (el caso med(n, N) es analogo). Se cumple entonces med(m', N) = 1
y puede tomarse p tal que § = 0(N). Como am + n = m’, a debe ser congruente
con 1 médulo N, y entonces § también, por ser g de determinante 1. Utilizando

esto ultimo en ym + dn = n’, se concluye que v = 0(N), que es lo que querfamos
demostrar. O

€ Iy(1) tal que m' = am + bn y

Con la Proposicion anterior y la hipotesis de que f es no cuspidal en al menos una
clase de equivalencia de cispides [a], tenemos garantizado que existen a’ y ¢’ coprimos
tales que todos los convergentes a,, /g, con a, = a’ (N) y ¢, = ¢’ (N) cumpliran que el
término principal de (3.23) sea no nulo. A partir de estos elementos, vamos a definir
la anunciada refinacion de A.. Fijado ¢ > 2, definimos

(3.49) A ={r € A.: H{np i1t an, = d (N);qn, = ¢ (N) para cada k},

donde de nuevo {a,/q,}n>1 representa la sucesion de los convergentes del valor x
fijado y, por supuesto, A% depende implicitamente de la clase [a] que hayamos esco-
gido, asi como de @' y ¢/. Para demostrar que este conjunto tiene la misma dimension
que A, vamos a replicar el argumento de la pagina 87 que relacionaba A. y F.. Por
ello, en primer lugar, necesitamos redefinir F,. de la misma forma que hemos hecho
con A.. Partiendo del conjunto original,

(3.50) F..={z€l0,1]: |z —a/q| <1/q¢° para infinitos (a,q) = 1},
definimos, para ¢ > 2 fijo,
Fr:={x€[0,1]: |z —a/q| < 1/¢° para infinitos (a,q) = l;a=d,q=¢ (N)}.

Vamos a demostrar que, con esta eleccion, este conjunto tiene la misma dimension
que F..
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Proposicion 3.15. El conjunto F* tiene dimension de Hausdorff 2/c.

La prueba se basa en ciertas modificaciones sobre la demostracion original de A.S.
Besicovitch [Bes|. Al tratarse ésta de una prueba considerablemente larga y técnica,
hemos optado por mostrar aqui las modificaciones més importantes, conservando la
notacion original. Remitimos al lector a la fuente para completar los posibles detalles.

Demostracion: Como F es claramente un subconjunto de F., tinicamente hemos
de probar que su dimension de Hausdorff es no inferior a 2/c. Para ello, basta con
demostrar que ningtin conjunto numerable de intervalos Z € [0, 1] que verifique

(3.51) D <1, 1<,

Iel

para € > 0 suficientemente pequeno puede contener por completo a F)', y en con-
secuencia, dimy S > (2 — €)/r para cada € > 0. Puede suponerse que los interva-
los que componen Z son disjuntos. Para verlo, dada una coleccién de intervalos Z
como en (3.51), vamos a definir J como la version refinada de Z de la siguiente
forma: si I, I, € 7 tienen interseccion comiin, se definen J;, J, € J como J; := I,
Jy = I\ (I; U Iy). Como Z es numerable, siempre se puede obtener una coleccion
de intervalos disjuntos J = |JJ = |J I cuyo ntimero es menor o igual que los de Z y
cuya longitud es no superior a A. Si J verifica

(3.52) SglJ=> I7=1

JeJ JeJg

entonces Y, |I| > 1. Pero |JI no puede contener a S porque hemos supuesto que
|J J tampoco lo hace, y son iguales. Luego si J cumple (3.52), también lo cumple
Z. Por tanto, a partir de ahora supondremos que los intervalos que componen Z son
disjuntos. Consideramos, como Besicovitch, la sucesiéon creciente ng, nq,no, ..., para
ng suficientemente grande y de modo que el cociente entre dos términos consecutivos
también sea suficientemente grande, en un sentido que precisaremos varias veces.
Fijemos A = 1/n§, y tomemos ¢” = mcd(¢’, N) (entendiendo que 0 < ¢ < N).
Vamos a construir el siguiente conjunto:

1 1
Fy = {(g—E,g—i—%) :(a,q) =1;a€ AN[0,q];q € Qﬂ[n1,2n1),q/q”€73},

donde P es el conjunto de los ntimeros primos y A y Q denotan los enteros congruen-
tes con a’ y con ¢’ modulo N, respectivamente. Todos los intervalos que forman F
son trivialmente disjuntos entre sf (ya que 27" +y " < (zy)~! paran; < x,y < 2ny).
Estrictamente, en los intervalos de los extremos (correspondientes a a = 0,1) sélo
se cuenta la mitad que esta en [0, 1], aunque esto no es relevante para lo que vamos
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a hacer. Uno de los pasos mas importantes y que mas cambia con respecto a la de-
mostracion original es dar una cota inferior del nimero de intervalos que forman F},
cantidad que denotaremos por |Fi|. Fijado un ¢ € [ny,2n;) valido, queremos contar
los a=1,2,...,q — 1 que sean coprimos con ¢/q; y estén en A. Equivalentemente,
(a,q/q") = med(a,q”) =1,a = d’ (N), por lo tanto el nimero de valores de a validos
es aproximadamente igual a (1 — ¢"/q)(e(¢")/q")a™ > (¢ — ¢")/(aq"), donde p(n)
es la funcion ¢ de Euler. Como ¢ > n; es muchisimo mayor que @' y ¢/, el niimero de
valores de a serd mayor que ¢/(2aq”). Sumando ahora en g,

q n m
|Fi] 2 Z 2aq”22aq” Z 1_2aq” Z L

q€[n1,2n1) n1<q<2n (¢ 'n1<q<2(q¢") " ny
q€QNq’P a=q' (N) a=4'(¢")" (N(@")™)
q/q"€P qeP

Por comodidad, escribiremos 77 := n1q;*, N = qo(¢") ™' v ¢ := ¢'(¢")~". El tltimo
sumatorio es w(2ny; N, ¢') — n(A; N,¢) + € donde w(x;q,a) = |{peP:p<z,p=
a(q)}| vy € es una constante entera absoluta que depende de si los extremos del
intervalo son enteros o no. Como N esté fijado de antemano, puede tomarse n,
suficientemente grande para que ¢',¢” < N = o(n;); entonces, por el teorema de los
nimeros primos en progresiones aritméticas, la diferencia de arriba es asintoticamente
n1(e(N)logny) ™, gracias a que N y ¢/ son coprimos. De nuevo, puede tomarse n;
todo lo grande que sea necesario, y siempre debe existir algin valor para el que la
diferencia sea mayor o igual que 7i7(2¢(N)log@r)~!. Por tanto,

ny n - n3
2a0q" 2q"p(N/q")logni/q" — (4agN¢q")logn,

Y ésta es quizés la diferencia mas significativa. En el original, la ecuaciéon analoga a
(3.53) es |Fy| > n?/(logn). Aqui, tnicamente dividimos por una constante que es
arbitrariamente pequena en relacion con el tamano de n;. Descomponiendo F en F]
y F{"y procediendo como en el original, se demuestra

(3.53) |F1| =

2
ny

F// >
7= (32N2%¢") logny

siempre que n; sea suficientemente grande en comparaciéon con ng. Ahora se define
(1 a partir de los intervalos de F}’, verificindose por construcciéon que todo intervalo
de G tiene didmetro menor que nj ‘. Procediendo como en [Bes| y utilizando (3.53),

se deduce ,

F//| n
> MI> T (2 -
Ieo, (SN )(277/1)6 IOg s

A continuacionse inicia un proceso iterativo definiendo

1 1
By = {(g—g’%;) :(a,q) =Lia € AN[0,qliq € Qﬂ[n2,2n2),Q/Q”eP},
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de donde

n% "? (nin)

1 2
(AN2¢")logny 2(8N2¢")(2ny)logn, 4 (AN2¢")2(2n)log nylogn,

|Ga| >

2

S S,
pve 4 (4N2%q")%(2n92n1)¢logny logng
2

Realizando esto infinitas veces, conseguimos una sucesion de conjuntos {Gy}2, de
tal manera que cada uno esté contenido en el anterior y que cada (G no contiene
ningun intervalo de Z de longitud mayor o igual que n,“ y ademas verifica

1 (nknk_l PN 7’L2ﬂ1)2

(3.54) > |I| >

5o 4 (AN2g"F(2np2np_1 . .. 2n92n1)¢log ny log ny_q . . . log ny log ny
k

para cada k € Z*. Luego son todos no vacios y compactos. Por tanto G := (J;—, Gk
es 1o vacio, no tiene ningn punto en comtan con Zy G C J;—, Fi, C F. Esto basta
para completar la prueba. Notese que la formula final que aparece en [Bes| difiere de
(3.54) tinicamente en el factor (4N2¢”)* O

Corolario 3.16. El conjunto A} tiene dimension de Hausdorff 2/c.

Demostracion: La relacion entre AY y F¥ es analoga a la que hay entre A, y F,, que
expusimos en la pagina 87 bajo la definicién de A.. Basicamente F estara compuesto
por la uniéon de todos los A% con s > ¢, y A% serd de algtin modo el conjunto de los
x € F¥ para los que c es el exponente critico. Por construccion, A esta contenido en
F?,y éste a su vez | J .. A%, como acabamos de ver. Para todo € > 0 se verificara

ArclJAars Y 4

s>c s>c+e

El conjunto de la izquierda tiene dimension 2/c y el de la derecha 2/(c +¢) < 2/c,
luego el conjunto diferencia tendra dimension 2/c¢ por propiedades elementales de
una medida. O

Una vez completada la definicién de F, estamos en condiciones de dar un analogo
a la Proposicion 3.13 que dé una cota inferior; eso si, para una sucesion seleccionada
de valores de h.

Proposicion 3.17. Considérese la funcion f,, satisfaciendo las hipotesis del Teorema
3.9. Supongamos ademds que f no es una forma cuspidal. Sea ¢ > 2 yx € A%, donde
A% wviene dado por (3.49). Entonces existe una sucesion {h,} convergente a cero y
tal que

fal 4 hy) = folx) > horFr/e
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Demostracion: Para la cota inferior necesitamos que la asintética principal sea de
hecho mayor que el término de error, por lo que ahora no es suficiente con que hq?
esté acotado (ahora solo vamos a trabajar con ¢,), sino que ademas debe ser muy
pequeno. Para ello vamos a definir la siguiente variante de (3.44) (se sobreentiende
que depende implicitamente de la f escogida):

Dado x € A}, tomamos h como en (3.46) y consideramos la subsucesion h,, =
T —an/q, = q,° para aquellos g, que cumplan la condicion de congruencia (es decir,
ay # 0 para a = a,/q,. Existen infinitos de estos ¢,, y ademés con esta definicion h,,
tiende a cero. Tomando pues z € A y la subsucesion citada se cumple, haciendo lo
mismo que antes y utilizando (3.23),

falt 4 hn) = falx) > he7q" (14 (hag?)®™")
>> hgfrq;r
(3.55) = /e

Y esto prueba la Proposicion 3.17. Para la penultima desigualdad se utiliza que
¢, es siempre mayor que 2 y, para n suficientemente grande, ¢>~“ puede acotarse

inferiormente con precisiéon arbitraria para lograr h,q> = o(1). O

Ya podemos concluir la prueba del Teorema principal.

Demostracion del Teorema 3.7:  Vamos a demostrar la formula (3.7). Con la Propo-
sicion 3.13 demostramos que el exponente Holder de = debia ser, a lo més, a —r+71/c
para cada z € A.. Y con la Proposicion 3.17 acabamos de ver que para una sucesion
convergente a cero de valores de h, dicho exponente se alcanza explicitamente, siem-
pre que x esté en A%, que es un subconjunto de A. con la misma dimensién. Asi pues,
dado ¢ > 2 todo x € A’ tiene exponente Holder exactamente o —r+1/c, y por tanto,
el subconjunto de puntos de [0, 1] con orden Hoélder 8 := o —r +r/c tiene dimension
al menos 2/c = 2(f—a+r)/r. En términos del espectro de singularidades, este hecho
se expresa equivalentemente como dy, (8) > 2(8—a+r)/r, paraa—r < f < a—1/2
(este rango surge haciendo variar ¢ entre 2 e 00).

Por otro lado, de (3.45) se deduce que todo = € [0, 1] irracional con exponente
Holder exactamente oo — r + r/c debe estar contenido o bien en A. o bien en algin
As con s > ¢ (incluyendo la posibilidad s = c0). En particular, = estara contenido en
Usse As = F., donde F, viene dado por (3.50) y tiene dimension 2/c por el Teorema
3.12. Por tanto, tenemos la desigualdad contraria, d;, (8) < 2(8 — «a + r)/r, para
a—r <[ <a—r/2. Delaunion de ambas conseguimos la igualdad y completamos
la prueba del Teorema 3.7. O
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3.5. Futuras mejoras

Los resultados expuestos en este capitulo forman parte de un articulo en prepa-
racion que podria contener resultados adicionales a los que figuran en la tesis, o ser
el primero de varios articulos relacionados. En particular, seria deseable generalizar
el Teorema 3.7 en varios sentidos:

» Para caracterizar completamente el espectro dy, (/5) (3.7), falta incluir los casos
limite en que § toma los valores o« — r (para el que se espera el valor cero) y
a—r1/2 (para el que se espera el valor uno). En estos casos, especialmente en el
segundo, es preciso operar con mas cuidado, ya que aparecen términos de error
logaritmicos para los que nuestras cotas no son validas a priori, aunque parece
razonable que puedan acotarse satisfactoriamente. También falta estudiar qué
ocurre con los racionales, puesto que aunque constituyen un conjunto de medida
cero, pueden aportar nuevos valores al espectro. De hecho, para las clases de
equivalencia de cuspides en las que f sea cuspidal, f, sera diferenciable en los
racionales que pertenezcan a esa clase [Cha04], y por tanto existiran valores
B > 1 para los que dy, (8) tome el valor cero, como ocurria con el ejemplo
de Riemann (véase el Teorema 3.3 en la pagina 66) en el que dg(3/2) estaba
definido.

» Cuando introduciamos f, en la Definiciéon 3.6, ya indicAbamos que la cota
a < r+1/2 no tenia por qué ser insalvable. De hecho, el ejemplo de Riemann
nace tomando exactamente o = r + 1/2 a partir de la funcién 6. La evidencia
muestra de nuevo que seria posible extender el Teorema 3.7 a ese caso limite (de
nuevo aparecerian términos de error que estarian justo en el caso extremo en
que aun se podrian acotar, aunque con algo mas de esfuerzo). Y tomar valores
incluso mayores de « atin podria ser un tema de estudio, si bien en ese caso la
descomposicion de A seria totalmente diferente y aparecerian nuevos términos
principales.

= Aunque existen ejemplos explicitos de formas modulares de pesos menores que
1 (la ya mencionada funcién 6 de Jacobi, de peso 1/2; otras de peso 1/5 re-
lacionadas con trabajos de Klein y con las identidades de Rogers-Ramanujan
([Hub14],[Man02],[Kan06]), y existe una familia de formas modulares de peso
(N —3)/(2N) para cualquier N impar [Ibu00]), seria deseable extender el re-
sultado a pesos mayores. La principal limitacién y al mismo tiempo el hecho
que cambiaria completamente las reglas del juego es la posibilidad de que el
exponente Holder esperado sea mayor que 1. Si nuestras conjeturas son ciertas,
el Teorema 3.7 deberia seguir siendo cierto sin pedir que o y r sean menores que
1 (tnicamente bajo r < a < r + 1/2), teniendo los puntos z € A exponente
Holder a—r+r/1. Esta cantidad sera menor que 1 siy sélosic > r(l—a+r)~!
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(notese que la expresion de la derecha toma valores entre r y 2r). Para que esto
ocurra para todo ¢ > 2, la restriccién que se impone es a < r + 1/2 (que es
ligeramente menos fuerte que la que tomamos nosotros, «,r < 1). Para valores
mayores, el exponente Hoélder esperado podra ser mayor que 1 y la formula
fa(x+h) — fo(z) ya no sera valida para obtenerlo (recordemos que solo servia
si tal exponente era menor que 1). En ese caso la funcién f podria admitir
una o varias derivadas en z (dependiendo del tamano del exponente Hélder),
y el problema cambiaria notablemente. Para el caso de series de Eisenstein,
recientemente se han obtenido resultados parciales para pesos pares, utilizando
las técnicas de Jaffard [Pet13].

Para 1 < a < r + 1/2, el exponente Holder esperado seria ain menor que 1,
pero no nos ha sido posible obtener el espectro de singularidades en ese caso,
porque el Lema 3.10 no es suficiente tal y como esté planteado. Es posible que
el hecho de que a sea mayor que 1 cambie radicalmente la composicion de la
integral Gamma y el problema deba estudiarse desde otro angulo.

Incluso cuando no se cumple 2 > (1 — o+ 7)~!, el Teorema 3.7 seria cierto
para valores de ¢ grandes; es decir, sean lo grandes que sean « y ¢, el Teorema
seria cierto para ¢ > r. Con lo cual, en todos esos casos hemos ya demostrado
que f, es un multifractal, si bien la caracterizacion de su espectro estd mucho
mas incompleta.
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