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Prefacio

Nota: Este fue el prefacio del curso 2006-2007 antes de que se finalizasen los apuntes
de la anterior version.

SOBRE LA ASIGNATURA:

Tradicionalmente la asignatura optativa de geometria ha tenido pocos alumnos,
sin que parezca que haya una influencia determinante de profesores u horarios. Este
fendémeno se transmite también al Tercer Ciclo y en nuestro Departamento ha habido
comparativamente pocos estudiantes que hayan comenzado el Doctorado con un interés
principal en geometria. Aunque realmente no comprendo las causas de este fenémeno,
nada me impide utilizar unas lineas para hacer un poco de propaganda. Es verdad que
todos los profesores en distintos foros: el primer dia de clase, en los ajustes de planes
de estudio, en los informes para solicitar financiacion, etc. afirman honestamente que su
materia es bellisima e importantisima. En mi caso tépicos parecidos, menos radicales,
tienen un valor diferente, puede que mas ingenuo y a la vez mas imparcial, cuando los
aplico a la Geometria IV porque esta no es mi materia, soy sélo un aficionado.

Quisiera incidir en que, a mi juicio, parte de la belleza de este curso de geometria
es que conjuga varios temas que aparecen a lo largo de la licenciatura. Versando sobre
geometria diferencial, evidentemente el analisis, en su version primitiva de integrales
y derivadas, aparece por doquier. Por fin tendremos una nocién clara de las formas
diferenciales que habian despuntado en varias asignaturas asi como una formulacién
general del teorema de Stokes. La topologia, tal como se veia en segundo parecia ajena
al mundo diferencial pero durante el curso comprobaremos lo erréneo de este prejuicio
y podremos resolver en el entorno geométrico algunos problemas que se resistian a los
rudimentos de la homotopia. De hecho si uno quiere asomarse al apasionante mundo de
la topologia algebraica, puede encontrar mas sencillo comenzar a mirar por la ventana
de la geometria. El dlgebra lineal, cémo no, también se explota y amplia en este curso y
conceptos abstractos como el de espacio dual se hardn ahora mas tangibles. Si alguien
tiene interés en la fisica matematica, los conocimientos de geometria son imprescindibles
y en particular la relatividad general se puede deducir de modo geométrico a partir de
unos supuestos basicos.

El parrafo anterior puede dar una idea de que la asignatura es muy dificil porque
engloba muchas cosas de muchas asignaturas. Cada uno puede sacar sus conclusiones al
final de curso pero indudablemente es mejor y més facil aprender ideas generales que
recordar una miriada de casos particulares. Por poner un ejemplo, en el bachillerato, al
menos en el antiguo, parecia que habia un montén de tipos de limites y de reglas para
calcularlos, pasado el tiempo podemos hacer casi todos los ejercicios que nos proponian
sin siquiera escribir una linea en un papel.



SOBRE EL CONTENIDO DE LOS APUNTES:

Como esta asignatura es optativa y de ocupacién muy limitada, cabe cierta libertad
sobre los contenidos que he reflejado en los apuntes. En los 1iltimos anos la asignatura se
ha centrando en la topologia diferencial [GoG]| recuperando temas bésicos de topologia
algebraica que desaparecieron de la licenciatura cuando se redujo su duracién. Probable-
mente, los alumnos encontrarian mas atractivos esos temas que los de topologia general
que ocupan casi todo el curso de segundo pero no se puede correr sin aprender a gatear.

He tomado la decision de reducir los contenidos recientes de la asignatura a poco
mas de un capitulo para poder tratar otros temas que contintian en cierta manera la
Geometria I1II recogida en [Di] y [GoJ], aprovechando parcialmente material propio an-
terior, en especial de un curso de relatividad general [Ch] que imparti hace afos en la
asignatura de Seminario. No estoy convencido en absoluto de que este enfoque sea ade-
cuado ni quiero sugerirlo como una orientacién para el futuro. Es mas, después de que
llevo escritas una parte de estas notas echo de menos la claridad de [GoG] tanto en los
objetivos como en la exposicién. Si que es cierto que mi planteamiento liga diferentes
visiones de la asignatura y alguien podria considerar positiva esta sintesis.

Fernando Chamizo
Departamento de Matematicas
Universidad Auténoma de Madrid

Febrero 2007

Nota del curso 2007-2008

En este curso se ha reorganizado el material para llegar a contar algo de relatividad
general. También se han corregido algunas erratas. Agradezco a todos los que han con-
tribuido a ello, especialmente a Carlos Quesada Gonzélez, que me senial6 la mayor parte
de ellas. Al finalizar el curso se ha anadido una seccién mas al capitulo 3 y se ha escrito
un capitulo 4 con dos secciones, una sobre la curvatura y otra sobre las ecuaciones de
campo de la relatividad general.

Julio 2008



Capitulo 1

Algebra tensorial

1.1. Tensores en R"

No es dificil tener prejuicios contra los tensores: al abrir cualquier libro con esa pala-
bra en su titulo nos saltan a la vista un monton de subindices y superindices adornados
con comas, puntos y comas y otros simbolos cuando se pasa al calculo tensorial. To-
do ello da una sensacién misteriosa de taquigrafia impenetrable. Para los matematicos,
que muchas veces tienen otros prejucios contra la Fisica, los temores se agravan por la
conocida aplicacion de los tensores en la teoria de la relatividad o en una parte de la
mecanica.

El propésito de esta primera seccién constituida por definiciones y ejemplos es perder
ese miedo. El algebra tensorial no es mas que una extensién natural del algebra lineal.
El calculo tensorial, que se vera mas adelante, sigue las mismas directrices que el calculo
en subvariedades del segundo curso: todo es lineal en entornos pequenos. Como no hay
sistemas naturales de coordenadas las cosas se complican pero conceptualmente ni el
algebra ni el calculo tensorial son especialmente dificiles®.

En el curso de primero se estudié algebra lineal de una variable vectorial, pero nada
impide considerar dos, tres o méas variables; lo cual lleva directamente a la nocién de
tensor sobre un espacio vectorial.

Antes de dar la definicién precisa de tensor, veamos algunos ejemplos sencillos que
la motivan.

Sea V' un espacio vectorial de dimensién finita sobre R. Los libros dicen que cualquiera
de estos espacios es isomorfo a algin R™, asi que para fijar ideas podemos suponer que
de hecho V' = R™. Con una tipografia dificil de mantener, todas las aplicaciones lineales

1Si se permite una comparacién extravagante, es como si alguien dijera que es muy complicado jugar
al mus. Evidentemente es muy dificil aprender a jugar sélo oyendo “si, no, paso, érdago” pero las reglas
las podria aprender cualquier tonto (y encima ganarnos). Tampoco en Matemadticas puede uno limitarse
a mirar u oir.
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f:V — R se expresan en coordenadas (lo cual requiere fijar una base) como

1 T
D) T2

1. = (a1, as,...,0y) ) = a1T1 + A%z + - -+ + ATy
Lm L

Es decir, cada una de ellas estd determinada por una matriz de coeficientes 1 x m o
lo que es lo mismo un vector horizontal (a1, as, ..., a,). Recuérdese que al conjunto
de estas aplicaciones lineales se le llama espacio dual y se denota con V*. Como es
s6lo una cuestién estética escribir vectores en vertical o en horizontal (de hecho por
razones tipograficas pocas veces se escriben en vertical), V' y V* son lo mismo; o dicho
matemdaticamente, isomorfos. Recuérdese que a una base de V', {é1,...,¢é,}, se le puede
asignar una base de V*, llamada la base dual, {¢',...,$™}, de manera que ¢'(¢;) = 0
i)y PE) =1
Consideremos ahora una aplicacion bilineal, esto es, lineal en dos variables:
ar) f(AZ, ) = Af(Z,7)  b) f(@+29) = f(Z9)+ f(@",9)
az) f(Z,A)) = M(Z,9) b)) f(Z,97+7§) = f(Z,9) + f(Z,§)
No es dificil comprobar que todas las funciones bilineales de V' x V' en R son de la

forma
Ty Y1 ai ... Qum Y1
f ’ :<x17"'7wm)
T, YUm Am1 -+ Qmm Ym
Si ahora considerasemos una aplicacion
trilineal necesitariamos una matriz tridimen-
— 1h — 1h — sional para colocar los vectores lo cual no
— JJ:LM JJ:LBZ N es muy operativo, por ejemplo, para m = 3
‘ Y tendriamos que desguazar un cubo de Rubik
2 i I y poner un numero en cada trozo; y en el ca-
o ” J 221 l n so R3 x R? x R3 x R? — R utilizar un cubo
312 de Rubik cuatridimensional (parece que los
hay virtuales en la red). Lo bueno de la abs-
tracciéon matematica es que uno puede defi-
nir objetos sin necesidad de dibujarlos ni de
que existan, y nadie protesta (demasiado).
Asi que consideremos las aplicaciones lineales “a lo grande”.

Definicién: Se dice que f: Vp x Vo x -+ x V, — W, donde Vi, Vs, ..., V,, W son
espacios vectoriales, es una aplicacion multilineal si para todo 1 <i<n
a) fo1,... A0, . 0n) = Af(01, ..., 0, ...,0,) con A ER
b) feor,...,o 40, . .,00) = f(01,...,05...,00) + f(01,...,0),...,0;).

3 | 21 | 331




1.1. TENSORES EN R¥ 3

Es habitual que las variables de una aplicacion multilineal tengan todas la misma
naturaleza y por tanto V; =V, = ... = V,,. Daremos un nombre a esta situacion en el
caso simple en que W = R.

Definicién: Se llama tensor n veces covariante a cualquier aplicaciéon multilineal de
la forma T : V' x myeees xV — R.

Ejemplo: El producto escalar usual en R define un tensor dos veces covariante.

Ejemplo: El determinante aplicado a m vectores de R™ define un tensor m veces
covariante.

Ejemplo: La funcién que asigna a n vectores de R™ el producto de sus primeras
coordenadas (en la base candnica) es un tensor n veces covariante.

Aligual que en célculo de varias variables se consideran funciones vectoriales, también
podriamos definir algo asi como tensores vectoriales, de la forma f:V x--- xV — V
o incluso complicar més las cosas permitiendo f : V x --- x V — V x V. etc. Cada
vector “vertical” puede pasarse a un nimero real (pre-)multiplicando por un vector
“horizontal”, asi que a cada f : V x---xV — V se le puede asociar T : V* x V x --- X
V — R dada por T'(p, v1,03,...,0,) = @(f(z?l,v}, . ,177;)) para cada ¢ € V*. Ademas
por el isomorfismo entre V' y V*, esta correspondencia es biyectivaZ®.

En definitiva, da igual considerar los hipotéticos tensores vectoriales, sin gancho entre
los matematicos, que considerar los tensores antes definidos pero permitiendo sustituir
algunos de los factores V' por V*. Lo més breve es generalizar de esta forma la definicién
anterior.

Definicién: Se llama tensor r veces contravariante y s veces covariante o tensor de
tipo (r,s) a una aplicacién multilineal 7" : V*x 7 veees xV* x Vx sveees xV — R.

Comparando con la definicién previa, un tensor n veces covariante es un tensor de tipo
(0,n). Por otro lado los tensores de tipo (n, 0) se dice que son n veces contravariantes. Por
convenio ademds diremos que una constante es un tensor de tipo (0,0). Obsérvese que
hay cierta légica en esta notacién porque una constante no depende de ningin vector.

Como ejemplo, nétese que un endomorfismo f : V — V asigna a cada vector
otro vector, y segin la identificacién anterior da lugar a un tensor de tipo (1,1). En
coordenadas, si representamos el endomorfismo como f(¢) = A¢ para cierta matriz
cuadrada A y un elemento ¢ € V* como un vector horizontal, el tensor correspondiente
es T'(p, 0) = p(AD).

Al igual que hablamos de las componentes (o entradas o coeficientes) de una ma-
triz en cierta base, nos podemos referir a las componentes de un tensor (excluiremos
implicitamente el caso r = s = 0).

2Todo este parrafo se resume en lo siguiente: si tienes un vector y quieres un nimero, haz el producto
escalar con otro vector arbitrario y si ademas quieres quedar bien, di que ésa es la accion de V* sobre V.
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Definicién: Supongamos que B = {é7,€3,...,e,,} es una base de V' y la base dual
es B ={p', &% ..., ¢™} C V*. Se llaman componentes de un tensor, T, de tipo (r,s),
en estas bases a los niimeros reales

1192...0p __ ~i1 Xi2 ~4 — — —
T = T(Q", 0%, ., Q" €], €y €.

A partir de ahora pondremos especial atencién en enumerar los elementos de V' (los
vectores) con subindices y los de V* (a veces llamados contravectores) con superindices
para que sea mas claro de dénde viene cada componente de un tensor

Ejemplo: Calcular las componentes del tensor D definido por el determinante en R?
con la base usual.
Claramente D(é1,¢€) = D(€z,¢€2) = 0y D(é),6) = —D(€,¢€1) = 1, por lo que sus
componentes son Di; = Doy = 0, D15 = —Do; = 1. Esto esta estrechamente relacionado
a c

con la igualdad (inutil)
0 1) /[c
b al = (@ b)(—1 o) <d>'

Notese que una igualdad similar para el determinante en R requeriria algo asi como
“matrices m—dimensionales” cuyos elementos serian las componentes del tensor.

Ejemplo: Escribir un tensor (2,1), S : (R?)* x (R?)* x R? — R, tal que, empleando
la base canénica, tenga Si2 = 1 como tinica componente no nula.
Basta tomar el tensor definido por

S((a b), (¢ d),(?)) — adf.

Esta claro que una vez fijada una base un tensor estd determinado por sus compo-
nentes. Por ejemplo, el tensor 7" de tipo (1,1) correspondiente a un endomorfismo tiene
como componente T;’ el elemento ij de la matriz que lo define en cierta base. Para el
endomorfismo identidad las componentes se suelen denotar con el simbolo 4 que significa

5@'.:{0 sii

T sii=j

Un vector ¢ también puede considerarse como un tensor de tipo (1,0) que aplica cada
© € V* en ¢(7) y sus componentes en una base son simplemente sus coordenadas. De
la misma forma un elemento de V* se puede considerar un tensor de tipo (0,1) cuyas
componentes son sus coordenadas en la base dual. Consecuentemente el concepto de
tensor engloba a los principales personajes del algebra lineal del primer curso.

El conjunto de todos los tensores de tipo (7, s) tiene estructura de espacio vecto-
rial, porque podemos multiplicar por niimeros, sumar y restar tensores del mismo tipo.
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También se puede definir una especie de multiplicaciéon exterior de dos tensores no ne-
cesariamente del mismo tipo, que se reduce a sustituir parte de las variables en uno y la
otra parte en el otro, multiplicando los resultados.

Definicién: Si 7' es un tensor de tipo (r,s) y S es un tensor de tipo (u,v), se
llama producto tensorial de Ty S al tensor T'® S de tipo (r + u, s + v) cuyo valor en
0= (@1, . 7{5’7‘-&-117171’ . 7’173+v) es

(T®S)(Q) =T (@, ..., & Ty ) SEH T T, Tosa).

Ejemplo: Si ¢ es el tensor (0,1) que asigna a cada vector su primera coordenada,
© ® @ asigna a cada par de vectores el producto de sus primeras coordenadas.

Ejemplo: Sea T el tensor (1,1) que corresponde al endomorfismo identidad en R?
y sea S el que corresponde a intercambiar las dos coordenadas (respecto de la base
canénica). Entonces las componentes no nulas de 7' son T} = T? = 1, y las de S,
S? = S} = 1. Consecuentemente, las componentes no nulas de P = T'® S son P} =
Ply = Pi{ = P =1.

La notacion tensorial es en principio un poco aparatosa. Por ejemplo, un tensor
(1,3) muy importante es el llamado tensor de Riemann R : V* x V xV xV — R, que
introduciremos en otro capitulo. En relatividad dimV = 4 y R tiene 4 -4 -4 -4 =
256 componentes y para aplicarlo a un elemento del dual, digamos con componen-
tes (a1, as,as,ay4), y a tres vectores, cuyas coordenadas numeramos con superindices,

(b4, 02,03, b%), (ct, 2,3, ct), (d, d?, d3,d*), debemos escribir

que, ciertamente, contiene muchos sumatorios. Si utilizamos la notacién de subindices y
superindices (correspondientes a vectores y contravectores) introducida aqui, se produce
una simplificacién sustancial usando el llamado convenio de sumacion de Einstein® que
consiste en sobreenteder un sumatorio cada vez que un subindice aparece también como
superindice. Por ejemplo, la expresion anterior se escribe simplemente como

Las relaciones matriciales desde el punto de vista de las coordenadas, se reducen enorme-
mente con este convenio y se vuelven mas intuitivas. Asi el efecto sobre las coordenadas
de una aplicacién lineal, digamos iy = A%, se escribe

i i
Y = a;x’.

3Este convenio fue realmente introducido por Einstein quien bromeé al respecto diciendo: “He hecho
un gran descubrimiento en Matematicas; he suprimido el signo de sumacién toda vez que la suma se
haga en un indice que aparece dos veces”.
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Y la igualdad matricial D = ABC componente a componente, se reduce a

i ikl
d; = apbye;.
Nétese lo sencillo que es de recordar apelando a una “simplificacién” de indices (y
recuérdese lo facil que era equivocarse al programarlo sin este truco en la asignatura
correspondiente de cdlculo numérico). Lo mismo se aplica para abreviar combinaciones

lineales. Por ejemplo, para decir que las coordenadas de @' en la base B = {€7, €5, ..., e}
son a',a?, ..., a™
U= g a’é; se abrevia como U = d’é;.
=1

En definitiva:

’Un indice duplicado arriba y abajo indica un sumatorio.

Es importante insistir en que todo funciona como si los indices repetidos se simplifi-
casen. Por ejemplo, R;kl es un tensor (1,3) pero como R;il s6lo depende de dos indices,
Jj v, es (0,2). También a};bg representa un tensor (2,2) y a};b;? representa un tensor
(1,1). Este fenémeno de igualar un indice y un subindice y sumar en ellos, se llama
contraccion. Ahora podemos apreciar la conveniencia de pensar en las constantes como
tensores de tipo (0,0). Un tensor de este tipo corresponde por ejemplo a la contraccién
del producto tensorial de un tensor (0, 1) por otro (1,0); lo cual puede entenderse como
o(V) con ¢ € V* U € V, y el resultado de esta operacién es constante. La contraccién
de un tensor esta bien definida: no depende de la base en la que se lleva a cabo porque,
como veremos con detalle en la tercera seccion, las reglas de transformacion asociadas a
subindices y superindices (vectores y contravectores) son inversas.

Ya hemos mencionado que el producto escalar usual de R™ es un tensor dos ve-
ces covariante. También sabemos del curso de primero que servia para medir ya que
d(P,Q) = (P—Cﬁ . P—Q>)1/ 2 y esto lo hacfa tan importante que incluso recibfan un nombre
especial, espacios euclideos, los espacios vectoriales que tenian algtin tipo de producto
escalar con tres propiedades basicas: ser bilineal, simétrico y definido positivo. Es légico
por tanto dar un nombre especial a los tensores (0,2) que permiten medir asociados a
estos objetos. Aqui surge un problema y es que los fisicos prefieren? cambiar la condicién
de ser definido positivo por otra més débil de no degeneracion, porque en relatividad

4Esto no es mas que una licencia estilistica para indicar los requerimientos de la teorfa de la rela-
tividad, quizad no sea una preferencia real de los fisicos. Irénicamente el producto escalar no positivo
y el concepto asociado de espacio-tiempo fueron introducidos en la relatividad por H. Minkowski, un
matematico que fue profesor de Einstein. El propio Einstein criticé al principio este formalismo por con-
siderarlo superfluo con frases como “Desde que los matematicos han invadido la teoria de la relatividad
ni yo mismo la entiendo” pero al desarrollar la relatividad general se adhiri6 totalmente a él.
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aparece naturalmente y ﬁ) . P—(é < 0 significa que no se puede alcanzar el punto (even-
to) @ partiendo de P. Nuestra aproximacién a la relatividad nos lleva a unirnos a los
fisicos. Un matematico purista podria todavia objetar que la definicién habitual se hace
en una variedad diferenciable (véase mas adelante) pero se puede contraatacar diciendo
que V x V lo es.

Definicién: Se dice que G es un tensor métrico si es un tensor dos veces covariante
y sus componentes g;; conforman una matriz simétrica no singular.

Ejemplo. El producto escalar de toda la vida es un tensor métrico cuyas componentes
con la base usual vienen dadas por la delta de Kronecker: §;; =1sii=jy d;; =0 en
otro caso. En R* quizd més famoso incluso que el producto escalar usual estd la métrica
de Minkowski cuyas tinicas componentes no nulas son g1 = —1, gog = ¢33 = Gag = ¢ 2
donde c es la velocidad de la luz en el vacio.

Ejercicios de la seccién 1

1) Responder brevemente a las siguientes preguntas:

1) SiT=T(Z,vy)y S=S5(Zy) son tensores, ;lo es R(Z,y) = T(Z,¥) - S(Z,y)?

ii) (Es T(Z,9) = & + ¥ una aplicacién bilineal?

iii) {Es el producto tensorial conmutativo?

iv) ;Es un tensor la aplicacién que a cada par de vectores en R? con la base candnica le
asigna la primera coordenada de su producto vectorial?

v) ¢Es un tensor la aplicacién que a cada par de vectores en R? con la base canénica le
asigna el area del paralelogramo que determinan?

vi) ;Cudntas componentes tiene un tensor de tipo (r,s) con V = R™?

vii) {Por qué si las componentes de dos tensores coinciden en una base deben coincidir
en todas?

—

2) Demostrar que, fijada una base, todo tensor dos veces covariante es de la forma T'(Z, i)
Z'Ajf con A una matriz.

3) Hallar cudntas componentes nulas y cudntas no nulas tiene el tensor determinante.
Estudiar también cuantas son positivas.

4) Si multiplicamos tensorialmente unos cuantos elementos de B y otros de B*, hallar
cuantas componentes no nulas tiene el tensor resultante. Usar este hecho para probar que todo
tensor se puede escribir como combinacién lineal de estos productos tensoriales.

5) Para V = R? consideremos un tensor de tipo (0, 3), otro de tipo (1,2) y otro de tipo
(2,1), cuyas componentes, digamos €;;y, e;k y 62], en la base candnica son: 0 si ¢,j,k no es
una reordenacién de 1,2,3; 1 si 4,j,k es una permutacién par de 1,2,3 (esto es, se ordena
con un ndmero par de intercambios) y —1 si i, j, k es una permutacién impar de 1,2, 3. Dados
w,v,7W € R®y F:R} — R3, F = (F', F? F3), explicar qué objetos mateméaticos bien

conocidos representan las cantidades EZJ oFk /027, e?-kvj wk y eijkuivj wk.
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6) Sea un endomorfismo & +— AZ, con A = (aé-), en R™.

a) Dar una demostracién tensorial de que la traza a! es invariante por cambios de base.
i,J
b) Probar que a;a; —
trazas de matrices.

a;-ag también es invariante e identificar esta cantidad en términos de

7) Sea {¥, 72, ..., U} una base de R™ y sean g;; las componentes del tensor métrico usual,
es decir, g;; = ¥; - Uj. Demostrar que

|det(171, 172, . ,Um)| = \/det(gij).

Indicacion: Cambiar a una base ortonormal y escribir g;; en términos de la matriz de cambio
de base.

1.2. Repaso de Geometria III

El lector después de haber pasado por [Di] o [GoJ] deberia haber sacado la conclusién
de que el gran cambio del curso de Geometria III con respecto al de Geometria II,
extendido en parte en el Calculo III, es que ahora se consideran los objetos de la geometria
diferencial, las variedades, sin referencia a ningin espacio exterior®. Ya no falta que exista
R3 para que podamos hablar de la superficie esférica.

La idea de variedad diferenciable n-dimensional es la de un objeto geométrico com-
puesto por parches que son similares a abiertos de R™. Partimos de un espacio topolégico
M al que exigimos que tenga la propiedad de Hausdorff y una base numerable (segundo
axioma de numerabilidad [Mu]). La primera propiedad es natural si queremos poder tra-
tar separadamente los puntos, y las segunda va también en este sentido, porque permite
asegurar la existencia de particiones de la unidad [Wa], que son totalmente necesarias
para hacer el anélisis local tipico de la geometria diferencial [Jal, [Di], [Sp2].

Una carta nos dice la manera de allanar un parche de M en R™.

Definicién: Una carta n-dimensional de M es un par (U, ¢) donde U es un abierto
de M y ¢ es una funcién ¢ : Y — R"™ que es homeomorfismo sobre su imagen.

5Quiz4 al lector le parezca baldio y rebuscado este empeifio al saber que existe un teorema bello,
simple e interesante (que en una forma més fuerte se debe a H. Whitney) que prueba que las variedades
siempre se pueden meter dentro de algin R™ y por tanto pueden considerarse como subvariedades y ser
tratadas con los métodos de Calculo III (véase [Spl] Cap. 2, Th. 17). De hecho un profundo teorema
debido a J. Nash (uno de los pocos mateméticos que tienen pelicula) afirma que esta inclusién se puede
hacer sin cambiar las distancias (comprender este tltimo enunciado requiere esperar un poco hasta que
definamos el tensor métrico en variedades).

Que todo esto sea posible no quiere decir que sea adecuado. Incluso desde el punto de vista intuitivo,
es mucho més facil imaginar el espacio proyectivo P?(R) (véase [Di] Ej. 2.2.11) como un circulo con los
puntos antipodales de la frontera identificados que como una subvariedad de R?*, que es el primer R”
en el que se puede meter bien.
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Notacién: A veces, con el abuso obvio, se llama carta a la funcién ¢. Con frecuencia
se denota con z° la coordenada i-ésima de ¢, es decir ¢ = (2!, 2?%,...,2"), éstas son las
llamadas funciones coordenadas. El uso de superindices esta relacionado con el convenio
introducido en la primera secciéon. Para indicar que un abierto U, tipicamente de una
carta, contiene al punto p escribiremos U (p).

Un punto puede estar tapado por varios parches, diferentes abiertos de cartas, debe-
mos asegurarnos de que el andlisis no se estropea bajando por una ¢ o por otra.

Definicién: Se dice que dos cartas n-dimensionales de M, (U, ¢) v (V, 1), son com-
patibles sipo ™ H(UNV) — Y(UNV) es C™ con inversa C™. Se incluye como caso
especial en el que U y V son disjuntos.

Para no entretenernos saltaremos al ultimo peldano. Por razones técnicas es conve-
niente pensar en todas las posibles cartas n-dimensionales compatibles entre si y se dice
que la coleccién correspondiente {(Us, do) tacr, M = |JU,, es una estructura diferencia-
ble n-dimensional. Con esto llegamos al objetivo: la definicién de variedad®.

Definicién: Se dice que un espacio topologico M con las propiedades anteriores, es
una variedad diferenciable n-dimensional si estd dotado de una estructura diferenciable
de dimensién n.

La filosofia subyacente es que como una variedad es un espacio topoldgico abstracto
todas las operaciones de analisis que queramos hacer se llevaran a cabo bajando a R"
por una carta.

Por ejemplo, se dice que una funcién f : M — R es C* si para cada carta (U, ¢)
la funcién fo ¢~ : () — R lo es y se define para cada p € U la derivada parcial
1-ésima en la variedad como

O, = Dl 0 6™)(6)

6S6lo para lectores interesados: Una vez que uno ha puesto la definicién en términos suficientemente
raros hay una pregunta extrana pero natural. ;Es posible tener en una esfera o en otro espacio topoldgico
de toda la vida con la topologia usual diferentes estructuras diferenciables? En la esfera usual S? se
sabe que sélo hay una estructura diferenciable pero J. Milnor probé que en la de 7 dimensiones, S7, la
situacion es muy distinta, de hecho hay 28 posibilidades. S6lo una nos resulta familiar y por ello se dice
que el resto son esferas exoticas.

Esto muestra que las variedades C° (con cambios de carta continuos) son bien diferentes de las
variedades C*° aqui definidas. Por otro lado hay un teorema que afirma que las variedades C* son en
realidad como las C*° eliminando “cartas malas” (véase [Hi] §2.10 para el enunciado preciso).
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donde el simbolo D; significa la derivada parcial usual con respecto a la i-esima variable.
En general, si M y N son variedades, se puede hablar de funciones C*°, f : M — N
si para cada par de cartas (U, ¢), (V,1), respectivamente de M y de N se cumple que
o fop™t:pU) — (V). Las funciones C™ entre variedades que tienen inversa C'*
se llaman difeomorfismos.

La propia notacién usual para las funciones coordenadas, dandoles nombre de punto,
(x',22,...,2"), nos recuerda que la versién operativa de los puntos de una variedad es
su reflejo en R™ después de aplicar la funciéon de una carta.

Nota: Este es un curso de geometria diferencial, no de anélisis, por ello daremos
por supuesto que la regularidad no constituye ninguna obstruccién en las definiciones.
A partir de ahora supondremos, sin indicarlo cada vez, que todas las funciones entre
variedades que consideramos son C*°.

Un problema técnicamente més complejo es la definicién del espacio tangente, que en
el caso de subvariedades de R™ es muy facil (recuérdese el curso de Célculo I1I). No es una
mera adaptacion porque alli los vectores tangentes eras “pelos” orientados que se salian
de la subvariedad, mientras que concebimos las variedades como una entidad tunica,
sin referencia a un posible “exterior”. Hay varias maneras de superar este obstaculo
(véase [Ja]). Aqui mencionaremos las definiciones matemadticas que corresponden a ver
los vectores tangentes como velocidades de curvas y como derivadas direccionales. La
segunda es mas abstracta, introduciendo implicitamente el concepto de derivacion [ON],
pero en Geometria III se mostraba mas 1til en las demostraciones.

Definicién: Se llama espacio tangente de M en un punto p al conjunto cociente
T,(M) = K,(M)/ ~ donde K,(M) = {Funciones c¢: (—¢,e) — M con c¢(0) =p} y ~
identifica las funciones (curvas) tales que (¢ o ¢1)'(0) = (¢ o ¢2)'(0) con (U(p), ) una
carta. Se llama vector tangente de M en p a cualquiera de sus elementos.

Definicién: Se llama vector tangente de M en p a cualquier operador R-lineal v :
Ey(M) — R que satisface v(fg) = v(f)g(p) + f(p)v(g) para todo f,g € E,(M) donde
Ey(M) es el anillo de funciones M — R definidas en un entorno suficientemente pequetio
de p. Se llama espacio tangente de M en un punto p al conjunto formado por los vectores
tangentes.

El nexo entre ambas definiciones es que a cada ¢ € K,(M) se le puede asignar el
operador v : f +— (f oc)'(0) (véase [GoJ] §3.2).

A partir de las curvas que corresponden a los ejes coordenados (una vez que bajamos
a R™) se obtienen unos vectores tangentes que denotaremos con el extrano nombre aii .
Para ser rigurosos, si {€1,€,...,€,} es la base candnica, fijada una carta (U(p),p =

(x',...,2™)), con la primera definicién se tiene

0
oxt

’p = [¢;] con ¢;(t)=¢ o(p)+tE), i=1,2,...,n
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Denominar a estos vectores con el mismo simbolo que el de las derivadas parciales no es
casual pues con la segunda definicién no son mas que la derivadas parcial i-ésimas en la
variedad, es decir

) of

puiln T il

(1.1)

Por razones obvias se suelen denotar estos vectores tangentes con la notacién abreviada
&‘p o incluso 0; si no se quiere indicar la carta o el punto.

Cc

e S e

Como se vio en cursos pasados:

Proposicién 1.2.1 El espacio tangente T,(M) tiene una estructura natural de espacio
vectorial cuya dimension es la de la variedad diferenciable M.

Proposicién 1.2.2 Para cada punto p de una variedad diferenciable n-dimensional, M,
el conjunto {81}1),32 ...an\p} es una base de T,(M).

p7

Una vez que tenemos estos resultados y hemos acumulado la miseria debajo de la
alfombra de la notaciéon, nos podemos despreocupar de la dificultad y abstraccién de los
conceptos definidos a la hora de hacer operaciones. Podemos sumar y multiplicar por
nimeros coordenada a coordenada como nos ensenaron en primero y uno puede escribir
sin remordimientos cosas como: (20, + 30s|,) + 4(01|, — 202,) = 601], — 50a,-

Con f : M — N podemos pasar curvas en curvas lo cual induce una aplicacion
T,(M) — Ty (N). Aunque ésta es la idea intuitiva es mads sintético proceder tomando
en cuenta la segunda definicion de espacio tangente.

Definicién: Sea f : M — N. Se llama aplicacion tangente de f en p y se denota
con df|,, a la aplicacién lineal T,(M) — Ty (N) que aplica un elemento de T,(M)
(considerado con la segunda definicién), digamos v(-) en v(- o f).

Ahora todo funciona como con la diferencial de toda la vida, siempre componiendo
con las cartas.
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Proposicién 1.2.3 Sea f : M — N y sean (U(p), o) y (V(f(p)),¥) cartas de M y
N respectivamente en los puntos indicados. La matriz de la aplicacion tangente df|, en
las bases {6/8961‘10, . ,8/830’“‘10} Yy {8/8y1‘f(p), . ,8/8y”}f(p)} correspondientes a estas

cartas es la matriz jacobiana de o fo ¢~ en ¢(p).

En otras palabras, quieran lo que quieran decir los simbolos /92", ya sean derivadas
de clases de curvas o derivaciones que actian sobre funciones, el caso es que formalmente
se transforman por medio de una matriz jacobiana, es decir, como en los otros cursos
cuando el mismo simbolo tenia otro significado.

Dada una carta (U(p),¢ = (x',...,2™)) de M tiene sentido considerar dx|,, las
aplicaciones tangentes de las funciones coordenadas como funciones de M en R con la
estructura de variedad obvia. Usando las definiciones de vector tangente y aplicacién
tangente se puede probar que

) = 0;.
p

{da|,,d2?|,, ..., dz"|,} esla base dual de {

d'ly (07
Dicho de otra forma,

9
ozl

Si a uno le gusta poner nombres, ahi van un par de ellos:

0 0
3

Definicién: Dada una carta (U(p), ¢ = (z,...,z")) de M, al espacio vectorial sobre
R generado por {dz'|,, dz?|,,...,dz"|,} se le denomina espacio cotangente de M en p 'y
se denota con T (M), por ser el dual de T),(M). Los elementos de T(M) se llaman uno
formas (o covectores).

Como cabia esperar, en lo sucesivo descargaremos la notacion para las aplicaciones
tangentes y las bases introducidas de T,,(M) y T,;(M) omitiendo el punto cuando no sea
relevante. Por ejemplo, escribiremos por ejemplo dz' en lugar de dz'|,.

Una vez més insistimos en que todos los espacios vectoriales sobre R son lo mismo,
y una vez fijadas las bases las operaciones se realizan coordenada a coordenada como
nos enseniaron en primero cuando casi todo era con vectores de R"™. Los elementos del
dual no albergan nada nuevo y siguen funcionando como se indicé en la secciéon anterior
(y en el curso de primero) por mucho que pongamos d y 0 por todos los lados. En un
ejemplo:
0 0

2
(2dz" + 3dx2)(2% - @) =1 porque (2 3) ( 1) = 1.
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Ejercicios de la seccion 2

1) Comprobar que para definir la circunferencia unidad bastan dos cartas. Utilicese un
argumento topoldgico para probar que una no es suficiente.

2) En la superficie esférica unidad en R3, S? = {(x,9,2) € R3 : 22+ 9%+ 22 = 1}
considérense las cartas (S? — {N}, éx) v (5% — {s}, ¢#s) que dan las proyecciones estereograficas
en z = 0 desde los polos norte N y sur S respectivamente.

a) Hallar una férmula para ¢y y ¢s.

b) Demostrar que son cartas compatibles.

3) Estudiar si con la estructura de variedad correspondiente a las cartas del problema
anterior las funciones f1, fo : S — R dadas por fi(z,y,2) = |z — 1| y f2(z,y, 2) = |z| son
c*.

4) Sea f : S' — S! dada por un giro de dngulo a. Describir el efecto de la aplicacién
tangente sobre J; en los siguientes casos:

a) En ambas circunferencias se emplea la carta (S' — {(—1,0)}, ¢1) donde ¢; asigna a cada
punto el dngulo que determina con OX, normalizado en (—m, ).

b) En la primera se emplea (S* — {(=1,0)},¢1) y en la segunda (S' N {z > 0}, #2) con

b2(z,y) = y.

5) Comprobar usando las definiciones dadas en la seccién que realmente

p

., Cémo se deduce de aqui que los dxi|p son linealmente independientes? ;Y que todo elemento
de T;;(M) es una combinacién lineal de los dz*|,?

1.3. Tensores en el espacio tangente

Nuestra intencion es llenar una variedad de tensores, uno en cada plano tangente,
conservando cierta suavidad entre ellos, lo que requiere cierta nociéon de proximidad.
La manera maés sintética de concretar este punto
pasa por dar una estructura de variedad al con-

junto

T™ = | T,(M).
p

El objeto resultante es el llamado fibrado tangente
(véase [Di] §4.1). Una vez que tenemos esta estruc-
tura podemos hablar de planos tangentes cercanos
y de tensores cercanos. En vez de seguir este ca-
mino, sin duda mas directo e invariante y que nos introduce a la teoria de fibrados,



14 CAPITULO 1. ALGEBRA TENSORIAL

elegiremos una definicion que involucra cartas y componentes. Para ir poco a poco,
llenaremos primero de “pelos” tangentes a la variedad.

Definicién: Sea M una variedad n-dimensional. Un campo de vectores C*° en M es
una aplicacién que asigna a cada punto p € M un vector de T,(M), de manera que en
cada carta se escribe como > a'(p) 0i|p con a' funciones C'*.

Se podria definir de la misma forma campos de uno formas, de tensores métricos,
etc. Veamos el caso general.

Definicién: Sea M una variedad n-dimensional. Un campo tensorial C'*° de tipo
(r,s) en M, o simplemente un tensor de tipo (r, s) en M, es una aplicacién que asigna a
cada punto p € M un tensor de tipo (r,s) con V = T,(M), V* =T>(M) y que en cada
carta tiene componentes C°.

Hay otro caso particular de gran interés en este curso.

Definicién: Un campo tensorial C'*° de tensores métricos en una variedad M se dice
que es una métrica.

Siguiendo el convenio que veniamos manejando en el caso r = s = 0, un tensor de
tipo (0,0) en M le asigna a cada punto una constante, es decir, es simplemente una
funcion C*°.

Las componentes de un tensor 7" de tipo (r, s) en una variedad definen en cada carta
U, ¢ = (z*,...,2")) funciones C* de U en R dadas por

0 0 0

peU — T(p)(dx",dz", ... dx", oxh |p’ Oz |p’“"axjs P

).

Habitualmente expresaremos estas componentes en términos de las funciones coordena-
das, que a su vez dependen del punto p.

Ejemplo: En S! tenemos la carta (S'—{(—1,0)},8) donde § = 6(z, y) da el argumento
(4ngulo) de cada punto (z,y) € S* en el rango (—7, 7). La férmula

0
T = e
(@+y)5g
define un campo de vectores C* en (la subvariedad) S' — {(—1,0)} porque f : S' —
{(-1,0)} — R dada por f(z,y) =z +yes C®, yaque fol '(t) = cost+sent es C
como funcién de (—m,7) en R. Como x = cosf, y = sen §, podemos escribir

T = (cosf + seHG)%.



1.3. TENSORES EN EL ESPACIO TANGENTE 15

No hay un gran abuso en dar la componente en términos de la funcién coordenada 6 pues
a fin de cuentas 6 = 6(x,y). Si uno se pusiera muy pesado y quisisera ver la dependencia
completa en el punto (z,y) deberia escribir

0

T = (cosf(x,y) + sen 9(%9))%}@,;,)'

Dadas dos cartas (U,(b = (ml,...,xm)), (Z/{,,(b/ = (x’l,...,:c’m)) que se solapan,
UNU'" # D, la funcién ¢o ¢! pasa de (z'1,...,2"™) a (z',...,2™) y por razones obvias
la matriz de su diferencial se suele escribir 9z’/9z" y su inversa 9z /0x’. En cada carta
se tendran campos 9/dz',...,9/0x™, dz*, ..., dxz™ (usando @) y 0/9z",...,0/02"™,
dzt, ... dz'™ (usando ¢') que dan las bases del espacio tangente y cotangente.

Lema 1.3.1 Con la notacion anterior

0 ozt 0 , .
1 e Pl 2 d n — —d ].
) ox Oz Oz’ ) d a1 "
Demostracion: Si consideramos la aplicacién tangente de la funcién Id : M — M,
1) es consecuencia inmediata de la Proposicién 1.2.3. Para dar una prueba independiente,
notese que la regla de la cadena asegura que para cada funcién f : M — R se cumple,
D(fod ™) =D(fop 1) D(po¢' ')y empleando (1.1) se tiene el resultado, ya que
las componentes de las matrices fila D(f o ¢'~1) y D(f o ¢~ 1) representan la accién de
d/0x" y 8/0x" sobre f.
Para comprobar 2) basta ver que ambos miembros aplicados a cualquier 9/9z" dan
el mismo resultado. Para el primer miembro éste es, por definicién, &} y para el segundo
a/z’ 0 a/i ‘8ka a/iak. a/z‘ak )
D dnd (o) = e (o Ty = SR S P i
Oxl ox"t Oxl Ox't Oxk 0xd Ozt Oxk dx't
donde en el primer paso se ha usado 1) y en el ultimo que la primera matriz es inversa
de la segunda. O

a 1E/i

Estas relaciones prueban que para cualquier tensor

, 0 0
111 14
T(dz"™, ..., dx ’axw‘l""’—ax'ﬁs)
coincide con o 9 00 o P
' ' iy T
T dzk, . .. da* — L,
( Bk U gk U i gl Dl 6xl>

Por tanto, cuando cambiamos de carta (o parametrizacién) las componentes de un tensor
de tipo (r,s) en una variedad cambian por la férmula

o't Ogliz Ox'tr gz"  Oa® 5$l5) kika...kr
al'/js l1la...1s

11190

(1.2) 05l = (gumn e Dk ) \datin Qi
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Esta formula es tan caracteristica de los tensores que en muchos libros, sobre todo
en los mas orientados a la Fisica, se definen los tensores y campos de tensores como
conjuntos de nimeros o funciones sujetos a esta regla de transformacion, que a veces
se llama tensorialidad por antonomasia. No hay que asustarse con una expresion tan
compleja. En primer lugar, es facil de recordar notando que los indices repetidos se
deben “simplificar”. Y por otra parte, no tiene un significado profundo, simplemente
representa lo que ocurre cuando cambiamos de base las variables de un tensor; lo que
hay de singular es que los cambios de carta corresponden a cambios de base en el espacio
tangente y cotangente cuya matriz es un poco fea: la jacobiana (o su inversa). Ahora
podemos apreciar por qué la contraccion estd bien definida, basta aplicar la regla de
la cadena para darse cuenta de que la contraccién de un tensor se transforma como un
tensor (ejercicio).

Ejemplo: En cada punto de R? tenemos un tensor métrico en el plano tangente
dado por dzx ® dx + dy ® dy con las coordenadas usuales (omitimos por brevedad el
punto), esto es un campo de tensores métricos (ndtese que no es mas que el producto
escalar usual en cada punto), es decir, una métrica. Si ahora cambiamos a coordenadas
polares x = rcosf, y = rsenf entonces podemos calcular los nuevos coeficientes del
tensor métrico usando la férmula anterior, para (z!,2?) = (z,y) y (2%, 2"?) = (r,0), o

simplemente sustituir, segin el lema anterior,
dxr = cosdr — rsenf df, dy = senfdr + rcosfdb
para obtener

(cosOdr —rsenfdf) @ (cos@dr — rsenddb) +
(sen@dr +rcosfdf) @ (senfdr +rcosfdf) = dr @ dr +r’df @ db.

En general los tensores no se comportan bien al derivarlos componente a componente
porque en (1.2) aparecerian derivadas segundas que estropean la tensorialidad. Mas
adelante introduciremos una derivada especial que tiene caracter tensorial. Veamos un
ejemplo trivial en el que si se puede derivar y nos deberia hacer dudar del némbre
“vector” gradiente.

Ejemplo: Una funcién f : M — R es por definicién un tensor de tipo (0, 0), su unica
componente es la propia funcién. Sus derivadas parciales definen un tensor porque

of ol of

ox'i — Oz Ozl

Comparando con (1.2) vemos que las componentes del gradiente en variedades (que

obviamente generaliza al habitual) corresponden a un tensor de tipo (0, 1), no un tensor

(1,0) que representaria un vector. Esto es natural porque df = % dat + % da? 4+

% dz™ es una uno forma.
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Si todavia queda algin escéptico, témese f(z,y,2) = x + y + z definida en R? con
la carta trivial. La transformacién (cambio de carta) 2’ = 2z, y' = 2y, 2/ = 2z pasa
el vector de Tp(R?) de coordenadas (1,1,1) al de coordenadas (2,2,2). El gradiente de
r+y+zes(1,1,1) pero el de 2//2+y'/2+ 2/ /2(= v+ y + 2 en las nuevas coordenadas)
es (1/2,1/2,1/2). Por mucho que nos empeniemos el vector gradiente no es un vector’
en sentido estricto.

Una vez entendido todo esto, los elementos de la relatividad especial deberian ser
faciles.

Después de los trabajos de Lorentz y Einstein, Minkowski dio un interesante giro en la
manera de entender la relatividad especial introduciendo el concepto de espacio-tiempo
que geométricamente no es mas que R* con la métrica de Minkowski mencionada en la
primera seccion. Para acercarnos rapidamente al significado fisico, nos desprendemos de
dos coordenadas y consideramos R? con una carta (R? ¢ = (¢,7)) y la métrica

G=—dt®dt+ ¢ %dr ® dx

donde fisicamente ¢ indica el tiempo, x el espacio y ¢ es una constante que representa la
velocidad de la luz en el vacio (en el sistema interancional es alrededor de 2,99 - 10%m/s
pero hay otras unidades, llamadas relativistas, con las que vale 1 para que la formula de G
quede bonita). La reformulacién de Minkowski de la relatividad se basa en el postulado de
que G debe permanecer invariante para todos los observadores inerciales (intuitivamente
los que no estédn sometidos a fuerzas). Al igual que los movimientos del plano eran las
transformaciones que dejaban invariante el producto escalar usual dxr ® dx 4+ dy ® dy,
para la relatividad simplemente® habia que pensar en un producto escalar extrafio del
que se deducia mateméaticamente a partir de unos postulados bésicos lo que Einstein
habia obtenido con experimentos imaginarios con varillas y espejos. Minkowski afirma
orgulloso en 1907 (véase [Ei-Lo-Mi-We|) “A partir de ahora el espacio por si mismo y
el tiempo por si mismo, estan condenados a desvanecerse en meras sombras y sélo una
especie de union de ambos conservara una realidad independiente”.

En términos geométricos, si un observador inercial utiliza para medir espacios y

"R. P. Feynman, premio Nobel de Fisica, dedica toda la seccién 2-5 de su magnifico libro [Fe-Le-Sa] a
demostrar al lector que el vector gradiente es un vector. ;Donde ha quedado el argumento de autoridad?
El truco estéd en que Feynman sélo considera transformaciones dadas por matrices ortogonales (realmente
solo giros) y recuérdese que estas matrices cumplen A = (A~!)!, por tanto intercambiar indices y
numeradores por denominadores no tiene efecto sobre (1.2). Geométricamente el gradiente es un vector
normal, y sigue siéndolo cuando sélo hacemos movimientos en R™ pero como hemos visto, el gradiente
no se comporta como un vector por cambios de carta generales.

8Como se ha indicado en una nota anterior este “simplemente” fue al principio discutido incluso por
el propio Einstein, pero el desarrollo de la relatividad general mostrd que el planteamiento de Minkowski
no s6lo era matemdaticamente elegante, sino que era el camino mas natural y sencillo para comprender
los avances posteriores.



18 CAPITULO 1. ALGEBRA TENSORIAL

tiempo una carta (R?, ¢’ = (¢, 2')) con t' = ¢/(t,z), 2’ = 2/(t,x) se debe cumplir
—dt @ dt + ¢ dr @ dv = —dt' @ dt’ + ¢ *dr’ ® dx.

Efectuando el cambio de carta e igualando coeficientes,

o gr'\o OO _,0d'0d O oa’

_:__2 _2_2 v _ ___2 _2_2
1=-(5) + (%) %= oo © (55) T (55)

Cuya solucién general es

ot'jot ot'Jox\ (V1422 2\
oz’ /ot 0x'/Ox) A V1+c2)\2

salvo la indeterminacion en el signo de la raiz que no consideramos por corresponder
a una sencilla simetria. También componiendo con una traslacion podemos suponer
¢ o ¢(0,0) = (0,0). Para seguir, pidamos un poco de ayuda a la interpretacion fisi-
ca: los sistemas inerciales tienen velocidades relativas constantes unos con respecto de
otros porque si hubiera aceleraciones estarian sometidos a fuerzas. Si v es la velocidad
relativa, al segundo observador le parecera que las particulas con (¢,z) = (¢,vt) estan
quietas. En términos matematicos estamos pidiendo z'(t,vt) = 0, que derivando impli-
ca 0z'/0t + v0z'/0x = 0 y combinado con las ecuaciones anteriores permite deducir
A = —v/V/1 =202 En definitiva, con las simplificaciones supuestas, los cambios de
carta entre observadores inerciales son las llamadas transformaciones de Lorentz

(o)== () ()

Esto es contraintuitivo porque todos diriamos que si un observador O’ se mueve a velo-
cidad v delante de O, deberia cumplirse #' = = — vt y por supuesto ' = ¢. La relacién
anterior contradice estas ideas preconcebidas. También se sigue que no hay sistemas
inerciales con v > c. En los fendmenos que podemos observar, normalmente v?/c? es
practicamente cero y por ello las transformaciones de Lorentz escapan al alcance inme-
diato de nuestros sentidos.

) con A\ = A(t, ),

Ejercicios de la seccion 3

1) Considerando R? como variedad, escribir la uno forma = dz+vy dy+z dz en coordenadas
esféricas.

2) En un ejemplo de la seccién se definié un campo de vectores sobre S — {(—1,0)}.
Extenderlo a un campo de vectores C* en S comprobando que lo es empleando alguna carta
compatible.
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3) Se dice que un tensor de tipo (0,2) es simétrico si Tj; = Tj; donde Tj; son sus compo-
nentes.

a) Demostrar que este concepto de simetria estd bien definido, es decir, que no depende de
la carta empleada para calcular las componentes.

b) Comprobar que sin embargo no se puede extender a tensores de tipo (1,1), concreta-
mente, construir un ejemplo para el que Tj’ = Tij se cumpla usando una carta pero no otra.

«¢) ;Qué matrices simétricas lo siguen siendo en cualquier otra base?

4) Dar un ejemplo concreto en R? con la carta trivial que muestre que las derivadas parciales
de las componentes de un campo de vectores no tienen cardcter tensorial: no se transforman
como las componentes de un tensor de tipo (1,1).

5) Segtin habiamos visto, el cambio a polares lleva la métrica usual de R?, dz®dx +dy®dy,
a dr @ dr + r?df ® df. Hallar ahora un cambio de coordenadas (de carta) en R? que pase la
métrica de Minkowski normalizada en R?, do ® dx — dy @ dy, a dr @ dr —r2df @ df. Indicacion:
Los dos problemas son similares salvo el “cambio” y — yv/—1, 6 — 0/—1.

6) Sea M una variedad bidimensional. Un campo de uno formas en M se expresa en cada
carta (U, ¢ = (z',22)) como T = Tydx' 4 Todz?. Sea D el operador que asigna a T el tensor
de tipo (0,2) en M dado por

8T2 6T1 aTl aT2

Demostrar que D esta bien definido, es decir, que no depende de la carta escogida.

1.4. Formas diferenciales

Los contenidos de esta seccién estén ligados al nombre de E. Cartan (no confundir
con su hijo H. Cartan, también matemético renombrado), quien introdujo el concepto de
forma diferencial tal como ahora lo conocemos y ademas definié una nueva operacion, la
derivada exterior, que resulta fundamental para escribir y describir algunos resultados de
geometria diferencial, incluido el teorema de Stokes que veremos en el proximo capitulo.
La estructura algebraica subyacente en la que se baso se llama &lgebra exterior y fue
introducida por H. Grassman con anterioridad.

Aqui no nos pararemos en las estructuras e iremos directamente a la definicion.

Definicién: Se llama k-forma alternada a un tensor k veces covariante, T', que es
antisimétrico en cualquier par de argumentos, es decir

T(..,0,...,05...)==T(..,0;,...,0,...).
El conjunto de k-formas alternadas sobre un espacio vectorial V se denota con Alt*(V).

Las formas diferenciales corresponden al caso en que V' es el espacio tangente de una
variedad.
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Definicién: Una k-forma diferencial es un campo de k-formas alternadas en una

variedad. El conjunto de k-formas diferenciales sobre una variedad M se denota con

En analogia con lo que se hacia en la teoria general de tensores, se conviene que
Alt°(V) son las constantes, esto es, R y por tanto Q°(M) = C*°(M). El caso k = 1
es también un poco singular porque las definiciones no ponen ninguna restriccion y
decir 1-forma alternada es lo mismo que decir tensor una vez covariante. Nétese que
esto es coherente con nuestra denominacion de “uno formas” en la seccién de repaso.
Habitualmente se suelen representar las formas diferenciales (y también a veces las for-
mas alternadas) con letras griegas minudsculas, especialmente w y 7. Evidentemente si
m > dim V' toda m-forma alternada es nula, en particular en una variedad n-dimensional
Q™(M) = {0} para m > n.

El conjunto Alt*(V) tiene una estructura de espacio vectorial sobre R con las ope-
raciones habituales de suma y multiplicacién por nimeros reales. En el caso de QF(M)
esos numeros reales dependeran del punto sobre el que estemos considerando el espacio
tangente y por tanto son funciones f : M — R que, como siempre, supondremos C*°.
La inconveniencia de que estas funciones no formen un cuerpo estropea la estructura de
espacio vectorial.

Los siguientes ejemplos se podrian deducir de resultados posteriores. Ahora nos ser-
viran para entender un poco mejor los conceptos.

Ejemplo: Hallar todos los elementos de Alt?(R?).
Si T € Alt*(R?) y ¥y = aléy + a2é,, Uy = abé) + a3é,, entonces usando la linealidad
y T(Z,7) =0

—

T(Ul, 772) = CL%CL%T(@H, 51) + CL%CL%T(é’l, 52) + CL%CL;T(GQ 1) + CL%CL%T((?Q, 52)

€
)
= (a%ag — a%a%)T(eﬁ, 52) = T(é&, gg) det(ﬁl, UQ)

Entonces el tinico tensor que hay en A1t2(]R2) es el determinante salvo multiplicar por una
constante, T(€1, &), es decir, Alt*(R?) = {\det}. Nétese que T(€}, ;) es una constante
una vez fijada una base y también el determinante depende de la base elegida. Si se
quiere una formulacién independiente de las coordenadas de ¥ v ¥, en una base de R2,
podemos elegir una base del dual {3, $?} y decir que todo elemento de Alt*(R?) es de
la forma

T=Ap'Q@F-APRF".

Esto es exactamente lo mismo que antes porque si {€7, €5} es la base cuya base dual es
{9,517 ()52}7 9,51(173) = (I}.

De la misma forma, si M es una variedad de dimensién 2, entonces en cada carta
U,p = (z',...,2")) los elementos de Q*(M) son de la forma

w=fde' ®da® — f do* @ da'
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con f: M — R.

Podemos leer el resultado del ejemplo anterior diciendo que si {@!, $?} es una base
de V* y dim V' = 2, entonces {¢' ® * — $* ® '} es una base (con un solo elemento) de
Alt*(V). Intentemos hacer un ejemplo en dimensién mayor.

Ejemplo: Hallar una base de de Alt*(R3).

Escribamos como antes 7; = aée} El desarrollo de T'(%;, ¥3) da lugar a nueve términos.
Olviddndonos de los tres con coeficientes nulos T'(€;, €;) y agrupando T'(€;,€;) con su
negativo 1°(€}, €;), se llega a

N a2a3 o S CL36L1 I a1a2 o o
T(’Ul,’ljg) = a% aé T(€2,€3)+ (Ié ai T(€3,€1>+ Clé Clé T(€1,€2).

De nuevo determinantes, que son menores de orden dos de la matriz de coordenadas de
U1 y Us. Empleando la base dual {¢!, 32, $°} tenemos que estos menores son M (y, Us),
Mg(ﬁl,l_fg) y M3(171,172) donde

M=FoF-F0F, Mm=-F25-§08 Mm-FoF-Fog

Y podemos escribir T = M\ M; 4+ 2 My + \3Ms. Por otro lado My, My y Ms son formas al-
ternadas (empléese el lema) y es facil ver que son linealmente independientes haciéndolas
actuar sobre {é7, & }. En resumen, hemos demostrado que {M;, My, M3} es una base de
Ath(R3). Como curiosidad, nétese que My, My y M3 dan las coordenadas del producto
vectorial.

Para desarrollos posteriores va a ser conveniente cambiar de nombre a los determi-
nantes.

Definicién: Dados @', %2, ..., 0% € V* su producto exterior, o' A > A --- A @F, se

define como la forma de Alt*(V) dada por
(951 A 95/2 ARRRNA &k)(ﬁly 1727 v ,17]6) = det(@%@))lgi’jgk'
La definicién se extiende de la manera obvia a uno formas.

Con esta notacién tenemos en el primero de los ejemplos T = Ag' A @ v w =
fda! A dx?, mientras que en el segundo T' = M @2 A 2% + X233 A @1 + N3p! A @2, Todavia
mas, resulta que no hay en el mundo de las formas alternadas nada muy diferente de los
determinantes.

Proposicién 1.4.1 Sea {¢*, 9%, ..., 9"} una base de V*, entonces
{GYAG2N-AP* 0 1<y <ig<...<ip<n}

es una base de Alt*(V).
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Demostracién: Sea {€l, €, ...,E,} es una base V cuya base dual es {@, 32, ...,@"}.
Consideremos el tensor

T = Z aim_.ikfpﬁl A @Q FANKIRIRIVAN 621@

11 <12<...<ik
Si T fuera el tensor nulo para ciertos coeficientes, calculando T'(€7, &, . .., €,) se tendria
Qiyiy. i, = 0, por tanto los elementos del conjunto son linealmente independientes.
Por otro lado, si w € Alt*(V) y sus componentes en la base {€1, &, ..., &, } son wi,s, i,

entonces eligiendo a;,i,. i, = Wiyi,..i, S€ tiene que Ty w tienen las mismas componentes
i1lo . . . 1 siempre que 11 < 19 < ... < i;. En el resto de los casos también deben coincidir
por la antismetria de las formas alternadas al intercambiar dos argumentos. O

Evidentemente algo similar ocurre en QF(M).

Corolario 1.4.2 Cualquier elemento de Q¥(M) se puede escribir como

w = o oo dx Ndx? A A dat
Yo fuii

11 <i9<...<ip

Nota: Como explicamos en la seccién anterior, las componentes f;,;,. i, son en prin-
cipio funciones de p € M pero habitualmente esa dependencia se expresa a través de las
. . . . 1 2 n
funciones coordenadas y escribiremos fi i, i, = firip.ip (x', 2%, .. 2™).

Es natural definir

Con ello y la Proposicién 1.4.1 o el Corolario 1.4.2 habremos extendido por la distributiva
la definicién del producto exterior a una operacién

A AIR(V) x AEH(V) — ALEPTHV) y A QF(M) x QY(M) — QFT(M).

Para respetar los convenios se debe interpretar que el producto exterior por numeros,
que son O-formas, es el producto usual (por ejemplo 2 Aw = w A 2 = 2w).

En los textos se suele dar una definicién méas invariante del producto exterior que
muestra su relacién con el producto tensorial [Sp2]. Nuestra definicién es cuestionable
pero permite deducir sin dificultad dos propiedades basicas: la asociativa

WA MAXN)=(wWAN) AN
y la anticonmutativa (o superconmutativa, si uno es fisico)

(1.3) wAn=(-1"nAw,
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donde w € AltF(V), n € AltY(V) o w € Q¥(M), n € QL (M).

Ejemplo: Sean w = dr +y dz € Q' (R3) y n = 2 do A dy € Q*(R?) definidas en la
carta trivial (R?, ¢ = (z,y, 2)), entonces

wAn=zdrNdr ANdy+yz dz N\dx N\ dy, nAw=zdrNdyNdr+ zy de Ndy N\ dz.

Se cumple dx A dz A dy = dx A dy N\ dx = 0 porque corresponden a determinantes con
dos filas iguales. De la misma forma dz A dx ANdy = —dx Ndz Ndy = dx N\ dy N dz
porque los determinantes cambian de signo al intercambiar dos de sus filas. Con ello
hemos comprobado w An = (—1)'2 n A w en consonancia con (1.3).

Si las formas alternadas y las formas diferenciales no son més que combinaciones de
determinantes, ;por qué no escribimos simplemente esos determinantes y nos olvidamos
de estas definiciones tan raras? La respuesta es que los determinantes aparecen en algunos
teoremas, por ejemplo en el de Stokes, de una manera complicada y méas vale inventar
una notacién para poder proceder simbélicamente. No hay nada nuevo en esta forma de
actuar y los propios determinantes son un buen ejemplo: la relaciéon det(A) - det(B) =
det(AB) es a la vez bonita, simple y no trivial (jalguien recuerda la prueba?) pero si no
existiera una notacion especial para el determinante y escribiéramos todo el desarrollo,
digamos por ejemplo en el caso 3 x 3, jnos dirfa algo esa relacién? ; mereceria los adjetivos
anteriores?’

En la siguiente definicién no usaremos a proposito el convenio de sumacion para
mayor claridad.

Definicién: Dado un elemento de Q2%(M) que en una carta es de la forma
w = Z fivigoip X Adx™ A -+ A da'™
11,02,..,0k
se llama derivada exterior de w al elemento dw € Q*1(M) dado por
dwzz Z Malacj/\d:z:i1 ANdz A - A da'
Joinyig,.t O
302500050k

(en el caso especial k =0, df =) AL ).

oxJ

9La utilidad o conveniencia de una notacién o un modo de célculo no son en absoluto evidentes a priori
ni siquiera para los expertos pues a veces dependen de desarrollos ulteriores de las Matematicas. Por
ejemplo, cuando Grassman creb el dlgebra exterior que después fue retomada por Cartan para desarrollar
la teoria de formas diferenciales, los matemaéticos de su tiempo no le prestaron mucha atencién, tanto
es asi que en los ultimos anos de su vida practicamente dejé las Matematicas y se dedicé a investigar
en Lingiiistica.
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En principio no esté claro con esta definicién que d se aplique a todo elemento de
QOF(M) v, todavia peor, que sea coherente con los cambios de carta. Es posible evitar
este ultimo problema comenzando la casa por el tejado con un tratamiento axiomatico:
se imponen las propiedades de la Proposicion 1.4.3 en las que no aparecen cartas y se
prueba que sélo hay un operador decente d con esas propiedades. Al calcular su expresion
en coordenadas se obtiene la férmula anterior [Bi-Go]. Daremos una breve demostracion
directa sin entrar mucho en detalles porque en el siguiente capitulo tendremos una vision
mas clara de este punto (véase una prueba mas sencilla y natural en [GoG] §1.3).

Por la antisimetria podemos suponer que en la definiciéon anterior la sumacién es
sobre 47 < iy < ... < 1. Las cantidades f;,;,. i, son componentes de un tensor k veces
covariante y por tanto responden a los cambios de carta por medio de la formula:

15 15 3
Fripg = Q02 00T
1112...0 axil 8;51'2 81;% J1J2---Jk

: 4 . . ,
donde hay, que entender que si no se Cumple < J2 < e < ]k‘entonces'fjm__jk
es sgn(a)fo(jl)g(h)mo(jk) con o la permutacion que ordena jq, jo, ..., Jx. Al derivar con
respecto de 27 no tenemos una relacién similar entre las derivadas de f;,;,. i, v de f]’-1 oo
porque aparecen derivadas parciales segundas de los cambios de carta. Sin embargo estos
términos no influyen en la expresion de dw porque la antisimetria del producto de uno
92z i i

formas asegura »_, . 575 da' A da? = 0.

Por 1dltimo veamos dos propiedades importantes que de hecho determinan la derivada
exterior. La primera muestra la relacién entre los definiciones de producto exterior y

derivada exterior y la segunda sera crucial para definir la cohomologia de de Rham.

Proposicién 1.4.3 Sean w € Q¥(M) yn € Q{(M), entonces
1) dwAn)=dwAn+ (=1 w Adnp, 2) d(dw) = 0.

Demostracion: Por el Corolario 1.4.2, empleando la linealidad de d y la distributiva,
podemos limitarnos al caso w = f dz® Adx® A --- Ada'™, n= g da? Nda?2 N+ A dat.
Se tiene

dwAn) = wdmm/\dﬂwuwdﬂwdﬁlA---Adle
a:m

) A A . A

= &U—]; dr™ ANdx" A - ANdx™ Ada?t A - A da?

0 , . . ,
+(_1)k&z_€nf dz™ A - Adx' A de™ A da?t A - A dat

donde se ha usado (1.3). El primer sumando es dw A 7 y el segundo (—1)*w A dn.
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Es fécil ver que d(dw) = 0 se cumple para k = 0:

of .. &f .
d(df)=4d - dr') = —=— dx' Ndr? =
(df) (3x’ x) 0x'0xI v At =10
porque dz® A do’ = —da? A da' v las derivadas parciales cruzadas coinciden. Por otro

lado, de 1) se deduce con un pequetio célculo que d(d(w A n)) = d(dw) An—w A d(dn).
La prueba se sigue por induccién ya que el corolario anterior permite escribir toda forma
como productos exteriores de funciones y diferenciales de funciones'®. O

Ejemplo: Sean w,n € Q'(R3) definidas en la carta trivial (R?, ¢ = (z,¥, 2)) por
w=x dr + yz dy + 2%y dz, n=uxydz.

Comprobar las relaciones de la proposicion anterior.
Comencemos por la segunda haciendo el calculo muy despacio y con paréntesis in-
necesarios:

dv = (dzANdx)+ (zdy ANdy +y dz Ady) + (2vy dz A dz + 2% dy A dz)
= 2oydr Adz+ (2* —y) dy Adz.

En la segunda derivada exterior ya procedemos mas rapido:
d(dw) =2z dy N dx AN dz + 2z de AN dy N\ dz = 0.

Calculemos ahora los tres términos que participan en la primera relacién. La derivada
del producto:

dwAn) =2*dy Nde ANdz +y*z de Ady Adz = (y*z — 2°) do Ady A dz.
La derivada del primero por el segundo, para lo cual aprovechamos el calculo de dw:
dw A= 2vy dz Adz + (2* —y) dy Adz) A (zy dz) = 0.
Y el primero por la derivada del segundo:

wAdy = (vdrv+yzdy+2*ydz)A(yde Adz+x dy Adz)
= yzdy Nde ANdz + 2% de ANdy A dz = (2 — y?2) do A dy A dz.

Entonces se tiene d(w A1) = dw An + (—1)kw A dn, como esperdbamos.

0Por ejemplo, para k = 2 una forma diferencial es suma de cosas del tipo f dz® Adz® y si suponemos
el resultado probado para k =0y k = 1, se tiene d(d(f dzr A d:riz)) = d(d(f dxil)) Adx® — f dxht A
d(d(dw”)) = 0. Con nuestros convenios el caso especial k = 1, el primer paso de la induccién, no es
conflicitivo porque f A dz" = f dx".
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Ejercicios de la seccion 4

1) Responder brevemente a las siguientes preguntas:
1) Si w(é) + 265, €1 + €2) = 2, jcudnto vale w(€éy, €1)7
ii) Si M es una variedad n-dimensional y w € Q" 3(M) y n € Q'(M), jcudnto vale
dw AnAdn?
iii) ;Cudl es la dimensién de Alt*(V)?
iv) Siw=g' A@G>+ 3 AP* con @Y, @2, 5%, ¢ € V*, jcomo se pueden simplificar las
expresiones w Aw y w Aw Aw?

2) Para n > 1 definamos en R™ con la base usual el producto vectorial generalizado de
n — 1 vectores 1,03, ..., U,_1 como cero si son linealmente dependientes, y como el vector w
que cumple

- = det(&, v, Vo, ..., Up—1) para todo 7€ R"
si son linealmente independientes. Nétese que para n = 3 el producto vectorial usual tiene esta
propiedad y esta caracterizada por ella.

a) Demostrar que este producto vectorial esta bien definido. Es decir, que no pueden existir
dos w con la propiedad anterior. Probar también que el producto vectorial generalizado es
siempre ortogonal a cada uno de los vectores de partida.

b) Demostrar que la funcién M; que asigna a (¥, U2, ..., U,—1) la i-esima coordenada de su
producto vectorial generalizado cumple M; € Alt"~1(R").

c) Expresar M; en términos de productos exteriores de elementos de la base dual de la
usual. Indicacion: Témese como T el i-ésimo vector de la base candnica.

3) Siw € QO(R3), es decir, si w es una funcién, entonces los coeficientes de dw vienen dados
por el gradiente (usamos la carta trivial). Encontrar relaciones similares con el rotacional y la
divergencia en Q' (R?) y Q?(R3).

4) Comprobar en R? (con la carta trivial) la relacién d(w A n) = dw A1 — w A dn para las
uno formas w = x2y?22dy + 23dz y n = zdy + dz.

5) Sea w = dz N dy € Q(R?). Para f : R? — R? calcular w(df (#%),df (5;)) donde df es la
aplicacion tangente.

6) Sea wi,wy, . ..,w, uno formas alternadas. Probar que son linealmente dependientes sobre
R siy sélo si wi Awg A -+ Awy = 0. Indicacion: Si fueran independientes, serfan base de un
subespacio de V* y tendrian una base (bi-)dual en V.

7) Seaw =Y firio.ix dz™ Ndz®2 A -- - Ndx € QF(M) donde iy < iy < ... < ij. Demostrar

que la componente ji,jo, ..., Jk+1, con j1 < jo < ... < jg, del tensor dw es
k+1 ~
Z(_l)s—lafjl~--js~~jk+1
— Oxds

donde el circunflejo indica que se omite ese indice.

8) Probar que un tensor k veces covariante es una k-forma alternada si y sélo si se anula
siempre que se aplique a k vectores linealmente dependientes.



Capitulo 2

Topologia diferencial

2.1. El teorema de Stokes

La pregunta que conduce al teorema de Stokes' desde el punto de vista matemético es
muy natural: ;jcudl es el teorema fundamental del calculo en varias variables? A este nivel,
sobreentendemos “varias variables” como variedades, pero como orgullosos habitantes
de R™ en primera aproximacion, nos sentiremos mas cémodos haciendo algunas cuentas
en el ambito puramente euclideo. El punto de partida es el teorema fundamental del
calculo en I = [0, 1]

F(1) — £(0) = / 3

o2f
0xdy
en términos de los valores de f en los vértices de I? y lo mismo podriamos hacer en I™

con derivadas n-ésimas. Sin embargo lo que queremos es una férmula con derivadas
primeras, como hay varias derivadas parciales tendremos que escribir una combinacién
de ellas, pero entonces la integral doble nos lleva en todo caso no a la funcién sino a una
integral suya. ;Qué tipo de generalizacion estamos buscando? El teorema fundamental
del calculo se puede interpretar diciendo que al integrar f” en I se obtiene (una diferencia
de) f evaluada en la frontera de I, queremos algo en ese sentido interpretando que para
“evaluar” en la frontera en dimensiones superiores hay que integrar porque hay infinitos
puntos en ella. Por ejemplo, en I? se cumple

1 1 1 1 B §1ﬁ%__§ifl
/0 fi(z,0) da+ /0 fo(1,y) dy— /0 fi(,1) da— /0 12(0,) dy = /1( L ay)dxdy.

'En realidad el teorema de Stokes no se debe a Stokes y, apurando, histéricamente no es un solo
resultado sino un compendio de teoremas de varios autores resumidos en una férmula simple. El nombre
proviene en parte de que un caso particular (también llamado teorema de Stokes) aparecié en una
competicién matemadtica organizada por G. Stokes (ver [Sp2] VII-VIII), un fisico y matemético del siglo
XIX conocido sobre todo por su contribucién a la mecanica de fluidos.

En I? = [0,1] x [0, 1] uno podria aplicar este resultado dos veces para expresar || 72

27
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Llamando C' a la frontera de I? y despreocupandonos de las esquinas, tras las férmulas
de cursos pasados que recordamos en la seccion anterior se puede escribir esto como:

— - 8f2 3f1 i
[ Fa= ] (%—87) dudy  con F=(fi,f)

donde la orientacion en C' es la habitual, contraria al sentido horario. Notese que podria
ocurrir que 0 fy/0x — df; /0y fuera extremadamente sencillo, por ejemplo cero, y que sin
embﬁargo no supiéramos calcular por separado las cuatro integrales en las que descompone
o F

En I? también podemos encontrar una combinacién apropiada de las derivadas par-
ciales sobre el borde de I3. En general el teorema de Stokes responde al esquema:

funciones = / derivadas de funciones.
borde variedad

Y esta formula adquirird un aspecto muy simple con la notacion de las formas diferencia-
les y gracias a ella su demostracién es el teorema fundamental del cdlculo?. Aunque sélo
fuera para escribir estd magnifica férmula generalizadora, la introduccién de las formas
diferenciales estaria plenamente justificada.

Pero antes de nada hay unas preguntas bdsicas que tomar en consideracion, las
ultimas lineas anticipan la solucién a la tercera:

= ;Como se integra en una variedad?
s ;Como se define el borde una variedad?
= ;Qué tipo de derivadas hay que considerar?

Vayamos con la primera. Ciertamente la respuesta no es inmediata porque en los
los cursos de anadlisis de primero o en segundo aparecieron integrales sobre curvas y
superficies y las formulas que las definian no tenian aparentemente demasiado en comun.
Por ejemplo, jpor qué al integrar sobre una superficie inmersa en R?® habia que hacer
calculos con el vector normal y sin embargo para curvas habia que emplear el vector
tangente? Ahora que hemos repasado los rudimentos de la geometria diferencial sabemos
que hagamos lo que hagamos lo crucial es que las definiciones no dependan de las cartas
empleadas. Tratando de averiguar por qué se integra como se integra, pensemos primero
en las sencillas integrales en R™ (no tan sencillas después del estudio exhaustivo en el
curso de teorfa de la medida). Si f es un difeomorfismo de R" en R", bajo las condiciones
técnicas de rigor, por ejemplo g con soporte compacto, se tiene la formula de cambio de

variable
[o= [0t 1aetin)

2En [Sp2] p.96 leemos: “El teorema de Stokes goza de tres importantes atributos que son propios de
la mayorfa de los grandes teoremas: 1) Es trivial. 2) Es trivial porque los términos que aparecen en él
han sido definidos de manera adecuada. 3) Tiene consecuencias significativas”.
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donde Jf es la matriz jacobiana de f. La explicacién intuitiva es muy sencilla: en cua-
draditos infinitesimales f se aproxima por una aplicacion lineal de matriz J f y el deter-
minante justamente mide su variaciéon de volumen.

A, DA |

Si queremos dar una definiciéon invariante de la integral necesitamos objetos que se
multipliquen por el determinante jacobiano al cambiar de coordenadas. Las formas dife-
renciales satisfacen este requerimiento y su razon de ser original es que constituyen los
objetos matematicos que se pueden integrar. Notese que si

w=gdr' Ndz® A--- ANdz™ € Q(R™) con g = g(x*, 2%, ... ")

y hacemos el cambio 2/ = fI(y', 42 ...,y"), 1 < j < n, entonces dz/ = g—;;dyi y
sustituyendo y utilizando las propiedades de los determinantes

w=det(Jf)go fdy' Ndy* A--- Ady".

Entonces tiene sentido definir la integral de w € Q(R™), digamos de soporte compacto®
si queremos evitar problemas con la existencia, como

o) [o=] o

Antes de seguir, generalicemos los cambios de variable incluso cuando f no es un
difeomorfismo.

Definicién: Sean M y N variedades y f : M — N. Se llama imagen reciproca (o
pullback) a la aplicacién lineal f*: QF(N) — QF(M) dada por

f*w(f)'l, ’1727 Ce ,17k) = w(df(ﬁl), df(’(_fg), Ce ,df(i_fk)) para 171, 172, ce ,17k € TP(M)
Si v; € T,(M) entonces df(v;) € Typ)(IN), por tanto si w estd soportada en un

entorno de un punto, f*w lo esta en entornos de sus preimagenes for f. En coordenadas
todo esta mas claro,

W= Givig...i, AT ADT2N- - -Adx™ = f*w = giiy.i Of d(x“of)/\d(x“of)/\- - Ad(z'mof).

3Cuando hablamos del soporte de w = g dz* Adxz? A--- Adz™ o de su no anulacién en un punto nos
referimos a los conceptos analogos para g. Esto es coherente porque los cambios de carta multiplican g
por una funcién no nula.
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Si f es un difeomorfismo de R™ con det(Jf) > 0, la féormula de cambio de variable es

(2.2) / o= e

Ejemplo: Consideremos M = R* x R con la carta trivial y N = SN M con la carta
(N, 0) donde 0 es el angulo normalizado en (—7/2, 7 / 2) Si f: M — N esla proyeccién

radial f(z,y) = (z//2% + 2, y/V/2? +y?) y w = g(0) df € Q'(N), entonces
o = g(0(z/Va? + 2 y/Va? +y?)) di(x// 22 + y2 y/a? + y2)

Y Y ) ) x
= g(arctan E) d(arctan ) g(arctan;)(— FER dx + o dy)

Ejemplo: Introdujimos en un ejemplo del capitulo anterior las transformaciones de
Lorentz como un cambio de carta L : (t,z) — (z',t') en R? dado por t' = ~(t —vx/c?),
2’ = y(—vt+1x) con v = (1 —v?/c?)"'/? que dejaba invariante la métrica de Minkowski.
Veamos que también dt’ A dx’ queda invariante por la imagen reciproca:

L*(dt' A dz') = v*(dt — v 2dx) A (—v dt + dx) = ¥*(dt A dx + v*c 2dx A dt) = dt A dx.

En el préoximo capitulo veremos que una métrica en una variedad de dimension n lleva
asociada una n-forma, lo que explica la invariancia.

La imagen reciproca es claramente R-lineal, ésta y otras propiedades menos evidentes
se recogen a continuacion. La ultima de ellas podria haberse usado para probar que la
definicién de la derivada exterior no depende de la carta escogida, porque (¢potp=!)*dw =
d((¢pov™") w) (véase [Gol] y [Bu-Gi] p. 243 para otra demostracién).

Lema 2.1.1 La imagen reciproca satisface las siguientes propiedades:

) ffOw+un) =Aw+pfn YA\peR, 2) fHwAn) = fwA f,
3) (gof)=[f"og", 4) d(frw) = frdw.

Demostracion: 1) Se sigue de la definicion.

2) Recordando la definicién de producto exterior la propiedad se vuelve tautolégica:
da igual aplicar df a unos vectores y ponerlos en un determinante que ponerlos en un
determinante y después aplicar df a cada uno de ellos.

3) Por la regla de la cadena d(g o f) = dg o df. Nétese que el orden es el correcto.
Por ejemplo para uno formas w(dg(df (?))) = f*(w(dg(-)))(¥) = f*(g*w)(?).

4) Si w € Q°M), es decir, si w es una funcién, es consecuencia de 3). Por el Coro-
lario 1.4.2 cada k forma diferencial con £ > 1 se puede escribir como suma de términos
del tipo w A dn (n puede ser una funcién coordenada) con w € QY (M) y n € Q™(M),
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l+m + 1= k. Procedemos por induccion aplicada a cada uno de estos sumandos. Por
la Proposicién 1.4.3 y 2) se tiene

FH(d(w A dn)) = f*(dw Adn) = frdw A f*dn.

Por la hipétesis de induccion esto es d(f*w) A d(f*n) que puede escribirse como

d(f'w) Nd(f'n) =d(f'wAd(f*n) = d(f*(wAdn))

donde se ha usado de nuevo la Proposicién 1.4.3, la hipdtesis de induccién y 2). O

Retomando el tema de la integracion, podemos utilizar las cartas para definir la
integral de una forma en un parche de una variedad. Concretamente, si (U, ¢) es una
carta de una variedad m-dimensional, M,y w € Q"(M), digamos de soporte compacto
incluido en U para que no haya problemas al integrar, entonces se define

(2.3) /uw = ¢(u)(¢_ ) w.

El segundo miembro, es una integral como la de (2.1). Por (2.2) con f = ¢ o 5*1 y 3)
del Lema 2.1.1, al cambiar la carta (U, ¢) por otra (V,¢) el resultado es el mismo si
det(Jf) > 0 (suponiendo que el soporte de w estd en U N'V).

Evidentemente la definicién tiene sus limitaciones, pero si nos restringimos a varie-
dades definidas por una sola carta obtenemos una version unificada de las integrales que
conociamos hasta ahora. Sean C', S y B una curva, una superficie y una region sélida de-
finidas como subvariedades de R3, esto significa que la inclusién, i, en R? es una funcién
C*°. En cada uno de los casos i* pasara respectivamente 1-formas, 2-formas y 3-formas
en R3 a formas diferenciales que se pueden integrar en C, S y B (cuyas dimensiones son
1, 2 y 3). Es decir, para curvas y superficies la definicién natural de integral es?

/ i*(Flde + F*dy + F*dz), /i*(Fldy ANdz + F?dz A\ dx + F?dx A dy)
c s

y para una region sélida

/ i*(f de N dy N dz).

4E] uso de superindices en los coeficientes no es muy coherente con los convenios del capitulo anterior
y viene motivado por el uso que se hace en Fisica de estas integrales para integrar campos vectoriales.
En rigor, para curvas los F* no son componentes de un vector sino de un covector (uno forma) y para
superficies, son un objeto todavia mas complicado. Al igual que en el caso del gradiente que comentamos
en el capitulo anterior, resulta que si uno se limita a movimientos del plano estas distinciones son
irrelevantes.
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Esta ultima integral no es otra cosa que |[ 5 J con el significado cldsico y no entrana
ningiin misterio. Las otras dos dan lugar a las férmulas bien conocidas para integrar
campos en curvas y superficies y las denotaremos simplemente como | o F y /. g F. Para
adaptar la primera a R? basta omitir el término con dz.

Ejemplo: Supongamos que C' tiene una sola carta (C,¢) con ¢~ *(C) el intervalo I =
(a,b), comprobemos que la férmula anterior para f o s la de cursos pasados. Escribiremos
oc=1i0¢ 1 : I — R3 esto es lo que se llama una parametrizacién de la curva, nétese
de Im o = C.

Por (2.3) y el Lema 2.1.1

/ i*(Flde + F2dy + F3dz) = / o*(F'dx + F?dy + F*dz).
C I

Sio=(0',02,0% y F = (F', F2, F?3) esto se puede escribir como

!/ / “ !/ b -
/((Fl oo)o" + (F?*o0)o® + (F?oo)o™) = / F(o(t))-o'(t) dt.

I

De la misma forma si (S, ¢) es una carta global de Sy ® = io ¢! : D — R3 es
una parametrizacion se puede probar también la férmula clésica (ejercicio)

—

/i*(Fldy/\dz+F2dz/\dx+F3dx/\dy) :/ F(®(u,v)) - N(u,v) dudv
S

D

donde N (u,v) es el vector normal g2 x o2

De nuestra definicion se sigue que las integrales de linea y superficie no dependen de
las parametrizaciones (de las cartas) escogidas una vez fijada una orientacién siempre
que los cambios de carta tengan jacobiano positivo. Ademads abre la puerta para poder
considerar integrales en dimensiones superiores. ; Como habria que integrar en una hi-
persuperficie H de R*? Segiin el esquema anterior la férmula es [, * (F Ydy A dz A dt +
F2dx A dt A dz + F3dt A dx A dy + F*dz A dy A dz.) Por supuesto tanto en la integra-
cién sobre superficies en R? como en ésta, la ordenacién de los productos exteriores es
arbitraria y modificarla equivale a cambiar de signo algunos F*. La elegida aqui es sin

embargo natural motivada por su interpretacion fisica como flujos.

Para tener una definiciéon completa de integral tenemos que resolver los problemas
del signo del jacobiano al cambiar de carta y eliminar el extrano requerimiento que la
forma diferencial viva en solo uno de los abiertos de las cartas. Lo primero se resuelve
por decreto, simplemente aceptamos la derrota y prefijamos un signo para los cambios
de carta. Fisicamente muchas veces ese signo expresa una direccién de lo que estamos
integrando. Por ejemplo, en R no queremos hablar de la integral sobre [a,b] de una
funcion sino de su integral de a a b 6 de b a a. Las definiciones relevantes son:
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Definicién: Se dice que dos cartas (U, ¢1) v (Usz, d2) con Uy NUs # () tienen la
misma orientacion si det(J(ng o (bl_l)) > 0. Una variedad M es orientable si existe una
coleccién de cartas {(Us,, o)} con | JU, = M tales que cada par de ellas con U, NUz # ()
tienen la misma orientacién. En ese caso se dice que la colecciéon de cartas conforma un
atlas orientado.

Definicién: Una orientacion de una variedad orientable M es una clase de equiva-
lencia de la relacion entre atlas orientados: A; ~ Ay, & A; U A, es atlas orientado.

Ejemplo: Las cartas (S* N {y > 0},¢1) y (S* — {(0,1)},#2) con ¢(z,y) = —x y
¢a(x,y) = x/(1 — y) determinan un atlas orientado de S* y por tanto una orientacién,
ya que para t € (—1,0)U(0, 1) se cumple ¢p0¢; ' (t) = t/(v/1 — 12—1) que tiene derivada
positiva.

Existen variedades no orientables, la méas famosa de las que podemos ver a simple
vista es la banda de Mdébius: una banda retorcida y pegada para formar un anillo (que
suponemos sin borde para respetar la definicién de variedad). Es conocido de cursos
anteriores que la orientacién en superficies de R? estd ligada a la existencia de campos
de vectores normales y visualmente esta claro que no es posible determinar una orien-
tacién porque al dar toda una vuelta los vectores normales cambian de sentido (véase
[Ga-Ru] p. 110 o [GoG] para una demostracién rigurosa). Aqui no entraremos en estas
consideraciones.

Banda de Mobius (no orientable) Superficie orientable

Para no depender de una hipotesis tan extrana como que la forma diferencial viva en
s6lo uno de los abiertos de las cartas, los diferentes parches se pegan con un artificio
tedrico bien conocido: las particiones de la unidad. Recuérdese que una particion de la
unidad subordinada a un recubrimiento abierto | JUs = M es una coleccién de funciones
{ta}, C® y 0 < 1), <1, tales que: 1) En cada punto p € M sélo hay un ntimero finito
de ellas con 1,(p) # 0 y su suma es uno. 2) Cada v, tiene soporte incluido en alguno

de los Up.

W, W, Py

Con esto ya estamos por fin preparados para tener una definicién completa de integral
sobre una variedad:
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Dada una particién de la unidad {t,} subordinada al recubrimiento definido por los
abiertos de todas las cartas de un atlas orientado, se define

(2.4) /M o= z / o

donde cada Y,w ya tiene el soporte compacto en el abierto de una carta y se puede
por tanto integrar con (2.3). Siendo exigente, la notacién f W es un poco inadecuada
porque el valor de la integral no depende sélo de w y M sino también de la orientacion
que se asigne a M ; este defecto viene heredado de la notacion usual para las integrales de
linea y superficie que esta demasiado asentada como para cambiarla. No es dificl probar
que fijada una orientacién, el segundo miembro de (2.4) no depende del atlas orientado
elegido ni de la particién de la unidad, es decir, que la definicién es buena.

Insistimos en que las particiones de la unidad son unicamente un artificio teorico,
en la practica diaria de cursos de andlisis pasados nunca se integré “de verdad” usando
particiones de la unidad, simplemente se dividian las subvariedades en porciones, cada
una con su carta, y si habia trozos sin cubrir estaban parametrizados por conjuntos de
medida cero y por tanto eran irrelevantes. No es posible copiar este método préactico en
la definicién tedrica general porque las dificultades topolégicas y de teoria de la medida
serian insuperables debido a la posible estructura indémita de las fronteras de los abiertos
de las cartas.

Ya sabemos integrar, con lo que hemos resuelto el primer paso para escribir el enuncia-
do del teorema de Stokes El segundo problema es la definicion del borde de una variedad.
El haber repetido tantas veces que las variedades se consideran objetos intrinsecos sin
referencia a nada exterior deja poco espacio para asociar un borde a una variedad. El
truco esta en definir simultaneamente la variedad y su borde diciendo que esta nueva
entidad conjunta estd hecha con parches de (—oo,0] x R"™! que es como un R" con
borde.

y
o)

T ol 1@

Definicién: Una variedad con borde de n-dimensional es el objeto obtenido cuando
en la definicién de variedad en vez de considerar cartas (U, ¢) con ¢ : Y — R" se toman
con ¢ : U — (—00,0] x R"! y las mismas propiedades.

Los abiertos de (—o0,0] x R"™! con la topologia relativa no son simpre abiertos en
R™ por ello el concepto de variedad con borde es méas general que el de variedad.
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Definicién: Sea M una variedad con borde n-dimensional. Se llama borde de M, y
se suele denotar con OM, al conjunto de puntos p € M tales que existe una carta (U, ¢)
(en el sentido anterior) con ¢(p) € {0} x R"~L.

Nota: No puede ser que ¢(p) € {0} x R"! para cierta carta y a(p) Z {0} x R*!
para otra porque entonces ¢ o 5‘1 transformaria un entorno abierto en R™ de ¢(p)
en un subconjunto de R™ que no es abierto, y eso estd prohibido por la Topologia de
segundo para funciones continuas en R"™. La notacion M que a primera vista es ya una
exageracion del uso de simbolos relacionados con la d de derivar, queda justificada con el
enunciado del teorema de Stokes (y mucho més con el de de Rham, que no veremos este
curso) porque esta O resulta una especie de dual de la d aplicada a formas diferenciales.

Dos propiedades que se siguen facilmente a partir de estas definiciones son:

1. Una variedad es una variedad con borde tal que OM = ().
2. Si M es una variedad con borde, usando restricciones de las cartas, M —OM y OM

tienen estructura de variedad de dimensién n y n — 1, respectivamente (porque
R~ x R"! es difeomorfo a R™ y {0} x R""! lo es a R™!).

La orientacién de una variedad con borde para dimensiéon mayor que 1 tiene defini-
ciones y propiedades andlogas a las de una variedad usual.

Cada carta (U, ¢) con U NOM # () de un atlas orientado A de M se puede restringir
para obtener una carta de M. De este modo a partir de A se obtiene un atlas orientado®
en OM.

Definicién: Sea M una variedad con borde orientada n-dimensional, n > 1. Se
llama orientacion inducida de OM a la que adquiere al restringir las cartas de un atlas
orientado en M.

Si se considera (—oo, 0] x R metido en R? a altura z = 0, con la carta proyeccién la
representacion geométrica de la orientacién en el interior es la normal hacia arriba y en
el borde, el sentido ascendente del eje OY'.

N

e
e 2

1

AN
ARk
ARk
AR

2

SEl lector atento exigird una justificacién de este punto: Nétese que si (Ui, ¢1), (Ua, d2) € A con
Uy NUy N OM # () entonces el cambio de carta ¢o 0 ¢7 ' = (f*, f2,..., f*) aplica puntos de {0} x R"~*
en puntos de {0} x R"~1. Esto significa que en ellos f* =07y J(po067") = D1 fr-J(f2,..., ). Como
f! aplica un subconjunto de (—oc,0] x R*"™! en (—o0,0], no puede ser que Dif(0,%2%,...,y") < 0
porque en este caso f1(t,y%,...,y") serfa decreciente y cuando ¢t — 0~ los puntos de {0} x R"~! no se
aplicarfan en 0. En definitiva, J(¢2 o qﬁfl) > 0 implica que el jacobiano cuando las cartas se restringen
al borde, J(f2,..., f"), es también positivo.
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Cada superficie en R? es localmente similar a este caso y se obtiene la bien conocida
regla mnemotécnica de que la orientacion inducida es aquella que al pasear por el borde
con la cabeza en la direccién de la normal deja la superficie a la izquierda. Esto es
una variante de la regla de la mano derecha o la regla del sacacorchos. En el caso de
(—00, 0] x R? incluido en R?, con un razonamiento similar, se tiene que si consideramos
la carta trivial la orientacion inducida en el borde viene dada por la normal exterior.

El caso unidimensional es especial porque en el borde aparecerian variedades cero
dimensionales que corresponden a puntos, y para ellos la definiciéon de orientacion no
tiene sentido.

Si M es unidimensional, M — OM es siempre orientable
y por convenio diremos que p € dM tiene orientacién +1 si
existe una carta (U(p),¢) con la misma orientacién que las L
del atlas orientado elegido y que tiene orientacién —1 en caso -1
contrario. Geométricamente en R™, M es una curva y una
orientacion indica un sentido en el que se recorre, en cada
porcion conexa el punto de partida tiene orientacion —1 y el de llegada +1.

En la demostracion del teorema de Stokes no consideraremos el caso de dimensién 1
pero se puede obtener respetando el convenio de que la integral sobre un punto es el
valor de la funcién (forma de 2°) en dicho punto multiplicado por la orientacién.

Un dltimo convenio, bastante natural, antes de dar el enunciado es que sobreenten-
demos que la integral sobre el conjunto vacio es nula.

Teorema 2.1.2 (Teorema de Stokes) Sea M una variedad n-dimensional orientable
con borde y w € Q""Y(M) con soporte compacto, entonces

/ i*w:/ dw
OM M

donde i : OM — M es la inclusion y OM tiene la orientacion inducida por la de M.

Demostracion: Hagamos primero unas simplificaciones técnicas. Dada una particion
de la unidad {¢,} subordinada a un recubrimiento de M, sea w, = ,w, entonces

claramente
g / Wy = / w.
— Jom oM

Por otra parte, la Proposicién 1.4.3 y > di, = d 1 = 0 aseguran

Z/dea:Z/Mdgba/\w+Z/M@/)adw:/de.

Entonces basta hacer la demostracion cuando w tiene su soporte dentro del abierto de
una sola carta (Z/{, ¢ = (2%, ... ,x”)) Ademas por el Corolario 1.4.2 podemos también

suponer que
w=fdx' N ANdxi A Adz"
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donde dxJ significa que ese término se omite.
Por definicién

,1ﬁ

5 jdxl/\---/\dxj/\---/\d:v".
T

dw = (—1)

De acuerdo con (2.3) la integral [,, dw es

| @tyav=t [ Dy
o) o)

donde D;g significa la j-ésima derivada parcial de la funcién g = f o ¢~1. Por supuesto
como el soporte de g estd en ¢(U), podemos extenderla sin problemas a (—oo, 0] x R""!
como cero. El teorema fundamental del célculo prueba

/dw:O sij#1 y /dw:/ g(0,te, ..., t,) dty...dt, sij=1.
M M Rn—1

Por otro lado
oM y

donde V = ¢(U)N ({0} x R”fl) y ¢ es la restriccién de ¢ al borde. Nétese que (¢7(V), @)
es una carta de M con gb ( ) conteniendo al Soporte de i*w y se puede reemplazar V

por {0} x R"!. Como #' 0 ¢~* es la identidad, z' 0 ' = 0 en {0} x R*! y obtenemos
cero a no ser que el término con j = 1 no aparezca. Por tanto

/i*w:O sij#1 y /i*w:/ g(0,te, ... t,) dty...dt, sij=1,
oM oM Rr—1

lo cual completa la prueba. O

Como primeras consecuencias veamos que los tres teoremas clasicos sobre integra-
les vectoriales se pueden obtener sin esfuerzo. Contraviniendo la politica seguida hasta
ahora, se indica la regularidad suficiente para aplicarlos. En estos teoremas cuando ha-
blamos de una superficie con borde nos referimos a una subvariedad bidimensional de R?
con borde; de la misma forma una regién con borde en R? o R?® denota una subvariedad
con borde de R? o R3 con dimensién maxima.

Corolario 2.1.3 (Teorema de Green) Sea D una regién acotada en R? con borde, en-
tonces para todo campo vectorial en R*, F' = (P,Q) € C*, se cumple

/ 3_Q_3_P
oD ?/

donde se considera en 0D la orientacion inducida por la de D.
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Demostracion: Toémese w = P dx + @) dy en el Teorema 2.1.2. O

Corolario 2.1.4 (Teorema de Stokes) Sea S una superficie en R con borde, entonces
para todo campo vectorial F : R — R3, F'€ C' en S, se cumple

/ﬁ:/rotﬁ
a5 S

donde se considera en OS la orientacion inducida por la de S.
Demostracion: Toémese w = Fldx + F%dy + F3dz en el Teorema 2.1.2. O

Corolario 2.1.5 (Teorema de la divergencia de Gauss) Sea V una regién acotada en R?
con borde, entonces para todo campo vectorial F : R — R3, F € C' en V, se cumple

/ﬁ:/divﬁ
oV Vv

donde se considera en OV la orientacion inducida por la de V.
Demostracién: Témese w = Fldy Adz + F%dz AN dx + F3dx Ady en el Teorema 2.1.2. O

Una sorprendente consecuencia permite calcular el drea de una regién en R? cono-
ciendo su borde.

Corolario 2.1.6 Sean D y 0D como en el teorema de Green, entonces el drea de D es

A(D) = /aDﬁ con  F(x,y) :%(—y,x).

Demostracion: Se sigue directamente del teorema de Green. O

Ejemplo: Comprobar que si 7 = f(6) con f € C*, 0 < 0 < 27, define una curva
cerrada en polares (f(0) = f(27)), entonces el drea de la regién limitada por ella es

_1 27r2
A_§A F2(0)do.

Basta usar la parametrizacion o(6) = (f(0)cos6, f(0)senf), en el Corolario 2.1.6
para obtener

A= 5/0 Tr(—f(@) senf, f(0)cosf) - (f'(0)cost — f(0)send, f'(0)send + f(0) cosb)de,

y después de operar se obtiene la férmula pedida.
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Ejemplo: Imaginemos un pequeno cuadradito de drea A paralelo a la superficie de un
liquido y situado a una profundidad h. El peso del liquido encima de él serda mg = Ahpg
con p la densidad (masa = volumen - densidad). Si pudiéramos quitar repentinamente
toda esa columna de agua, por acciéon y reaccion la que esta debajo saltaria hacia arriba
con una fuerza Ahg. Es decir, a profundidad h = —z hay una fuerza por unidad de
superficie (una “presién vectorial”) dada por P = (0,0, pzg). Si sumergimos totalmente
un patito de goma o a Arquimedes, A, en el bano, sufrird un empuje hacia arriba igual
a la “suma” de todas estas fuerzas a lo largo de la superficie de contacto, S = JA. En
términos matematicos, definamos el empuje como f s P. Por el teorema de la divergencia
esto es pg [, 1 = pgVol(A) = gMasa(A). En definitiva, un cuerpo sumergido en un
liquido sufre un empuje vertical y hacia arriba igual al peso del volumen del liquido que
desaloja: el Principio de Arquimedes.

Ejercicios de la seccién 1

1) Responder brevemente a las siguientes preguntas:
i) Si f: 8! — R2, jcudnto vale f*(dz A dy)?
ii)Si f: M — Nyg: N — L, jcuando tiene sentido g* o f*?
iii) ;Es cierto que d(f*w A d(f*n)) = d(d(f*w) A f*n) para w,n € Q*(M)?
iv) (Por qué una variedad es una variedad con borde?
v) (Por qué 9(OM) = (7
vi) Si OM es orientable, ;debe serlo M?

2) Comprobar la relacién f*dw = d(f*w) cuando f es el cambio de polares a rectangulares
f(r,0) = (rcosf,rsenf) y w =y dx + zy dy.

3) En S! consideramos las cartas (S — {(0,1)},¢1) v (S — {(0,—1)}, ¢2) dadas por las
proyecciones estereograficas desde los polos norte y sur, respectivamente. Probar que ambas
cartas no tienen la misma orientacién. Efectuar alguna modificacién leve de alguna de ellas
para que si conformen un atlas orientado.

4) Sea C la curva cerrada en R? que viene parametrizada en coordenadas polares como
r = f(0) donde f es 2m-periddica y 6 € [0,27] (se supone la orientacién compatible con esta
parametrizacién). Calcular [, i*w donde w = (—y dz + x dy)/(2* + y?).

5) Sea w = Fldy Adz + F?dz A dx + F3dx A dy € Q%(R3). Si S C R3 es una superficie e
i:8 — R3 es la inclusién, comprobar que la férmula para /. g %*w coincide con la estudiada

en cursos anteriores para integrar el campo vectorial F= (F', F? F3) sobre S, J g F.

6) Sea U C S?, donde S? es la superficie esférica unidad en R3. Explicar por qué AU) =
fu *wcecon w ==z dyANdz+ydzAdzr+ zdx Ady es una definicién natural para el drea de U.
Calcular A(S?). Indicacion: Utilicese la férmula para calcular integrales de superficie en R3.

7) Comprobar el teorema de Stokes cuando w = j*(z de+x dy+y dz) y M = {(z,y,z2) €
R3: 224+ 92 +2=1 2>0}, donde j : M — R? es la inclusién.
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8) Hallar el drea limitada por la elipse 2% /a? + y?/b* = 1 usando el teorema de Green. Dar
también un argumento geométrico sencillo para deducirla a partir del area del circulo.

9) Sea F\(&) = &/||#||* para & € R® — {0}.

a) Calcular [ g2 I donde en 52, la esfera unidad, se supone la orientacién correspondiente
a la normal exterior. ;Por qué la integral no se anula si d_iy F=0?

b) Sea M = {a < ||Z|| < b}, 0 < a <b. Calcular [, F.

c) Calcular | s F para cualquier superficie esférica en R3 con {6} Z8S.

10) Seaw = (2 + Qxyzer) dzr + (ze‘”2 + 2yey2) dy +ye®” dz € O(R3). Calcular su integral
a lo largo de la curva definida por la interseccién del cono z = /22 + y2 y la superficie esférica
unidad.

2.2. Cohomologia de de Rham

En la Topologia de segundo se estudiaban ampliamente dos propiedades que se con-
servaban por aplicaciones continuas: la conexién y la compacidad. Esta tltima propiedad,
a pesar de tener una definicién y un significado mas complejo, en R™ es equivalente a
ser cerrado y acotado, gracias al teorema de Heine-Borel. La conexion intuitivamente
es la propiedad de “ser de una pieza” y resultaba 1til en los ejercicios de aquel curso
para probar que no eran homeomorfos algunos subespacios de R™ (por supuesto con la

topologia usual).

Por ejemplo, un aspa y el borde de un cuadrado no son homeomorfos porque si quitamos
el punto central del aspa se desconecta en cuatro trozos, mientras que cualquiera que
fuera la imagen de ese punto en el borde del cuadrado, al omitirla no lo desconectaria.

En cierto modo, la conexiéon es infalible cuando tratamos de distinguir objetos de
dimensién uno pero es poco poderosa en dimensiones mayores. ;Por qué son topolégica-
mente diferentes la esfera S? y el toro T? = S x S'? A la luz del ejemplo anterior parece
natural tratar de quitar una curva cerrada en lugar de un punto (si no nos salimos del
ambiente estrictamente topoldgico, esto causa un sinfin de problemas, como la existencia
de curvas de Peano) y nos percatamos de que S? se desconecta mientras que en el toro
hay curvas cerradas que no desconectan.

O-® &G
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Este es el orden de conezién introducido por E. Betti en tiempos tan lejanos como 1871.
Mas tarde, acabando el siglo XIX, H. Poincaré puso en rigor esta idea y por medio
de estructuras combinatorias asocié grupos a las variedades, los grupos de homologia,
que fueron evolucionando y distancidndose de su origen combinatorio a lo largo de la
primeras décadas del siglo XX. Algunos resultados, por ejemplo los de J.W. Alexander
y G. de Rham, mostraron que los duales de estos grupos podrian ser més naturales y
surgieron los grupos de cohomologia.

En esta secciéon trataremos la cohomologia de de Rham, la cual estd asociada a
formas diferenciales en variedades. Un estudio mas general de las teorias homoldgicas
y cohomoldgicas ha desaparecido completamente de la licenciatura desde hace anos,
e incluso puede que del tercer ciclo. El lector interesado puede consultar por ejemplo
[Gr-Hal] quiza después de leer [Ko| a modo de introduccién.

Para dar una idea del tipo de técnicas que vamos a usar, consideremos 1 = 7*w donde
j: St — R? es la inclusién y
Y x

w=— dr + dy.
x2+y2 $2+y2 Yy

Un célculo prueba que |, 417 = 27, con la orientacion habitual, lo cual impide que exista
f: St — R tal que df = n, en este caso la integral seria nula por el teorema de Stokes
aplicado a F ya que 9S' = (). Sin embargo para cualquier forma g dz € Q'(R) se tiene
gdr=d ( fox g). La conclusién es que S* y R no son lo mismo (no son difeomorfos). El
resultado es muy barato, se podria haber deducido simplemente de la compacidad, lo
notable es que hayamos podido emplear formas diferenciales y el teorema de Stokes.

Para generalizar esta idea distinguimos las formas diferenciables “integrables” de las
que no lo son, notando ademas que la “integrabilidad” implica que la derivada exterior
sea cero, por la propiedad d(dw) = 0.

Definicién: Se dice que w € Q¥(M) es una forma diferencial cerrada si dw = 0 y se
dice que es una forma diferencial ezacta si existe n € Q*Y(M), k > 1, tal que w = dn.

La diferencia entre formas cerradas y exactas es la base para definir los grupos de
cohomologia.

Definicién: Sea M una variedad, para cada entero no negativo k se llama k-ésimo
grupo de cohomologia de de Rham al espacio vectorial cociente

H*(M) = {k-formas cerradas} /{k-formas exactas}.

Nota: Equivalentemente, H*(M) es el cociente del nticleo de d : Q¥(M) — QFFL(M)
entre la imagen de d : Q*~*(M) — QF(M). Sobreentendemos que Q~(M) = {0} y por
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tanto para k = 0 la imagen, las 0-formas exactas, son el espacio trivial {0}. A pesar de
que H*(M) hereda la estructura de espacio vectorial de Q¥(M), se habla normalmente
de “grupos de cohomologia” porque en el dmbito general de la cohomologia [Gr-Hal
(no tratado aquf) sélo se tiene una estructura de grupo. Cada elemento de H*(M) es
una clase de equivalencia de formas diferenciales que representaremos como [w] con
w € QF(M). Para las variedades que nos son mds familiares (esferas, toros, etc.) se
cumple dim H*(M) < oo, en este caso se dice que M es de tipo finito y que dim H*(M)
es el k-ésimo numero de Betti.

Podemos reescribir el ejemplo diciendo que H*(R) es el grupo trivial y H*(S') no lo
es. En el resto de la secciéon desarrollaremos un método para calcular en muchos casos
los grupos de cohomologia, en particular los de R" y S™. Antes de ello nos ocuparemos
de la relacion con propiedades topoldgicas. Un primer resultado se sigue directamente a
partir de la definicién.

Lema 2.2.1 Si M es coneza H*(M) = R y si M tiene un nimero finito K de compo-
nentes conexas My, Ms,..., My, se cumple

HY(M) = HY (M) @ HY (M) & --- © H*(Mg).
En particular H°(M) = R¥.

Demostracién: La férmula H°(M) = R para M conexa se sigue de que una funcién
con derivada cero en un abierto conexo debe ser constante.

Por otro lado cada w € Qk(M) se escribe de forma tnica como w = wy +ws+- - -+ W
donde w; se anula fuera de M; (basta definir w; = w en M, y cero en el resto). Es fécil
ver que esta descomposicion da lugar al isomorfismo. O

Introduzcamos o recordemos el concepto de homotopia de aplicaciones y de varie-
dades. Para este minicurso rapido de cohomologia casi es mas relevante la idea visual
que los detalles, sobre todo para los que no hayan estudiado el grupo fundamental en la
Topologia de segundo.

Definicién: Sean f,g : M — N. Se dice que f y g son homdtopas (de manera
C) si existe una funcién C*° llamada homotopia, H : M x [0,1] — N, tal que

H(x,0) = f(z) y H(z,1) = g(z).

Nota: La funcion H se podria extender a H : M x R — N utilizando argumentos
bésicos de andlisis. En algunas demostraciones utilizaremos la version extendida.

Para los que hayan estudiado el grupo fundamental en segundo, alli se consideré el
caso el que M = S, N = R? y la idea geométrica correspondiente es que una homotopia
establece una manera de deformar un lazo (una curva cerrada parametrizada) en otro.
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Para poder definir el grupo fundamental se exigia que uno de los puntos quedase fijo en
toda la transformacion, el llamado punto base, pero con vistas a la cohomologia nada
similar sera necesario.

Las dos definiciones siguientes son una especie de homotopia de variedades.

Definicién: Se dice que una variedad es contractible o contractible a un punto si la
identidad en ella es hométopa a una aplicacion constante.

La siguiente definicién generaliza a la anterior cuando un punto se cambia por una
variedad.

Definicién: Se dice que dos variedades M y N son homdtopas o que son del mismo
tipo de homotopia, si existen dos funciones f: M — N, g: N — M tales que fogy
g o f son funciones hométopas a las identidades en N y M.

Mads alla de la definicién, es util saber que geométricamente si podemos meter M
dentro de N y “aplastar” N a M, tendremos que M y N seran homdétopas (se dice que
M es un retracto de N).

Ejemplo: La variedad M = T — C; donde T C R? es un toro y () es su ecuador
(cfrculo mdximo) es hométopa a S*.

Identifiquemos S* con la circunferencia interior Cy de M. Consideremos la inclusién
f: St — M ylafuncién g : M — S* que a cada punto de M le asigna el punto de Cs
(esto es, de S1) en su mismo meridiano. Esté claro que g o f es la identidad y por otra
parte la identidad en M es homédtopa a f o g porque podemos ir moviendo cada punto
p € M alo largo de un meridiano para que se acerque a g(p

— — >

.Por qué estos conceptos son relevantes? Pues gracias a algunos resultados, cuya
prueba pospondremos, que ligan las homotopias con los grupos de cohomologia y los
pullbacks.
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Una funcién f : M — N induce f* : QF(N) — QF(M) que es una aplicacién lineal
que conmuta con la derivada exterior (Lema 2.1.1), por consiguiente f* actiia también
como una aplicacién lineal H*(N) — H*(M). Para no sobrecargar la notacién, segui-
mos escribiendo f* para indicar la accién del pullback sobre los grupos de cohomologia.

Proposicién 2.2.2 Sean M y N variedades,

a) Si f,g : M — N son funciones homdtopas entonces f* y g* son idénticas
actuando sobre los grupos de cohomologia.

b) Si M y N son homdtopas entonces sus grupos de cohomologia son isomorfos.

En palabras, este resultado nos dice que la accién del pullback es invariante por
homotopias y que H*(M) no cambia al pasar de M a otra variedad hométopa. Esto es
sorprendente teniendo en cuenta la definiciéon de la cohomologia de de Rham en términos
de formas diferenciales. Podemos leer topologia diferencial en unos espacios vectoriales
de dimension finita, lo que hace falta ahora es que seamos capaces de hallarlos.

Con amplitud de miras un punto puede verse como una variedad 0-dimensional. Su
espacio tangente es trivial (O-dimensional) y por tanto las k-formas, £ > 1, son todas
nulas, en particular H*({p}) = {0}. Entonces el apartado b) de la proposicién anterior
para N = {p} da lugar a la siguiente consecuencia con nombre propio:

Corolario 2.2.3 (Lema de Poincaré) Sea M es una variedad contractible, entonces
H*(M) = {0} para k > 1.

Noétese que una variedad contractible en particular es conexa por arcos, por tanto

HO(M) 2 R.

Con ello deducimos nuestros primeros grupos de cohomologia.

Ejemplo: Se cumple H°(R") = R y H*(R") 2 {0} si k > 1.

Evidentemente H*(M) 22 {0} si k es mayor que la dimensién de M. En variedades
orientables compactas se puede ir un poco mas alla de esta trivialidad y tratar el caso
en que k coincide con la dimension. La demostracion dada aqui es una simplificacién de
la incluida en [Ga-Ru], no es de especial relevancia y puede omitirse.

Teorema 2.2.4 Sea M una variedad n-dimensional orientable, compacta y conezxa. Pa-
ra w € Q*(M) la aplicacion
ol > [
M
y R.

establece un isomorfismo entre H™(M)
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Demostracion: Noétese en primer lugar que la aplicacion estd bien definida porque
Jyyw = [, (w+ dn) gracias al Teorema de Stokes (OM = ().

Sea wq una forma arbitraria que tiene soporte contenido en el abierto de una carta
(U, ¢ = (a',...,2™)) y cumple [,,wo = 1 (es facil asegurar su existencia pasando el
problema a R™). Vamos a probar que para cualquier 7 € Q"(M) se cumple que n—wq [,, 7
es exacta, de ello se deduce que el nicleo de la aplicacién es trivial ( 11 = 0 implica
[n] = 0) y por tanto el resultado (la sobreyectividad es clara, [Awg] — A).

Para probar que n—wy [ s 1 es exacta, empleando particiones de la unidad es suficiente
considerar el caso en que 7 tiene su soporte compacto incluido en el abierto )V de una
carta. De hecho podemos suponer que ésta es (Uy, ¢) porque siempre se puede tomar
una cadena finita de abiertos Uy, Ui, ..., U, =V con U; NU; 11 # D (recuérdese que M es
compacta y conexa) y escribir

k

77_“)0/]\477_(77_Wk/M77)+Z(wi_wi1)/M77

=1

donde w;, 1 < i < n son como wy, con fM w; = 1, pero con soporte en U; NU;_1. Si
sabemos probar el resultado en cada carta, cada uno de los términos entre paréntesis,
que son w; — wj_1 [ 1 Wi, representa una forma exacta.

Escribiendo w = n — wy [}, 7, todo se reduce a demostrar que si w € Q"(M) tiene
soporte contenido en Uy y verifica [ y @ = 0 entonces es exacta. En coordenadas w =
f dx' A---Adz™ y lo que necesitamos es el siguiente resultado de andlisis: Si f € C5°(R")
con [, f = 0 entonces existen g1, ga, ..., gn € C3°(R") tales que f Z? 105G

Procedemos por induccion. Si n = 1 basta tomar ¢, (x f f(t) dt. Aplicando la
hipétesis de induccién a f(x coex) = flat ,x"“) —o(x &™) Jou f( ™)
donde 2" estd fijado y ¢ € C5°(R") con f ¢ =1, se obtienen g1, gg, . ,gn € C’OO(R"+1)
tales que > | 0;g; = f. Definiendo g1 = f fRn 0, t) dudt se cumple

Z?jll 0;g; = f, ademas ¢,41 € CSO(R"H) porque fRnH f=

Ejemplo: Para S! se cumple H°(S') =~ H(S') 2 R y H*(S') =~ {0} si k > 1.
Habiamos visto que [, i*w # 0 con w = (—ydx + xzdy)/(z* + y*), por tanto [i*w] es un
generador de H'(S") segiin el teorema anterior. De la misma forma se cumple [, i*w # 0

cuando
n+1

w= Z(—l)i_lxidxl Adz A Adzi A A de"
i=1

(la integral da el “drea” de S™) y entonces [i*w] genera H™(S™) = R.

Ejemplo: H"(R**' —{0}) 2 R. No se puede aplicar directamente el teorema a R+ —
{0} porque no es compacto pero R"™' — {0} y S™ tienen el mismo tipo de homotopia
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porque podemos aplastar R"*! — {0} en S” con f(Z) = Z/||Z|| e incluir S en R — {0}
con g(T) = 7, la composicién go f es hométopa a la identidad en R — {6} por medio de
F(&,t) = tZ + (1 — t)Z/||Z||. Por la Proposicién 2.2.2, H*(R**' — {0}) = H"(S") = R.
Recuérdese que H™(R"*1) = {0} entonces se deduce que R™! y R™** — {0} no son
difeomorfos, un resultado que habia escapado a los métodos de cursos anteriores. Todavia
m4s, aunque no lo probaremos aqui, H*(M) sélo depende de la topologfa de M y de ello
se deduce que R**! y R*! — {0} no son homeomorfos.

Los resultados anteriores distan mucho de ser generales. Lo que nos gustaria es un
método para calcular la cohomologia cuando se construye una variedad pegando trozos
(no disjuntos). La buena noticia es que tal método existe, incluso se puede dar un tinte
combinatorio a la computacion de modo que férmulas como la archiconocida de Euler
V +C = A+2 y sus generalizaciones revelen su naturaleza cohomoldgica [GoG]J. El gran
triunfo de la cohomologfa frente a los grupos de homotopia de orden superior® es justa-
mente esta posibilidad de hacer cédlculos. La mala noticia es que una versiéon completa
y justificada de los calculos cohomolégicos podria ser el contenido de todo un curso y
necesita unos prerrequisitos que aqui sélo podemos esbozar de forma fragmentaria. Uno
de los principales elementos del lenguaje esta recogido en la siguiente definicién.

Definicién: Se dice que una coleccién finita de grupos abelianos A; y de homo-
morfismos f; : A; — A, determinan una sucesion ezacta, y se suele representar
con

Ag LAy Toa, B It A, I A,

si Im f; = Ker f;41 para j =0,1,...,n.

En nuestro caso los grupos que consideraremos seran de hecho espacios vectoria-
les pero, como ya hemos mencionado, en otras cohomologias no esta garantizada esta
estructura adicional. Tipicamente Ay y A, son los grupos triviales, que denotaremos
simbdlicamente por 0, y por tanto fy y f, son los homomorfismos triviales.

Una sucesion exacta de la forma

O—>A1 L A2 L A3—>0

se suele llamar sucesion exacta corta. Notese que f; debe ser inyectiva y fo sobreyectiva
con lo cual A3 = Im fo y Ay = Ker fy (porque Im f; = Ker f;). Centrandonos en
el caso de espacios vectoriales las sucesiones exactas limitan las posibilidades para las
dimensiones.

5En la Topologia de segundo se logré un éxito parcial al distinguir algunos objetos de dimensién
dos por medio del grupo fundamental formado por clases de lazos. Tal grupo se generaliza tomando
“lazos” k dimensionales pero los avances en este terreno han sido poco alentadores. Ni siquiera se han
conseguido calcular completamente los grupos generalizados de todas las esferas S™.
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Lema 2.25 590 — V| — V, — ... — V,, — 0 es una sucesion exacta de
espacios vectoriales de dimension finita entonces > (—1)*dim V; = 0.

Nota: Aunque el resultado esta solo enunciado para dimension finita, un vistazo a la
demostracion indica que se extiende al caso general cuando la aritmética del infinito no
conduce a indeterminaciones. Por ejemplo no es posible dim V5 = dim V; = 0o y el resto
de los V; de dimensién finita.

Demostracion: Paran =1y n = 2 es trivial, mientras que cuando n = 3 se sigue del
comentario anterior y la conocida relacién entre las dimensiones del nicleo y la imagen
(si f:V— W, dimW =dimKer f+dimIm f). Para n > 3 es facil comprobar que la
sucesion se puede descomponer en otras dos:

0—Vi 2515 5 f,—0, 0—Im fo —= V5 L5 by, g

con ¢ la inclusion. El resultado se sigue por induccién. O

Con estas definiciones de urgencia al menos entenderemos el enunciado del siguiente
resultado fundamental. La descripcion de las aplicaciones r, s y ¢ esta incluida en el
esquema de la demostracion.

Teorema 2.2.6 (Sucesién de Mayer-Vietoris) Sea M una variedad de dimension n
yU, V dos abiertos tales que M =U UV, entonces

0— H' (M) H'(U)® H(V) = H'UNYV)
s HY(M) -5 H\U) @ H' (V) = H'UN V)

1)
—
1
—

s HY(M) - H™U) & H*(V) = H"UNV) — 0

es una sucesion exacta.

Nota: Por convenio diremos que los grupos de cohomologia del vacio son todos tri-
viales, asf en el caso U NV = ) recuperamos el resultado H*(M) = H*(U) ® H*(V) que
se deriva del Lema 2.2.1.

Demostracion (esquema): Sean iy : U — M, iy :V — M, iz : UNYV —
U, iy - UNY — V las inclusiones. Definimos r : H*(M)— H*{U) & H*(V) como
r(w)) = (i([w]),i5([w]) y s + H*U) & H*V) — HUNV) como s([wi], [wa]) =
i3 ([we]) —i%([w1]). Estas definiciones también se pueden extender a los espacios respectivos
de formas diferenciales (sin tomar cocientes) y con un poco de trabajo se prueba la
sucesion exacta:

0 — QF (M) = QFU) @ QF (V) = QU N V)—0.
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El llamado homomorfismo de conexion” 6 : H*(U N'V)— H* (M) es més compli-
cado de definir. Dada w € Q*(U/ N'V), por la sucesién exacta anterior existe (wy,ws) €
QF(U) & QF(V) tal que s(wy,ws) = w. Si hubiéramos partido de dw hubiéramos podido
elegir (dwy,dws), entonces si w es cerrada, (dwy,dws) € Ker s y existe, de nuevo por
la sucesién exacta, n € QFH(M) tal que r(n) = (dwi,dws). Con todo esto, se define
d(Jw]) = [n]. Evidentemente no esta nada claro que § quede bien definida. Para compro-
barlo es necesario verificar que [] no depende del representante de [w] escogido (es decir,
es invariante si w <> w + da) y que tampoco se ve afectado por la eleccién de w; y ws.
Ambas cosas se consiguen empleando que el pullback y la derivada exterior conmutan.

El punto crucial en la comprobacion de que la sucesion de Mayer-Vietoris es exacta
es Im s = Ker 6.

Siw € Im s, entonces w = i} ([wa]) —i5(Jw1]) con wy y wy cerradas ([wy] y [wa] son clases
de cohomologia). En la definicién de 6 se tiene (dw;,dws) = (0,0) y como 7(0) = (0,0),
Im s C Ker 6.

Sea ahora w € Ker 9, entonces segin la definicion de § existe n exacta, digamos
n = da, tal que r(n) = (dwy, dws) con s(wy,ws) = w. Cambiando (wy,ws) por (W, ws) =
(w1,ws) — r(a) se tiene (dwi,dw,y) = (0,0) porque d(r(a)) = r(da) y s(wy,ws) = w
porque Ker 7 = Im s. Asi pues w € Im s y se concluye Im s D Ker 4.

La comprobacion de la exactitud de la sucesion en otros puntos es mas sencilla.
Véanse los detalles en [GoG]|. O

Ejemplo: Vamos a calcular los grupos H*(S*) (que ya conocfamos) usando la sucesiéon
de Mayer-Vietoris.
Tomemos por ejemplo U = S* — {(0,1)}, V = S — {(0, —1)}, entonces

0— H(S") — H°U)® H' (V) — H'UNV)
—s HY(SY) — H'U) e H'(V) — H'UNYV) — 0
Por las proyecciones estereograficas desde los polos norte y sur, & y V son difeomorfos
a la recta real, que es contractible, y por tanto tienen grupos de cohomologia triviales

para k > 1, en particular H'(U) = H*(V) = {0} y la sucesién exacta anterior se puede
reducir a:

0 — HSY) — H°(U)® H' (V) — H'UNV) — H'(S') — 0.

Contando componentes conexas, H(S') = H(U) = H'(V) 2Ry H'UNV) = R% El
Lema 2.2.5 permite concluir® que H'(S') & R, por supuesto H*(S') = {0} para k > 2.

"En 4lgebra homolégica hay un procedimiento mecénico, llamado snake lemma, para crear homo-
morfismos de conexién como éste que permiten pasar de una sucesién exacta corta a otra larga a cambio
de tomar cocientes. La definicién general de los grupos de homologia y cohomologia estd basada en esta
idea.

8Recuérdese una vez mas que un espacio vectorial real estd caracterizado por su dimensién siempre
que sea finita. Es decir, el tinico espacio vectorial real de dimensién k es, salvo isomorfismos, R¥.
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Este resultado se puede generalizar inductivamente.

Ejemplo: Los grupos de cohomologia de S™ son

R sik=0,n
H*(S™) =

0  en otro caso.
Para probarlo, tomamos de nuevo U y V iguales a S™ menos los polos norte y sur,
entonces U, V y U NV son difeomorfos a R", R" y R™ — {0}, respectivamente (por las
proyecciones estereogréficas) y el comienzo de la sucesién de Mayer-Vietoris es:

0 — H'(S™) — H°U)® H'(V) — H'UNV) — H(S") — 0

que por el Lema 2.2.5 implica H'(S™) = {0}. Por otro lado, para k > 1 en la sucesién
de Mayer-Vietoris encontramos

0— HYUNV) — H*(S") — 0

(porque H*U) = H*(V) = {0}). Ademas R* — {0} y S™ ! son hométopos como
habfamos visto, asi pues H*"1(S") = H¥(S""1) para n > 1, k > 1. Iterando esta
férmula todos los grupos de cohomologia de S™ se relacionan con los de S* y se obtiene
el resultado indicado (ejercicio: escribir los detalles).

Ejemplo: Si M es el toro usual T C R? menos uno de sus puntos, se tiene M = U UV
donde U es T menos el ecuador (el circulo méximo) y V es T menos un meridiano (véase
también el esquema en la p.44 de [GoJ]).

Basta tener una minima visién tridimensional para darse cuenta de que U NV es di-
feomorfo a un rectdngulo, por tanto H*(U N'V) = {0} para k > 1. Por otro lado, U
es hométopo a S! (se ha visto en un ejemplo anterior) y lo mismo ocurre con V, por
tanto H*(U) = H*(V) 2 R para k = 0,1 y los grupos son triviales en otro caso. Enton-
ces HUNYV) — H*(M) — H*(U) ®& H*(V) en la sucesiéon de Mayer-Vietoris implica
H?*(M) = {0} y los Lemas 2.2.1 y 2.2.4 implican H*(M) ¥Ry H'(M) = R

Ejemplo: Aunque no es el método mds econémico para calcular H*(T) se puede
emplear el ejemplo anterior y la descomposicion T =U UV con U = M y V un parche
difeomorfo a un disco tapando el agujero de M
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Nétese que V y UNY son difeomorfos a R? y R?—{(0, 0)}, respectivamente. Utilizando los
resultados anteriores (en particular H°(T) = H?*(T) = R) la sucesién de Mayer-Vietoris
es, salvo isomorfismos,

0—R-—ROR —R — H'(M) —R*9{0} —R—R—0

y por el Lema 2.2.5, H'(T) = R2.

Vayamos ahora con algunas consecuencias topologicas de la teoria. Continuando con
la politica seguida hasta ahora, no se indica la regularidad. En principio deberiamos
sobreenteder C'* sin embargo todos ellos siguen cumpliéndose para funciones continuas
(esto estd relacionado con que los grupos de cohomologia sélo dependen de la topologia
de la variedad, pero no se prueba aqui).

Proposiciéon 2.2.7 Sea B" = {# € R" : ||| < 1}. No ewiste f : B" — S™ ! que
deje todos los puntos de la frontera fijos.

Demostracion: Suponemos n > 1, para n = 1 el resultado es inmediato porque S°
no es conexo. Sea i : S" ' — B" la inclusién. Si existiera tal f, f o serfa la identidad
en S™ ! y por tanto i* o f* lo serfa en H" !(S"7!) = R. Esto es imposible porque
[ H (S — H™Y(B™) = {0} ya que B™ es contractible a un punto O

Proposicién 2.2.8 (Teorema del punto fijo de Brouwer) Si g : B — B™, con
B™ como antes, entonces g deja algun punto fijo.

Demostracion: Si & # g(&) para todo & € B™ entonces sea f la funcién que asigna
a T la interseccién de S"~! C B™ con la semirrecta que parte de g(¥) y pasa por Z. Esta
f contradice el resultado anterior porque f(¥) = ¥ para € S"~!. O

Con ayuda del teorema de Stokes el mismo resultado se puede generalizar.

Proposicién 2.2.9 Sea M una variedad compacta orientable y con borde, OM # (). No
existe f: M — OM que deje fijos todos los puntos de OM .

Demostracion: Por el Teorema 2.2.4 y el Lema 2.2.1, I([w]) = [,,,w define un

homomorfismo no trivial H"*(OM) — R. Por otra parte si existiera tal f, f o1 serfa
la identidad en OM y por el teorema de Stokes y las propiedades del pullback

1) =160°7) = [ dirw)= [ o) =0

porque dw = 0. Esto contradice que I sea no trivial. O
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Proposicién 2.2.10 Si f : S — S entonces f o —f dejan un punto fijo.

Demostracién: Supongamos que para todo ¥ € S?™ C R*"*! ge cumple 7 # f(T),
¥ # —f(Z). Entonces B = {, f(Z)} es base de un subespacio vectorial de dimensién 2.
Sea F(7,t) el resultado de girar ¥ un dngulo de 7t radianes en sentido positivo con
respecto a esta base. Se tiene que F' define una homotopia entre la identidad F(Z,0) = &
y la aplicacién antipodal a(Z) = F(Z,1) = —Z, por consiguiente a* debe inducir la
aplicacién identidad en H?"(S5?") = R. Por otro lado sabfamos que la n — 1-forma en
S?" dada por

2n+1
w= 2*( Z (=)' aldat AdaP A Adat A A dx2"+1) € O (S*)

=1

es cerrada y no exacta, ademds a*w = (—1)*""'w = —w. Esto contradice que a* sea la
identidad en H?"(5%"). O

Corolario 2.2.11 (Teorema de la bola de pelo) En S*" no existe un campo de vec-
tores mo nulo en todo punto.

Nota: El nombre viene de que si pensamos que en S? los vectores tangentes son pelos,
no podriamos peinar una bola de pelo sin remolinos o discontinuidades.

Demostracion: Interpretemos los vectores tangentes en sentido clasico, como flechas
en R?"*1 5 §27 que en cada punto son perpendiculares al radiovector. Si el campo fuera
no nulo se podrfa normalizar, dando lugar a f : S — S?" con ¥ - f(Z) = 0, en
particular Z # £+ f(¥) y el resultado se sigue de la proposicién anterior. O

Terminemos demostrando la Proposiciéon 2.2.2. Para ello emplearemos un resultado
muy abstracto que conviene separar.

Teorema 2.2.12 Sea M wuna variedad y sea iy : M — M x R la inclusion i,(z) =
(x,t). Para cada k > 0 existe un operador lineal P : QF(M x R) — QF1(M) tal que
Pod+do P =1} — 1.

Demostracion: Consideremos los elementos de QF(M x R) que en una carta (U, ¢ =

L ...,2™ u)) se escriben como

(x
wi = fdz A Ada y wi = fduNdx™ A--- Adx1

Definimos

1
Pw; =0 y Puwy = (/ f(xl,...,x",t)dt) dz A - A dztr,
0



52 CAPITULO 2. TOPOLOGIA DIFERENCIAL

El operador se extiende por linealidad a todo QF(M x R) (recuérdese el Corolario 1.4.2).
Basta por tanto probar el resultado para wy y ws.
Un célculo muestra

(&7 —ig)(w1) = (f(z,1) — f(x,0))da" A--- Ada™, (37 — i) (w1) = 0.

Por otro lado

(Pod+do P)(w) = P(dwl):P(%dt/\dx“A---Adxik)

- (f<x7 1) - f(x,O))dx“ A A dri*

donde se ha empleado el teorema fundamental del calculo (en R usamos la carta trivial).
Ademds (Pod+ do P)(wsy) es igual a

P(a—f]dxj ANdt Ndz™ N\ -+ A dmzk—l) + d((/ f(l',t)dt>d:1j“ Acee A dl‘zk_l)_
’ 0
El primer sumando es _( 01 %(377 t)dt) dz A -« Adzit- que compensa exactamente al

segundo sumando cuando se deriva bajo el signo integral. Entonces en ambos casos las
acciones de Pod +do Py de 7] — ¢ coinciden. O

Demostracion de la Proposicion 2.2.2:

a) Sea F' una homotopia entre f y g, F'(z,0) = f(z), F(x,1) = g(x), que suponemos
definida en M x R. con la notacién del Teorema 2.2.12, f = F oig, g = F oy y por el
resultado allf probado, para w € QF(M)

(9" = )W) = (if — ig) (F'w) = P(F"dw) + d(P(F"w)).

En esta ultima expresiéon, para cualquier forma cerrada el primer sumando se anula y el
segundo sumando es una forma exacta, por ello g* — f* es la aplicacién idénticamente
nula cuando actia sobre H¥(N).

b) Por definicién y por las propiedades del pullback, existen f: M — N, g: N —
M con f*og*y g*o f* iguales a la identidad, por tanto f* : H*(N) — H*(M) tiene
inversa, es decir, es un isomorfismo. O

Después de estos éxitos mejorando en el ambito diferenciable lo que conseguia en
la Topologia de segundo cabe preguntarse acerca de la posible conexién entre ambos
métodos. Un profundo resultado de W. Hurewicz relaciona los grupos de homotopia
generalizados (introducidos por él mismo) con los de homologia que a su vez estan
relacionados con los de cohomologia. En particular, se puede deducir que H'(M) no
tiene mas informacién que el grupo fundamental (M, o) estudiado en segundo.

Otra pregunta natural relacionada es hasta donde llega el poder de los grupos de
homologia o incluso del humilde grupo fundamental. En el lado negativo, Poincaré en-
contré una variedad compacta no difeomorfa a la esfera S? y que tiene los mismos grupos
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de cohomologia (incluso en una versién fuerte que supera a la cohomologia de de Rham).
El mismo se pregunto si era posible encontrar una variedad tridimensional compacta y
conexa que tuviera el mismo grupo fundamental que S3, esto es, el trivial. Esta conje-
tura, llamada Conjetura de Poincaré ha resultado ser muy dura y sélo recientemente se
ha conocido la respuesta afirmativa después del trabajo de G. Perelman y otros autores.
Sorprendentemente el andlogo en dimensiones superiores se resolvié antes (S. Smale y
M. Freedman recibieron sendas medallas Fields por ello).

Ejercicios de la seccién 2

1) Responder brevemente a las siguientes preguntas:
i) Si M es variedad con borde, jestd [w] € H"(M) — [,, w € R bien definido en general?
ii) Si M es una variedad n-dimensional compacta orientable con dos componentes co-
nexas, jes (w] € H"(M) — [, w € R un isomorfismo?
iii) Si 0 — A — B — 0 es una sucesion exacta, ;qué se puede decir de A y B?
iv) (Es posible aplicar la sucesién de Mayer-Vietoris cuando ¢ y V no son abiertos?

2) Demostrar que la aplicacion H* (M) x H (M) — H*+'(M) dada por ([w], [7]) — [wAn]
estd bien definida; es decir, que si [w'] = [w] ¥ [7'] = [n] entonces [w' An/] = [w A n]. Nota: Esto
permite definir un anillo a partir de los grupos de cohomologia.

3) Demostrar que M y M x R son variedades hométopas.

4) Sea M una subvariedad de N (es decir, i : M — N es una funcién C*°). Se dice que
M es un retracto por deformacion fuerte de N si existe una homotopia F': N x [0,1] — N tal
que para todo x € N y a € M se cumple F(x,0) =z, F(x,1) € M y F(a,t) = a. Demostrar
que M y N son hométopas y por tanto tienen los mismos grupos de cohomologia.

5) Calcular los grupos de cohomologia de R3 menos el eje Z.

6) Calcular los grupos de cohomologia del toro T C R3 expresdndolo como una unién de
dos cilindros curvados.

7) Sea f: T — S™. Demostrar que no existe g : S — T tal que g o f sea la identidad.
Indicacién: Considerar la accién de f* y g* en H!.

8) Calcular los grupos de cohomologia de un toro doble, (es decir, una variedad difeomorfa
a una esfera con dos asas). Indicacidn: Un toro menos un punto es difeomorfo a un toro menos
un disco.

9) Calcular los grupos de cohomologia de un toro menos dos puntos. Indicacion: Esto es
la interseccion de dos toros menos un punto.

10) Calcular los grupos de cohomologia de S? menos dos puntos y de S? menos tres puntos.

11) Comprobar que el teorema del punto fijo de Brouwer no es cierto si se reemplaza la
bola cerrada por una bola abierta.
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Capitulo 3

Geometria riemanniana

3.1. Meétricas y geodésicas

En la geometria estudiada hasta ahora en este curso ha habido muy poco de -metria:
nos ha preocupado sobre todo la invariancia por difeomorfismos y en este sentido hemos
estado mas cerca de la topologia diferencial que de los problemas basicos de geometria
elemental en los que se miden angulos y longitudes o se calculan areas y voltimenes.
Al menos en subvariedades de R™ y con las ideas de cursos anteriores, s6lo necesitamos
una manera de medir angulos y longitudes de los vectores del espacio tangente porque
a distancias microscopicas de un punto no hay gran diferencia entre la subvariedad y
su espacio tangente en dicho punto. En suma, lo que se necesita es un producto escalar
que opere en el espacio tangente en cada punto. Un producto escalar es algo bilineal y
simétrico que asigna a cada par de vectores un ntmero real, es decir, un tensor simétrico
de tipo (0,2). Si pedimos una condicién de no degeneracién, tenemos los conceptos de
tensor métrico y métrica introducidos en el primer capitulo.

Definicién: Una variedad semiriemanniana es una variedad dotada de una métrica.

Recuérdese que la condicién de no degeneracién que se pedia a una métrica G es
que su matriz de componentes (g;;) fuera no singular. Esto no impide que ocurran cosas
raras como G(01,0;) = 06 G(0y,0;) < 0. Tal comportamiento estrafalario (jvectores con
longitudes nulas o imaginarias?) es conveniente en relatividad pero extrano a nuestras
ideas geométricas, por ello es natural dar una denominacion especifica a las variedades
con métricas definidas positivas, es decir, con matriz (g;;) definida positiva en todo punto.

Definicién: Una variedad riemanniana es una variedad semiriemanniana cuya métri-
ca es definida positiva.

Una variedad semiriemanniana (o en particular riemanniana) es un par (M, G) con
M una variedad y G una métrica, pero es habitual decir que M es una variedad semi-

95
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riemanniana si la métrica se sobreentiende o no deseamos darla ninguna denominacién
particular.

Ejemplo: En R" con la carta trivial la métrica que corresponde al producto escalar
usual es g;;dz’ @ dz? (se ha usado el convenio de sumacién) con g;; = 1sii=jy0en
otro caso. ésta es la métrica usual y la més empleada, pero hay una infinidad de formas
de convertir R” en una variedad semiriemanniana.

La forma clasica de expresar una métrica, a veces denostada por los matemaéticos,
reemplaza productos tensoriales por productos habituales en un sentido formal. Asi la
métrica usual en R? se escribirfa do?+dy? y la métrica dr@dr+dr@dy+dy@de+10dy@dy
serfa dz? + 2dxdy + 10dy?.

Definicién: Si (M,G) es una variedad semiriemanniana y f : N — M es una
inmersién', se llama métrica inducida por f en N a f*G(0,w) = G(df (), df (&)). Sino

se indica lo contrario, se sobreentiende que f es la inclusion.

Observacién: La notacion f*G esta motivada porque formalmente equivale a efectuar
el pullback de cada uno de los “factores” que forman G. Es un ejercicio comprobar que
f*G realmente define una métrica en V.

Notacién: Llamaremos también métrica usual a la inducida por la usual en subvarie-
dades de R™. Repasando los apuntes de Geometria II comprobamos que no es mas que
la generalizacién de la primera forma fundamental.

Ejemplo: Hallemos la métrica usual en el paraboloide {(x,y,2) € R® : 2z = 2? +¢*}.
Sin preocuparnos de en qué abierto se puede definir, lo méas natural es dar la relacién
entre las variables a través de la carta en coordenadas polares (cilindricas)

T = 1rcosf dr = cosOdr — rsenfdf
y= rsenfl = dy = senfdr + rcosfdf
2= 72 dz = 2rdr

Por consiguiente, si G es métrica usual, la métrica inducida (en esta carta) es i*G =
(cos@dr—rsenfdf)®(cos O dr—rsen df)+(sen O dr+rcos df)®(sen O dr+r cos df)+
4r’dr @ dr. Simplificando

i*G = (4r° + 1)dr @ dr + r*df @ df.

El mismo resultado se obtiene en notacién cldsica simplemente operando (cosf dr —
rsend df)?+ (sen 6 dr+r cos 0 df)*+4r’dr? y se pongan como se pongan los matematicos
mas puristas, esto es mas sencillo.

'Recuérdese de cursos anteriores que una inmersion f : N — M es una funcién tal que df es
inyectiva. La inclusién es un caso especial de inmersion.
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Una métrica sirve para hallar longitudes de vectores del espacio tangente, pero jcomo
mediriamos la distancia entre puntos de una variedad riemanniana? Esta pregunta lleva
al concepto de geodésica que nosotros introduciremos aqui con una orientacién mecanica.

Supongamos que para calcular la distancia de p a ¢ lanzamos desde p con velocidad 1
una particula sobre la que no actia ninguna fuerza y medimos el tiempo que tarda en
llegar a ¢g. Desde el principio atisbamos problemas topoldgicos, por ejemplo, si p y ¢
no estan en la misma componente conexa, la particula nunca llega. Todavia peor, en
R? — {(1,1)} si desde p = (0,0) apuntamos a ¢ = (2,2) la trayectoria recta que seguiria
la particula tropieza con un agujero. Un boquete de grandes dimensiones proyectaria
todavia una sombra mayor de puntos inalcanzables.

Olvidemos por ahora estas dificultades y supongamos que operamos localmente, en
entornos pequenos, donde estos problemas de ocultamiento no aparecen. Nuestro interés
pasa a ser entonces como se mueve una particula ligada a una variedad sobre la que
no actuan fuerzas externas. Con poco que recordemos el curso de Fisica, sabremos que
F = ma. En ausencia de fuerzas, F= 0, la aceleracién @ que es la derivada segunda de
la ecuacién de moviento es nula y la trayectoria® es una recta parametrizada linealmente
por el tiempo. Pero esto sélo funciona en R?, si tuviéramos una particula ligada a una
esfera, digamos una canica atrapada entre dos peceras, nuestra intuicién nos dice que
(descartando la gravedad) al darle un impulso desde un punto inicial debe seguir circulos
maximos con velocidad angular constante, y es facil dar una explicacion en terminos de
fuerzas centrifugas (véase §2.2 en [Ch]). En un cilindro la trayectoria serfa en general
una hélice (ésta pasa a ser una recta cuando lo desenrollamos sobre el plano) y en otras
superficies, como el toro, tenemos cierta intuicion acerca de algunas de las trayectorias
aunque no sabemos cémo describirlas todas.

SO BH &

., Cémo hallamos estas ecuaciones de movimiento? ; Es posible hacerlo hacerlo de manera
invariante sin estar obligados a usar un sistema especial de coordenadas? Con relacién a
esta ultima pregunta, nétese que la ecuacion F=0 deja de tener validez en coordenadas
polares, las rectas cartesianas en general no corresponden a funciones lineales de radios y
angulos; por ejemplo, la recta horizontal y = 1 es r = 1/sen # cuando usamos polares. Si
nos obligamos a usar coordenadas cartesianas en este caso, ;qué sistema de coordenadas

2La ecuacién de movimiento es la férmula para el espacio en funcién del tiempo y la trayectoria es el
dibujo de la curva que sale al sustituir los valores de t. Asi, ¢;(t) = (cost,sent) y ca(t) = (sent?, cost?)
serian dos ecuaciones de movimiento distintas con la misma trayectoria porque la misma circunferencia
se recorre con velocidades bien distintas.
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empleariamos en el toro o la esfera? No hay ninguno con todos los privilegios. Debemos
formular la mecanica de manera invariante, y eso empieza a oler a tensor.

Una particula en R (n = 1, 2 6 3) sobre la que no actian fuerzas tiene una energia

cinética

1 dzty o

E=-m —)".
3" 2 (p)
=1

Tomemos prestada la notacién de los fisicos heredada de Newton consistente en senalar
una derivada con un punto sobre la funcién (y dos derivadas con dos puntos). Si para
simplificar suponemos que la masa es m = 2 (siempre se puede hacer cambiando de
unidades), se tiene

E = G(Z, )

con G la métrica usual. Si ahora empledsemos una carta arbitraria (U, ¢ = (¢', ..., q"))
y describimos la trayectoria de la particula con ¢ = ¢(t), la férmula es todavia vélida
pero las componentes de la métrica G' cambian de carta

E=0G(3q = 9:14' ¢ .

La notacién ¢/ también estd tomada de la Fisica donde se dice que éstas son las
coordenadas generalizadas de la particula. Por ejemplo, como la métrica usual en R2,
dr ® dx + dx ® dy, se escribe en polares como dr ® dr + r?df ® df, entonces la energia
en polares es E = 72 + 262, Quiza el lector reconozca esta formula de la dinamica de
rotacién.

Resulta que la Naturaleza es muy ahorrativa® y, al menos localmente, trata de eco-
nomizar la energia y las particulas aqui consideradas se mueven entre puntos cercanos
de forma que la suma (integral) de todas las energias en su trayectoria sea minima.
Esto conduce a un problema matemético muy importante y posiblemente nuevo para
el lector: en lugar de buscar un valor de la variable que haga minima una funcion, se
busca una funcién que haga minima una integral, esto es lo que se llama un problema de
cdlculo de variaciones*. Hallaremos la trayectoria de nuestras particulas resolviendo este
problema con las coordenadas que nos apetezcan, o mejor, con las que mas convenientes
sean. Notese que la minimizacion es intrinsecamente independiente de las coordenadas
(por ejemplo, los valores maximos y minimos que alcanza f(z) son los mismos que los
que alcanzan f(z®) o f(3z —senx)).

3Se atribuye a Euler la frase: “Dado que el tejido del Universo es de la mayor perfeccién y la obra del
mas sabio Creador, nada en absoluto tiene lugar en el Universo sin que una regla de méaximo o minimo
aparezca’.

4El origen de esta 4rea se remonta al siglo XVII con el problema de la braquistocrona que consiste
en el diseno de la forma del tobogdn que une dos puntos por el que se puede bajar mas rédpido (véase
el problema 23 en [Ch] §2.2).
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Proposicién 3.1.1 Dados a,b € R y &d € R" sea C = {F = (¢*,...,¢") : ¢ €
C%([a,b]), F(a)=¢, F(b) =d}. Supongamos que fab L con L= L(t,F(t),F(t)) alcanza
un mdzimo o un minimo en C para cierta F, entonces F' es solucion de las ecuaciones
diferenciales de Euler-Lagrange:

d oL, 0L
dt ( aqk) - aqk
Observacién: Esta notacién clasica puede resultar desconcertante y requiere alguna
explicacién: la parcial con respecto a ¢* significa la parcial con respecto al k-ésimo lugar
donde se sustituye £ (t) y la derivada total % supone implicitamente que consideramos
todas las variables como funciones de t. En fisica L es el lagrangiano (esencialmente la
diferencia entre la energia cinética y potencial). Aqui conservaremos esta notacién.
Demostracion:  Si la integral alcanza un extremo en C para F' = Fy(t) entonces para
cualquier otra funcién a = a(t) como F pero con a(a) = a(b) = 0 se cumple que la
funcion real

k=1,2,... n.

fle) = / L(t, Fo(t) + ea(t), Bo(t) + ea(t)) dt

alcanza un extremo en € = 0. Nuestros conocimientos de Calculo I llevan a f'(0) = 0.
Derivando bajo el signo integral y con una integracién por partes

broc . oC broL  d oL\ .
O—l(a—qk@+a—qka)‘/a(a—qk‘a<a—qk>)“

donde o son las componentes de a. como éstas son arbitrarias, la tinica posibilidad para
que la integral sea siempre nula es que se cumplan las ecuaciones de Euler-Lagrange. O

Ejemplo: Sea G la métrica usual en R? y £ la energia cinética £ = ¢;;¢'¢’. En
coordenadas cartesianas £ = 12 + ¢? (se ha escrito (¢ = z, ¢*> = y). Los célculos para
las ecuaciones de Euler-Lagrange son:

oL d oL d oL
= 9 2 (=) = Z(24) = 2i ==
or 2 gl —gPh = g

y lo mismo con y. Entonces las ecuaciones de Fuler-Lagrange son:

0

z =0, y=0

que se resuelven como (z(t),y(t)) = (zo, yo) + t(ao, by). Esto concuerda con nuestra idea
de que en ausencia de fuerzas las trayectorias son rectilineas (principio de inercia). En
coordenadas polares, como habfamos visto, £ = 7% + r20? y las ecuaciones de Euler-
Lagrange son:

d (85) oL
dt or or
d (85) oL
dt* 96 o0

= = Té2,
(3.1) ) ‘
= 7r0+2r0=0.
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Estas ecuaciones tan complicadas todavia representan las mismas trayectorias rectilineas.
Por ejemplo, podemos comprobar que 7(t) = 1/sen6(t) con cot 8(t) = t, correspondiente
a la recta horizontal antes mencionada, es solucion.

En Calculo I, los maximos y minimos locales estaban asociados a puntos criticos,
pero puede haber puntos criticos que no correspondan necesariamente a extremos. De
la misma forma el resultado anterior no asegura que obtengamos maximos o minimos al
resolver las ecuaciones de Euler-Lagrange. Con la libertad que nos da teorizar, podemos
cambiar los postulados y hacer del método lagrangiano un principio fisico fundamental.
Por la teoria de ecuaciones diferenciales tendremos una solucién para cada punto inicial
y cada vector de derivadas; fisicamente es todo lo necesario: que la posicion y velocidad
inicial determinen la ecuacion de movimiento de una particula.

Es posible escribir una féormula general para las ecuaciones de Euler-Lagrange que
se obtienen en el caso en que £ proviene de una métrica. Los ejemplos nos mostraran
que esta férmula no es demasiado til en ejemplos concretos, sin embargo es conveniente
disponer de ella en teoria.

Aprovechamos para introducir un nuevo convenio:

—— se abrevia como f

oxk

que se superpone con la notaciéon anterior Oy f. éstas y otras convenciones a menudo
redundantes son las que dan al célculo tensorial un aspecto tan taquigrafico y misterioso,
es la “debacle de los indices” segin [Sp1t2].

Definicién: Sea (g;;) la matriz formada de componentes de una métrica G y sea
(") su matriz inversa. Se llaman simbolos de Christoffel a

mk(

1
I‘i?j = —9""(Gmij + Gjm,i — gij,m)'

2

Los ¢ son las componentes de un tensor dos veces contravariante. Esto es, existe
un tensor tal que sus componentes en cualquier carta conforman la matriz inversa de
la matriz de componentes de la métrica. Sin embargo los simbolos de Christoffel Ffj no
son componentes de un tensor: al cambiar de carta no respetan las férmulas de cambio
de coordenadas vistas en el primer capitulo. Nétese que la simetria de los g;; implica las

: ij i k _ 1k
relaciones g = ¢’ y I'j; = T',.
Lema 3.1.2 Si £ = g;;¢'¢ con g;; las componentes de una métrica, entonces las ecua-

ciones de Euler-Lagrange correspondientes son §* + Fquiqj =0.

Demostracion: Derivando

d (0L d . o . oL o
— =) = = (2016 = 29140 + 2g1:d7, — = giind' ¢
dt(&g‘k) 7 (2960) = 2005440 + 2905 g~ Jiakd'd
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Las ecuaciones de Euler-Lagrange se pueden escribir, por tanto, como
205G — 9ijnd'd = —2915.4'¢’ -

En el segundo miembro podemos renombrar arbitrariamente los indices de sumacién ¢ y
j. Si los intercambiamos y sumamos las ecuaciones resultantes, se deduce

ki ¢+ §(gkj,i + ki — 9ii6)4'¢ = 0.

Multiplicando por ¢'* se obtiene la ecuacién del enunciado. O

Definicién: Se dice que una curva parametrizada® ¢ = ¢(t) en una variedad semirie-
manniana n-dimensional es una geodésica si en cada carta (U, ¢) con Im cNU # 0, las
funciones (¢ o ¢)(t) = (x'(t),...,z"(t)) satisfacen el sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias: o

d?zb dat dad
I e
dt? Yodt dt

=0 k=1,2,...,n.

Por supuesto, se supone que los Ffj estdn evaluados en el punto c(t).

Como hemos notado antes, el curso de ecuaciones diferenciales asegura que para cada
punto y cada vector tangente hay una geodésica. Por otro lado, también el mismo curso
nos hace sospechar acertadamente que rara vez tendremos soluciones explicitas de estos
sistemas de ecuaciones diferenciales, en general no lineales.

Ejemplo: Calculemos los simbolos de Christoffell en R? en coordenadas polares y las
correspondientes ecuaciones de las geodésicas.

La métrica usual en estas coordenadas era dr? + rd6? (en notacién moderna dr @
dr + r*df ® df). Entonces

(9i) = <é ,:)2) ;o (g9 = <é 7,92) :

Como ambas matrices son diagonales, en la definicién de los simbolos de Christoffel
podemos suponer m = k, porque otro valor de m contribuiria con un sumando nulo. Por
consiguiente

kk(

1
Fi,fj = —9""(Gik,j + Grji — Gijk)-

2
De aqui se deduce, tras calculos aburridos pero triviales

1
F%l =0, Fb = F%l =0, F%z = - F%l =0, F%z = F%l = P F§2 =0.

5Con la denominacién curva parametrizada nos referimos a curvas como las consideradas en el primer
capitulo para definir el espacio tangente: aplicaciones de un intervalo real en la variedad con derivada
no nula.
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Con ello volvemos a encontrar las ecuaciones (3.1) para las geodésicas en concordancia
con el Lema 3.1.2.

Cualquiera que haya pasado por los calculos anteriores se percatard que la deduccién
de (3.1) fue mas directa usando las ecuaciones de Euler-Lagrange y el Lema 3.1.2 nos
asegura que de ellas podemos obtener los simbolos de Christoffel. Esto funciona bien
como método de calculo de los Ffj en casos sencillos. El lector incrédulo deberia cro-
nometrar cuanto tardaria en completar su calculo el siguiente ejemplo a partir de la
definicion.

Ejemplo: Hallemos los simbolos de Christoffel en S? cuando se usa la carta en esféricas
¢ = (0, ) con el significado habitual (z = cospsend, y = sen psend, z = cosf).
Un calculo (ejercicio) prueba que la métrica usual en esféricas es

i*G = df @ df + sen” Odp ® dy

0 en notacién cldsica d6? + sen? 6 dy?, lo que lleva a considerar £ = 62 + (2 sen?6. Y se
obtiene inmediatamente

% (%) = 20, % = 2¢? sen  cos b, % (%) = 2% sen? 0 + 46 sen 0 cos 6, % =0.
Por consiguiente las ecuaciones de las geodésicas son

6 —senfcosf o> =0

it =0
que comparadas con la definicién implican '3, = '3, = cos/senf, T's, = —sen cosf

y que el resto de los simbolos de Christoffel son cero.

Dicho sea de paso, con estas ecuaciones tenemos que el ecuador parametrizado por la
longitud de arco, 6 = w/2, ¢ = t, y los meridianos, ¢ =cte, § = t, son geodésicas. El resto
de los circulos maximos convenientemente parametrizados también lo son, simplemente
con un argumento de simetria, pero no vemos esas soluciones a simple vista en la ecuacién
porque en coordenadas esféricas no tienen una ecuacion sencilla.

En los cursos de Fisica béasicos no se habla de la minimizacién de la energia sino de
que la energia ni se crea ni se destruye, es constante. La traduccion en nuestro lenguaje
empleando una métrica es que los vectores tangentes a una geodésica obtenida obtenidos
al derivar (las velocidades) tienen longitud constante. Esto se puede deducir facilmente
con material de una futura seccion, no obstante jugaremos un poco con la ecuacién para
practicar y obtener una prueba a partir de la definicion.

Lema 3.1.3 Si ¢ = c(t) es una geodésica, con la notacion anterior se cumple que
9ij(1) S92 es constante, donde g;;(t) = gij(z* (1), ..., 2"(1)).
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Demostracion: Derivando (no se indica la dependencia en t)

d dzt dx? dz® dzt dad dzt d?z?

—(gii———=) = Gii g —— 4 2gi e ———.
A A e L
Por otro lado la ecuacién de las geodésicas se puede escribir como (véase la demostracién
del resultado anterior o la definicién de los simbolos de Christoffel)
d?x7 1 dz® da?
9ii~ + §(gz'j,k + Gikj — gk]z)%%

Sustituyendo g;;d?z? /dt* en la férmula anterior, se tiene

d ( dx’ dmj) B 1( )dxi dx? da®

at iy qr ) T ok T IR gt
y esto es cero porque a cada sumando se le puede asignar su negativo intercambiando ¢
por k. O

Dada una curva parametrizada en una variedad riemanniana M, ¢ : [a,b] — M,

por analogia con la féormula euclidea fab |/ (t)|| dt se define su longitud de arco entre ¢(a)
y ¢(b) de la forma obvia:

L(e) = / @D, D) dt.

Deduciremos a partir del resultado anterior que las geodésicas en variedades rieman-
nianas también son soluciones de las ecuaciones de Euler-Lagrange para la longitud de
arco. Este hecho es geométricamente muy significativo (si hay curvan que minimizan la
longitud, son geodésicas) pero poco relevante para el resto del curso, més orientado al
ambito semiriemanniano.

Proposicion 3.1.4 Las geodésicas son soluciones de las ecuaciones de Euler-Lagrange
para L= \/gi;G'q’.
Demostracion: Derivando

oL oL

= L g = (2L) gy @
o 95¢’s = L) gkad @
d(0LN AL
E(f)q’) - E Egqu +£ 9ij.k49 q +£ 959" -

Por el Lema 3.1.3 d£/dt = 0 y empleando gijvquq'j = (gijr + gim)qkq'j/Z se deduce

o1 ey
954’ + é(gijjc + Girj — gkj,i)qkqj = 0.
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que son ecuaciones que satisfacen las geodésicas. O

No resistimos incluir unos breves comentarios sobre la posibilidad de usar la métrica
para definir una distancia en una variedad riemanniana conexa M.

Dados dos puntos p,q € M siempre existe una curva parametrizada C* a trozos
que conecta ambos puntos y tiene sentido definir

6

dy(p,q) = mf{L(c) : ces C* a trozos con ¢(0) =py (1) = q}.

Se puede probar (§4.7 [Bu-Gi|, VI.4 [Ga-Ru]) que dj; es una distancia en M y que la
topologia métrica es la misma que la de M. Si M es completa, esto es, si con la topologia
métrica es un espacio topolégico completo” entonces hay un minimo: el infimo se alcanza
para las geodésicas y reparametrizaciones suyas (Cor.4.7.6 [Bu-Gil, [ON]). La propiedad
de ser completo no es gratuita, por ejemplo si M = R? el infimo en dy((—1,—1), (1, 1))
se alcanza para la recta que une los dos puntos pero, como apuntabamos al comienzo de
la seccién, en M = R? — {(0,0)} no se alcanza el infimo para ninguna curva (hay {nfimo
pero no minimo). Todavia mds, el teorema de Hopf-Rinow ([Bu-Gi], [ON]) afirma que
M es completa si y sélo si las geodésicas se pueden extender indefinidamente, es decir,
si se pueden definir como curvas ¢ : R — M.

Originariamente una métrica permite medir vectores tangentes y, segin acabamos de
ver, también longitudes de arcos de curvas. En general en una variedad semiriemanniana
de dimension n hay una forma natural de definir el volumen n-dimensional que coincide
con lo esperado en el caso de subvariedades de R™ de dimension baja.

Si intentamos copiar el procedimiento de Calculo III, debemos dividir en “cubitos ele-
mentales” n-dimensionales y sumar (integrar) sus volumenes. Los “cubitos elementales”
no son otra cosa que los cubos unitarios que tienen aristas que determinan bases ortonor-
males escalados a tamano infinitesimal. La ortonormalidad de una base {v;, ¥y, ..., U, }
cuando tenemos una métrica G significa que G(0;, ;) es 1 si i = j y cero en el resto de
los casos y el concepto se extiende al caso semiriemanniano pidiendo G(v;,7;) = £1. A
través de la maquina que mide volimenes de estos cubos unitarios se puede construir la
que mide volimenes en variedades riemannianas.

Definicién: Sea M una variedad semiriemanniana orientable n-dimensional. Se dice
que w € Q*"(M) es un elemento de volumen si w(Uy,vs,...,10,) = +1 para cada base
ortonormal {3, v, ..., 4,} de cada T,(M), p € M.

Definicién: Se llama volumen n-dimensional de una variedad semiriemanniana
orientable conexa n-dimensional a Vol(M) = | [, w| donde w es un elemento de vo-
lumen de M.

SEn realidad se puede pedir que sea simplemente C*°. Consideramos aqui la situacién més general
de regularidad C'*° a trozos por coherencia con las referencias citadas.

"Véase la definicién exacta en [Mu], intuitivamente podemos pensar que no le falta ningin punto
limite.
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La unicidad del elemento de volumen salvo cambios de signo en cada componente
conexa es facil y habitualmente diremos “el elemento de volumen” en lugar de “un
elemento de volumen”. La existencia y el propio calculo estan incluidos en el siguiente
resultado. El paso de una carta a toda la variedad es trivial usando la orientabilidad.

Proposicién 3.1.5 Sea (M, G) una variedad semiriemanniana orientable. Supongamos

que empleando la carta (L{,gb = (a1, ... ,x")) las componentes de G' son g;;, entonces

w = /| det(gi;)| de* Adz* A--- Adx™ es el elemento de volumen en U.

Demostracion: Si expresamos los vectores de una base ortonormal {¥, s, ..., ¥, }
en términos de la base natural {9y, 0, ..., 0,}, tendremos ¥; = a¥9j, y por la ortonorma-
lidad, G (akoy,, aé@l) = a¥ gklaé es 1 sii = j y cero en otro caso. Tomando determinantes es
fécil ver que det(a})?-det(g;;) = 1. Por otro lado, (dz' Adz? A+ - - Adx") (01, T, . .., Uy,) =
det(al), entonces w(y, vy, . .., 0,) = y/det(gi;) det(al) ==+1. O

Ejemplo: Habiamos visto que la métrica usual en S? es df? + sen? 6 dp? donde 0 y ¢
son los angulos en esféricas, entonces w = senf df A dy es el elemento de volumen y el
drea de S? (su volumen 2-dimensional) es [, w = 027r o sen6 dodp = 4.

Ejercicios de la seccién 1

1) Responder brevemente a las siguientes preguntas:
i) Si una métrica es definida positiva, jlo es la métrica inducida?
ii) ;Cémo se podria deducir de un ejemplo de esta seccién que los simbolos de Christoffel
no son tensores?
iii) ;Por qué en dimensién 4 hay como mucho 40 simbolos de Christoffel distintos?
. Cuantos hay en dimensién 5?7
iv) {Por qué r = t, § = t no es una geodésica en R? usando coordenadas polares?

2) Hallar la métrica inducida en el hiperboloide H = {(z,y,2) € R? : 22 4 ¢% — 22 =1}
usando la carta (definida en cierto abierto) (x,y, 2) — (z,y).

3) Probar que la métrica usual de S? en esféricas es df @ df + sen? 0dy @ de.

4) Sea G la métrica inducida en S? C R3 usando la carta proyeccién (z,y,z) — (z,¥)
definida en U = S? N {z > 0}. Demostrar que la base natural del espacio tangente {9y, 92} no
es ortogonal en U, esto es, que G(01,02) no es idénticamente nulo. Repetir el problema para
la carta dada por los dngulos en esféricas. (Nota: Empleando la curvatura de Gauss es posible
deducir que este hecho es comiin a cualquier carta de S2).

5) Hallar alguna carta del cilindro de radio 3 de manera que {01,02} sea ortonormal con
la métrica inducida.
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6) Demostrar que

_ t
r = (cosf + sen )~ con 6 =arctan ——
V2 —t
define una geodésica en R? con la métrica en polares dr? + r2df?. Indicacion: No es necesario
siquiera escribir la ecuacion de las geodésicas.

7) Calcular las geodésicas con 6 constante usando la métrica dr? — r2d6>.

8) Calcular los simbolos de Christoffel para la métrica dr? + 4senh?r df? y hallar alguna
de las geodésicas.

9) Calcular los simbolos de Christoffel para R? usando coordenadas esféricas (r, 0, ). Indi-
cacion: Como 01, 0o, J3 son ortogonales, de antemano sabemos que en la métrica no apareceran
los términos cruzados drdf, drdy, dfdy, lo cual simplifica los célculos iniciales.

10) Calcular los simbolos de Christoffel y las geodésicas de R? con la métrica du?+4vdudv+
8v2dv?.

11) Calcular los simbolos de Christoffel y alguna geodésica del semiplano R x R™ con la
métrica de Poincaré y—2dz? 4+ y~2dy?.

12) Considérese la banda M = {(z,y) € R? : |z| < 1} con la métrica definida por

Utilizar que la energia es constante para calcular las geodésicas horizontales de M sin necesidad
de hallar los simbolos de Christoffel.

3.2. La métrica de Schwarzschild

La métrica de Minkowski G = —dt? + c~2da? convierte a R?, con la carta identidad
¢ = (t,r) en una variedad semiriemanniana. Como sus componentes son constantes
(recuérdese que c es la velocidad de la luz en el vacio) las ecuaciones de las geodésicas
v(7) = (t(r),2(7)) serdn t = & = 0. Imponiendo que partan desde el origen se tiene
t(r) = ar, (1) = br donde T es el parametro de la geodésica, y de aqui x/t = b/a = cte.
Mecanicamente esto significa que en el mundo de la relatividad restringida, igual que en
el newtoniano més familiar, en ausencia de fuerzas las particulas se mueven con velocidad
constante (principio de inercia). Para un rayo de luz b/a = ¢ y se cumple G(v',7') = 0,
por otro lado, segin nos han dicho siempre, las particulas materiales viajan a velocidades
menores que las de la luz, por consiguiente las geodésicas correspondientes verifican
G(v',7') < 0. Multiplicando 7 por una constante adecuada de hecho se puede conseguir
en el instante inicial G(7/,7') = —1 y el Lema 3.1.3 asegura que esto se cumplird a lo
largo de toda la geodésica. Denotando a la velocidad b/a con el nombre mas natural v,
esta normalizacion permite escribir las geodésicas anteriores, salvo signos convencionales,
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como t(7) = 7/4/1 —v%/c?, (1) = —vT/y/1 —v?/c? y estas férmulas coinciden con las

transformamones de Lorentz para un observador que mide tiempo 7 y espacio 0, es
decir, que viaja con la particula. En resumen, bajo la normalizacién G(v/,v") = —1 el
pardmetro 7 de la geodésica se interpreta fisicamente como el llamado tiempo propio, el
tiempo medido desde la particula material cuya trayectoria representa la geodésica .

Imaginemos ahora que en lugar de la métrica de Minkowski consideramos en R?
G = —A(2?) dt* + da?

con A : [0,00) — ]R+ creciente. Al calcular las geodésicas, la igualdad 7 = (8£ / 825) =0

implica A(z?)f = K = cte y sustituyendo en la segunda de las ecuaciones se deduce
A'(2?)
" K2 = 0.
R

Si 2(0) > 0y 2/(0) = 0, es decir si inicialmente dejamos una particula en reposo en la
parte positiva del eje X, se cumplird 2”(0) < 0, la particula se acelerard en direccién
hacia el origen, y si comienza en la parte negativa se sigue ”(0) > 0 con el mismo efecto.
Los habitantes de este universo pensarian que en el centro de R hay un sol que atrae
a todas las particulas de modo que aquellas en reposo en (0, c0) sufren una aceleracién
hacia la izquierda y las de (—o0,0) hacia la derecha.

La relatividad general es una teoria geométrica de la gravitacién creada en 1915 por
A. Einstein dentro de las lineas ilustradas en el ejemplo anterior, donde se concibe la
gravedad como una métrica en la variedad que representa el espacio-tiempo. De esta
forma deja de ser una fuerza asociada a un campo y deviene en una deformacién en
nuestra manera de medir el espacio y el tiempo. Segin esta interpretacion las particulas
masivas se aceleran al acercarse la Sol porque alli las longitudes estdn mas “contraidas”.
Ciertamente el salto conceptual abstracto dado por Einstein fue formidable, sobre todo
teniendo en cuenta que la geometria riemanniana y el calculo tensorial no tenian gran
difusién. No es de extranar que inicialmente fueran matematicos destacados los mas
activamente interesados en la nueva teoria.

La pregunta obvia es ;jqué razones fisicas hay para seguir esta explicacién tan es-
trafalaria de la gravedad? No nos detendremos aqui mucho en esta cuestién (véase [Ch]
§3.1) y nos limitaremos a citar una razén experimental y otra teérica. La primera es que
con mediciones extremadamente precisas a escala astronémica se ha comprobado que la
famosa férmula —GMm/r?, sobre la cual 1. Newton construyé su inamovible edificio de
la gravitacion, no es del todo correcta mientras que las métricas de la relatividad general
explican la levisima divergencia con los experimentos. La razon tedrica es la igualdad
entre la masa inercial y la masa gravitatoria. Por explicarlo con un ejemplo, si atraemos
con un iman objetos de hierro, los que tienen mayor masa se acercaran mas despacio o no
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se moveran por efecto del rozamiento, sin embargo si la Estacion Espacial, un astronau-
ta o un alfiler son capturados por la atraccién gravitatoria de la Tierra las ecuaciones
de movimiento seran exactamente las mismas. ;Como sabe la Tierra que debe atraer
menos al alfiler para que se acerque a la misma velocidad? Pensando que la gravedad
es una deformacién del espacio-tiempo, algo intrinseco a la geometria del mundo en que
vivimos, es natural que todos los objetos se comporten por igual.

En relatividad general la variedad a considerar debe representar las tres coordenadas
de espacio y la de tiempo, por tanto es de dimensién 4. La métrica en cada punto para
alguna carta debiera parecerse a la de Minkowwski en R*

—dt* + ¢ 2(d2?® + dy?® + d2?).

Matematicamente, fijado un punto p, Q(v) = G(¥,v) define una forma cuadrética en
T,(M) y el algebra lineal nos dice que todas las formas cuadréticas de la misma signatura
(nimero de autovalores positivos y negativos) son equivalentes por cambios de base.
Entonces las métricas de relevancia fisica son las de signatura (1,3). Fijada una se dice
que la variedad semiriemanniana resultante es una variedad de Lorentz. Las geodésicas
representando rayos de luz (fotones) y particulas materiales son de los tipos recogidos
en la siguiente definicion.

Definicién: Se dice que v es una geodésica nula en una variedad semiriemanniana
con métrica G si G(7/,7") = 0y se dice que es una geodésica temporal si G(v',~") < 0.
En este dltimo caso cuando G(v/,7') = —1 se dice que estd parametrizada por el tiempo
propio.

Resumiendo, la relatividad general establece un diccionario fisico-matematico

Relatividad Geometria
espacio-tiempo — variedad de Lorentz M
gravedad — métrica en M
rayos luminosos — geodésicas nulas
particulas materiales —— geodésicas temporales
tiempo propio — parametro de geodésicas

temporales normalizadas

La cuestién a resolver es como deducir la métrica que corresponde a la gravedad del
mundo real. La respuesta no es nada facil y pospondremos a un préximo capitulo su
tratamiento matematico. Anticipamos que al igual que el potencial gravitatorio (fuera
de una masa) es solucién de una ecuacién del tipo AV = 0, en la relatividad general
la métrica es solucién de unas ecuaciones tensoriales muy feas que también contienen
derivadas segundas.
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Poco después de que dichas ecuaciones vieran la luz, K. Schwarzschild las resolvié en
el caso radial que fisicamente corresponde a la deformacion del espacio-tiempo en el
exterior de una masa esférica estatica y homogénea despreciando la influencia de otras
masas.

Definicién: Sea M = R x (R*—{0}) con las funciones coordenadas (t,r, 8, ¢) siendo
r, 0, ¢ las coordenadas esféricas habituales. Se llama métrica de Schwarzschild a

T Ton—
—(1 — —O)dt2 + 072(1 — —0) Yar? + ¢ 2r%d6? + ¢ 22 sen? 6 dp?
r r
donde 7y es una constante, llamada radio de Schwarzschild, que fisicamente representa
2G'm/c? con G la constante de gravitaciéon universal y m la masa®.

Para estudiar movimientos radiales, los que en términos espaciales s6lo dependen del
radio r (la “distancia” al origen), nos podemos olvidar de 6 y ¢ y para mayor simplicidad
considerar que el espacio-tiempo esta representado por (¢,r) € R x R,

Definicién: En M = {(¢,r) € R x R"} se llama métrica de Schwarzschild bidimen-
stonal a

(3.2) —(1=2y a2 (1= a2,

T T

Una primera sorpresa es que aparte de la singularidad natural en rqg = 0 (también
existe en la fuerza de Newton) haya otra en r = ry. {Por qué no nos percatamos de
ella? En el sistema internacional G = 6,670 - 107" Nm?/kg® y ¢ = 2,9979 - 10°m/s y
con unos datos astrondémicos cerca calculamos que para la Tierra, Jupiter y el Sol los
valores de rg son respectivamente 8,87mm, 2,82m y 2,96km. Entonces para notar esa
singularidad la Tierra deberia tener el tamano de una canica, Juipiter deberia caber en
nuestra habitacion o el Sol tendria que poderse recluir en una ciudad.

Los avances astronémicos han mostrado que tales objetos, tan diferentes de los astros
que nos rodean y bien conocidos en ciencia ficciéon, existen realmente. Cuando el radio de
una estrella se reduce por un colapso mas alla de rg entonces la singularidad aparece y
se dice que es un agujero negro [Ha-El], [Hu-To]. La esfera r = ry en la que la métrica es
singular se llama horizonte de sucesos del agujero negro. En principio habria que omitir
esta esfera de la variedad que representa el espacio-tiempo aunque veremos méas adelante
que la singularidad no es tan critica como parece.

Una cuestion basica es como cae un objeto que parte del reposo por efecto de la
gravedad. El problema matematico consiste en calcular las geodésicas de (3.2).

8En breve veremos que ésta es la tinica interpretacién posible de g si queremos recuperar la concor-
dancia aproximada con la teoria de Newton.
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Proposicién 3.2.1 Si y(7) = (t(7),7(7)) es una geodésica de (3.2) parametrizada por
el tiempo propio y tal que r(0) = Ry > 1o, 7' (0) = 0, entonces
2c |7y

1
r(7) = Ry cos? (§V<KOT)) donde Ky= VR

y V(x) es la funcion inversa de f(x) = x + senx.

Observacién: Para masas y distancias “normales” Ky es muy pequeno y entonces
V(Ko1) es Ko7/2 con gran aproximacién, de donde se infiere que la aceleracién inicial
es r"(0) ~ —RyK2/8. Si se quiere que esto se parezca a la férmula de Newton —Gm/R2,
se debe cumplir RyK3 = 8GM /R que después de operar lleva a 1o = 2GMc ™2, por eso
la tinica manera de interpretar fisicamente ry es como 2G'm/c? si se quiere que la nueva
teoria concuerde en el limite con la newtoniana.

Demostracion: Las componentes de la métrica no dependen de ¢, entonces

d oL To- -
E(E):O = (1—?0)t:cte

y por la definicién del tiempo propio —(1—rg/r)t?+c2(1—7ro/r) 172 = —1. Combinando

estas dos ecuaciones se tiene 72 = roc?(r~—! — cte) y 7/(0) = 0 implica que esta constante
es Ry ! En resumen, hay que resolver la ecuacién diferencial ordinaria

dr 2 9 1 1
@) =G g)

bajo la condicién inicial r(0) = 0. Con un cambio de variable v = V(Ky7) o equivalen-
temente 7 = (v + senv)/ Ky, la ecuacién anterior es por la regla de la cadena

dr Aro 1 1

(%)2 = 73(1 + COSU)2(; — ﬁo)

y por sustitucién directa r(v) = Rgcos*(v/2) = Ro(1 + cosv)/2 es solucién de esta
ecuacion. O

Consideremos ahora los rayos luminosos en las direcciones radiales.

Proposicién 3.2.2 Si y(1) = (t(1),7(7)) es una geodésica nula de (3.2) con r(0) =
Ry > 1o, t(0) =0, entonces

T —To
)

:I:ct:'r—Rg—i-'r’olog(R .
0—To

donde el signo coincide con el del v'(0)/t'(0), es decir, es positivo si es saliente y negativo
si es entrante.
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Demostracion: Por ser una geodésica nula se tiene

dt dr

T L R A

e}

y por la regla de la cadena c¢?(dt/dr)? = (1 —ry/r) 2. empleando las condiciones iniciales
se tiene £ct = [, (1 —ro/x)”" dr y la integral es elemental. O

Un subproducto de la prueba es que la “velocidad” dr/dt de un rayo de luz es
¢(1—ry/7), por consiguiente se ralentiza cuanto mas proximo esta al horizonte de sucesos
y en el limite la velocidad es nula. Esto concuerda con la imagen clasica de un agujero
negro como una estrella con una gravedad tan poderosa que ni la luz puede escapar.
Curiosamente P.S. Laplace ya teorizé sobre tales objetos a finales del XVIII (véase
[Ha-El]). Més alld de esta idea cldsica, un poco imperfecta, la gréfica de las curvas del
enunciado muestra que las geodésicas nulas no atraviesan el horizonte de sucesos.

T iggM ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, — | . r=2GM _______
r=0 t r=0 t
Geodésicas nulas entrantes Geodésicas nulas salientes

Por otro lado la Proposicién 3.2.1 implica que una particula sélo necesita un tiempo
finito para llegar al horizonte de sucesos porque cos? (%V(KOT)) toma todos los valores
entre 0 y 1. En otras palabras: una particula puede alcanzar el horizonte de sucesos de
un agujero negro en un segundo medido por un observador subido a ella pero los obser-
vadores estaticos exteriores si tuvieran instrumentos infinitamente precisos percibirian
indefinidamente las senales previas a su entrada en el horizonte de sucesos sin detectar
que ésta se efectia. Esta situacion choca fuertemente con nuestro sentido comun y Eins-
tein traté de evitarla en [Ei] probando que bajo ciertas hipétesis que pudieran darse en
la formacion de cimulos estelares, el horizonte r = ry deberia estar “tapado” con masa
sugiriendo asi que los agujeros negros eran un modelo matemaético sin realidad fisica.

Desde el punto de vista geométrico es posible remediar los problemas y paradojas
que plantea la singularidad en r = ry utilizando unas sorprendentes cartas que permiten
eliminarla (véase [Ha-El] §5.5).

Parte de las confusiones en la relatividad general se deben a interpretar ¢ y r como
“verdaderos” tiempos y espacios medidos por todos los observadores. La relatividad del
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tiempo es particularmente contraintuitiva y adquiere una dimensién mas profunda que
en la relatividad especial por presentarse incluso para observadores estéticos.

Consideremos que desde r = r4 parte una geodésica (una sefial luminosa, una particu-
la) hacia rp. Al sumarle una cantidad constante At a ¢(7) tendremos también una
geodésica que representa la misma senal emitida en otro tiempo. Para un observador
estatico (r'(0) = 0) en 74 se cumple —1 = —(1 — TO/T)(g—f_(O))Q y entonces si At es
pequeno el intervalo A7, (de tiempo propio) que medird es, aproximando dt/dr por
At / AT A

ATA = (1 — TO/TA)I/ZAt.

Es decir, que t difiere del tiempo (propio) medido por los observadores, a veces se dice
que t es el tiempo de Schwarzschild. Si razonamos de la misma forma con un observador
en rg deduciremos

ATA . 1—7“0/7“A

ATB_ 1—7'0/7"3‘

Esta formula implica que si un fenémeno oscilatorio ocurre en las cercanias de una gran
masa gravitatoria, cuanto mas lejos estemos menos frecuencia detectamos. De manera
ingenua pero representativa podemos pensar que las masas atraen a los frentes de onda
y cuando la atraccion gravitatoria se debilita aumenta la distancia entre los nodos. En
el caso de las radiaciones electromagnéticas, especialmente para el espectro luminoso
de las estrellas, este fenémeno se llama corrimiento hacia el rojo gravitatorio (hay otro
famoso corrimiento hacia el rojo debido a la expansién del Universo) y se ha detectado
astronémicamente aunque no es nada facil de cuantificar con precisiéon porque es muy
complicado medir la masa y el radio de una gran estrella lejana.

Noétese que si r4 estd muy proximo a ry un instante para el primer observador se
transforma en una eternidad para el segundo, porque el tic del reloj se junta mas al tac
cuanto mayor sea la gravedad, de ahi el extrano comportamiento de los objetos que se
acercan al horizonte de sucesos.

Terminaremos esta seccion deduciendo un efecto que durante algin tiempo fue el
tinico débil apoyo experimental® a la relatividad general creada por Einstein.

Segun enuncié J. Kepler en su primera ley y probé Newton a partir de su ley de gra-
vitacion, los planetas se mueven siguiendo érbitas elipticas con el Sol en uno de los focos.
Los puntos de la 6rbita mas cercano y mas lejano al Sol se llaman perihelio y afelio, res-
pectivamente. Debido a la influencia de otros planetas y objetos astronémicos las 6rbitas

9Es de observar que el fenémeno que describiremos no es una deduccién inesperada y aprioristica de
la relatividad general, bien al contrario, incluso en versiones previas erréneas de la relatividad general,
Einstein buscé obtener como consecuencia este fenémeno conocido en el siglo XIX. Al igual que la des-
viacion gravitatoria de los rayos luminosos, pero en mucha menor medida, su verificacién experimental
no estuvo histéricamente libre de dudas.
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no son exactamente elipticas pero el ingenio de los astrénomos permitio cuantificar estas
perturbaciones en concordancia con la gravitaciéon de Newton.

En el siglo XIX se estudié con suma precision la orbita de Mercurio, el planeta mas
afectado por la gravedad del Sol, y se observé que no era una elipse estatica sino que
el perihelio iba rotando levemente de revolucion en revolucion cierto angulo que con los
datos actuales es de 574" por cada siglo. Sorprendentemente una mintscula parte de esta
rotacién, concretamente 43" por siglo (al principio se pensé que algo menos) no era debida
a la influencia de otros planetas. A pesar de ser una cantidad casi inapreciable (habria
que esperar casi 10000 afios para detectar una variacién de un grado) permanecié como
un problema menor pero insidioso durante anos. Se sugirié que quiza existiera un nuevo
planeta o gran asteroide, llamado provisionalmente Vulcano, entre el Sol y Mercurio.

afelio

S

perihelio Rotacion del periheli

Vamos a probar que la métrica de Schwarschild tiene érbitas casi-elipticas que pre-
sentan una rotacién del perihelio coincidiendo con la esperada en el caso de Mercurio.
Con este propdsito no podemos emplear la simplificacién (3.2) porque ahora buscamos
geodésicas confinadas en el plano de la ecliptica § = 7/2 con r y ¢ variando. Nos ocu-
paremos primero de la relacién entre estas dos funciones sin fijarnos en la dependencia
en T.

Proposicién 3.2.3 Las geodésicas de la métrica de Schwarzschild incluidas en el plano
0 = w/2 verifican que r y ¢ estan relacionados mediante

(—)2 = Art + Br® —r? + ror
donde A y B son constantes que dependen de las condiciones iniciales y de rg.

Demostracion: Las componentes de la métrica de Schwarzschild no dependen de ¢
ni de ¢, entonces por las ecuaciones de Euler-Lagrange
d oL d 0L roy dt

@ 0Ly _ a Ok, _ Toydt _ o dp
dr(ﬁi)_dT(agb)_O = (1 r)dT_Cl’ 7ﬂdT_Cz

con O y Cy constantes. Sustituyendo los valores de ¢ y ¢ (y 6 = 0) en L se deduce
dr

To\ — _ ro. — _ _
- e ) I et =
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y operando

drie 5, Arg  C3  roC3
— ) =(Ci 1)+ — — = :
(dT) -1+ r 2 * 73
Dividiendo entre (dyp/dT)? = C3/r* se obtiene el resultado. O

Seguiremos ahora [Fo-Ni] con un argumento debido a C. Mgller que es bastante
directo y general no necesitando la hipdtesis de que la érbita sea casi circular lo cual no
seria aplicable a Mercurio.

El cambio u = 1/r en la proposicién anterior conduce a

(3.3) (u')?> = A+ Bu — u* + rou®.

El perihelio y el afelio corresponden a los valores extremos de w, digamos u, y u,, en
lo que la derivada se anula, por consiguiente el polinomio P del segundo miembro de
(3.3) es divisible por (u —u,)(u — u,). Ademds P tiene como suma de sus raices r; ' por
las formulas de Vieta y esto es suficiente para determinar la tercera raiz, permitiendo
escribir (3.3) como

U,

++/P(u)
y el signo serd positivo si u es creciente (v’ > 0) y negativo en caso contrario.
Partiendo del afelio, al pasar al perihelio siguiente u crece mientras que cuando se

pasa del perihelio anterior al afelio presente u decrece. Con esta idea en mente, integrando
la ecuacién anterior se obtienen las siguientes formulas para la variacién del angulo:

=1 donde  P(u) = (u— ug)(up — u)(1 — ro(u + ug + up))

/ r o du / Yo du
Pper.sig. — Pafe. = s Pafe. — Pper.ant. — - =
Uq P(U) up TV P(“’)

Sumando ambas férmulas tenemos que la variacién del &ngulo entre dos perihelios conse-

cutivos es " J
A=2 / Y _or
w \/ P(u)

Para Mercurio las medidas astronémicas indican u, = 1,43 - 107 "m y u, = 2,19 -
107''m y el ry correspondiente al Sol (la masa que genera la métrica de Schwarzschild)
es, como habfamos mencionado, 2,96 - 103m. Calculando numéricamente la integral (con
ayuda de un ordenador), se obtiene A = 5,04 - 10~". Teniendo en cuenta que Mercurio
tarda 0,24 anos en dar una vuelta alrededor del Sol, cada siglo habra dado 416,67 vueltas
y la variacién del angulo se multiplicara por este niimero, siendo

Variacién secular = 2,10 - 10~ *rad = 43,32

lo que coincide con gran precisién con la cantidad observada experimentalmente. En
realidad no es necesario utilizar el ordenador para estimar A, con unas aproximaciones
sencillas (Taylor) se puede deducir la aproximacién

A =~ 3mro(ug + up)/2.
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Ejercicios de la seccion 2

1) Responder brevemente a las siguientes preguntas:
i) La métrica de Schwarzschild con r9p = 0 coincide con la de Minkowski en esféricas,
ipor qué esto es natural?
ii) ;Puede la métrica —dt? + da? + dy? + 4dydz + 3dz? representar un espacio-tiempo?
iii) Si y(7) y v(K7) con K una constante son geodésicas parametrizadas por el tiempo
propio, qué puede decirse de K7
iv) ;Cudl es la justificaciéon del nombre “horizonte de sucesos”?

2) Para el espacio-tiempo {(t,x) € Rx (—1,1)} dotado con la métrica —(1—x2)~1dt?+dz?,
hallar las geodésicas parametrizadas por el tiempo propio con z(0) = zg y 2'(0) = ¢(0) = 0.

3) Hallar los simbolos de Christoffel para la métrica de Schwarzschild bidimensional.

4) Témese en R? la métrica G = —A(2?) dt? + dx? con A : [0,00) — RF. Si (1) =
(t(7),z(7)) es una geodésica parametrizada por el tiempo propio con z(0) = zg y 2/(0) =
t(0) = 0, calcular la aceleracién z”(0) en términos de xg y A.

5) Si nos dejamos caer hacia un agujero negro partiendo del reposo desde r = Ry, probar
que segun nuestras mediciones tardaremos en alcanzar el horizonte de sucesos r = 7y un tiempo

dado por la féormula
R R
TH = ;)(\/T;)arccos,/g;—i- 1- E)).

6) Si mido 1,75m, me he pasado toda la vida de pie sobre la Tierra (R = 6,38 - 10%m,
ro = 8,87 -1073m) y mi cabeza tiene exactamente 22 afios; estudiar si mis pies son mds o
menos jévenes que mi cabeza y aproximar la diferencia de edad. (Despréciese el crecimiento,
la rotacién de la Tierra y los efectos gravitatorios externos).

7) Supongamos que una particula material se aleja radialmente de una estrella de manera
que si se prolongase indefinidamente su movimiento, llegaria al infinito con velocidad cero.
Demostrar que el tiempo de Schwarzschild que necesita para ir de r4 a rg viene dado por

~1/2 _ _ .
tp—ta=r, /21 f:f (r—mp) 1p3/2 dr. ; Qué ocurre cuando 4 — r{f?

8) Probar que a lo largo de cualquier geodésica de la métrica de Schwarzschild la expresién
r*(0% + ¢? sen? §) permanece constante.

9) En relatividad general, al igual que en el caso cldsico, es posible que un planeta siga
una érbita circular alrededor de una estrella. Utilizando la ecuacién de Euler-Lagrange corres-
pondiente a la variable  demostrar que se verifica la segunda ley de Kepler w?r3 = Gm donde
w = dy/dt.

-1/2

10) Usar la aproximacién (1 — x) ~ 1+ x/2 para x pequeno para obtener el angulo de

rotacion del perihelio
U 24+ 1ro(Uq + up + u)

e V=) (up — )

y calcular esta integral explicitamente para conseguir la aproximacion A ~ 3mro(uq + up)/2.

A du — 2.
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11) La Tierra en su afelio dista del Sol 1,52 - 10'm y en su perihelio 1,47 - 101'm. Despre-
ciando la influencia de otros planetas, hallar cuantos kilémetros se mueve el punto en que se
alcanza el perihelio al cabo de un ano.

3.3. Calculo tensorial

La pregunta fundamental que tratamos de responder en esta seccion es como derivar
campos tensoriales. Sabemos derivar funciones en variedades sin embargo ya habiamos
dejado caer en el primer capitulo que las derivadas de las componentes de un tensor no
se transforman como un tensor. En pocas palabras, la derivada de un tensor no es un
tensor. Lo que veremos es que en una variedad semiriemanniana hay una derivada bue-
na, de hecho exactamente una, que preserva la tensorialidad y tiene ciertas propiedades
basicas. Tal derivada no es un artificio abstracto para divertimento de los matematicos,
sino que tiene una motivacién geométrica muy natural sugerida por las aplicaciones. Lo
que hay detrés es el estudio de las variaciones de la velocidad (aceleraciones) cuando
el sistema desde el que medimos también esta en movimiento y quiza no con velocidad
constante. El lector instruido reconocera aqui el papel asignado en mecanica a los siste-
mas inerciales para que estos problemas no aparezcan. Tanto la relatividad de Galileo
como la especial de Einstein dependen de estos sistemas inerciales mientras que la aspi-
racién de la relatividad general es, como en geometria, tener plena libertad para elegir
las coordenadas.

Supongamos, por ejemplo, un campo de vectores en R? que a cada punto le asigna el
vector unitario constante dirigido hacia la derecha, esto podria representar el campo de
velocidades de las particulas de arena en un desierto llano bajo la accién de un viento
oeste-este.

3 ' 3 ' ' ' N7 /\\ // \\/
L e TR
e e — R S e
B T S T S R R [N AN AN
T | T 1 l T | A ke A N S~
L— ! 4 e —
Lo - — —_—, — .

La aceleracion de las particulas debe ser nula, lo cual es claro en coordenadas cartesianas
porque el campo es sencillamente 0/0z y, por tanto, tiene componentes constantes (1, 0).
Sin embargo en coordenadas polares

9 _ 0 — +senf —
or PV p T dy N 9 cos@g _senf 0
0 0 0 or or r 00

2 = —'r’senﬁ%%—rcos@@—y
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y el campo tiene ahora por componentes cos@ y —r~!senf que no son constantes. La
explicacion intuitiva es que, por ejemplo, la derivada con respecto de 6 involucra un
incremento infinitesimal de 6 con lo cual hay un pequeno cambio en la direccion de la base
{0/0r,0/00} y a un observador que la use como sistema de referencia le parecerd que el
campo de vectores ha girado un poco en sentido negativo debido a una misteriosa fuerza
de Coriolis'?. De este ejemplo debemos deducir que para derivar un campo de vectores
no basta con derivar sus componentes sino también la base en donde se expresan éstas.

Consideremos ahora el problema en general. Supongamos que V' es un campo de
vectores que en cierta carta de la variedad se escribe como V*9; (es decir, tiene compo-
nentes V?). Para derivar “bien” V con respecto a la j-ésima variable, aplicando la regla
del producto deberiamos escribir

Vidi + iV, = (V) + CEV) 0,

donde los ij son las componentes de la “derivada” de 0; con respecto a la j-ésima
variable, son los nimeros que expresan la variacién de la base al cambiar de punto.
En un contexto mas amplio se dice que determinan una conexion de Koszul (véase la
definicién en §3 [ON] o en §6 [Sp1t2]), una forma de derivar. La eleccién de los Cf; es en
principio bastante arbitraria, hay infinitas conexiones posibles en una variedad. Las cosas
cambian si tenemos una métrica que se debe respetar. Dada una métrica G y fijados ¢
y j, G(0;,0;) asigna a cada punto de la carta fijada un ndmero real, es decir, es una
funcién y se debe derivar de la forma habitual, sin embargo segiin lo dicho anteriormente
las “derivadas buenas” de 0; y de J; se escriben en términos de los C’Z’; Si queremos que
la derivada de toda la vida sea compatible con la nueva y que se cumpla la regla del
producto para G andloga a la del producto escalar usual: (f g) = f’ - g+ f g, nos
vemos forzados a pedir

0
%G(@w ;) = G(CLD,, 0;) + G(8;, CL.)).

Es decir,

(3.4) 9ijk = Chegij + C]l‘kgil-

10Gi caminamos desde el borde de un tiovivo hacia el centro, a pesar de seguir dando el mismo
nimero de vueltas por minuto al principo iremos mds rapido (se recore una distancia mayor por ser
una circunferencia mayor) y después més lentos. En reaccién a este frenazo aparece una fuerza en la
direcciéon de giro que tuerce nuestra trayectoria, ésta es la fuerza de Coriolis asociada a los sistemas de
referencia que giran. Los cuerpos que caen hacia la Tierra desde un satélite geoestacionario sufren de
esta forma una desviacién hacia el este pero es mds conocida (y exagerada en los libros de divulgacion)
la fuerza de Coriolis horizontal: al caminar sobre la superficie de la Tierra hacia los polos el hemisferio
norte se comporta como un tiovivo deformado que gira en sentido positivo mientras que el hemisferio
sur gira (para sus habitantes) en sentido negativo.
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Por otro lado, si C’fj lo que mide es la variacién de 0; en la j-ésima variable, esto es, en
la direccién de 0;, es natural suponer

k k
(3.5) ct =Ch

por laigualdad de las parciales cruzadas. Pues bien, resulta que estos misteriosos niimeros
quedan totalmente caracterizados por (3.4) y (3.5) (en términos técnicos se dice que hay
una dnica conezxidn de Levi-Civita asociada a la métrica). Una pequena sorpresa es que
no son desconocidos para nosotros.

Lema 3.3.1 Las tnicas cantidades Cf; que verifican simultdneamente (3.4) y (3.5) son
los simbolos de Christoffel C’fj = Ffj

Demostracion: Como los indices 2,5 y k son arbitrarios, podemos permutarlos a
nuestro antojo y (3.4) implica

(gij,k - kaglj - C]l‘kgil) + (gjk,i - C]l-iguc - C]lm‘gjl) - (gki,j - C]lgjgli - ijgkl) =0.
Que usando (3.5) y simplificando se escribe como
Gijk + Gjki — ki = 2Ch.915.

Multiplicando por ¢/™ (ndtese que g;;¢°™ = 6;") se obtiene

1 jm m
§9j (Gijk + Gk — Grij) = Ci
que es la definicion de los simbolos de Christoffel. O
Ahora ya estamos preparados para dar un nombre a la derivada buena.

Definicién: Sea una variedad semiriemanniana con un campo de vectores que en
cierta carta (U, ¢ = (x',...,2™)) se expresa como V = V9. Se llama derivada cova-
riante de V' a un tensor de tipo (1, 1), que denotaremos VV', cuyas componentes son

i 1si i vk
Vi=Vit1lyV
y se llama derivada covariante respecto de 27 al campo de vectores V;V = V;@Z

Con nuestra definicién no estd claro que VV sea un tensor de tipo (1,1). Si V"
son las componentes de V' en una carta compatible (V,¢ = (2/',...,2'")) se cumple
V' = VFd2' /0x* y derivando y aplicando la regla de la cadena

i 0 (8x’i) p o 0z ovE 9%t G Oa’ . Oa™
J Qi N\ Ok Oxk Oz'i — Qxkdxm Oz’ oxk "ozl
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La tensorialidad de la derivada covariante, es decir, la relaciéon

, , oz’ O™
17 14 1k k k l
V,J' + ijv Ok Oxli (Vm + 19,V )
equivale segun la relacion anterior a
O*x't 9™, ,Z-Oa:’k Vi — [k ox'" dx™ _
Oxkox™ Oz’ MOl m Ok Ot

Renombrando £ como [ en el primer sumando esta férmula se cumple en general si y
s6lo si la ley de transformaciéon de los simbolos de Christoffell es

g oxt O’ O™ 0%t Ox™

Kiggl T Mgk 9xtd Oxkdxm dati
A partir de la definicién de los simbolos de Christoffel y la tensorialidad de los g;; esto
es un calculo, pero lo suficientemente tedioso y rutinario como para no incluirlo aqui.

Lo crucial es que las derivadas segundas desaparezcan y es posible dar una prueba

sintética de la tensorialidad y otras propiedades de la derivada covariante introduciendo
el conmutador de campos de vectores'!.

Ejemplo: Si tomamos el campo en R? que en coordenadas polares se escribe como

0 senf 0
V—COSQE— 50

ya habiamos visto que corresponde a un campo constante en coordenadas cartesianas,
asi pues V; = 0 en cartesianas y por la tensorialidad, en cualquier sistema de coorde-
nadas. Si uno se empenase en hacer los cédlculos a partir de la definicién obtendria el
mismo resultado con mas esfuerzo.

Ejemplo: El campo en R? que se escribe en polares ¢ = (r,6) como V = 0/00 tiene
sus componentes constantes V! = 0, V2 = 1 pero VV # 0 porque la base de TP(RQ) en
polares va girando de punto a punto. Unos cédlculos prueban:

1
Vi=TpVvrh=0, Vi=TiVi==  Vi=T,L,Vi=—r  V3=TI;,V =0
bl k) T k) k)

Si ¢ = ¢(t) es una curva parametrizada y ¢poc(t) = (x'(t),...,2"(t)) para cierta carta
U, ¢ = (z,...,2")), la manera natural de definir la derivada covariante a lo largo de
una curva es, en analogia con la derivada direccional

DV da?
= V,V—
dt dt

1Dos campos de vectores V' y W se pueden considerar como operadores lineales C° — R (recuérdese
la definicién de espacio tangente) y su conmutador [V,W] : f — V(W(f)) — W(V(f)) define un
nuevo campo de vectores. Una de las relaciones mds simples con la derivada covariante es [V, W] =
ViV,W — WiV,V.
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donde se sobreentiende que V,;V estd evaluado en ¢(t). Si pensamos en V' como funcién
de t a lo largo de ¢, esto también se puede escribir como

DV (dv*
di

~da?
— = — 4TV =)0,
dt a ) g
La siguiente definicion es simple notacion.

Definicién: Se dice que un campo vectorial V' es un transporte paralelo a lo largo
de una curva parametrizada ¢ = ¢(t) si DV/dt = 0.

Observacién: Partiendo de un vector V, € Tc(to)(M ) se puede resolver el sistema de
ecuaciones diferenciales DV/dt = 0, V(c(tg)) = Vo, por ello tiene sentido hablar del
transporte paralelo de un vector a lo largo de una curva.

Ejemplo: En R” con la métrica usual y la carta trivial, los campos de vectores cons-
tantes son transportes paralelos a lo largo de cualquier curva, o dicho de otra forma, el
transporte paralelo de un vector no lo modifica.

Con estas definiciones podemos entender las geodésicas todavia de otra manera, sim-
plemente son las curvas tales que su campo de vectores tangentes (de velocidades) es un
transporte paralelo. Mecanicamente son ecuaciones de movimiento con aceleracion nula
en un sentido generalizado, lo cual permite reescribir el principio de inercia d?x?/dt? = 0,
s6lo vélido en coordenadas cartesianas y para particulas en R", como D¢ /dt = 0 que
sirve en cualquier sistema de coordenadas y para particulas ligadas a variedades.

La definicién de la derivada covariante se puede extender a otros tensores que no son
campos de vectores. Lo mas inmediato es la extensiéon a uno formas por dualidad: Si
w es un campo de uno formas fijado, para cualquier campo de vectores V', se tiene que
w(V) = w;V" es una funcién escalar. Derivando

f =wV' = f,j = wm-V + in,j
que puede ser escrito por la definicion de derivada covariante como
i k i
fi—wiVj= (wij — Tjw)V"

El primer miembro se transforma como un tensor de tipo (0, 1), asi que el término entre
paréntesis debe transformarse como un tensor de tipo (0,2). Como mide la variacién de
w, es logico tomar como definicién de derivada covariante de w el tensor de componentes

_ k
wij = Wij — LW

Podriamos repetir el mismo razonamiento para tensores de tipos superiores aplicandolos
a vectores y uno formas hasta obtener un escalar. La conclusién es siempre la misma y
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es que cada indice contravariante (superindice) contribuye con un simbolo de Christoffel
positivo y cada indice covariante (subindice) con uno negativo. Por ejemplo, para tensores
de tipos (0,2), (1,1) y (2,0) serfan

Tijik = Tijk _Fé'kTil — T, Tiy =Ty — I%T + F;kTJZ y TZkJ = lej + )T + I}, T

J J

Considerando, segin lo que habiamos convenido, las funciones como tensores de tipo
(0,0), por analogia, su derivada covariante no debe involucrar ningtin simbolo de Chris-
toffel y por tanto coincide con la derivada usual.

Con esta definicion general se verifica la regla del producto

VS®T)=(VS)®@T+S®VT.

Esto es mucho mas sencillo de lo que pudiera parecer a simple vista: el producto tensorial
lo inico que hace es anadir indices y basta hacer la derivada correspondiente a los
primeros y anadirle la correspondiente a los otros.

Igualando un subindice y un superindice, se tiene que esta regla del producto también
se satisface si hay contracciones en vez de productos tensoriales. Por ejemplo

(SiT])a = ST+ SiThy, (ST = (8'Ti)a = SiTi+ 5T, ete.
Para practicar con estas notaciones demostraremos lo que a veces se llama lema de Ricci.
Lema 3.3.2 Se verifica ), = gijn = glfg =0.
Demostracion: Segun la definicion
Ok = 0y — Tu0) + b = 0 — Ty + Ty = 0.
Por la definicién y (3.4)
Gijik = Gijk — Uipgie — Tipgiy = 0.

Se podria demostrar de forma parecida, aunque mas elaborada, que gz,i = () pero es mas
sencillo relacionar los tres tensores. Por la regla del producto

6 = gijgjl = 5}% = gf}igjz + gijgjl;k = 0= gfigjz-
Como g;; es no singular, se deduce gl,]C =0.0

La primera igualdad del lema es muy intuitiva. A fin de cuentas 6; es algo asi como
el “tensor identidad”. La segunda (y por tanto la tercera) lo parece menos pero no
es mas que el trasunto de la sencilla férmula en R": (¥ - W)y = Uy - W+ - Wy y
la generalizacién de esta propiedad estaba implicita en (3.4), una de las propiedades
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de las que inferimos la definicién de derivada covariante. Que las componentes g;; del
tensor métrico se comporten como constantes a la hora de derivar y que el tensor de
componentes ¢¥ tenga la misma propiedad, permite por contraccién subir y bajar indices
a voluntad sin particulares consecuencias en el calculo tensorial. Por ejemplo podemos
transformar un campo de vectorial, un tensor de tipo (1,0), en otro de tipo (0, 1), es
decir un campo de uno formas con:

De la misma forma se puede proceder en sentido contrario. Por ejemplo, dada una funcién
se puede asignar a la uno forma que corresponde a su gradiente: w = f;dz" el campo de
vectorial V' = ¢ f ;0;, el verdadero vector . Se pueden combinar subidas y bajadas de
indices cuando tenemos tensores de tipo mayor.

Como caso particular de estas ideas se deduce que si GG es una métrica y V' y W son
campos de vectores definidos a lo largo de una curva

d DV
ZGV W) = G(—= W)+ G(V, —=)
y cuando V' y W son el campo de vectores tangentes a una geodésica se deduce inme-

diatamente el Lema 3.1.3.

DW

Para conciliar el significado de la derivada cova-
riante a lo largo de una curva con el que quiza se
mencion6 en Geometria Il y darle una interpretacion

pa L \:j:) mas intuitiva, terminamos con unos comentarios so-
~ bvier bre el caso de una hipersuperficie M en R™""! (es-
P T to es una subvariedad n-dimensional con la métrica
usual). Dada una curva parametrizada en M consi-
derada como funcién ¢ : I € R — R™™! y un campo vectorial definido en su imagen
V(e(t)) € R™™, aunque los V(c(t)) sean tangentes a M su derivada coordenada a coor-
denada no lo es necesariamente, por ello consideramos su proyeccion ortogonal sobre
T.t)(M) visto como hiperplano de R™*!. Este proceso de derivar y proyectar tiene las
propiedades (3.4) y (3.5), la segunda por la igualdad de las parciales cruzadas y la pri-
mera porque ( f -g) = f’ -+ f - ¢ sigue siendo cierto si sumamos a f’ y a ¢ vectores
ortogonales a ¢ y f Como ambas propiedades determinan la definicion de la derivada
covariante, entonces DV/dt puede interpretarse como la proyeccién ortogonal de la de-
rivada del campo de vectores (evaluado en la curva) sobre el hiperplano tangente y las
geodésicas son las curvas tales que la derivada de sus vectores tangentes (la aceleracion)
es siempre un vector normal (la particula no sufre una fuerza real si estd ligada a la
subvariedad). Esto permite identificar sin calculos todas las geodésicas en una esfera y
alguna de ellas en un toro usual.
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Ejercicios de la seccién 3

1) Responder brevemente a las siguientes preguntas:

i) Si los coeficientes del tensor métrico son constantes, ja qué es igual la derivada cova-
riante?

ii) Si multiplicamos la métrica por una constante no nula, jqué ocurre con la derivada
covariante?

iii) Si V' es un campo de vectores y f una funcién escalar, jcuél es la derivada covariante
de fV?

iv) Si VV = VW =0, jes G(V, W) constante?

2) Si C es la matriz (V) con V un campo en R? (con la métrica usual) cuando se usan
9.
coordenadas cartesianas y P es la matriz correspondiente cuando se emplean coordenadas
polares, demostrar la relacién:

J 0] = p con  J — cos —rsenf .
senf) rcosd

3) Sea el campo en R? que en coordenadas polares viene dado por V = 9/96. Calcular su
derivada covariante y comprobar la relacién del problema anterior.

4) Supongamos que se tiene una métrica en R (con la carta trivial) tal que V1V = 2008
para V = 0.

a) Demostrar que el transporte paralelo de V) = 01 desde z = 0 a = =t a lo largo de la
recta que une estos puntos es e 29989, . En particular, la derivada covariante de V = e=209829,
es nula.

b) Hallar todas las posibles métricas en R para las que la derivada covariante responde a
esta férmula.

5) Sea M = R x R* con la métrica G = y~2(dz ® dr + dy ® dy). Calcular la derivada
covariante de V' = f(y)0/0x. Hallar f para que la derivada covariante a lo largo de la semirrecta
x=0,y=1t>1sea nula.

6) Comprobar la relacién V(S @ T') = (VS) @ T+ S ® VT cuando S y T son campos
vectoriales o de uno formas.

DV DW
W,W) +G(V, W)'

8) Consideremos una subvariedad de R™ (con la métrica inducida). Probar que si V(p) se
transporta paralelamente en V' (q) y W (p) se transporta paralelamente en W(q) a lo largo de
cierta curva conectando p y ¢, entonces intepretando V' y W como vectores en R" se cumple
V)l = IV, Wkl = W@l y £V(p), W(p)) = £(V(g),W(q)) donde £ indica el

angulo.

7) Probar la férmula %G(V, W) =G(

9) Sean dos superficies Si,S2 C R? con la métrica inducida que son tangentes a lo largo
de una curva. Probar que el transporte paralelo por ella es igual tanto si se lleva a cabo por
S7 como si se lleva a cabo por Ss.
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Capitulo 4

Curvatura y gravedad

4.1. El tensor de curvatura

El objetivo de esta seccion es dar una definicién intrinseca del concepto de curvatura
en una variedad semiriemanniana, esto quiere decir una definicion que no dependa del
espacio ambiente en que pueda estar inmersa la variedad sino solamente de la forma
en que medimos: la métrica. Antes de ello daremos un repaso de cierta extension a las
curvaturas estudiadas en cursos anteriores. El lector impaciente puede saltarse todos
estos parrafos y pasar directamente a la definicion del tensor de Riemann.

En Geometria II se definié la curvatura en cada punto de una curva en R? como el
modulo de la derivada segunda de una parametrizacion por longitud de arco, es decir, de
aquella parametrizacién cuya derivada tiene médulo uno o equivalentemente tal que la
métrica inducida es dt ® dt. Esta definicion es invariante por movimientos del plano pero
no es intrinseca porque cualquier porcion curvada de hilo inextensible se transforma en
un segmento (no curvado) tirando de los extremos. Ningtin gusanito unidimensional que
viviera dentro del hilo notaria cambios en las distancias después de esta transformacion
que anula la curvatura.

/\(\ M\

Si c(t) = (z(t),y(t)) es una parametrizacién por longitud de arco entonces ¢ =t es el
vector tangente unitario, 0 = (¢’ - ') = 2¢” - ¢ y se tiene ¢’(t) = kii con k la curvatura y
717 el vector normal unitario. De aqui se deduce que la curvatura con un signo adecuado
es la variacién del dngulo 6 del vector tangente respecto a los ejes cartesianos porque

/

0 = (arc tan EI
x

@2+ () 1212
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Entonces la integral de la curvatura es el incremento total del angulo del vector tangente
al ir de un extremo al otro. En el caso de una curva compacta, C' C R2, la integral es
el numero total de vueltas de la tangente y como la tinica variedad compacta unidimen-
sional es S, salvo difeomorfismos, se cumple con la orientacién usual

(@1) ,AW”CZQW

donde n¢ es el elemento de volumen, ne = dt si la parametrizacién es por longitud de
arco. Podemos ver esto como un resultado de topologia diferencial: si deformamos la
curvatura aqui y alld en S!, mégicamente la integral compensa esas deformaciones.

Sea f : C' — S es la aplicacién que a cada punto de la curva le asigna su vector
tangente unitario. Empleando el elemento de volumen en S' C R? dado por ng: = df
y la relacién 0 = arctan(y’/x’) para una determinacién adecuada del arco tangente, se
tiene f*ng1 = (y"'a’ — 2"y’ )dt = kne. Asi pues también podemos entender la curvatura
como la funcién por la que hay que multiplicar el elemento de volumen 7c en C' para
obtener el pullback del elemento de volumen en la circunferencia, simbdlicamente

S s

Nc

Por supuesto esta representacion es libre de coordenadas pero sigue sin ser intrinseca.

Incrementando en uno la dimensién las cosas se complican deliciosamente y existe
una bella teoria fruto del ingenio de C.F. Gauss. Si tenemos una superficie S C R? hay
todo un plano de vectores tangentes en cada punto que dan innumerables direcciones
para calcular derivadas segundas. Podemos salvar todavia parte de la analogia notando
que en las curvas en R? es lo mismo la variacién del d4ngulo de las tangentes que el de
las normales. En S consideramos la aplicacion de Gauss f : S — S? que asigna a cada
punto su normal y definimos la curvatura de Gauss como

K — I nge
Tls

donde ng = elemento de volumen en S.

Si uno volviera a los apuntes de Geometria II podria interpretar esto como el cociente
que aparecia alli de los determinantes de la segunda y primera formas fundamentales.
Con un poco de trabajo se deduce de esto la definicién alternativa K(p) = ki(p)ka(p)
donde k1(p) y ko(p) son las curvaturas maxima y minima en p entre todas las curvas
obtenidas al cortar S con un plano que pasa por p y que es perpendicular al plano
tangente en dicho punto.

La aplicacion de Gauss permite asignar a cada porcion de superficie T" un angulo
solido en S? (se dice que su drea es la medida del dngulo de T en estereorradianes)
y entonces K es de nuevo una variacién del angulo generalizada. El teorema de Stokes
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permite relacionar fT K ng con una integral sobre 0T que resulta ser (salvo una cantidad
constante) la integral de la derivada covariante de los vectores tangentes. Si se toma como
region 7' un triangulo geodésico, esto es un tridngulo curvo cuyos lados son geodésicas,
la derivada covariante es cero pero hay que pagar con ciertos términos debido a la no
diferenciabilidad en los vértices. El resultado escrito en forma elegante es el famoso
teorema de Gauss-Bonnet probado por Gauss en 1827:

(42) [ Kns=a+s4q-x

para cualquier tridngulo geodésico de dangulos «,  y . Por otro lado (4.1) se puede
generalizar a

/SK ns = 2m(2 — dim H'(9))

para una superficie S C R?® compacta con la orientacién usual. Por ejemplo, si S es
difeomorfa a una esfera, la integral de la curvatura es 47 y si es difeomorfa a un toro, la
integral es cero.

Cuando Gauss obtuvo (4.2) se percaté de que si T' es un pequeno tridngulo geodésico
alrededor de un punto p se sigue K (p) ~ (a++vy—mn)/A(T) donde A(T) indica el area de
T, pero un ser bidimensional que viviera dentro de S sin saber nada acerca de normales
ni del mundo exterior de R? podria hacer el cdlculo de (a+ 3+~ —m)/A(T). Justificando
el paso al limite se concluye que, a pesar de la definicion original, la curvatura de Gauss
para superficies de R? sélo depende de la métrica, es intrinseca. Esto es lo que se llama
Teorema Egregio (Theorema Egregium en el original de Gauss). La férmula para K en
funcién de los coeficientes de la métrica es un poco complicada (tiene catorce sumandos,
véase p.109 [Splt2]) y anticipa que en més dimensiones se podrén hacer pocos cédlculos
explicitos generales. El Teorema Egregio por ejemplo implica que una porcién de esfera
(K = R™?) no se puede desarrollar sobre un plano (K = 0), es decir, aplastarla sin
modificar distancias.

A LT

Esto también es consecuencia del hecho més elemental de que la suma de los angulos de
un triangulo geodésico en la esfera es mayor que 7 y en el plano es exactamente 7. Por
otro, lado una porcién de cilindro si es desarrollable en el plano y con cualquiera de las
definiciones anteriores se tiene K = 0.
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La generalizacién a mas dimensiones no es inmediata porque ni siquiera esta clara
la definicién de la curvatura de Gauss para variedades bidimensionales que no estén in-
mersas en R3. El teorema de Gauss-Bonnet en una forma un poco més general apuntada
anteriormente permite relacionar fT K dng con la variacién de un vector después de apli-
carle un transporte paralelo dando toda la vuelta a 0T. En mas dimensiones podriamos
considerar el paralelogramo infinitesimal 7" dado por incrementos en dos funciones coor-
denadas (preferible a un triangulo geodésico sélo por razones técnicas), tomar un vector
y hallar el vector que da la razon de la variacién de V tras el transporte paralelo y el
area de T, el andlogo de (a+ 3+~ —m)/A(T), para deducir el Teorema Egregio. De esta
forma la curvatura es una maquina a la que hay que alimentar con la dos direcciones que
determinan un paralelogramo y la que determina el vector, dando lugar a otro vector que
se podria pasar a un nimero con un elemento del dual, lo que sugiere un tensor de tipo
(1,3). Es posible proceder de este modo y llegar bastante rapido al “formulén” (4.3) de
més adelante (véase §2.3 [Ch]) a cambio de usar argumentos cantidades arbitrariamente
pequenas y aproximaciones euclideas. Este es un precio demasiado alto en los libros para
matematicos que suelen dejar aparte esta linea e introducen sintéticamente un tensor
que mide la diferencia entre las derivadas covariantes cruzadas. En realidad la idea es la
misma pues el transporte paralelo esta ligado a la derivacion covariante que a su vez es
la inica manera sensata de calcular incrementos, de derivar, en una variedad.

Definicién: Se llama tensor de Riemann o tensor de curvatura al tensor de tipo
(1,3) de componentes R;kl tal que para cada campo de vectores V' se verifica

i i pio/d
1k V;kl—Rjle

donde V;; indica la derivada covariante primero con respecto a [ y después con respecto
a k.

El caracter tensorial del tensor de Riemann se deduce de la tensorialidad de la deri-
vada covariante. Con un célculo rutinario se llega a una fea férmula en términos de los
simbolos de Christoffel
(4.3) R;'kl = Fj’hk - ;kl + F;kryl — Iy, e

Ejemplo: R™ con la métrica usual tiene tensor de Riemann nulo. Esto se deduce de

la definicién porque la derivada covariante coincide con la usual, o directamente de (4.3)
porque T, = 0.

El ejemplo anterior tiene un reciproco local: si en una variedad riemanniana el tensor
de Riemann es nulo entonces se pueden encontrar un difeomorfismo en un entorno de cada
punto que transforma este entorno en un abierto de R™ con la métrica usual. Todavia
mas, B. Riemann introdujo explicitamente en 1862 su tensor justamente para resolver el
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problema de saber qué métricas se podfan transformar localmente en la métrica usual®.

Dicho sea de paso, este reciproco también se aplica a variedades semiriemannianas si se
)

permite cambiar signos en la métrica usual.

El calculo de la curvatura se revela como una tare ardua aunque sélo sea por el
nimero de componentes que en dimensiones 2, 3 y 4 es respectivamente 16, 81 y 256.
Afortunadamente hay algunas simetrias que relacionan las componentes. Ademas en los
casos de dimension 2 y 3 y las aplicaciones en dimensién 4 que aparecen en relatividad
general hay contracciones del tensor de Riemann que contienen toda la informacion
necesaria. Al contraer un tensor de tipo (1, 3) se obtiene un tensor dos veces covariante.
Subiendo uno de los indices con g% se puede efectuar una segunda contraccién para llegar
a una funciéon. En principio hay diferentes maneras de elegir los indices para efectuar las
contracciones pero debido a las simetrias, todas son esencialmente iguales o nulas.

Definicién: Se llama tensor de Ricci al tensor de tipo (0,2) cuyas componentes son

Rij = Ry,
y tensor de Ricci contravariante al tensor de tipo (2,0) de componentes RY = ¢ @g® R,
Ademas, se llama curvatura escalar a la funcién R = g R;;.

La prueba de todas las simetrias del tensor de Riemann a partir de (4.3) serfa compu-
tacionalmente muy gravosa. Lo méas comodo es emplear sistemas especiales de coorde-
nadas en los que haya una simplificaciéon considerable. El siguiente resultado es una
posibilidad que procede del propio Riemann.

Lema 4.1.1 Sea M una variedad semiriemanniana y sea p uno de sus puntos. Eriste
una carta tal que las deriwvadas parciales primeras de las componentes del tensor métrico
se anulan en p.

Demostracién: Dada una carta (U(p), ¢ = (x',...,2™)), sea ¢(p) = (P1,---,Pn) ¥
consideremos una nueva carta (U',¢' = (2’*,... 2"™)), p € U’ C U(p), con ¢ definida
por el cambio

: , o1 X
.T/Z — .TZ _pz + _(xr _pr)<xs —pS)FZ«S

2
Derivando en ambos miembros se tiene
8 :L,/a 82 l,/a
( ) ot ) % 8xk3x’ ) kz(p)

'En realidad Riemann ya habia anticipado el problema en su famosisima leccién “Sobre las hipdtesis
que subyacen a la geometria” en 1854. En ella expuso muchas y muy importantes ideas pero apenas
empled ninguna férmula para conservar el tono expositorio. Una traduccién del original e informacién
histérica al respecto puede encontrarse en el capitulo 4 de [Sp1t2].
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y el teorema de la funcion inversa asegura que el cambio de carta es legitimo en un
entorno pequeno.
Sean g;; las componentes del tensor métrico usando (U’, ¢'). Por la tensorialidad

B axla ax/b ,
95 = gt oz Jat

De donde se deduce, gracias a (4.4), g;;(p) = g;;(p). Derivando, también se obtiene
891’3‘ B azx/a ax/b , N o' an/b . N o' ax/b ax/l ag(/lb
T i T R L W s o L A I e e

Sustituyendo en el punto p y usando (4.4), se tiene

0 dg..
= Ti(0)90; (0) + T (P)gn(p) + 71
. p

dg; j
ok

y por las propiedades de los simbolos de Christoffel (Lema 3.3.1) se deduce que el dltimo
sumando debe ser nulo. O

Las simetrias del tensor de Riemann son mas claras si se baja el tinico indice contra-
variante para obtener un tensor de tipo (0,4).

Proposicién 4.1.2 Sea R;ji; = ginRjy, entonces se cumplen las identidades
a) Riju = —Rjii = —Rijik = Ry, b) Rijr + Rajr + Riry; = 0.

Demostracion: Por el Lema 4.1.1 y (4.3) para cada punto p € M existe una carta
tal que

Ré'kl (p) = Fé’l,k(p) - Fé’k,z(P)
y también en este punto p, que omitiremos para mayor brevedad, se cumple

I 1
Gin L = 59ing "(gimik + Gmigk — Gitmk) = §<gji,lk + Gitjk — Gjlik)-

Intercambiando [ y k y restando, se tiene por el lema anterior

1
Rijri = gin Ry = §(gil,jk — Gjtik — Gikjt T Gjkit)

de donde se deduce inmediatamente a) y b) en p con esta carta. Por otra parte, si las
componentes de dos tensores coinciden usando una carta, también coinciden usando
cualquier otra. Asi que las identidades a) y b) tienen validez general. O

Ejemplo: En dimension 2 las 16 componentes del tensor de Riemann se reducen a
sélo una independiente. Si en ¢, j, k,[ hay més de dos unos o doses se tiene R;jj; = 0
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por la antisimetria R;ju = —Rjiu = —Rij. Entonces la tnica posibilidad es que haya
exactamente dos unos y dos doses y todas las componentes no nulas son Ris15 0 su
negativo.

En el caso de superficies inmersas en R3, Gauss expresé la curvatura con una sola
cantidad asi que debe haber una relacién entre Ri912 v la curvatura de Gauss. No puede
ser de igualdad porque Rjs12 es una componente de un tensor de tipo (0, 4) y la curvatura
de Gauss K es una funcién. La relacion exacta es

(4.5) Rigiz = (911922 — (912)°) K.

Si llamamos R al tensor de Riemann en su forma (0,4) y s al elemento de volumen, se
tiene la féormula R = Kng ® ng.

Ejemplo: Deduzcamos la relacion entre la curvatura escalar y la curvatura de Gauss
para superficies inmersas en R®. Como ambas son funciones, tensores de tipo (0, 0), cabe
esperar una relacién lineal entre ellas. Por definicién se tiene Rj = ¢g* R;j1;. De aqui,
usando las simetrias, Ri1 = ¢?2Ri212, Ri2 = Ro1 = —¢'2Ri212, Roa = ¢'' Ri212. Entonces
R = ¢YR;; y (4.5) implican R = 2(¢"'¢** — (¢"*)?)(911922 — (912)*) K. El producto de
ambos paréntesis vale uno porque es el determinante de una matriz por el de su inversa,
por tanto la curvatura escalar es el doble de la curvatura de Gauss.

Se puede probar que en una variedad semiriemannian general no hay nuevas relaciones
lineales entre las componentes R;;i que no se deduzcan de la Proposiciéon 4.1.2, sin
embargo hay algunas otras entre sus derivadas covariantes. Enunciamos el resultado
esta vez en términos de R;‘kl aunque para [?;;;; serfa idéntico.

Proposicién 4.1.3 (Identidad de Bianchi) Sean R}, las componentes del tensor de
Riemann, entonces
}kl;m + R}mk;l + R;'lm;k =0.

Demostracion: Derivando la definicion del tensor de curvatura, con la carta del
Lema 4.1.1 se cumple en un punto p

R;‘kl,m(p) = 3lkm(p) - Fé‘k,lm(p)'

Como los simbolos de Christoffel se anulan en p, por la definicién de derivada covariante,

. i . i . . .,
se tiene que Ry, = R}, . (siempre en dicho punto). Tras esta observacién, sumando

la formula anterior permutando ciclicamente [, k y m se obtiene el resultado deseado. O
El tensor de Ricci tiene una simetria sencilla heredada de las del tensor de Riemann.

Proposicién 4.1.4 Se cumple

1 ..
—gURJ’.

a) Rij=Ry,  b)RI=R' ¢ RJ= :
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Demostracién: Si en la Proposicién 4.1.2 b) multiplicamos por g* (por supuesto
respetando el convenio de sumacién) se obtiene

Rsz + ¢" Riji + ¢ Riwgj = 0.

Por otra parte, la antisimetria en j y k de R, por la Proposicién 4.1.2 a), muestra
que el ultimo sumando se anula y se puede escribir

0= Rfkl — 9" Ray; = R?kl - Rfkj = R — Ry;.
Lo cual prueba a) y se sigue b) inmediatamente. Para probar ¢) partimos de la identidad
de Bianchi contrayendo en i y k.

k k koo
Ritan + By + By = 0.

El primer sumando es Rj.,, y el segundo, después de usar la antisimetria R;kl = —R;lk
es —Rjmy. Multiplicando por ¢?'g"™ (nétese que multiplicar por estos objetos conmuta
con la derivacién covariante por el Lema 3.3.2), se tiene

9" Ry — Ry +¢"g" R, 0.

jlm;k =
El ultimo término es

im _kn pJ

gjlgimgkanﬂm;k — gjlgimgllemnj;k =g""g Rmnj;k = _gimgkann;k _ _R;@'liz
y se obtiene la formula deseada. O

Pese a las simetrias el calculo de las componentes del tensor de Riemann es bastante
trabajoso. Por ejemplo, en dimensién 4 habria que aplicar (4.3) una vez por cada una
de las 20 componentes independientes. Teniendo en cuenta que hay 40 simbolos de
Christoffel descontando las simetrias, incluso casos especiales en los que la mayor parte
de ellos son nulos requeriran un esfuerzo considerable. Una de las utilidades de la teoria
de formas diferenciales creada por Cartan es que permite una interpretacion del tensor
de curvatura libre de coordenadas como cierta matriz de dos formas (véase el capitulo 7
de [Sp1t2]). Uno de los subproductos de ello es un método para calcular las componentes
del tensor de curvatura cuando la métrica es diagonal (g;; = 0 si ¢ # j) o en general si la
métrica se puede escribir como 0' ® ' +6*® 62+ - - -+ 6" ®60" con §" uno formas sencillas
(véase en [Gol] el caso de superficies). No cubriremos aqui este interesante tema. En su
lugar, terminaremos estableciendo una simplificacién en el célculo del tensor de Ricci.
Para ello probaremos una identidad para cierta suma de simbolos de Christoffel

Lema 4.1.5 En cada carta se cumple la identidad

s = (log v/|9]).

donde g es el determinante de la matriz de componentes de la métrica.
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Demostracion: Consideramos solo el caso g > 0, el otro es completamente similar.
Sea v; el vector cuya componente j-ésima es g;;, entonces al ser el determinante una
funcién multilineal

n
= Zdet(’l_fl, ce ,’l_)'kd, ce ,17n)
k=1

Desarrollando el determinante por la k-ésima columna se tiene g; = gWij con Gk
el cofactor del elemento g;; que por algebra lineal elemental es gg" . De aqui, por la
simetria de ¢g*7,

9= 99" gini = 99" (Gini + iy — Gijx) = 29T,

que equivale al enunciado. O

Proposicién 4.1.6 Si g es el determinante de la matriz de componentes de la métrica,

se cumple
1
R’L] = =\ ‘g 2]) lOg V ’g Ffzrék

T

Demostracion: Utilizando el Lema 4.1.5 se sigue

1 /TTk k o
\/m( ’glrw)7k = Fz]F kl +Fz]k y (lOg |g|>7 - sz,]
Es decir, la formula del enunciado equivale a

Rij =T%, — 5 + Tl — TETY,

ij,k

y esto se deduce de (4.3) y la definicién R;; = R};. O

Ejemplo: Calculemos el tensor de Ricci de la superficie de una esfera de radio a con
la métrica usual que en coordenadas esféricas es a?df? + a®sen?# dy?. Los simbolos de
Christoffel no nulos ya calculados en un ejemplo anterior (el radio a no influye) son
I}, = —senfcosf y I'%, =T% = cosf/send y se cumple g = a’sen? 6. Por el resultado
anterior

cos
Ry; = —(logsenf) 11 — ( )2 =1, Ris = Ry =0,

sen 0

1
Ryy = — (sen” 6 cos 0)1+2 cos? = sen? 4.
sen 0

La curvatura escalar es R = g”R;; = 2a~2. Como debe ser el doble de la curvatura
de Gauss, se tiene K = a2 en concordancia con lo visto en cursos anteriores. De
(4.5) se sigue Rj92 = a*sen?f y empleando la Proposicién 4.1.2 se deducen todas las

componentes del tensor de Riemann.
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Ejercicios de la seccién 1

1) Responder brevemente a las siguientes preguntas:

i) jPor qué un cilindro tiene curvatura de Gauss nula cuando es obvio que estd curvado?

ii) ¢Cuédles son las componentes del tensor de Riemann para R? si usamos coordenadas
polares?

iii) ;Cudl es el error en el siguiente razonamiento? Siempre se puede encontrar una carta
tal que los simbolos de Christoffel se anulen en un punto, por tanto el tensor de curvatu-
ra serd nulo en dicho punto. Pero si se anula usando una carta se anula usando cualquiera.
Repitiendo el argumento en cada punto se deduce que el tensor de curvatura es siempre idénti-
camente nulo.

iv) ;Por qué RY = R/’ se sigue de R;j = Rj;?

2) Demostrar que no es posible encontrar una carta de S? (dotada de la métrica usual) de
forma que {01, 02} sea una base ortonormal de T),(M) para todo p en un abierto. ;Cudl debe
ser el tensor de curvatura para la variedades riemannianas que tienen el andlogo n-dimensional
de esta propiedad?

3) En una variedad consideramos las métricas gijdxid;rj v A gijdxid;vj donde A es una
constante.

a) Encontrar qué relaciéon hay entre los tensores de Riemann correspondientes a ambas
métricas.

b) Responder a la pregunta anterior para la curvatura escalar.

4) Demostrar que RY, =0y que Rzm = —Rjj.

5) Hallar el tensor de Riemann en R x R dotado con la métrica dz? + y2dy? y explicar el
resultado.

6) Hallar todas las componentes del tensor de Ricci para el semiplano de Poincaré {(x,y) €
R? : y > 0} que tiene por métrica y~2(dz?+dy?). Indicacién: De ejercicios anteriores sabiamos
que los tinicos simbolos de Christoffel no nulos son T, =T}, =T%, = -T?, = —y 1.

7) Hallar la curvatura escalar en el ejercicio anterior y comprobar la relacién de sus deri-
vadas parciales con la derivada covariante del tensor de Ricci.

8) Comprobar que con la métrica B(r)dr? 4+ r2df? + r?sen? § dy?, se cumple la igualdad
Ri212 = rB'/(2B?).

9) Demostrar que para las métricas de la forma A(z,y)dz? + B(z,y)dy? se tiene Ris =
Ro; = R2 = R%! = 0. Indicacion: No es necesario calcular los simbolos de Christoffel, sélo
usar las simetrias del tensor de Riemann.

4.2. Las ecuaciones de campo

En una seccién anterior vimos que en relatividad general la gravedad se representa
mediante una métrica en el espacio-tiempo sin embargo no dimos ningun indicio de por
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qué la métrica de Schwarzschild correspondia a la gravedad en el exterior de una masa
esférica estatica y homogénea.

En la reformulacion de gravitacion de Newton por autores posteriores es fundamental
la ecuacion de Poisson para el potencial gravitatorio V'

o?V n 0?V n 0?V
ox?  Jy?> 022
donde G es la constante de gravitacién universal y p es la densidad de masa. Los cono-
cedores de las ecuaciones en derivadas parciales sabran que de aqui se puede deducir

informacién tan importante cono la férmula cldsica —Gmims/r? o el principio se super-
posicién, debido a la linealidad de (4.6).

(4.6) = 4nGp

Las ecuaciones de campo son el andlogo de (4.6) en relatividad general y consisten en
un sistema de ecuaciones en derivadas parciales, esta vez no lineales, que debe satisfacer
una métrica para que el espacio-tiempo represente la gravedad en cierta situacién fisica.
Su aspecto concreto es:

G

af
el

1
(4.7) R — ERgaﬁ =

C

donde T8 son las componentes de cierto tensor, llamado tensor de energia-momento,
que indica en algin sentido la densidad de masa y energia, como antes, GG es la constante
de gravitacion universal y ¢ es la velocidad de la luz. Es decir, el primer miembro es un
tensor geométrico (a veces llamado tensor de Einstein) mientras que el segundo es un
tensor fisico?. Seguimos aqui un convenio comin en relatividad general consistente en
denotar con letras griegas los indices de los tensores en el espacio-tiempo que se suelen
numerar de 0 a 3 correspondiendo el 0 a la variable temporal.

Fuera de una masa y en ausencia de cualquier tipo de energia radiante, por ejemplo
en la situacién fisica de la métrica de Schwarzschild, tendremos T = 0 y se obtienen
las llamadas ecuaciones de campo en el vacio

1
(4.8) RP — éRgO‘B = 0.

Multiplicando por g.g se llega a R = 0 y por tanto (4.8) equivale a la anulacién del
tensor de Ricci contravariante que bajando indices (multiplicando por g..g.3) se pasa a
su forma dos veces covariante

(4.9) Ras = 0.

2Einstein, ya anciano, dijo de las ecuaciones de campo que “son similares a un edificio una de cuyas
alas [el primer miembro de la ecuacién] es de fino mérmol, mientras que la otra es madera de baja calidad
[el segundo miembro]”. E. Schrédinger fue més alld relativizando la realidad fisica independiente de 7%
afirmando que (4.7) es su definicién al igual que en electrostédtica “la carga no causa que la divergencia
del vector eléctrico no se anule sino que ella es la divergencia no nula”.
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Incluso en la forma simplificada (4.9) la no linealidad de las ecuaciones de campo es un
notable obstaculo matemaético pues no hay una teoria general de ecuaciones en derivadas
parciales no lineales y ademads en este caso la situacién es formidablemente complicada
porque en (4.9) hay, usando la simetria, diez ecuaciones para diez funciones incégnitas
(las componentes de la métrica) con cuatro variables cada una. En lo que respecta a
soluciones explicitas no triviales de relevancia fisica, la soluciéon de Schwarzschild se
descubri6 en 1915 y hasta 1963 no se obtuvo la métrica de Kerr [Hu-To], la solucién que
fisicamente corresponde a la gravedad ejercida por una masa esférica y homogénea que
rota (por razones tedricas y observaciones astrondmicas se cree que los agujeros negros
reales estdn mds cercanos a masas giratorias que a masas estéticas), y desde entonces
no se ha hallado una solucién de relevancia fisica comparable.

La “deduccion” de las ecuaciones de campo, ya sean generales o en el vacio, que
incluyen la mayoria de los textos de relatividad general (e incluso el propio Einstein) es en
cierto modo enganosa, porque da la falsa impresion de que hay un razonamiento natural y
sencillo que lleva indefectiblemente a las tinicas ecuaciones posibles. Nada mas lejos de la
realidad, ya que a Einstein no sélo le llevé varios anos obtener sus ecuaciones de campo,
sino que antes de tener éxito publicé formas erroneas o incompletas de dichas ecuaciones
(véase [Mi-Th-Wh] §17.7 y [Pa] Cap. IV). Aqui veremos la deducciéon mateméticamente
bella y sélida a partir de primeros principios debida a D. Hilbert. Incomprensiblemente
no se menciona en muchos libros de relatividad o no se atribuye a Hilbert, lo cual es
especialmente notorio teniendo en cuenta que Hilbert publicé las ecuaciones de campo
cinco dias antes que el propio Einstein (véase [Pa] §14) y que sélo recientemente se ha
conocido la prioridad de Einstein [Co-Re-St].

Los primeros principios en los que se basé Hilbert son los mismos principios mecani-
cos que utilizamos en el capitulo anterior para calcular geodésicas. Alli vimos que las
trayectorias que unen dos puntos fijos y dan valores extremos de una suerte de “energia
total” deben satisfacer las ecuaciones de Euler-Lagrange. Esta claro que cuesta trabajo
curvar el espacio-tiempo: para desviar mucho las particulas de sus trayectorias naturales
rectilineas, necesitamos grandes masas y energias. Si lo imaginamos como una banda
elastica no parece descabellado suponer que el espacio-tiempo elige su geometria de ma-
nera que la “curvatura total” sea minima en cada regién. Matematicamente si B es
una region del espacio-tiempo, digamos una bola 4-dimensional, entre todas las posibles
métricas cuyas componentes y sus derivadas primeras estan fijadas en 9B (el andlogo de
los extremos fijos de las geodésicas) hay que buscar la que minimiza

(4.10) I = /B RQ

con R la curvatura escalar y €2 el elemento de volumen. Esta es la idea genial de Hilbert,
quien demostré que las ecuaciones de Euler-Lagrange para este problema son las ecua-
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ciones de campo en el vacio (4.8). Ademds, si se afiade a R en (4.10) un lagrangiano que
corresponde a cierta situacion fisica entonces se deducen las ecuaciones de campo gene-
rales (4.7). No trataremos este aspecto aqui (véase [Ch], [Mi-Th-Wh] §17.7 y [Ha-El]) y
nos centraremos en el punto fundamental: cémo la minimizacion de (4.10) lleva a (4.8).

Siguiendo la misma idea que en la demostracién en el caso de las geodésicas, si

I = I(goo, 9o1, - - - » g33) alcanza un extremo para la métrica de componentes gng, la fun-
cién f(e) = I(goo + €00, go1 + €No1, - - -, g3z + €nzz) debe cumplir f/(0) = 0 cualquieran
que sean 1qo, - - - , 33 funciones en el espacio-tiempo tales que ellas y sus derivadas par-

ciales primeras se anulen en JB. Para aligerar la notacién, si F' depende de la métrica
escribiremos

d
oF = de F(goo + €100, go1 + €Nt - - -, g33 + €MN33).
e=0

En particular 6g.3 = 7as-

Teorema 4.2.1 (Hilbert) Sil es como en (4.10) y para cierta métrica 61 = 0 entonces
dicha métrica resuelve (4.8).

Para “integrar por partes” en la prueba emplearemos un pariente cercano del teorema
de la divergencia.

Lema 4.2.2 Sea M wuna variedad compacta y orientable con borde y sea V un campo
de vectores en M que es nulo en OM, entonces fM VfQ = 0 donde Q2 es el elemento de
volumen.

Demostracion: Derivando
(VRIV), = Vil (vi+ )

y empleando el Lema 4.1.5 el término en el ultimo paréntesis es Vi +TH V' = V.
Consideremos la forma diferencial

n= Z(_l)i_l V |g|vi det A - ANdrTE A AT A da

i=1

Segun lo anterior y la Proposicién 3.1.5 se cumple dn = V;Q y por el teorema de Stokes
Ju Vi€t = Jpp i =0. O

Demostracion (del teorema): De R = R,39°° y Q = /|g| dz’dx'dx?dz3, se sigue

ol = /(5(R ]g])dxodxldxzdx?’:/(5(Raggaﬁ lg|) da’da' dx?da®
B B

((5}3@5)9“5\/ lg| + Ragé(go‘ﬁ |g|)) daldatda’da®.

I
T
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Mas adelante probaremos que
(4.11) 9"76Rag = (976105 — g°*6T05)

entonces el primer sumando no contribuye a la integral por el lema y se tiene
(4.12) ol = / Ragd(9°°\/|g|) da’dz'da®da®.
B

Para cada o y v la expresién g**g,, es constante (cero o uno) asi pues (6g**)g,, +
"0, = 0y de aquf §g*° = —g*¢"n,,,. Ademds 0g/dg,, es el cofactor uv, esto es,
99", de donde 0+/|g| = 1|g|7"2gg"' N, En definitiva

1
8(9°"V1al) = (= 99" + 59" )/ |9l

sustituyendo en (4.12), como las funciones 7, son arbitrarias, §/ = 0 equivale a (4.8).

Falta por probar la identidad (4.11). Por el Lema de Ricci (Lema 3.3.2) es conse-
cuencia de

(4.13) 0Ru = (0T3,) \ — (0T5) -

Una forma de proceder, no muy econémica, es utilizar la férmula explicita de las defini-
ciones de la derivada covariante y del tensor de Ricci. Mas ilustrativo es comprobar que
al cambiar de sistemas de coordenadas z% — z'® los simbolos de Christoffel cumplen

- oz 9z 927, 0" %)
w9y O/t Oz P Ox Ox'mOx

(esto requiere algunos calculos que se pueden evitar usando la tensorialidad de la derivada
covariante, véanse los comentarios tras su definicién en el capitulo anterior) y como el
ultimo sumando no depende de la métrica, 5I‘f;l, se transforma como un tensor. Una
vez que sabemos que el segundo miembro de (4.13) es un tensor, basta comprobar la
identidad en alguna carta. En la del Lema 4.1.1 las derivadas covariantes son derivadas
usuales en p y los simbolos de Christoffel son nulos en ese punto. Usando la definicién

concluimos (6R,,)(p) = (51“/);,/)’/\(]9) —(617,),(p). O

Dedicaremos el resto de la seccién a deducir la métrica de Schwarzschild (véase el
capitulo anterior). No sélo queremos probar que es solucién de las ecuaciones de campo en
el vacio sino que vamos a probar que es la tinica si aceptamos ciertas hipotesis naturales.

Lo primero que haremos es fijarnos en un tipo especial de métricas con las que repre-
sentaremos las simetrias que fisicamente tiene el problema empleando nuestra intuicién
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geométrica en cuatro dimensiones. Es posible proceder de un modo més tedrico (véase
Box 32.3 en [Mi-Th-Wh]) pero tendriamos que introducir métodos que se salen fuera del
curso. Los més incrédulos pueden tomar (4.14) como punto de partida.
La métrica usual en una superficie esférica (en R?) de radio L es en coordenadas
esféricas
L2d6? + L?sen’ 6 dy?.

Consideremos una curva, en R? para fijar ideas, parametrizada por longitud de arco con
pardmetro u (y por tanto métrica inducida du?). Si pegamos las superficies esféricas
anteriores ortogonalmente en los puntos de la curva y les asignamos un radio en funcién
de u, la métrica natural obtenida sera:

du® + (L(u))2d92 + (L(u))2 sen? 0 dy?.

Partiendo de esta parte espacial con simetria esférica, que es légica si la gravedad la ejerce
una masa en el origen para la que todas las direcciones son indistinguibles, queremos
completar la métrica hasta obtener la de un espacio-tiempo. Los términos a anadir seran
de la forma

goodt2 + 2901dtd7" + 2902dtd0 + 2gggdtdg0

con ggp < 0. Si suponemos que el espacio-tiempo es estatico (no varia con el tiempo) se
tiene que los g,, no dependen de t. Ademads go1 = go2 = go3 = 0 porque en otro caso
la falta de invariancia con respecto a la inversién del tiempo t — —t indicaria algiun
tipo de “sentido de movimiento”. La componente ggg no puede depender mas que de
u porque en caso de aparecer f o ¢ tendriamos comportamientos a lo largo del tiempo
diferentes en cada direccién, y estamos suponiendo que todas las que parten del origen
son indistinguibles. Asi pues las métrica naturales que se ajustan al problema de la
gravedad ejercida por una masa esférica homogénea y estatica son de la forma

—f(u) dt? + du® + (L(u))2d92 + (L(u))2 sen? ) dy?.
Con el cambio de variable (de carta) r = cL(u) se llega a
(4.14) —A(r/c) dt? + ¢ *B(r/c) dr* + ¢ *r?d0® + ¢ *r* sen® 0 d”.

La razén para efectuar este cambio en la métrica es poder comparla con la de Minkowski.
La atraccion gravitatoria disminuye con la distancia y cuando r es grande debe ser
despreciable asi pues (4.14) se debe parecer en esas condiciones a la métrica de Minkowski
que en esféricas es —dt?+c2dr? +c~2r?df? +c~23r? sen? 0 dp? y surge la condicién natural
A(+00) = B(+00) =1 (en realidad no es estrictamente necesaria [Ch]).

Una vez que hemos fijado qué tipo de métrica buscamos estamos en condiciones de
mostrar como deducir la métrica de Schwarzschild.
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Teorema 4.2.3 Si una métrica de la forma (4.14) satisface (4.8) con A, B € C*(R™)
tales que A(r), B(r) — 1 cuando r — +o00, entonces es la métrica de Schwarzschild. Es
decir, A(r) =1/B(r) = 1+ K/r donde K es una constante.

Por supuesto la velocidad de la luz ¢ no tiene ningun significado matematico especial
y para no arrastrarla a lo largo de todos los cédlculos es conveniente efectuar el cambio
7+ cr que lleva (4.14) a

(4.15) —A(r) dt* + B(r) dr® + r*df® + r* sen® 0 dy”.

La prueba del teorema estd basada en el calculo del tensor de Ricci para (4.15).
Utilizando la relacién entre curvatura y formas diferenciales, que no se ha tratado en
este curso (véase [Splt2] y §14.6 en [Mi-Th-Wh)), la deduccién del siguiente resultado
seria mucho més breve.

Proposicién 4.2.4 Las componentes R,,, del tensor de Ricci para la métrica (4.15) son

R _A//_(AI>Q_A/B/+A/ R __A//+(A/)2+A/B/+B/
W 9B 4AB  4B? ' rB’ W= 94 " 442 T 4AB T rB’
B 1 A
RQQZT———— " +1, R33:R2286H20

y R, =0 para p # v.

Demostracion: En primer lugar veamos que los los simbolos de Christoffel no idénti-
camente nulos de (4.15) son

A A B’ r r
Yy = To = A Lo = 55 I = 35 [y = 5 [y = 5 sen” 6,
1 1 0
Consideramos el lagrangiano £ = — A2 + Br?2 + 1202 + r2sen? 6 ¢?. Las dos primeras
ecuaciones de Euler-Lagrange, (v = 0,1) son
. A A ro. B’ r
t+ —rt =0 it — 07— — — 200° =0
—l—AT ; 7“—1-23 B +2BT Bsen %)

y las otras dos (v = 1,2)

.2 . 2 :
0+ =70 — senf cosf p* =0, O+ -1+ Op =
r r sen 6

Identificando coeficientes se tienen los simbolos de Christoffel anunciados.
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Empleando g = —r*A(r)B(r)sen?6 y estos simbolos de Christoffel, la Proposi-
cién 4.1.6 permite verificar las férmulas del enunciado para las componentes diagonales
(véase [Ch] para un célculo detallado).

Para calcular el resto de las componentes del tensor de Ricci utilizaremos la simetria
de la métrica. Como (4.15) es invariante al cambiar ¢ por —¢, R,,,, también lo serd (porque
el tensor de Ricci sélo depende de la métrica). Asi pues usando la tensorialidad bajo el

cambio de coordenadas 2™ = —2°, 2" = 2%, i = 1,2, 3; se obtiene para v # 0
0x'? 0x'
Ry, =R,,———— = Rp,(—1)-1 = Ry, =0.
0 P7 0x0 Oxv ov(=1) 0

Con argumentos similares, invariancia por 0 +— 7 — 60y ¢ — 27 — ¢, se sigue Ry, =0
para v # 2y Ry, = 0 para v # 3. La anulacion del resto de los términos no diagonales
se deduce de la simetria del tensor de Ricci. O

Demostracion del Teorema 4.2.3: Por la tensorialidad la anulacién del tensor de
Ricci para (4.14) equivale a su anulacién para (4.15).

Empleando la Proposicién 4.2.4 Ry = Ri1 = Ry = 0 establece un sistema de
ecuaciones diferenciales para A y B. Eliminando A” de Ry y Ri; por medio de una
combinacion lineal adecuada se llega a una ecuacion particularmente sencilla:

B A B (AB)
0=—R Ryi=—+4+—=—=
A +in rA rB  rAB’
que implica que AB es constante y de la condicion A, B — 1 cuando r — +o00 se deduce
B = A~!. Sustituyendo en la ecuacién Ryp = 0

OZRQQZ—TA/—A+1:—(TA)/+1

y se obtiene finalmente A(r) = 1 + K/r donde K es una constante arbitraria, como
afirma el enunciado.

Es facil comprobar que para estas funciones A y B se cumple realmente R,, = 0.
Esta comprobacién es en principio necesaria ya que tenemos un sistema aparentemente
sobredeterminado (tres ecuaciones diferenciales para hallar dos funciones), aunque la
inexistencia de soluciones seria poco creible desde el punto de vista fisico. O

Ejercicios de la seccién 2

1) Responder brevemente a las siguientes preguntas:
i) Si se define T' = gaﬁTO‘B , o Cudl es la relacién entre T'y R de acuerdo con las ecuaciones
de campo?
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ii) ¢ Por qué seria poco creible desde el punto de vista fisico la inexistencia de soluciones
con simetria radial de las ecuaciones de campo en el vacio?

iii) {Cudl es la curvatura escalar para la métrica de Schwarzschild?

iv) Recuérdese que R%ﬁ = %go‘ﬁ R g (esto se deducia de la identidad de Bianchi). ;Por

qué esta relacién implica T.%ﬂ =07

2) Supongamos una relatividad general en n dimensiones con unas ecuaciones de campo
del tipo
Rij — kgijR =10

cuando el tensor de energia-momento es nulo.

a) Demostrar que si k # 1/n entonces R = 0.

b) Considerando la esfera unidad S? comprobar que en el apartado anterior la condicién
k # 1/n es necesaria.

3) Calcular el tensor de Einstein para R x R3 con la métrica gog = —(2°)2, g11 = g2o =
933 =1y gog = 0 para a # 3. Indicacion: Con un cambio de variable previo, no es necesario
hacer ningin célculo.

4) En Errelandia sus habitantes creen vivir en una recta real, R, bajo la accién de la
gravedad y finalmente un fisico les ha convencido de que no hay un sol en el origen, sino que
que el espacio-tiempo tiene la métrica

—B?(x)dt? + da?

donde B # 0 en R — {0}.

a) Suponiendo que fuera del origen se cumple el anédlogo de las ecuaciones de campo en el
vacio, R;; =0, y que B(0) =0, B'(0) = 1, calcular la funcién B.

b) Partiendo del resultado del apartado anterior, estudiar qué métrica se obtendria si se
decretase que las nuevas coordenadas del espacio-tiempo que deben usar los errelandeses son
X =ux cosht, T = x senht.

5) En este ejercicio vamos a comprobar que la métrica de Schwarzschild corresponde real-
mente a una variedad curvada y que sirve como contraejemplo a una pregunta natural en
geometria riemanniana.

a) Hallar R}, para la métrica de Schwarzschild.

b) Demostrar que no existe ningin cambio de coordenadas de manera que la métrica de
Schwarzschild coincida con la de Minkowski.

c¢) Riemann probé que si el tensor de Riemann es nulo, con un cambio adecuado de coor-
denadas la métrica es del tipo +(dz')? £ (dz?)? £ - - - + (dz™)?. Demostrar que este resultado
no es necesariamente cierto si se reemplaza el tensor de Riemann por el de Ricci.

6) Hallar la solucién de Schwarzschild generalizada que se obtiene si no se impone la
condicién A, B — 1 cuando r — +o00. Demostrar que con un cambio de unidades de tiempo se
puede transformar en la métrica de Schwarzschild.

7) Hallar la métrica correspondiente a la gravedad en el interior de una esfera hueca utili-
zando el problema anterior y que experimentalmente se conoce que la métrica no es singular.
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8) Consideremos una métrica mas general que la de Schwarzschild (tras el cambio r — cr)
donde A y B quizd dependan de t, esto es,

—A(t,r)dt* + B(t,r)dr? + r*df* + r? sen® 0 dp?.

En este ejercicio vamos a probar el Teorema de Birkhoff que afirma que la tnica métrica de
esta forma (salvo los cambios de coordenadas del tercer apartado) que verifica las ecuaciones
de campo en el vacio y satisface las condiciones de frontera A, B — 1 cuando r — 00, es la
métrica de Schwarzschild.

a) Probar que todos los simbolos de Christoffel son iguales a los hallados cuando no se
supuso la dependencia en t, excepto
By

ro — =9 Ozﬁ
00 2A’ 11 2A7

b) Comprobar que Rjp = B,/(rB) y deducir que B no depende de t. De ello y de la
férmula para Rgg, obtener que A(t,7) = a(r) ¢(t). (Nota: El cdlculo de R1g es un poco largo y
quizéd es mejor omitirlo. Por otra parte, Roo no requiere célculos adicionales).

c¢) Explicar por qué con un cambio de coordenadas t= i \/@ dt se puede suponer que
c =1 y deducir el Teorema de Birkhoff.

d) Explicar por qué el Teorema de Birkhoff implica que (suponiendo simetria esférica)
cuando una estrella colapsa, podemos detectar variaciones en el brillo pero no en la fuerza
gravitatoria.
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