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Prefacio

En estas notas se recoge buena parte del material que preparé para la asignatura Célculo 1
de Ingenierfa Informatica impartida durante el primer semestre del curso 2010-2011. No tienen
mayores pretensiones y su utilidad principal probablemente sea facilitar el repaso rapido de la
asignatura y que el estudiante compruebe sus fuerzas antes del examen a través de algunos
problemas resueltos. Estos problemas estan tomados de las hojas propuestas este curso y de
examenes de cursos anteriores. Las referencias (H n- m) indican el problema m de la hoja n y
las referencias (A- cd), con A en ntimeros romanos indican un examen del mes A del ano 20cd.
Los enunciados estan ligeramente adaptados evitando los formatos tipo test y ajustandolos a
una longitud razonable. Contintio con mi empeno de intentar llamar la atencién del estudiante
de informatica incluyendo el cédigo de programas sencillos y reflexiones ocasionales acerca de
algoritmos y de cédlculo ntimerico.

Visto en retrospectiva, ahora que he tenido que compilar y ordenar el material, es desalen-
tador que el esfuerzo realizado haya tenido tan escaso efecto sobre los estudiantes. Ademés, al
menos en mi grupo, los cinco parciales de evaluacién continua no han subido significativamente
la calificacion a ningin alumno. Fuera del lugar comiin, en el que no creo, de que los estudiantes
sean cada vez peores, hay una realidad bien clara: mientras en las asignaturas estrictamente de
informética haya contenidos eliminatorios y agobiantes practicas obligatorias, las asignaturas
de matematicas con su flexibilidad impuesta serdan la primera opcién de abandono.

Aprovecho finalmente para recomendar el libro gratuito (bajo licencia Creative Commons)
“Calculo diferencial e integral de funciones de una variable” del profesor F. J. Pérez Gonzalez
de la Universidad de Granada que se puede descargar de http://www.ugr.es/~fjperez/. Co-
mo se indica en su prélogo es un libro escrito para el “estudiante real” que con toda seguridad
agradecerd las explicaciones sencillas y detalladas y una impresionante cantidad de ejercicios.
Para los alumnos méas avanzados recomiendo también sin dudarlo el texto “Célculo infinitesi-
mal” de M. Spivak. Mi impresién es que estd cayendo en desuso porque ya no esta en sintonia
con los estudiantes que llegan a la universidad. Ello no deberia impedir que los que quieran ir
mas alld de aprobar el curso gocen de sus grandes ventajas.

Madrid, abril de 2011

Fernando Chamizo Lorente


http://www.ugr.es/~fjperez/ 




Capitulo 1

Numeros naturales, racionales y
reales

1.1. Resumen de la teoria

El principio de induccién. Es un método para demostrar propiedades que involucran
numeros naturales N = {1,2,3,...}. Probar una propiedad P, para todo n € N requiere,
segun el principio de induccién, comprobar dos cosas:

1)  P1 se cumple.

2)  Suponiendo que P, se cumple, entonces también se cumple P, 1.

Dos variantes comunes consisten en sustituir la primera propiedad por que Py, se cumpla

para cierto ng, entonces P,, quedard demostrado para n > ng. También en la segunda propiedad
se supone a veces que Pi, P2, Ps, ... v Py se cumplen (induccién completa).

Ejemplo: Demostrar que 1 +2+3+---+n=n(n+1)/2.
Llamemos a esta propiedad P,,. Claramente P; se cumple porque 1 = 1(1+41)/2. Suponiendo
P, es decir, la igualdad de partida, sumando en ambos miembros n + 1 se obtiene

14+2+3+ - +n=n(n+1)/2+n+1
=(n+1)(n/24+1)
=(n+1)(n+2)/2

que es la propiedad para n + 1.

Desigualdades y valor absoluto. Las desigualdades entre ntimeros reales se conservan si
en ambos miembros se suma o se resta un mismo ntimero real o si se multiplican o dividen por
un numero real positivo pero cambian de sentido si se multiplican o dividen por un nimero
real negativo.

Ejemplo: Decidir para qué valores de z € R se cumple (6x —9)/(x +2) < 1.
Quitar el denominador requiere distinguir dos casos:
a) r+2 >0 entonces 6x —9<zr+2 & 5xr<11l < x<11/5.

1



1.2. PROBLEMAS CAPITULO 1. NUMEROS NATURALES, RACIONALES Y REALES

b) x +2 < 0 entonces 6x —9 >z + 2 < 5z > 11 < = > 11/5. Entonces o bien x > —2 y
x < 11/5, lo cual se cumple para x € (—2,11/5], o bien x < —2 y = > 11/5 que claramente es
imposible.

El valor absoluto es un nimero x, denotado con |z|, es x siz > 0y —x si x < 0. Es decir,
es el nimero desprovisto de su signo.

Ejemplo: Estudiar para qué valores de z se verifica |22 + 5| > 1.
Como antes distinguimos 2x + 5 > 0 en cuyo caso 2z + 5 > 1 o equivalentemente z > —2,
y 2z 4+ 5 < 0 que andlogamente lleva a —3 > z. Entonces z € (—o0, —3) U (-2, 00).

Cotas inferiores y superiores. Infimos y supremos. Dado un conjunto A de ntimeros
reales se dice que M es una cota superior de A si x < M para todo z € A. De la misma forma
se dice que m es una cota inferior si m < x para todo x € A.

Si un conjunto admite una cota superior y una cota inferior se dice que estd acotado.
Si sélo admite una de ellas se dice que estd acotado superiormente o acotado inferiormente,
respectivamente.

Para un conjunto de ntimeros reales acotado superiormente siempre existe una cota superior
minima llamada supremo. De la misma forma, si estd acotado inferiormente siempre existe una
cota inferior maxima llamada infimo.

El infimo y el supremo de un conjunto A se suele denotar con inf A y sup A, respectivamente.
No siempre pertenecen al conjunto y cuando esto ocurre a veces se les llama minimo y maximo.

1
Ejemplo: Sea el conjunto A = {(=1)"n+ = +n+1 : n € N}. Estudiar si estd acotado
n
inferior y superiormente y en su caso hallar el infimo y el supremo.
1
Los elementos con n par son de la forman+ —+n+1 = 2n+ 1+ — y los elementos
n n

con n impar son —n + — +n+1 =1+ —. Los primeros pueden ser arbitrariamente grandes
n , n .

tomando n grande entonces A no estd acotado superiormente. Por otro lado, en ambos casos

los elementos son claramente mayores que 1, entonces A estd acotado inferiormente y 1 es una

cota inferior. De hecho es el infimo porque para cualquier otro nimero ¢ > 1 la desigualdad

1

1+ — > ¢ no se cumpliria para n par suficientemente grande.
n

1.2. Problemas

1) (H1-1ed) Indicar los valores € R para los que se satisfacen las siguientes desigualdades:

r—1
— >0 b 1 3 5.
W oraeTy c Y D eritlees<

2) (H1-3ad) Decidir si las siguientes desigualdades son validas para los valores de x e y que
se indican. n
x
a) |z —y| < |z| — |y| para todo z,y € R b) /zy < Ty para todo z,y € R,

n(n+1)(2n+1)

3) (H1-4b) Demostrar por induccién 12 +22 432 +...+n? = 6

. paran € N.



CAPITULO 1. NUMEROS NATURALES, RACIONALES Y REALES 1.2. PROBLEMAS

4) (H1-7abd) Indicar si los siguientes conjuntos estédn acotados inferior y superiormente y
en su caso hallar el infimo y el supremo.
a){reR:21<9}, b {zeR:2°<9}, o) {(-1)"-nt:nezZt}

Imagenes

Principio de induccién

Nimeros reales
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Conjuntos no acotados




Capitulo 2

Sucesiones y series

2.1. Resumen de la teoria

Tipos de sucesiones. Intuitivamente una sucesion {ay}22 ; es una lista (conjunto ordenado)
infinita de nimeros reales a1, a9, as, a4, ... Més rigurosamente una sucesion es una forma de
asignar a cada n € N un nimero real a,, el término general de la sucesion.

No siempre el término general tiene una férmula explicita. Por ejemplo, a1 = 1, a, =
3an—1 — 1 define una sucesién por recurrencia (un elemento de la sucesién en términos de los
anteriores).

Se dice que una sucesién {a,}5; es

= creciente si apy1 > an Vn € N
» decreciente si an1+1 < an Vn € N.
= mondtona si es creciente o decreciente.

» acotada (inferior o superiormente) si el conjunto formado por los a,, lo estd.

Ejemplo: Consideremos las sucesiones cuyos términos generales son a, = (n + 1)/n y
b, = 20n —n?. La primera es decreciente (a, = 1+1/n), en particular monétona. Est4 acotada
superiormente por a; = 2 e inferiormente por 1. La segunda no es mondétona porque por
ejemplo a1 =19 < as =36 y a1g = 36 > a9 = 19.

El concepto de limite. Se dice que [ € R es el limite de una sucesion {a,}5° ;,

lima, =16 lim,_. a, = [ si para cualquier ¢ > 0, por pequefio que sea, a partir de cierto n
se cumple |a, — | < e.

Intuitivamente el limite es el valor al que se acerca a,, segtin crece n. No todas las sucesiones
tienen limite. A las que si lo tienen se les llama convergentes y a las que no lo tienen divergentes
aunque unos pocos autores reservan este nombre para las sucesiones tales que a partir de cierto
n, |a,| es mayor que cualquier cantidad prefijada de antemano. Este tltimo hecho se suele
denotar con lima,, = oo a veces especificando el signo, pero eso no quiere decir que exista el
limite (0o no es un nimero real), es sélo una notacién para indicar una forma especial de la
no existencia del limite.

y se escribe
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Ejemplo: La sucesién definida por a, = (n + 1)/n es convergente. Podriamos conseguir
|(n+1)/n — 1] < 1073 tomando n > 1000 y en general |(n + 1)/n — 1| < € tomando n > ¢~ 1.

2

Ejemplo: La sucesién definida por a,, = 3 — n* no es convergente porque |a,| crece indefi-

nidamente, es decir lim a,, = co.

Ejemplo: La sucesién definida por a, = 2+ (—1)" tiene como elementos 1, 3, 1,3, 1, 3,...y
por tanto no es convergente (no estd siempre cerca a partir de cierto n ni de 1 ni de 3, va
oscilando). Esta sucesién no es monétona ni convergente pero si acotada.

El calculo de limites. La base tedrica para el cdlculo de limites es un resultado que asegura
que si {an}22 1 v {bn}22, son sucesiones convergentes entonces
a, lima,

lim(a, + b,) = lima,, + lim b, lim(a,by,) = lima, - lim b,,, lim b, Tmb,

donde para la tltima propiedad se necesita limb, # 0 (y b, # 0 si se quiere que todos los
an /by tengan sentido.

Hay una especie de “dlgebra del infinito” facil de intuir: co+ k=00, 00-k=0c0sik#0y
k/oo = 0. Aqui oo, k y 0 significan sucesiones que tienden a estos valores. De la tiltima se deduce
también k/0 = oo. Pero hay otras “operaciones” que no tienen un valor definido, dependen
del ejemplo concreto. Se las suele llamar indeterminaciones y las ligadas a las operaciones

elementales son
00 0
+00 — o0, 0- o0, —, —.
00 0

Hay otras indeterminaciones ligadas a las potencias: 1°°, co® y 0°.

El procedimiento habitual para calcular limites es hacer manipulaciones algebraicas que
eliminen las indeterminaciones.

Ejemplo:

3
o Vi E3an N VIR VA s S WSS R
1m = 111m = = =

= T lim T —
3n+1 3+ - 3+ 3 3

Dividir entre n permite quitar los infinitos y la indeterminacién co/oo desparece.

= 1llm— =
vn2+1+n vn?+1+n

Se racionaliza y asi la ausencia de raices elimina la indeterminacién +oo — co.

i (VAT T ) =t P L0 (VA T ) et 41

Dos teoremas sobre limites. Dos de los resultados tedricos mas relevantes sobre sucesiones
convergentes son los siguientes:

Teorema del sandwich: Si a partir de cierto n se cumple a,, < by, < c¢p vy {an}ol; v {en}n,
son sucesiones convergentes con lima, = lim¢, = [ entonces {b,}°2 ; también es convergente
y su limite es [.




CAPITULO 2. SUCESIONES Y SERIES 2.1. RESUMEN

Idea: La sucesién b, queda “emparedada” entre a, y ¢, si ellas se acercan a un mismo
numero, b, también.

Teorema de Bolzano-Weierstrass (versién débil): Cualquier sucesién monétona y acotada
es convergente.

Idea: Si una sucesion por ejemplo crece y no sobrepasa un cierto valor, entonces se debe
acercar a algin nimero entre a; y ese valor.

Se puede probar (pero no es demasiado facil) que a, = (1 +1 /n)n define una sucesion
mondtona creciente y acotada por 3. El teorema anterior asegura que tiene limite. A éste se le
llama nimero e y es aproximadamente 2,71828.

Ejemplo: Justificar que la sucesién v2, V2 +v2, \/2+ V2 + V2, \/2 +1/2+V2+V2,...es8
convergente y hallar su limite.

Por induccién se prueba que a, < 2 (a1 < 2y, usando any1 = V2+an, ap < 2 =
an+1 < 2). Es monétona creciente porque

U1 > Gp S V2Fan>a, & 24a,>a2 < 0> (a,+ 1)(a, —2)

y sabemos que 0 < a,, < 2, por tanto la ultima desigualdad se cumple. El teorema de Bolzano-
Weierstrass asegura que existe | = lim a,,. Por la definicién de limite también | = lim ay4+1 ¥
tomando entonces limites en la relacién ap1 = /2 + ay, se sigue I = /2 + 1. Resolviendo la
ecuacion | = 2.

Series. Una serie no es mas que una sucesion de la forma
ai, a1 +ag, ay +as+as, ay +as+az +aq,...

que se suele denotar con Y 7| a, y a cuyos elementos s, = aj + - - - + a, se les llama sumas
parciales. La convergencia o no de una serie es la de sus sumas parciales. Si una serie converge
. _ oo
a [ a veces se escribe [ =) | a,.
Las sumas parciales no suelen admitir férmulas explicitas, por ello hay varios criterios para
decidir la convergencia a partir de los a,.
an+1

Criterio del cociente: Supongamos que a, > 0 y que existe [ = lim o

» Sil <1 laserie ) 2, ay, converge.
» Sil>1laserie > 7, a, no converge.

Obs.: Si lim “** = oo entonces tampoco converge. El caso [ = 1 es indeterminado.

Qn
Criterio de la raiz: Supongamos que a,, > 0 y que existe [ = lim a}/ "

» Sil < 1laserie Y 2, ay, converge.
= Sil>1laserie Y 2, a, no converge.
| . .
Obs.: Si lim an/ " — ~0 entonces tampoco converge. El caso [ = 1 es indeterminado.

Ejemplo: La serie Y 2 | 27" converge usando cualquier de los dos criterios anteriores porque

2=t i1
hm?:§<l y hm(2 ”) :§<1.



2.2. PROBLEMAS CAPITULO 2. SUCESIONES Y SERIES

Criterio de condensacién: Supongamos que a, > 0 y que a partir de cierto n, la sucesién
an es decreciente, entonces

oo o
E an converge <& g 2"agn converge.

n=1 n=1

Ejemplo: Las series Y oo, -1 donde a > 0 por el criterio anterior llevan a > oo on1=a)

que por el criterio de la raiz o del cociente converge si y s6lo si a > 1.

Criterio de comparacién: Supongamos que a, > 0 y b, > 0, entonces

» Si a partir de cierto n, a, < Kb, con K constante, » >, b, converge = » ° an
converge.

= Si a partir de cierto n, b, < Ka, con K constante, 220:1 b, no converge = 220:1 a, No
converge.

Obs.: Nétese que a, < Kb, se cumple si 3lim 7* y que b, < Ka, se cumple si Elhm En
conclusion en el caso particular en que 3lim “" 75 0 se tiene Y 7, a, converge < Z
converge.

Ejemplo: La serie Y °° | (n? —5n + 20)~! converge porque lim §* = 1 para a, = (n? —5n+

20)" !y b, = n~? y sabemos que > oo, n~ 2 converge.

Es facil ver que una serie > ° ;| a, que converge necesariamente cumple lima,, = 0. Mds
alla de esta propiedad sencilla sélo veremos dos criterios para decir si una serie con términos
positivos y negativos converge.

Convergencia absoluta: Si )7, |a,| converge entonces » -7, a,, también converge. Se dice
que converge absolutamente.

Criterio de Leibniz: Si > > ;(—1)"a, cumple lim a,, = 0 y ademds a,, es mondétona entonces

la serie converge.
Cuando una serie converge con pero no absolutamente se dice que converge condicional-
mente.

. . . o0 n . . . .
Ejemplo: La serie ) >~ ,(—1)"/n converge por el criterio de Leibniz pero no converge abso-
lutamente ya que Y 2, 1/n no converge. Entonces la serie inicial converge condicionalmente.

Por otro lado Y > (—1)"/n? converge absolutamente.

2.2. Problemas

5) (H2-1aec) Estudiar si los términos generales que se indican dan lugar a sucesiones con-
vergentes y en caso afirmativo hallar su limite.

Yo=Y g O an =V Lo
a)an = —F Q= 5 =~ an = -~ C) Qp =NVMN —n-.
"opd 4 2n2 42’ "B (—6)n "

6) (H2-3ab) Consideremos la sucesién a,4+1 = v/2a, con a; = 1.
a) Probar por induccién que a,, < 2.



CAPITULO 2. SUCESIONES Y SERIES 2.2. PROBLEMAS

b) Justificar que a,, es mondtona creciente y hallar su limite.

7) (12-6) Fijado 1 < t < 4 consideramos la sucesién recurrente dada por z,+1 = %(mn + %)
con r| = 2.

a) Probar que esta sucesién estd acotada inferiormente por V't y superiormente por 2.
Indicacion: (a + b)? > 4ab para a,b > 0.

b) Demostrar que es mondtona decreciente.

¢) Deducir que lim z,, = v/%.

8) (H2-11abcg) Decidir si las series siguientes son convergentes. Los sumatorios se sobreen-
tienden sobre n > 1.

n? Vn n24m—
DD DL P S s S (e S

nt4+1

9) (H2-13abc) Estudiar para qué valores del pardmetro « son convergentes las siguientes

series:
an

«
e 2 a 2n+1
DY S, o 2 (2)
10) (1x-03) Estudiar la convergencia de la serie
o
—1)nyn
5=
=n(l41/n)"
donde r > 0 es un pardmetro.

11) (1x-04) Estudiar si la sucesién definida por a; = 1, apy+1 = /1 + a, es mondtona,
acotada y convergente.

vVn+2—+/n—2
«

o
- y la serie Zan. Estudiar

n=2

12) (1x-05) Se consideran la sucesién a,, =

para qué valores del parametro convergen cada una de ellas.

Imagenes

Sucesién decreciente
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El limite

d el W -

Serie alternante

10



Capitulo 3

Funciones continuas y sus
propiedades

3.1. Resumen de la teoria

Repaso de funciones. Una funcion real f es una manera de asignar a cada nimero x de un
conjunto A C R otro nimero real f(z) € R. Normalmente se escribe f : A — Ro f: A— B
si se quiere especificar donde estén los resultados.

Al conjunto A se le llama dominio de f y al conjunto Im(f) = {f(z) : = € A} se le llama
imagen de f.

Ejemplo: La funcién f(z) =21+ |z — 1|, f : R — R cumple Im(f) = [21, +00).

Se dice que una funcién f: A — B es:

» inyectiva si f(x) = f(y) Gnicamente cuando = = y.
» sobreyectiva (o suprayectiva) si Im(f) = B.

= biyectiva si es inyectiva y sobreyectiva.

En general no se puede decidir de qué tipo es una funcién sin especificar dénde esté definida.
Por ejemplo, f(x) = 22 no es ni inyectiva ni sobreyectiva cuando se considera como funcién
f R — R porque f(1) = f(—=1) y —1 & Im(f). Sin embargo es biyectiva considerada como
funcién f: Rt — RT.

Componer dos funciones f: A — By g: B — C consiste en sustituir la primera en la
segunda. Es decir, la composicion de gy f es (go f)(x) = g(f(w))

Una funcién f : A — B es biyectiva si y sélo si existe una funcién f~!: B — A, llamada
funcién inversa de f, tal que (f~'o f)(z) =z paraz € Ay (fo f~1)(z) = x para z € B.

En la préctica la férmula para f~! se obtiene despejando la y en z = f(y).

Ejemplo: Sabiendo que la funcién f : (0, +00) — (1,400) dada por f(z) = (x +1)/x es
biyectiva, hallar su funcién inversa.

Despejando en (y + 1)/y = x se tiene 1 + 1/y = z y de aqui y = 1/(z — 1) por tanto
f @) =1/(@ 1)
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3.1. RESUMEN CAPITULO 3. FUNCIONES CONTINUAS Y SUS PROPIEDADES

Limites. Para una funcién f : R — R se puede definir lim,_, 1 f(z) exactamente igual
que para sucesiones, es decir, el limite es [ si por pequenio que sea ¢ > 0 para x mayor que
cierto valor se cumple |f(z) — | < e. Simétricamente se define lim,_,_ f(x) donde ahora se
exige que x sea negativo. Cuando no hay duda en el signo se escribe lim,_,, f(z).

De la misma forma se define lim,_,, f(z) como el valor al que se acerca f(x) cuando x se
acerca a a y es distinto de él. En términos matemadticos, [ = lim,_,, f(z) cuando para todo
€ > 0 cualquier = # a suficientemente cercano a a cumple |f(z) — | < e.

Finalmente, se consideran también los limites laterales lim,_,,~ f(z) y lim,_ .+ f(z) que
consiste en restringirse en la definicion de limite a x < a y a & > a, respectivamente.

El limite lim,_., f(z) existe si y sélo si los limites laterales existen y coinciden.

Ejemplo: Las funciones f(z) = z/|z| y g(z) = 1/(1 + el/m), definidas fuera de x = 0,
verifican lim,_,o- f(z) = —1, lim,_,o+ f(z) = 1, lim,_,o- g(x) = 1 y lim,_,g+ g(x) = 0. Por
tanto no existen lim,_,o f(x) ni limy_, g(z).

Como en el caso de los limites de sucesiones, los limites de funciones respetan las operaciones
elementales (excluyendo la divisién por cero). Todo lo dicho con respecto a las indeterminacio-
nes se aplica aqui.

Dos limites del tipo 0/0 que permiten calcular limites mas complicados son:
senx , log(1l+ x)

lim ——=

lim =1y
z—0 X z—0 T

=1.

Nétese que el segundo es el limite del nimero e tomando logaritmos tras el cambio n < 1/z.

Ejemplo:

, sen (a;2ﬁ-1) o, sen (3;2:11) x;ju Y x;fu Y 1 .
lim ————> = lim = = lim ——— = lim =1.
z—0 x + 223 z—0 2 T + 223 a—0x 4223 20 (1+ 2I‘2)($2 +1)

Continuidad. Se dice que una funcién f es continua en a si verifica

lim f(2) = f(a).

r—a

En particular esto requiere que la funcién esté definida en el punto y que el limite exista. Por
las propiedades de los limites las operaciones elementales (excluyendo la divisién por cero)
respetan la continuidad.

La idea intuitiva es que la grafica de f no esté “rota” en a. Cuando no se especifica el
punto, al decir que una funcién es continua se sobreentiende que lo es en todos los puntos de
su dominio.

Las funciones elementales, senx, cosx, e*, log(1 4 x), etc. son continuas. Si f es continua
en ay g es continua en f(a) entonces g o f es continua en a.

Ejemplo: Estudiar si las funciones

/By i
f(m):{(1+ ) £0

zsent siz <0 lz| sixz#2
. , g(a) = ) x
1/2 six=0

4 six =2



CAPITULO 3. FUNCIONES CONTINUAS Y SUS PROPIEDADES  3.2. PROBLEMAS

son continuas.

La primera, fuera de cero es una combinacién de funciones y operaciones elementales y
por tanto continua. En cero ya habiamos visto que los limites laterales no coinciden, por
consiguiente no es continua. De la misma forma, en g sélo examinamos x = 0. Por la izquierda
lim,_,5- g(x) = 0, por una variante del teorema del sandwich, ya que |g(z)| < |z| para x < 0.
Por la derecha lim,_ g+ g(x) = 0, entonces existe lim,_,gg(z) y coincide con g(0) = 0, por
tanto g es continua. Finalmente, para h en x = 0 la funcién pasa de ser —z (a la izquierda)
a z (a la derecha) pero como sus limites coinciden y h(0) = 0, no hay problema. En z = 2 el
limite existe y es 2 pero es distinto de h(2) =4 y se tiene que h no es continua.

Aparte de las propiedades generales ya indicadas hay tres teoremas que se aplican a cual-
quier funcién continua definida en un intervalo cerrado f : [a,b] — R

T1 (de Bolzano o de los valores intermedios). Si f(a) y f(b) tienen distinto signo entonces
existe ¢ € [a, b] tal que f(c) = 0.

T2 (de acotacién). La funcién f estd acotada, es decir, existe M € R tal que |f(z)| < M.

T3 (de Weierstrass). La funcién f alcanza un méximo y un minimo, es decir, existen z,
y zar en [a, b] tales que f(zy,) < f(x) < f(zpr) para todo = € [a, b].

Noétese que los dos tltimos resultados afirman que Im(f) es un conjunto acotado cuyo
supremo e infimo pertenecen al conjunto.

A pesar de que estos teoremas tienen interés primordialmente tedrico, el primero se relaciona
con un método iterativo para buscar soluciones de ecuaciones. Si f(a) y f(b) tienen distinto
signo entonces o bien hay un cambio de signo en f(a), f(‘%'b) o bien lo hay en f(“T‘H’), f(b).
Por tanto, segin el teorema, podemos buscar una solucién de la ecuacién f(z) = 0 en alguno
de estos dos intervalos, que son la mitad de pequenos. Iterando el procedimiento se llega
a intervalos arbitrariamente pequenos que dan lugar a una aproximacién de la solucién tan
precisa como deseemos. Este esquema se denomina método de la biseccion.

Ejemplo: Utilizar el método de la biseccién para calcular con dos cifras decimales correctas

la solucién de senx = e~* en [0, 1].
x

0.5, 0.625] — 0.12711, 0.04984 0.5859375, 0.58984375] — 0.00360, 0.00182
0.5625, 0.625] —  [—0.03648, 0.04984 0.587890625, 0.58984375] —  [—0.00089, 0.00182

Por tanto la solucién es 0.58... y de hecho pertenece al intervalo [0.587890625, 0.58984375].

Los célculos correspondientes a llevar a cabo 10 iteraciones para f(x) = senx — e * son:
[a, ] L [f(a), f)]
[0.0, 1.0] —  [=1.00000, 0.47359 0.5625, 0.59375] —  [-0.03648, 0.00722
[0.5, 1.0] —  [-0.12711, 0.47359 0.578125, 0.59375] — [-0.01449, 0.00722
(05,075 — [ [~
[ (- [~
[

] [ ]
] [ ]
0.12711, 0.20927] [0.5859375, 0.59375] —  [~0.00360, 0.00722]
] [ ]
] [ ]

3.2. Problemas

13) (u3-1) Encontrar funciones continuas f, g y h con las siguientes propiedades:
a) f: R — (—1,1) es biyectiva.
b) g : R — [0, 1] es inyectiva.

13



3.2. PROBLEMAS  CAPITULO 3. FUNCIONES CONTINUAS Y SUS PROPIEDADES

c) h: R — R verifica que la imagen de (—1,1) por h es [—1,1].

14) (u3-2afed) Decidir si es posible definir las siguientes funciones fuera de los valores que
se indican para que sean funciones continuas en todo R.

Vi+z—+vV1—-z . ‘”;_8 six > 2
= 1, b = @7
a) f(x) = si0<x <1, ) f(zx) vi9 sip<?
z? —1 . “1/(z-22%)
) f(x) :cosm sizeR—{-1,1}, d) f(z)=e si0<z<1/2

15) u3-8) Hallar dos funciones discontinuas tales que su suma sea continua y no constante.
Hallar también dos funciones discontinuas tales que su producto sea continuo. ;Es posible
resolver los dos apartados anteriores con el mismo par de funciones?

Imagenes

Discontimmdadoes

artisticas

14



Capitulo 4

La derivada y sus propiedades
basicas

4.1. Resumen de la teoria

Definicion de derivada y su interpretaciéon fisica y geométrica. La recta secante a
la gréfica de una funcién f que pasa por los puntos con (a, f (a)) y (b, f (b)) tiene pendiente
(f(b) = f(a))/(b — a) (incremento de y entre incremento de z). Por otro lado en Fisica la
velocidad media en un intervalo de tiempo [a, b] viene dada por (s(b) — s(a))/(b — a) donde
s = s(t) es el espacio.

Si escribimos b = a + h en el limite cuando h — 0 la secante se transformard en tangente
v la velocidad media en velocidad instantanea. Esto sugiere definir el objeto matematico:

f’(a) — lim f(a+h) _f(a’>.

h—0 h

Si este limite existe se dice que la funcién f es derivable en a y que f’(a) es su derivada en a.

La ecuacién de la recta tangente a la grifica de f en x =aesy = f'(a)(x —a) + f(a) y la
velocidad instantdnea en t = a de una particula bajo la ley de movimiento s = s(t) es s'(a).

2 en 2 = 3 y hallar la recta tangente a su gréfica

Ejemplo: Calcular la derivada de f(x) =«
en ese punto.
Por la definicién de derivada:
vy 1 (B4+h)?—=3%2 6h+h?
PO = =

= 1lim(6 + h) = 6.
h—0
Por tanto la recta tangente es y = 6(x — 3) + 9, esto es, y = 6x — 9.
Cuando la funcién f’ que asigna a cada x la derivada de f en x se deriva de nuevo se
obtiene la llamada derivada sequnda que se denota con f”. También se definen andlogamente

derivadas de orden superior: terceras, cuartas, quintas. .. que se denotan con f”’, f 4 f G, ..
(a veces se usan nimeros romanos para las de orden bajo).
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4.1. RESUMEN CAPITULO 4. LA DERIVADA Y SUS PROPIEDADES BASICAS

La notacion de Leibniz, empleada ampliamente en Fisica, representa la derivada mediante
mn

el simbolo —— donde z es la variable de la funcién f, mientras que ——- indica una derivada
n-ésima. La gentaja de la notacién de Leibniz es que recuerda al limite que define la derivada
y da intuicién sobre algunas férmulas pero, ademas de aparatosa, es un poco deficiente para
distinguir la derivada como funcién y el resultado de sustituir esa funcién en un punto.

No todas las funciones son derivables. Si una funcién no es continua entonces tampoco
puede ser derivable porque entonces el limite del numerador en la definicién de derivada no
daria cero. Por otra parte hay funciones que son continuas y no derivables.

Ejemplo: La funcién f(x) = |z| es continua en = 0 pero no es derivable ya que el limite
que definirfa f/(0) es limy_o|h|/h que no existe porque los limites laterales no coinciden.

Derivacion de operaciones y funciones elementales. La derivada actia sobre funciones
elementales y se comporta bajo las operaciones elementales como se indica en las siguientes
tablas. Por otro lado, la regla de la cadena permite derivar unas funciones sustituidas en otras.

f(z) f'(z)
— 0 Suma: (f+9)=f+4
i — az*! Resta: (f—g)=f—-¢
X X

‘ — c Multiplicacién:  (fg) = f'g+ f¢
logz — 1/x R
. Iy fla—1fg

senxr —  COST Divisién: (—) = 2

coST —— —senx g 9

Regla de la cadena: (fog)(z)=f(9(z))d (z)

Aplicando la regla de la cadena a f( f‘l(az)) = x se tiene que la derivada de la funcién
inversa f~! en x viene dada por 1/f’(f_1(x))

Ejemplo: Se define la funcién g(x) = arcsen z (en muchas calculadoras sin~!) como la
funcién inversa de sen en ciertos rangos. Su derivada es entonces ¢'(z) = 1/ cos(arcsen x)
porque cos es la derivada de sen. Utilizando la férmula sen? o + cos?>a = 1 esto se puede
escribir también como ¢'(z) = 1/v1 — 2.

Ejemplo: La siguiente funcién es una composicion de sen y de otra funcién dada por una
suma y un cociente. Se deriva sen y después se multiplica por la derivada de lo de dentro.

Ccos T Ccos T —Isenx — CosT
) )-( )

f(x) =sen (z + = f'(z) =cos(z+

T z2

Ejemplo: La funcién f(z) = 2% se puede escribir como f(x) = e*1°82 (porque 2 = €82 al
ser exponencial y logaritmo funciones inversas una de otra). Hay que derivar la exponencial y
multiplicar por la derivada de xlog2 que es log2 porque log2 = 0,6931 ... es una constante.
El resultado es entonces f/(z) = e*1°82log 2.
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CAPITULO 4. LA DERIVADA Y SUS PROPIEDADES BASICAS 4.2. PROBLEMAS

Ejemplo: Procediendo como antes, la funcién f(z) = 2% es f(z) = e*!°8% y se tiene la
composicién de una exponencial con un producto que contiene un logaritmo. Entonces f'(x) =
e?le(logz + 1).

Ejemplo: La siguiente funcién es un cociente de un producto y una suma. En la suma hay

una composicion de sen y un cuadrado.

xlogx (logz + 1) (e” + sen?z) — (zlog x)(e” + 2sen x cos z)

= [(z) =

er 4+ sen? x (e’c + sen? m)2

fz) =

4.2. Problemas

16) (12-1) Usando la definicién de derivada comprobar que las funciones f(z) = 1/(2?|x| +
1) vy g(z) = 2%sen(1/z) con g(0) = 0 verifican f/(0) = ¢’(0) = 0. Comprobar que h(z) =
xsen(l/x) con h(0) = 0 no es derivable en cero.

17) (u4-6) Calcular las rectas tangentes a las graficas de las siguientes funciones en el punto
que se indica

a) f(z) =log(e+senxz) en z =0, b)  f(z)= 27 en g =1,
¢) f(x)=sen’r —cos’z en x=m/6, d) f(x):;;—-:_ll en r =2.

18) (Ha-10) ;Qué se obtiene al derivar tres veces f(x)g(z)?

Imagenes

il Irfur'"'u i \i'ﬂ“u' "
il ',hllr!.l”:'!‘ ”,l ,

Suma de velocidades o derivada de una suma
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La regla de la cadena

18



Capitulo 5

Teoremas sobre derivacion

5.1. Resumen de la teoria

El teorema de la funcién inversa. En la practica es dificil que exista una expresién
explicita para la funcién inversa y ello hace que no sea ficil un tratamiento directo de las
propiedades de las funciones inversas. Esperamos que una funcién derivable y biyectiva tenga
una funcion inversa derivable, excluyendo algunos casos mas o menos obvios. El teorema de la
funcion inversa afirma que éste es el caso.

Teorema (de la funcién inversa). Sea f derivable en un intervalo abierto I y tal que f’' no
se anula en dicho intervalo, entonces f : I — J es biyectiva (donde J es el intervalo imagen
de I) y la funcién inversa f~!:.J — I es derivable y cumple (f_l),(:c) = 1/f’(f_1(x)) para
todo z € J.

Ejemplo: Comprobar que existe g : R — R derivable tal que (g(x))5 +gx)+x =0y
hallar ¢'(0).

Definiendo f(z) = —2° — z se tiene f : R — R y f’ no se anula, por tanto existe
f7':R — R derivable y g = f~! verifica f (g(:c)) = x, que equivale a la ecuacién buscada.

De f(0) = 0 se deduce g(0) =0y ¢'(0) =1/f(¢'(0)) =1/f'(0) = —1.

Teoremas del valor medio. El teorema del valor medio por antonomasia es el siguiente
resultado:

Teorema (del valor medio de Lagrange). Sea f : [a,b] — R continua en [a,b] y derivable
en (a,b), entonces existe ¢ € (a,b) tal que

1)~ f(a)

yle) =2

Interpretando f como la funcién que da el espacio en funcién del tiempo, intuitivamente
lo que afirma es que si al viajar entre dos puntos la velocidad media es v entonces en algiun
punto intermedio se alcanza justamente la velocidad v.

Una variante de este resultado que se emplea al probar la regla de L’Hopital es:
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5.1. RESUMEN CAPITULO 5. TEOREMAS SOBRE DERIVACION

Teorema (del valor medio de Cauchy). Sean f : [a,b] — Ry g : [a,b] — R continuas en
[a,b] y derivables en (a,b), entonces existe ¢ € (a,b) tal que

(f(0) = f(a))g'(c) = (9(b) — g(a)) f'(0).

La férmula se puede reescribir como un cociente de las férmulas del teorema del valor medio
de Lagrange para f y g en el mismo punto (aunque no se suele hacer asi para no excluir los
casos con derivadas nulas). La interpretacién mecanica serfa ahora que si el cociente de dos
velocidades medias es r entonces en algin punto el cociente de las velocidades instantaneas es
también r.

Estos dos teoremas son consecuencias de uno mucho mas simple:
Teorema (de Rolle). Sea f : [a,b] — R continua en [a,b] y derivable en (a,b) tal que
f(a) = f(b), entonces existe ¢ € (a,b) con f'(c) = 0.

Geométricamente, lo que dice es que en una grafica que une dos puntos de la misma altura
siempre hay un punto donde la tangente es horizontal.

Los teoremas del valor medio de Lagrange y de Cauchy se deducen aplicando el teorema de
Rolle a las funciones F(z) = f(z)(b—a) — (f(b) — f(a))(x —a) y F(z) = (f(b) — f(a))(g(z) —
g(a)) = (g(b) — g(a)) (f(z) — f(a)), respectivamente.

El teorema de Rolle asegura que no se puede alcanzar un mismo valor dos veces si la
derivada no se anula. Este hecho en combinacién con el teorema de Bolzano permite localizar
soluciones de ecuaciones.

Ejemplo: Hallar el niimero de soluciones de la ecuacién 2z = 1 + sen x.

Considerando f(z) = 2z — 1 — senx se tiene que f’ no se anula y por tanto f(z) = 0 no
puede tener dos soluciones (llaméndolas a y b, contradirian el teorema de Rolle). Por otra parte
f(0) <0 < f(1) implica gracias al teorema de Bolzano que hay una solucién en [0, 1].

Polinomios y series de Taylor. Desde el punto de vista practica y también para ciertas
resultados tedricos es interesante aproximar funciones complicadas por otras més sencillas.
Si f tiene n derivadas en a se define su polinomio de Taylor de orden n en a como

f'(a) f"(a) f™(a)

2
1l or @ aE

Th.a(z) = f(a) +

(x —a)+ (x —a)™.

Los polinomios de Taylor dan aproximaciones polinémicas de funciones con derivadas sucesivas
que son 6ptimas localmente en cierto sentido.

Teorema (de Taylor). Sea f una funcién tal que existe su derivada n + 1-ésima en [a, z]
(o en [z,al), entonces

_ ()

f(z) =Thalx) + Ry o(z) con Ry, ,(z) = m yrtl

r—a

para algin ¢ € (a,z) (6 ¢ € (z,a)).

A R, 4(x) se le llama término de error o resto de Taylor. En principio es imposible hallarlo
directamente por la indeterminacién que hay en ¢ pero la formula permite hacer estimaciones.
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CAPITULO 5. TEOREMAS SOBRE DERIVACION 5.2. PROBLEMAS

Ejemplo: Hallar el polinomio de Taylor de orden 2 de f(x) = /= en 16 y estimar el error
cometido al usarlo para aproximar v/16.2.

Las derivadas de f son f'(z) = 272, f"(z) = —3273/2 y f"(z) = $27°/2. Entonces
T — At i@ - 16) - - (x— 16)? R =L (@—16)
2,16(2) = g(x ) 5@(»’0 ) y 2,16(%) = W(gﬁ ).

Por tanto al aproximar v/16.2 por T3 16(16.2) el error es menor que 0.23/167/2 = 1073/2048,
que difiere en menos de 5- 1079 del error real.

Para funciones que tienen un nimero de derivadas arbitrariamente grande, se puede consi-

derar la serie
> f£(n)
+>7
n=1

obtenida al hacer tender n a oo en T, . Tal serie se llama serie de Taylor (si no se indica lo
contrario se suele tomar a = 0). Cuando el error tiende a cero esta serie converge a la funcién.
Con este significado se tienen las expresiones

n

(z —a)

xs 335 1'7 332 .',5'4 336
Senfﬁ_a’:*?+afﬁ+ SIQ:GR, COS$:1*§+E*5+ SleR
1+$+x2+x3+ izcR, arct v o <1
= vy vy S1 T s arctanxr = r — — —_ = Sl || S
1! 3! 3 ) 7
2 3 4
log(l—ka:)zx—%—k%—%%—... six e (—1,1].

Ejemplo: Comprobar para qué valores de = converge la serie de Taylor en cero de sen x.

La serie de Taylor es en este caso Y oo (—1)"*1a?7=1/(2n —1)!. Quitando los signos esto es
> an con a, = |z[*"1/(2n — 1)!. Suponiendo x # 0 (para x = 0 la convergencia es trivial)
se tiene limay41/a, = lim|z|/(2n + 1) = 0 que implica la convergencia por el criterio del
cociente. Asi pues, la serie de Tayor de sen z es absolutamente convergente para todo = € R.

Las series de Taylor se pueden sumar, multiplicar y componer formalmente agrupando
términos del mismo grado. Esto permite calcular algunos polinomios y series de Taylor sin
necesidad del célculo de derivadas de orden superior. Por ejemplo, como para f(z) = e” se tiene
Tho(z) =1+z/1!4--- +2"/n! entonces para f(x) = z¥e® se tendrd T, o(x) = z¥ + 281 /11 +

-+ + 2™ "% /nl. También, como la serie de Taylor de senz es Y o0 | (— 1)7”rl n=l/(2n — 1) la
de sen(x?) serd Y o0 (—1)"Hain=2/(2n — ).

5.2. Problemas

19) (#5-1) Hallar una férmula para la derivada segunda de la funcién inversa.
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5.2. PROBLEMAS CAPITULO 5. TEOREMAS SOBRE DERIVACION

20) (#5-8abe) Calcular el nimero exacto de soluciones z € R de las siguientes ecuaciones
usando los Teoremas de Bolzano y de Rolle:

a) 2x — 1 =senz, b) 22° 4+ ax = a, con a > 0, ¢) x° — 5z —3=0.

Indicacion: Por el teorema de Rolle si f’ no se anula en un intervalo, entonces f(z) = 0 no
puede tener dos soluciones en dicho intervalo.

21) (#5-10ab) Hallar los polinomios de Taylor de grado 3 en a = 0 para las siguientes
funciones

_ 1
C 34ev’

f(z) =log(1 +senz) —y  g(z)

22) (us-13) Hallar las series de Taylor en a = 0 para las siguientes funciones, indicando
donde convergen

sen x 3
o osiz#0

1 siz=0"

a) f(z) = zlog(1+2%),  b) f(z) =a’sen(z’), o) f(z) = {

Imagenes

Cuidado con el teorema de Rolle
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Capitulo 6

Aplicaciones de la derivada

6.1. Resumen de la teoria

Caélculo de limites. La aplicacién de las derivadas més conocida para el calculo de limites es
la regla de L’Hépital que se puede enunciar en varias versiones. Definiendo Rt = RU{—o0, +-00}
se sintetizan en que si lim,_, f(2) = lim;_, g(z) = 0 6 lim,—4 f(2) = lim, 4 g(x) = 0o con

a € RT y ademés lim,_., % € RT, entonces

lim M = lim (@)

e—a g(x)  a—ag'(z)

Sélo es aplicable a indeterminaciones 9 y > pero algunas otras se transforman en éstas.

0
Ejemplo: Calcular el valor de L = lim,_o(cosz)/*.

Tomando logaritmos y aplicando la regla de L'Hopital

, log(cosx ., —senz 1, senzx
logL:hm#: im = —— lim ,
z—0 x z—0 22 cOS T 22-0 w

donde se ha usado que cosx — 1 cuando z — 0. Aplicando de nuevo la regla de L'Hépital o
dando este limite por conocido se sigue log L = —1/2 y por tanto L = e 12,

A menudo es conveniente utilizar aproximaciones de Taylor en lugar de la regla de L’Hopital.

Ejemplo: Calcular L = lim,_.¢(2cosx — 2 + %) /2%

Sabemos que cosz = 1 — %? + %+ + Ryo(x) con Ryp(z)/z* — 0 (porque Ryo(z) es una
derivada multiplicada por z°). Entonces

I - lim 2cosx — 2+ 22 _ lim 2(1—%4—%) — 2422 :i
r—0 .%'4 x—0 x4 12‘

Crecimiento y decrecimiento. Se dice que una funcién f es creciente en un intervalo I si
para todo z,y € I con x > y se tiene f(x) > f(y). Bajo las mismas hipétesis se dice que es
decreciente en I si f(x) < f(y).
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6.1. RESUMEN CAPITULO 6. APLICACIONES DE LA DERIVADA

Supongamos que f es derivable en un intervalo I. Por el teorema del valor medio f(z) —
fly) = (x —y)f'(c) y se deduce que f es creciente en I si y sélo si f/ > 0 en [ y que es
decreciente en I siy sélosi f' <0 en I.

Una funcién f se dice que alcanza un mdximo local (o relativo) en a si para cierto e > 0
se cumple que f(a) > f(z) para todo x € (a — €, a + €). Andlogamente se dice que alcanza un
minimo local (o relativo) en a si con la misma notacién f(a) < f(x). En cada caso, se dice que
el maximo o el minimo local es f(a).

Para referirse simultdneamente a maximos y a minimos se suele emplear la expresion ez-
tremos.

Una funcién derivable que alcanza un extremo local en a debe cumplir necesariamente
f'(a) = 0. Si la funcién pasa de ser creciente a ser decreciente en a entonces se alcanza un
maximo local y si pasa de ser decreciente a ser creciente, se alcanza un minimo local.

La existencia de extremos locales no asegura que existan extremos globales (valores méximo
y minimo de la funcién).

Ejemplo: Hallar los extremos locales de f(z) = 22% — 1522 + 36z + 1 y los intervalos de
crecimiento y decrecimiento.

Al derivar e igualar a cero debemos resolver 622 — 30z + 36 = 0 cuyas soluciones son z = 2
y = 3. En estos puntos se alcanzan posibles extremos locales. De f/(z) = 6(x — 2)(z — 3) se
obtiene f'(z) <0enl; =[2,3] y f'(z) > 0en Iy = (—00,2] y I3 = [3,00). Entonces la funcién
es creciente en I y en I3 y decrecimente en I y en x = 2 se alcanza un maximo local que es
f(2) = 29 mientras que en x = 3 se alcanza un minimo local que es f(3) = 28. Sin embargo
no hay extremos globales porque lim, . f(z) = —o0 y lim, o f(z) = 400 .

Cuando f” es positiva en un intervalo entonces f’ es creciente en dicho intervalo y la
recta tangente tiene mayor pendiente. Geométricamente esto se traduce en que la grafica de
f esté curvada hacia abajo (como un valle) y se dice que es convezra. Andlogamente cuando
1" es negativa, la gréfica de f estd curvada hacia arriba (como un bombin) y se dice que es
concava. Si en un punto se cambia de céncava a convexa o viceversa, se dice que es punto de
inflexion.

Desafortunadamente no hay acuerdo en la terminologia de céncava y convexa y en algunos
textos estos nombres estan intercambiados.

Representacién grafica. Dada una funcién f el subconjunto de R? determinado por los
puntos de la forma (x, f (x)) es su grdfica. Antes de dibujar una gréafica hay que determinar
los valores de x para los que f(z) estd definido (el dominio de la funcién). Otra informacién
que suele ser relevante para dar un esbozo cualitativo de la gréafica es:

1. Simetrias f(x) = f(—z) (simetria par) o f(z) = — f(—x) (simetria impar).

2. Cortes con los ejes.
Con el eje X: (z;,0) donde f(z;) = 0. Con el eje Y: (0, £(0)).

3. Asintotas.
Horizontales: y = lim, .4+ f(2) (cuando el limite es finito). Verticales: * = a; con
limg q; f(7) = co.
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4. Intervalos de crecimiento y decrecimiento. Extremos locales.
5. Intervalos de concavidad y convexidad. Puntos de inflexién.

Ejemplo: Representar la gafica de f(x) = (22 — 3z +2)/(x + 1)%.

La funcion esta definida para todo z # —1. No tiene simetrias. Resolviendo la ecuacion
22 — 32 +2 = 0 se llega a los cortes con el eje X (2,0) y (1,0), mientras que el corte con el eje
Y es (0,2). Hay una asintota horizontal en y = 1 (porque lim,_,, f(z) = 1) y otra vertical en
x = —1 (porque lim,_,_; f(x) = +00).

La derivada es f'(x) = (52 — 7)/(x + 1)3 por tanto la funcién es creciente en los intervalos
(—o0,—1) y [7/5,400), y es decreciente en (—1,7/5). Se alcanza un minimo local en x = 7/5,
que es f(7/5) = —1/24, y no hay mds extremos locales. La derivada segunda es f"(z) =
(26 — 10z)/(z + 1)* de donde f es céncava en [13/5,4+00) y convexa en (—oo,—1) y (1,13/5].
En x = 13/5 se alcanza un punto de inflexién, (13/5,2/27).

7 6 K - 3 2

Estos dibujos con ordenador muestran limitaciones para dar una idea global debido a que
diferentes elementos de la grafica viven a diferentes escalas que no se pueden representar al
tiempo. En el segundo se ve el minimo pero si usaramos la misma escala que en el primero seria
invisible. La asintota y = 1 no se ve por la derecha por este mismo problema con las escalas.

Método de Newton. Supongamos que x = xg es una aproximacién de la solucién de
f(z) = 0. Hallemos la recta tangente en (:co, f (xo)) a la gréfica de f y digamos que interseca
al eje X en x = z1. Si 1 también estd cerca de la solucién geométricamente parece claro
que al iterar este procedimiento se obtendran aproximaciones mas precisas. Esta técnica para
aproximar soluciones se llama método de Newton y en la practica es muy poderosa.

La ecuacién de la recta tangente en (zn, f(zn)) es y = f'(xy)(z — zn) + f(2y) y su inter-
seccién con y = 0 (el eje X)) da lugar a la siguiente férmula para el método de Newton:

In+1 = Tn — f/(.l’ )
n

Ejemplo: La ecuacién ctibica 23 — 72 + 7 = 0 tiene una solucién en el intervalo [1,1.5] por
el teorema de Bolzano. Eligiendo en el método de Newton el valor inicial xy = 1.25 se obtiene

0125 0.203125

1| 1.33783783784 | 0.0296107831718

2 | 1.35599761482 | 0.00132955513831
3 | 1.35689365533 | 3.26686452823-10~6
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6.2. PROBLEMAS CAPITULO 6. APLICACIONES DE LA DERIVADA

6.2. Problemas

23) (#6-1abce) Calcular los siguientes limites

2) lim 1+ cos(mz) b) lim log(cos(6z))
z—1 x? —2z+ Iy z—0+ log(cos(3z))’
c) 11’1};1 xe, d) h’IJP xsen(a/x).

24) (u6-6) Queremos construir un cercado rectangular de 20 metros cuadrados pegado a
la pared de una granja (luego no es necesario construir uno de los lados). ;Cudntos metros de
cercado debemos construir como minimo? En ese caso, jcudl es la relacién entre los lados?

25) (6-7b) Esbozar la grafica de la funcién f(x) = xlog(z). Indicando, si los hubiera,
extremos locales, puntos de inflexion, intervalos de crecimiento y decrecimiento e intervalos de
concavidad y convexidad.

26) (x11-01) Sea la funcién f : [0,4] — R definida por f(z) = |z — 4z + 3|. Hallar sus
maximos y minimos locales y globales.

27) (x1-03) Dado a > 0, calcular L = lim VT Vat Ve ¢
r—at VaZ —a?

x
28) (x11-04) Hallar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién f(x) = i

14z

29) (11-05) Decidir si los siguientes limites existen y en su caso hallarlos:

t 2
L=lmells vy af =l 2ctan(@/2)
=0 »=0 (sen(2x))” cosx
|z

241

30) (1x-09) Dada la funcién f(z) =

intervalos de concavidad y convexidad.

hallar asintotas, extremos locales y globales e

Imagenes

 HRmr i -

Creciente y decreciente Céncava y convexa
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Capitulo 7

La integral y técnicas de integracion

7.1. Resumen de la teoria

La integral y el teorema fundamental del calculo. La integral de una funcién acotada
en [a, b] es intuitivamente el drea limitada por su gréfica y el eje X entendiendo que el drea es
negativa si estd por debajo del eje. Esta no es una definicién matemdticamente valida porque
supone el concepto de area. Las sumas superiores son las sumas de la areas de rectangulos por
encima de la grafica con base en el eje X. Andlogamente las sumas inferiores corresponden a
rectangulos por debajo de la grafica. Se dice que una funcién f acotada en [a, b] es integrable
si el infimo de las sumas superiores coincide con el supremos de las sumas inferiores. A esta
cantidad se la llama integral (o integral definida) de f en [a,b] y se denota con f; fo f; f(x) dx.

Se puede probar que todas las funciones continuas son integrables. Algunas de las propie-
dades de la integral son

DApER= [POf+ug) =X [T f+uflg, 2 f<g=[Tf<[lg. 3a<c<b= [ f=[f+[ ]

El teorema fundamental del célculo y la regla de Barrow indican que integrar es en cierto
modo lo contrario que derivar.

Teorema (fundamental del calculo). Si f es continua en [a, b] entonces F(z) = [ f verifica
F'(¢) = f(c) para a < ¢ < b.

Corolario (Regla de Barrow). Si f es continua en [a,b] y f = ¢ para alguna funcién g,

entonces f; f=g(b) —g(a).

Ejemplo: La funcién g(z) = 22/3 cumple ¢'(z) = 22, entonces ff 2?2 dr = (b® — a?)/3.

Dada una funcién f, las funciones que cumplen ¢’ = f se llaman primitivas (o antideri-
vadas) de f. Todas ellas difieren en una constante. Normalmente se emplea el simbolo de la
integral indefinida [ f para indicar todas las primitivas. Segtn la tabla de derivadas

J0dz =K, [t dx =log|z| + K, fa:ad:v:ff—_:—i—f( (a # —1),
[e*dr=e"+K, [senzdr=—cosz+K, Jcosz dz =senx + K,

donde K denota una constante arbitraria.
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7.1. RESUMEN CAPITULO 7. LA INTEGRAL Y TECNICAS DE INTEGRACION

Integracién por partes. Por la férmula para la derivada de un producto uv’ = (uv)’ —vu'.
Integrando se obtiene [uv’ = uv — [vu/. Habitualmente se suele despejar formalmente en la
notacién de Leibniz v’ = du/dx y v' = dv/dx para escribir la férmula anterior como

/udvzuv—/vdu.

Ests técnica es 1til cuando se tiene un producto de una funcién que se simplifica al derivar
por otra que no se complica al integrar.

Ejemplo: Para calcular fol z2e” dx se debe tomar v = 22, dv = € dx que corresponde a
du = 2x dr y v =¢€". La funcién u al derivar dos veces se reduce a una constante y por tanto
la férmula de integracién por partes aplicada dos veces permite obtener la integral indefinida.

/m2ew dac:x2e”—2/xe“’ dx:a:2ew—2(xe””—/ew dr) = (2? — 2z +2)e” + K.

Por tanto fol 22e® dr = (2% — 22 + 2)ex‘(1) =e—2.
En productos de exponenciales y senos o cosenos la integracién por partes establece una
ecuacion para la integral a partir de la cual se puede despejar.

Integracién por cambio de variable. La féormula [//(g(z)) ¢'(z)dz = h(g(z)) + K se
sigue inmediatamente de la regla de la cadena. Tomando en lugar de h una primitiva suya, f,
se tiene que [ f(g(z)) ¢'(x)dz es igual que [ f(t) dt sustituyendo t = g(x) en el resulta-
do. Aqui también se emplea a menudo formalmente la notacién de Leibniz diciendo que el
cambio de variable t = g(x) implica dt = ¢'(z) dz (o se despeja dx en funcién de dt) y de
aqui [ f(g(z)) ¢'(x)dz = [ f(t) dt. No hay que olvidar deshacer el cambio en el resultado para
tener una funcién de z. Para integrales definidas esta integracién por cambio de variable se

reduce a la férmula
g(b)

b
[ it dwie= [ g0
@ 9(a)

Ejemplo: Calcular I = f04 eV® dz. Siuno quiere aplicar directamente la férmula anterior con
g(x) = \/z se podria escribir eV® = f(1/x)(2/x)~" con f(z) = 2ze”. Entonces [ = f02 2xe” dx
que integrando por partes es 2(z—1)e” ‘(2) = 2¢?+2. Sin embargo es més natural razonar diciendo

que aplicamos el cambio z = t? para quitar la raiz cuadrada del exponente, de aqui dz = 2t dt.
Por consiguiente la integral indefinida es

/eﬁdx:/2tetdt:2(t—1)et+K:2(\/§—1)eﬁ+K.

Sustituyendo los limites se obtiene de nuevo I = 2e? + 2.

Integracion de funciones racionales. Se dice que f es una funcién racional si es cociente
de polinomios, f(x) = P(x)/Q(z). Si el grado de P es mayor o igual que el de @ lo primero
que se hace es hallar el cociente C(z) y el resto R(x) al dividir estos polinomios. La relacién

P =QC + R conduce a
Jo-feo s
Q Q
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CAPITULO 7. LA INTEGRAL Y TECNICAS DE INTEGRACION 7.1. RESUMEN

Entonces basta considerar el caso en que el numerador tiene grado menor que el denominador.
También se puede suponer que () es monico (coeficiente principal uno) sacando factor comun.

Por ejemplo
8z —2x+3 3 s 1 3
= T T % dr= | Qo4 ——) da = — | ——— da.
/42:2—1 de /($+4x2—1)dx x+4/x2—1/4dx

Si @ tiene todas sus raices reales se factoriza como (z — ay)¥ (z — ao)*2 -+ (z — ay,)
P/Q (con @ de grado mayor) admite una descomposicién en fracciones simples

P A A A Ap A,
(JJ):( 11 —+ 12 +...+1k1)_~_...+( 1 _A'_..._f_k">.

r—ay (z—0a1)? (x — ayq)kr T — (x — ay)kn

k”y

Los A;; se calculan operando e igualando los coeficientes de los numeradores de ambos miem-

bros. La sustitucién & = a; permiten encontrar los coeficientes si no hay raices multiples.
En el caso anterior

3 A . _B
22 —1/4 x-1/2 x4+1/2

Con z = 1/2 se obtiene A =3y con z = —1/2, B = —3. En definitiva

= 3=A(x+1/2)+ Bz — 1/2).

8z —2z+3 5, 1 3 3 5.3 1, 3 1

El método es general si se permiten nimeros complejos. Pero esto no es lo habitual y
entonces en @ es posible que aparezcan factores 2 + ax + b con raices complejas. Si estos
factores no estan repetidos basta afiadir sumandos (Mz + N)/(x?+az +b) a la descomposicién
en fracciones simples. Completando cuadrados y cambiando la variables todo se reduce al caso
a =0, b =1 cuya integral es % log(z? +1) + Narctgz + K.

Por ejemplo

2x + 1 2+ 1 1 2x + 1 (z+1)/2=t 1 4t — 1
S5 s = |y dr =+ 5 dx = 5 dt
2 +2x+5 (x4+1)2+4 4 (x+1)/2)" +4 2/ 241

que integrando es log(t? 4+ 1) — %arc tgt + K donde hay que sustituir ¢t = (z + 1)/2.

Algunas integrales trigonométricas. Las integrales de la forma | f(senz,cosz) dz don-
de f es una funcion racional se pueden reducir a una integral de una funcién racional con los
cambios t = cosx, t = senz o t = tgx dependiendo de si las simetrias de f son f(z,y) =
—f(—=z,y), f(z,y) = —f(x,—y) o f(x,y) = f(—x,—y), respectivamente. Un 1dltimo recurso si
no hay simetrias es el cambio t = tg(z/2) que implicasent = 2t/(1+t%) y cost = (1—t2)/(1+¢2).

Este tipo de integrales pueden dar lugar a calculos bastante largos.

En este curso consideraremos sobre todo el caso en que f es un polinomio que conduce
a las integrales [sen™x cos™z dz que pueden tratarse directamente. Si n es impar enton-
ces cos" tx = (1 —sen?z)(»~1/2 y desarrollando la potencia se obtienen integrales del tipo
[senf zcosz dr = (k+1)"tsen*T! 2+ K. Si m es impar, se procede andlogamente invirtiendo
el papel desempenado por senos y cosenos. Si m y n son pares se aplican las férmulas del
angulo mitad

1 1 1 1
cos’ r = 3 + 3 cos(2z) y sen’ z = 373 cos(2x).
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Ejemplo: Calcular [cos®z dx y [ cos?z sen? z dx.

sen®

/cos?’x da:z/(l—sean)cosx da:z/(cosx—seancosx) dr =senz — + K.

En la segunda el procedimiento anterior da lugar a

e e T P I

Las integrales trigonométricas permiten calcular algunas integrales con radicales cuadrati-
cos tras cambios de variable adecuados.

Ejemplo: Para calcular I = f02 V4 — 22 dx el cambio = 2sent y la relacién 1 — sen®t =
cos? t eliminan la raiz a costa de introducir el factor dz = 2 cost dt. Concretamente

/2 /2 7r/21 1 n 94 w/2
o [ oty [t [ ) s
0 0 0

27 4 /|,

Esto es coherente con que I representa el area de un cuarto de circunferencia de radio 2.

Integrales como [ V22 + a2 dr y [(2% 4 a?)~1/? da también dan lugar a integrales trigo-
nométricas tras el cambio x = atgt o x = acos?t pero los calculos son un poco laboriosos y
es mejor consultar su resultado en una tabla de integrales.

Integrales impropias. La definiciéon de integral estd limitada a funciones acotadas en in-
tervalos acotados. Se puede escapar de estas limitaciones en muchas casos considerando limites
en los extremos del intervalo. Se dice que estas integrales que exceden la definicion original son
integrales impropias.

Asf [° e*/2 dzx se define como limx_, 4o fOX e
1/3

—/2 dy quees 2—2limx_, 4 e X2 =1.La

. 1 _ . , 1
integral fo Y3 dx, con x no acotada si x — 0, se redefine como limx_,g fX Y3 dy = 2.

Si el limite que define una integral impropia existe, se dice que es convergente. Para decidir
la convergencia de una integral impropia no es necesario calcularla. Basta compararla con
integrales conocidas mas sencillas.

Ejemplo: La integral [ f con f(z) = (2* — 3z — 5)/(z* + #* + 1) no converge porque
f(x) > 0.5/x para = suficientemente grande, ya que lim,_,o, xf(x) = 1. La monotonia de la
integral asegura flx f>05 flx 71 dr = 0.5log X que tiende a infinito con X.

7.2. Problemas

31) 7-5) Hallar f/(z) si

/ (14t b) f(z) :/JC (1+t%)73dt,
0 01 t6
:/ (1+t*)3at, d) f(:z;):/ maﬁt
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32) @r-9¢) Calcular [9z2e 5713 dx.
33) (u7-1tac) Calcular las primitivas de las funciones:

T 2
v (x —1)(z + 3)%

522 +5
(22 = 1) (22 + 22 +2)
35) (H7-13ab) Calcular fol f(z)dz, con f(z) igual a:

34) 7-11e) Calcular la primitiva de

1

ey D G

/2
36) (1x-02) Hallar :/ 23 cosx d.
0

( z6t2 dt)2
37) (1x-03) Calcular el limite L = lfm ~2%——"—.
e—0  [tet® dt
2t

38) (1x-05) Sea la funcién f : [0,00) — R definida mediante f(z) = / o dt. Hallar
0
FO)y (1) (/4.

Imagenes

Sumas de Riemann
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Sumas superiores e inferiores
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Capitulo 8

Aplicaciones de la integral

8.1. Resumen de la teoria

Calculo de areas. Para hallar el drea limitada por las gréaficas de dos funciones hay que
integrar la funcion cuya grafica esta por encima menos la funcién cuya grafica esta por debajo.

Ejemplo: Hallar el drea de la regién limitada por las graficas de la pardbola f(z) = 22 —2x+3
y de la recta g(x) =z + 1.

Las graficas se cortan cuando f(x) = g(z), que lleva a x = 1,2. Para = € [1,2] la grafica
de g estd por encima (basta dar un valor o hacer un esbozo de las graficas). Entonces el area
es flz (41— (2® — 22+ 3)) doe = —9”3—34—3‘%2 —256‘? =

Ejemplo: Hallar el drea de la regién limitada por las gréficas de f(z) = 223 +22% + 2 — 1
y de g(x) = 23 + 22% + 22 — 1.

Como f(x) — g(x) = 23 — x, las intersecciones ocurren para x = —1,0, 1. Claramente -z
es positivo para z € (—1,0) y negativo para x € (0, 1). Por tanto el drea es f (23 — ) dx +

fO —z3 + ) dx:%.

Criterio de la integral. Considerando sumas superiores e inferiores formadas por rectangu-
los de base 1, no es dificil demostrar que si f es una funcién decreciente y positiva en [k, 00)
entonces Zn pa1 f(n) < fk ) dx < Z ( ). En particular, bajo estas hipdtesis sobre
la funcién f, la serie Zn:k f(n ) converge siy solo si la integral |, koo f converge. A este criterio
se le llama criterio de la integral. En la préctica su utilidad es limitada pues no extiende lo
que ya sabriamos hacer con otros criterios.

: . : oo -1 : oo 1
Ejemplo: La serie ) ’° ; n~" no converge porque la integral fl £~ dr no converge. En

general, > >, n~* no converge para 0 < a < 1y converge para o > 1 porque éste es el
caracter de la integral floo % dx.
Este resultado ya era conocido partiendo del criterio de condensacion.

Areas y volimenes de cuerpos de revolucién. Al girar alrededor del eje X la gréfica
de una funcién f = f(x) para x € [a,b], se obtiene una superficie (llamada de revolucidn). El

volumen que limita viene dado por 7 ff ( f (ac))2 dz.
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El drea de una superficie de revolucién es 27 ff f/1+ (f")? pero en la practica esta férmula
rara vez lleva a integrales que se puedan calcular explicitamente.

Ejemplo: Calcular el volumen V' de la esfera de radio R.
La superficie esférica se obtiene girando la semicircunferencia dada por la gréfica de f(x) =

VR? — 2% en z € [-R, R]. Entonces V = FffR (R? — 2?) do = 7(R%z — %) |I_%R =42 R3.

Ejemplo: Calcular el area lateral del cono obtenido al girar la grafica f(z) =z en [0, 1].
Segun la férmula el area es 27 fol V1412 dz = 7/2.

8.2. Problemas

39) (us-3b) Hallar el drea limitada entre las gréficas de las funciones

e p—

= — = 2|z|.
ey v s@ =2

40) us-4) Dada f(z) = 22 — 2x + 7 consideramos el triangulo curvilineo T' limitado entre
las tangentes en x =0y = = 2 y la grafica de f. Hallar el darea de T'.
41) (us-5) Hallar el drea limitada entre la curva y? = 3z y la recta 2y — z + 24 = 0.

42) (u8-8) Deducir usando integrales que el volumen de la esfera es %7’[’7‘3 y que el volumen

de un cono recto de altura h y radio de la base r es %71’1"2h.

43) (u8-18) Hallar el drea de la regién plana definida por las inecuaciones:
u—22>0 v 2z+y><0,
y el volumen del cuerpo engendrado por dicha region al girar alrededor del eje X.

44) (1x-02) Hallar el drea comprendida por las curvas y = z/(1+2?%) e y = $|z|.

Imagenes

Volimenes de revolucién
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Capitulo 9

Programas

El contenido de esta seccién es complementario a la asignatura. Se incluyen programas que
ilustran algunos puntos del temario o ejercicios propuestos.

Hay programas en C, Java, Python y Sage. Los tres primeros son lenguajes de programacion
bien conocidos y el tltimo es una poderosa herramienta matematica gratuita y de codigo abierto
basada en Python que permite realizar y programar multitud de tareas, ya sean de calculo
simbdlico, de cdlculo numérico o gréaficas. En el sitio oficial http://www.sagemath.org/ hay
documentacion, ejemplos y la posibilidad de probar Sage por la red. Es posible descargar de
http://wiki.sagemath.org/interact/calculus algunos ejemplos interactivos relacionados
con el célculo infinitesimal.

9.1. Programas del tema 1

Induccién y recurrencia. Hasta que se adquiere cierta experiencia las demostraciones por
induccién parecen dudosas pues para probar un caso se utiliza el caso anterior que tampoco se
ha probado. Un paralelo méas tangible en programacion es el uso de la recursién (llamadas de
una funcién a si misma). En el siguiente ejemplo tipico se calcula el factorial indicando 1! =1
y cémo pasar del factorial de n al de n — 1. Se imprimen los resultados parciales para ilustrar
el orden del proceso.

#
# FUNCION FACTORIAL USANDO RECURSION (Sage)
#
# ________________________________________________________
def fact(n):

print n,’--->7,

if n==1:

return 1

return nxfact (n—1)
# ________________________________________________________
Q@interact
def _(n=("n","1")):

print "n!=" fact(Integer(n))
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El programa sin usar recursiéon no tiene la menor complicacién y consistiria en un simple
bucle que recorre los nimeros de 1 a n y multiplica los resultados.

#
# FUNCION FACTORIAL SIN USAR RECURSION (Sage)
#
# ________________________________________________________
def fact(n):

res =1

for i in range(l,n+1):

res x= 1i

return res
# ________________________________________________________
@Qinteract
def _(n=("n","1")):

print "n!=" fact(Integer(n))

Para los no avezados en Sage serd mas facil de entender la versiéon en Python puro de ambos
programas sin usar la decoracién interactiva @interactl

# #
# Con recursién (Python) # Sin recursién (Python)
# #
def fact(n): def fact(n):

if n = 1: return 1 res =1

return nxfact(n—1) for i in range(l,n+1):

res x= 1
return res

n = input(’Introduce n: ) n = input(’Introduce n: )
print str(n)+’! =’, fact(n) print str(n)+’! =’, fact(n)

La elegancia y brevedad de la recursién no siempre estd acompanada de la eficiencia. En
primer lugar la recursién requiere memoria que no se ve en forma de llamadas sucesivas que
se acumulan en la pila (stack). En Python por ejemplo estdn limitadas a 1000 (y por tanto
el primer programa con 1000 lleva a un error del tipo maximum recursion depth exceeded).
Por otro lado, no es tan controlable el tiempo que requiere una operaciéon como el de llamada
a una funcién. Una prueba utilizando el primer programa para calcular 999! cien mil veces
tardé 123 segundos, mientras que el que no emplea recursién tardé 86.

Para completar se incluye también la versién C recursiva
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#include <stdio.h>

/*
FUNCION FACTORIAL USANDO RECURSION ()
*/
double fact( double num ){
if ((num = 1 )
return 1;
else
return numxfact (num—1);
}
int main() {
int n;

printf("Introduce un entero positivo:\t");
scanf("%d", &n);

if ( n> 11 )
printf (" %d!

else if ( n> 0 )
printf (" %d!

%e\n", n, fact(n));

%d\n", n, (int)fact(n));
else
printf("Nimero fuera de rango\n");

return 0;

y la versién Java

/*
FUNCION FACTORIAL USANDO RECURSION (Java)
*/
import java.io.x;
public class fact{
public static double factorial (double num) {

if (num = 1)
return 1;
else
return numxfactorial (num—1);
}
public static void main(String [] args ) throws IOException {
int n;

System.out.println ("Introduce un entero positivo");

BufferedReader br = new BufferedReader (
n = Integer.parselnt (br.readLine ());

if ( n>11 )

System.out.println( factorial(n) );
else if( n>0)

System.out.println( (int)factorial(n) );
else

System.out. println ("Nimero fuera de rango");
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En ambos casos hay limitaciones internas severas para el tamafno de los niimeros.

Para terminar, aunque no tenga relacién directa con este curso, se incluye uno de los
ejemplos més espectaculares de la recursion: una funcién de juna linea! que calcula el maximo
comun divisor. Algunas lineas més permiten ver el algoritmo de Euclides.

#include <stdio.h>
#include <stdlib .h>

/ *

Méximo comin divisor jen una linea! (C)

Corregido y adaptado de J. Hubbard p. 103 "Programming in C++"
Schaum’s easy outlines. Crash Course.

*/
int med(int j, int k){ printf("k=%d, j=%d\n",j,k); return k ? med(k,j %) : j; }

main (){
int j,k;
printf("\nPrimer numero:\t");
scanf("%d", &j);
printf("\nSegundo nimero:\t");
scanf("%d", &k);
printf("\nAlgoritmo de Euclides\n");
printf("=====================\n");
printf("Resultado:=%d\n", mcd(j,k));

El truco esté en que al ejecutar mcd(j,k) se llama a mcd(k, j%k), es decir, se esta diciendo
indirectamente que el maximo comun divisor de dos ntimeros es lo mismo que el del segundo
y el resto de dividir el primero por el segundo. Justamente ése es el algoritmo de Euclides.

Desigualdades y representacion grafica. En el primer capitulo se suelen resolver las
desigualdades utilizando argumentos puramente algebraicos porque no se ha repasado la re-
presentacién gréfica de funciones. Sin embargo es facil hacerse una idea de funciones sencillas. A
continuacién se ilustra cémo la solucién de la desigualdad |22 —5| < 4 que es x € (=3, —1)U(1, 3)
es facil de obtener pensando que y = x? — 5 es una parabola y que el valor absoluto pasa la
parte negativa a la positiva.

#

# DESIGUALDAD |X°2-5|<4 (Sage)

#

#

P = plot( abs(x"2-5), —4,4, thickness=3)

P = P+line ([(—4,4), (4,4)], color="red’, thickness=3)

P = P+line ([(—=3,0), (—1,0)], color=’green’, thickness=4)
+line ([(—=3,4), (—3,0)], color=’green’,

linestyle=’--?)+line ([(=1,4), (—1,0)], color=’green’, linestyle=’--")

P = P+line ([(1,0), (3,0)] color:’green’, thickness=4)
+line ([(1,4), (1

0)], color=’green’, linestyle=’--7)
+line ([(3,4),(3, O)}, color=’green’, linestyle=>--7)
P.show (ymin=0, ymax=5)
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El programa da lugar al siguiente dibujo

Siguiendo la idea anterior, podemos ver también el infimo (o el supremo) de un conjunto
dibujandolo, cuando sea posible

#
# INFIMO DE {(—1)"n#n+1/n4n+1 CON n NATURAL} (Sage)
#

N = 10

f(n) = (-1)"n*n+1/n+n+1

heigh = 0.5

c=line ([({(1),—heigh), (f(1),heigh)], color=’green’)

for n in range(1,N+1):
¢ =c¢ + line ([(f(n),—heigh), (f(n),heigh)], color=’green’)
c.show(aspect_ratio = 1,xmin=0, xmax=6)

El primer dibujo corresponde al programa tal como estd y el segundo a tomar N = 20.

9.2. Programas del tema 2

Representacion grafica de sucesiones. Una sucesién {a,}22 ; se puede considerar a me-
nudo como una funcién real f restingida a valores enteros. Ello permite visualizar la sucesion
como una grafica.

#
# CALCULA TERMINOS DE UNA SUCESION Y LOS DIBUJA (Sage)

var("n")

@interact

def _(f = sqrt(n"24n)—n, N=int (7)):
for x in range(1,N+1):

print ’a_’+4str(x)+’=’,float (f(x))
li = [(x,f(x)) for x in range(1,N+1)]
show( plot(f,1,N,linestyle=’--’,alpha=0.4)

+list_plot (li ,rgbcolor=(1,0,0),pointsize=30) )
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La linea de trazos corresponde a la funcién y los puntos a la sucesién.

fl-n+sqgri(n*2 + n)

N7
a 1= 0.414213562373
a_2= 0.449489742783
a_3= 0.464101615138
a_4= 0.472135955
a 5= 0.477225575052
a 6= 0.480740698408
a 7= 0.483314773548
L ]
0.48 - °
[ ]
0.47 - °
»
0.46 |-
0.45 o
0.44 |
0.43 |
0.42 |
L ]
1 1 1 1 L 1 1
1 2 3 4 5 6 7

Algunas sucesiones especiales. Una de las sucesiones mas populares es la llamada sucesion

de Fibonacci definida de manera recurrente como
Foo=F, 1+ F, con Fy = F», = 1.

En el problema (#2-12b) se pide hallar el limite de F},;1/F),. El resultado es (1 4 v/5)/2. Este
nimero se conoce como la razén airea.

#

# LA SUCESION DE FIBONACCI RESPONDE A LA FORMULA (Python)

# a_{n+1}=a_n+a_{n-1} con a_1=1 y a_2=1

# el cociente a_{n+1}/a_n tiende a (1+\sqrt{5})/2 (llamado razén atrea)
#

nmax=20

a-n, a-n-mas_-1 =1, 1

for n in range (0,nmax):
print ’a_’4str(n+1)+’=’+str(a.n),
print ’\ta_’+4str (n+2)+’/a_’+str (n+1)+’="’
+str(float (a-n_mas_1)/float (a-n))
an, an_mas_-1 = a_n_mas_1, a_nt+a_n_mas_1

Nétese en la ultima linea la comodidad con que Python permite intercambiar variables.
Otros lenguajes como C o Java necesitarian una variable extra.
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En el problema (H2-6) se habla de un eficiente método para calcular raices cuadradas
con precisiéon arbitraria (H2-7). Este algoritmo tiene una explicacién plena en relaciéon con la
interpretacion geométrica de las derivadas.

El siguiente programa permite jugar con diferentes valores iniciales y ntimeros de iteracio-
nes. El parametro ncif se puede modificar para visualizar més cifras decimales.

#

# RECURRENCIA DEL PROBLEMA 6 DE LA HOJA 2 (Sage)
# (método para calcular raices cuadradas)

@interact
def _(tl=text_control(’Nimero’), x=float (4.0),
t2=text_control(’Iteraciones’), n=int (1) ):
ncif = 15
a = N(2.0,digits=ncif)
for k in range(1l,n+1):

print ’\t\ta_’+str(k)+’=’, N(a,digits=ncif)

a = (atx/a)/2.0
print ’------------------ - ’
print ’valor "exacto"\t =’ N(sqrt(x),digits=ncif)

.00000000000000
.75000000000000
.73214285714286
.73205081001473
.73205080756888

1= 2
2=1
3=1
4= 1
5= 1

valor "exacto" = 1.73205080756888

Es decir, no hay ninguna diferencia con el valor exacto en 15 cifras utilizando sélo 5 iteraciones.

En el problema (#2-3) se considera la sucesién a,11 = v/2a, con a; = 1. Se prueba que
converge a 2. El siguiente programa muestra un ntimero de términos arbitrario de la sucesién.

#

# RECURRENCIA DEL PROBLEMA 3 DE LA HOJA 2 (Sage)

#

# ______________________________________________________________
Q@Qinteract

def _(t2=text_control(’Nimero de iteraciones’), n=int (1)):

ncif = 15
a = N(sqrt(2),digits=ncif)
for k in range(l,n+1):
print ’a_’4str(k)+’=’, a
a = sqrt(2xa)
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Velocidad de convergencia. Una serie converge si las sumas parciales se acercan indefini-
damente a un ntmero. Eso lleva a pensar que en la practica el estudio de la convergencia de
series puede suplirse con unas cuantas operaciones en un calculadora. El siguiente programa
muestra que incluso en ejemplos muy sencillos la velocidad a la que las sumas parciales tienden
a 0o puede ser tan lenta que nos haria creer erréneamente en la convergencia.

#
# LAS SERIES \SUM 1/n Y \SUM 1/nL0G(n+1) TIENDEN A oo MUY LENTAMENTE (Sage)

- e =
@interact
def _(t2=text_control(’Nimero de términos’), N=int (100)):
sl = 0.0
s2 = 0.0
for n in range(1,N+1):
sl 4= 1.0/n

s2 += 1.0/n/log(n+1.0)
print ’\SUM 1/n=>’ sl
print ’\SUM 1/nL0OG(n+1)=>’,s2

Escogiendo por ejemplo como ntimero de términos N=100

\SUM 1/n=> 5.18737751763962
\SUM 1/nL0G(n+1)=> 3.37013412077757

Ma3s curioso todavia es que sea posible en ocasiones aumentar la velocidad de convergencia
de una serie

En el problema (#2-14) se indica un sencillo método para las series S =Y > | (—1)"ay, tales
que el criterio de Leibniz asegure su convergencia.

El siguiente programa ilustra la aceleracién de S = > >°,(—1)"/n. Un vistazo a sus lineas
deberia dar una idea de cémo simplificar el problema, (H2-14).

#
# LA SERIE \SUM (-1)"n/n CONVERGE MUY LENTAMENTE (Sage)
# (problema 14 de la hoja 2: aceleracién de series)
#
# ______________________________________________________________
@interact
def _(t2=text_control(’Nimero de términos’), n=int (10)):
s = 0.0
sa = 0.0
saa = 0.0
signo =1
k=1

while k < n+1:
s += 1.0/k; k +=1; s 4= —1.0/k; k +=1

if n %2 != 0:
s += 1.0/(k-1)

signo = —1

print ’\SUM (-1)"n/n=>\t’,s
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print ’----------- - ?
print ’Valor "exacto"\t’ ,N(log(2))

sa = s + 0.5xsigno/(n+1)
print ’-------------——-—--- - ——— ’
print ’Suma acelerada"\t’,sa

saa = s + signo*(0.75/(n+1) — 0.25/(n+2))
print ’------- oo ?
print ’Acel. doble"\t’ , 6 saa

Con n=40 términos se obtiene

\SUM (-1)"n/n=> 0.680803381792694

Valor "exacto" 0.693147180559945

Suma acelerada" 0.692998503743914

Acel. doble" 0.693143683767142

En suma, la diferencia con respecto al valor real sin acelerar la serie es 1,23 - 1072 apro-
ximadamente. Si se acelera una vez pasa a ser 1,49 - 10~* y acelerando dos veces, se reduce a
3,5 - 1076, Nétese que en el programa la aceleracién no incrementa el niimero de operaciones
porque se realiza a partir de la suma parcial de la serie.

Sucesiones y probabilidades. Consideremos la sucesién tal que su término n-ésimo es el
primer digito (el mds significativo) de 2™. Los primeros términos son

2, 4, 8 1, 3, 6, 1, 2, 5 1, 2 4, 8 1, 3, 6, 1, 2, 5 1,..

A pesar de que hay una estrecha correlacién entre cada término y el siguiente, la imprevi-
sible acumulacién de las llevadas mueve a pensar que estos numeros se distribuyen al azar
en {1,2,3,... 9}. Sin embargo la lista anterior no muestra ningin 9 y una lista mas extensa
prueba que éstos son realmente escasos. La llamada ley de Benford, aplicable a otros procesos
exponenciales (segin parece también a la poblacién de las ciudades), afirma que la probabili-
dad de obtener el digito k es log;y(1 + 1/k) donde log;, representa el logaritmo en base 10. Su
demostracién se basa en tomar logaritmos en k - 10" < 2™ < (k + 1)10".
Examinemos los resultados reales con respecto a los previstos por la ley de Benford.

POTENCIA DE DOS COMIENCE POR EL DIGITO k ES LOG(1+1/k)

#
# LA LEY DE BENFORD DICE QUE LA PROBABILIDAD DE QUE UNA (Python)
#
# DONDE LOG ES EL LOGARITMO DECIMAL

import math

digi = [0,0,0,0,0,0,0,0,0]

n=raw_input (’Introduce el nimero de potencias de dos: ’)
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# Calcula las potencias y examina el primer digito

p2=1

for i in range(0,int(n)):
P2 *x= 2

# print p2
lead = int (str(p2)[0])—1
digi[lead] = digi[lead]+1

# Imprime el resultado

print ’De las ’+str(n)+’ primeras potencias de 2:°’

for i in range(0,9):

print ’\t’+str(digi[i])+’ comienzan por ’+str(i+1),

print ’\t(ley de Benford: ’,

print str(float (n)+*math.log(1.0+1.0/float (i+1))/math.log(10.0))+ )"

Para 100 términos la prevision es bastante certera.

De las 100 primeras potencias de 2:

30 comienzan por 1 (ley de Benford: 30.1029995664)
17 comienzan por 2 (ley de Benford: 17.6091259056)
13 comienzan por 3 (ley de Benford: 12.4938736608)
10 comienzan por 4 (ley de Benford: 9.69100130081)
7 comienzan por 5 (ley de Benford: 7.91812460476)
7 comienzan por 6 (ley de Benford: 6.69467896306)
6 comienzan por 7 (ley de Benford: 5.79919469777)
5 comienzan por 8 (ley de Benford: 5.11525224474)
5 comienzan por 9 (ley de Benford: 4.57574905607)

Acabamos de ver que una sucesién sencilla da lugar a una modelo de probabilidad. En otro
sentido es también posible utilizar la probabilidad para definir sucesiones “aleatorias”. Lo curio-
so de algunas de ellas es que dan aproximaciones a ciertos conjuntos “fractales” estéticamente
atractivos.

Una de las situaciones mas simples y conocidas consiste en tomar (z1,y;) como el vértice
de un tridngulo equildtero y definir (41, Yn+1) como el punto medio entre (x,,y,) y uno de
los vértices elegido al azar.

A pesar de que la definicién es puramente aleatoria, al dibujar los pares (x,, y,) en el plano
se obtiene siempre una aproximacién del mismo conjunto, llamado tridngulo de Sierpirisksi.

import java.awt.sx;
import java.applet.x;
import java.util.x;

public class Fractal extends Applet{
// Este programa aproxima el tridngulo de Sierpinski. (Java)
// Consiste en iterar aleatoriamente homotecias de razén 1/2
// centradas en los vértices de un tridngulo equildtero.

public void paint (Graphics g) {
double escala=300.0;
double x=0.0;
double y=0.0;
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Random alea=new Random();

// En condiciones ideales 6000* 10 milisegundos = un minuto
for(int j=0; j<6000; j++){
// Elige un numero al azar = 1,2,3
int i=Math.abs(alea.nextInt())%3+1;
it (i==1){
// Si i=1, homotecia de razén 1/2 por (1,0)
x+=1.0;
if (i==2){
// Si i=1, homotecia de razén 1/2 por (1/2,raiz de 3/2)
x+=0.5;
y+=0.8660254;
}
// Efectia la homotecia
xx=0.5;
y*=0.5;
// Espera 10 milisegundos
pause (10);

// escalax*x(0.8660254-y) en lugar de escala*y porque en
// java el eje Y apunta hacia abajo
// y queremos que apunte hacia arriba
g.drawRect ((int)(escalax*x),(int)(escala=*(0.8660254—y)),1,1);
}
}
public static void pause(int n){
// Espera n milisegundos

try{
Thread. sleep (n);

}

catch(InterruptedException e){

El resultado en diferentes momentos es:

O AppletViewer: F e & 2o AppletViewer: F @ @& |2 © AppletViewer: F e ®

Subprograma | Subprograrma Subprograrna

Subprograma iniciado, Subprograma iniciado. Subprograma iniciadeo,

El programa se compila bajo el nombre Fractal. java y es necesario construir la siguiente
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minipdgina web Fractal.html para lanzarlo con appletviewer Fractal.html o abrirlo con
un navegador.

<HTML>
<APPLET CODE=Fractal.class WIDTH=300 HEIGHT=300></APPLET>
</HTML>

9.3. Programas del tema 3

El método de la biseccién. El método de la biseccién es muy sencillo de programar. Los
siguientes ejemplos son programas en Python y en C que aplican el método a senx — e™* en
[0,1] y a x — 10senx (3-5) en [8,9], respectivamente. Es facil cambiar los pardmetros.

Enhttp://wiki.sagemath.org/interact/calculus#RootFindingUsingBisection/hay una im-
plementacion del método de la biseccién en Sage graficamente muy atractiva.

#
# METODO DE LA BISECCION PARA LA FUNCION f(x) EN [0,1] (Python)
# [a,b] intervalo n= numero de pasos

import math

def f(x):
return —math.exp(—x)+math.sin (x)

def bisec(n, a, b):
for i in range(n):

med = (a+b)/2.0;

print ’Intervalo en x [’+str(a)+’,’+str(b)+’1\t’,
’Intervalo en y [’+str(f(a))+’,’+str(f(b))+°1"

if f(a)=f(med)<=0:
b = med

else:
a = med

bisec (10, 0.0, 1.0)

/%
Método de la biseccién (Cc)

*/

#include <stdio.h>
#include <stdlib .h>
#include <math.h>

/* Funcién */

double f(double x){

// return exp(x)*(x+2)-1;
return x—10.0%sin (x);

}

/* n= nimero de pasos [a,b]l= intervalo */
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void bisec(int n, double a, double b){
int i;
double med;
for (i=0;i<n;++1){
med = (a+b)/2.0;
printf("i=%d, [%f,%f]1-->[%.10f,%.10£]1\n" i ,a,b,f(a),f(b) );
if( f(a)*f(med)<=0 ) b = med;

else a = med;

bisec (10,8.0,9.0);

La salida de este programa es:

i=0, [8.000000,9.000000]-->[-1.8935824662,4.8788151476]
i=1, [8.000000,8.500000]-->[-1.8935824662,0.5151288738]
i=2, [8.250000,8.500000]-->[-0.9760421024,0.5151288738]
i=3, [8.375000,8.500000]-->[-0.2981272392,0.5151288738]
i=4, [8.375000,8.437500]-->[-0.2981272392,0.0922067215]
i=5, [8.406250,8.437500]-->[-0.1071168380,0.0922067215]
i=6, [8.421875,8.437500]-->[-0.0084841339,0.0922067215]
i=7, [8.421875,8.429688]-->[-0.0084841339,0.0416053111]
i=8, [8.421875,8.425781]1-->[-0.0084841339,0.0164964309]
i=9, [8.421875,8.423828]-->[-0.0084841339,0.0039900890]

En (#3-10) se indica un algoritmo para adivinar niimeros basado en el método de de la bi-
seccion. En este programa se introduce una componente de azar en la eleccion inicial, perdiendo
un poco de eficiencia, para que el juego sea menos mondtono.

ADAPTACION DEL METODO PARA ADIVINAR NUMEROS (Python)
DEL PROBLEMA 10 DE LA HOJA 3 CON LA VARIANTE
DE QUE EL PRIMER NUMERO SE ELIGE AL AZAR

PARECE QUE EN ALGUN CASO EXTRANO EL NUMERO DE
INTENTOS PODRIA SER 11 (inicial 346, pensado 1000)

H O H H B OH R

import random

def readn(a,b,c):
global _inte

_inte +=1
print ’\nIntento ’, _inte
print ’;Es el ’+str(c)+’7’,
ans = ’g’
while (ans not in ’<>=’) or (ans = ’’):
ans = raw_input("Escribe si tu nimero es <, > o =\t")
if ans = ’<’:

return a, c
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if ans = ’>’:
return c¢, b
return c, ¢

_inte =0
print ’Piensa un nimero entre 1 y 1024’
print ’Intentaré acertarlo en a lo mads 10 intentos’

a,b = readn(0,1026 ,random.randrange(2,1023))

while b—a>1:

a,b = readn(a,b,(atb)//2)
if a = b:

print ’\njACERTE!\n’
else:

print ’Me temo que te has equivocado o has hecho trampas’

El didlogo tras pensar el nimero 300 fue el siguiente:

Piensa un nimero entre 1 y 1024
Intentaré acertarlo en a lo mas 10 intentos

Intento 1
;Es el 77 Escribe si tu niumero es <, > o = >
Intento 2
;Es el 5167 Escribe si tu nimero es <, > o = <
Intento 3
;Es el 2617 Escribe si tu nimero es <, > o = >
Intento 4
;Es el 3887 Escribe si tu nimero es <, > o = <
Intento 5
;Es el 3247 Escribe si tu nimero es <, > o = <
Intento 6
;Es el 2927 Escribe si tu numero es <, > o = >
Intento 7
;Es el 3087 Escribe si tu numero es <, > o = <
Intento 8

;Es el 3007 Escribe si tu numero es <, > o = =

i ACERTE!

9.4. Programas del tema 4

Aproximaciones de la derivada. Un conocido chiste cuenta que un conductor por una
carretera secundaria ve una senal que pone “Reduzca a 50km”. El conductor reduce su veloci-
dad a 50km/h. Sucesivamente va encontrandose con senales de “Reduzca a 40km”, “Reduzca
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a 30km”, “Reduzca a 20km” y “Reduzca a 10km”. Después de ir a velocidad de tortuga se
encuentra finalmente un cartel que dice “Bienvenidos a Reduzca”.

Parece claro que si el nimero de senales es mayor, el tiempo que se necesita para llegar
a Reduzca es también mayor. Matematicamente cabe preguntarse qué ocurriria si hubiera un
continuo de senales, es decir, si en cada punto el conductor redujese su velocidad al valor dado
por su distancia a Reduzca. Aunque parezca un problema ocioso, de una forma parecida se
inventaron los logaritmos neperianos. Para el continuo de senales la posicién en funcién del
tiempo es x(t) = 50 —50e~", que resuelve z’(t) = 50 —z(t), asi que deberfan pasar t = —log(1—
x/50) horas para avanzar x kilémetros y nunca se llegaria a destino pues — log(1—xz/50) — 400
cuando x — 507.

Intuitivamente parece claro que poner muchas senales aproxima bien esta solucién limite y
esto es lo que ilustra con una grafica el siguiente programa.

#

# CHISTE DE BIENVENIDOS A REDUZCA (Sage)
#

# n = Nimero de sefiales

n = 10

h = 50.0/n

a = 0.0

b =h/50.0

I = line ([(a, 50.0%a), (b, 50.0%b)])

for k in range(l,n):
a=>b
b += h/(50—kxh)
lI4+=line ([(a, hxk), (b, hx(k+1))])

f = 50.0%(1.0—exp(—x))
show (1+f. plot (0,b, color=’red’))

Con 10 senales la aproximacion ya es bastante buena.
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El problema (#4-12) sugiere que curiosamente aproximar f'(z) por (f(z+h)— f(z—h))/2h
con h pequelno es més ventajoso que aproximar por (f(x +h)— f(a:))/h, a pesar de que esta
cantidad es méas natural por la definicién de derivada.

# APROXIMACION DE LA DERIVADA (Sage)
# PROBLEMA 12 DE LA HOJA 4

var(’x?)
@interact
def _(f = cos((x+1)xsin(x)), a =1, b = 2,
p = plot( diff(f,x)(x=t)—(f(x=t+h)—f(x=
p += plot( diff(f,x)(x=t)—(f(x=t+h)—f
show (p)

0.
h ,t, a, b, color= ’red’)
))/h/2 ,t, a, b, color= ’green’)

Las graficas de los errores cometidos con ambas aproximaciones (verde la primera y roja la
segunda) para f(z) = cos ((z 4 1)sinz) son bastante ilustrativas.

-0.02

-0.04 -

-0.06

-0.08

0.1r

-0.12

0.14 -

Derivadas y tangentes. El siguiente programa simplemente dibuja una grafica y su tan-
gente alrededor de un punto dado.

#
# DIBUJA UNA GRAFICA EN [a-1/2,a+1/2] Y SU TANGENTE EN a (Sage)

var(’x, t’)

@interact

def _(f = exp(x—log(x)*cos(x)), a = 1):
p = plot( f ,x, a—0.5,a4+0.5, thickness=2)
p += plot ( diff(f,x)(x=a)*(t—a)+f(x=a) ,t, a—0.47,a+0.47, color=’red’)
show (p)

9.5. Programas del tema 5

Dibujando el teorema del valor medio. La idea geométrica del teorema del valor medio
es muy sencilla. Simplemente dice que hay al menos una tangente paralela a la secante.
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Este programa hace el dibujo tras elegir una funcién y un intervalo.

#
# EL TEOREMA DEL VALOR MEDIO (Sage)

var(’x,t’)
@interact
def _(f = x"2xexp(x)+1/2, a =0, b=1 ):
= find_root ( diff(f,x)—(f(x=b)—f(x=a))/(b-a), a, b)
= plot( f ,x, a, b, thickness=2)
+= point ((a a)),pointsize=80,rgbcolor=(0,0,1))
), pointsize=80,rgbcolor=(0,0,1))
(x=
)

+= plot ( dlf
+= line ([(a

c¢)*(t—c)+f(x=c) ,t, a, b, rgbcolor=(1,0,0))
, (b,f(x=b))], rgbcolor=(0.2,1,0))

7

p

P f(x=

p += point ((b, f(x=b)
P f( x)
p f(x=a)

0.5F

Aproximacién por polinomios de Taylor. Para funciones “normales” los polinomios de
Taylor dan aproximaciones muy buenas en las cercanias del punto. Este programa permite
experimentar cambiando la funcién, el punto, el tamano del intervalo y el orden. También
imprime el polinomio de Taylor exactamente lo cual puede ser de interés para comprobar
soluciones.

#
# APROXIMACIONES DE TAYLOR (Sage)

var(’x’)
@interact
def _(f = exp(x)*(x+sin(4xx)), a = 0, r=1, order=(1..10)):

pt = f.taylor(x,a,order)

html (> $T_{%s, hs}(x)="%s$’ %(order ,a,latex (pt)))

p = plot(f, a—r, atr, thickness=2)

p += point ((a,f(x=a)),pointsize=60,rgbcolor=(0,0,1))

p += plot(pt, a—r, atr, color=’green’, thickness=2)
show( p )

Los siguientes dibujos corresponden a 6rdenes 3, 6 y 9, respectivamente:

o1



9.5. PROGRAMAS DEL TEMA 5 CAPITULO 9. PROGRAMAS
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Aproximaciones polinémicas en aplicaciones graficas. En el problema (#5-15) se in-
dica cémo realizar una aproximaciéon cuadratica de la grafica de una funcién f simplemente
seleccionado tres puntos tg = a, t; = (a +b)/2 y ta2 = b, y considerando la pardbola (o la
recta) que pasa por (ti, f (tz)) El mismo argumento se puede aplicar para aproximar curvas
parametrizadas (x(t), y(t)), las cuales no siempre corresponden a gréaficas de funciones.

Intuitivamente parece que si tomésemos més valores de ¢; y consecuentemente empleamos
polinomios de orden superior, las cosas deberfan ir mejor. Curiosamente la practica muestra
que ocurre mas bien lo contrario. A esta extrana situacién se le llama fendmeno de Runge. La
explicacion ya se apunta en (H5-15b). El error depende en el caso general de una derivada de
orden muy alto y ésta puede ser gigantesca.

La siguiente aplicacion Java permite arrastrar los puntos con el ratéon. Para cambiar el
numero de puntos basta modificar la “constante” N.

import java.awt.x*;
import java.applet.Applet;

public class Lagrange extends Applet {
// Este programa interpola entre uno cuantos puntos, (Java)
// que se pueden arrastrar con el ratén, usando polinomios.
// El nimero de puntos se modifica cambiando N mas abajo.

Point [] puntos; //Puntos de interpolacién
int pcurso; // Numero del punto en curso
Image lienzo;

Graphics grafico;

// Constantes

static final int N = 3; // Nimero de puntos
static final int R = 8; // R de los puntos

public void init () {
puntos = new Point [N];
pcurso = N; // Desactiva el punto en curso
// Equidistribuye
for(int i=1;i < N4+1;4++1i)
puntos [i —1] = new Point( ix(int)(
size ().width /(double)(N+1)), (int)(size ().height/2));
// Crea imagen ajustada al tamafio especificado en <APPLET>
lienzo = createlmage (size ().width,size (). height);
grafico = lienzo.getGraphics ();
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// Calcula el valor del polinomio de Lagrange j
private double lagr(int i, double t){
double pr=1.0;
for(int j=0; j < N; ++j)
12(j 1= i) pra=(t+(N-1.0)—j)/(i-j);
return pr;

}

public void paint (Graphics g) {
// Pinta el segmento (px,py), (gx,qy)
double gx=puntos[0].x, qy=puntos[0].y, px, py;

// Rellena de blanco

grafico.setColor (Color. white);
grafico.fillRect (0,0,size ().width,size (). height);
grafico.setColor (Color.black );

// Dibuja los puntos
for(int i=0;1 < Ni++1i)
grafico.fillOval (puntos[i].x—R/2,puntos[i].y-R/2,R,R);

// Los interpola
for(double t=0.0; t<=1.0; t+=0.01){
// nuevo-> antiguo
px=gx; py=qy; gx=0.0; qy=0.0;
// Calcula nuevo
for (int i=0; i<N; 4++i){
qx+=(double) (puntos[i].x)xlagr(i,t);
qy+=(double)(puntos[i].y)*xlagr (i, t);
}
grafico.drawLine ((int)(px—.5),
} (int)(py—.5),(int)(ax—.5),(int)(ay —.5));
grafico.drawLine ((int)qgx,(int)qy, puntos [N—1].x,puntos[N—1].y);
g.drawlmage(lienzo ,0,0,this); // Al lienzo

}

public void update(Graphics g) {
paint (g);

}

// Sigue mas abajo

El resto del programa son listeners para leer el ratén que estdn anticuados (aparecen de-
precation warnings al compilar) pero que funcionan. Alguien con conocimientos de Java podria
reemplazar estas funciones de java.awt por otras mas modernas.

// Continda el listado anterior
public boolean mouseDown(Event evt, int x, int y) {
Point p = new Point(x,y);
for(int i=0;i < Nj4++1i)
if ( Math.abs(p.x—puntos[i].x)
+ Math.abs(p.y—puntos[i].y) < R )
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pcurso=i; // punto i en curso
return true;

}

public boolean mouseDrag(Event evt, int x, int y) {
if (pcurso < N) { // Si hay un punto activado
puntos[pcurso|.move(x,y);
repaint (); // actualiza

}

return true;

}

public boolean mouseUp(Event evt, int x, int y) {
pcurso = N; // Suelta punto
return true;

El programa requiere el nombre Lagrange. java y para para lanzarlo con appletviewer o
abrirlo con un navegador es necesario construir un fichero HTML, Lagrange .html, conteniendo

<HTML>
<APPLET code="Lagrange.class" height="400" width="400"></APPLET>
</HTML>

Se muestran algunos resultados para N=3, N=4 y N=15. Los dos primeros son razonables,
mientras que el ultimo muestra la gran sensibilidad al mover los puntos que hace intutil la

aproximacion.

(2] © AppletViewer: Lagrange.clas ®® [l © AppletViewer: Lagrange.clas ®&® ® (2] © Appletviewer: Lagrange.clas @@ @
Subprograma Subprogramma Subprograma

Subprograma Iniciado. Subprograma iniciacio Subprograma iniciado

9.6. Programas del tema 6

El método de Newton. Este es el tema de este capitulo que se presta més a cdlculos
numéricos y verdaderamente los resultados son bastante espectaculares. Parece mentira que
con tan pocas operaciones se obtengan resultados tan precisos.

El siguiente programa aplica el método de Newton y ademds muestra la interpretacién
geométrica.
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#
# METODO DE NEWTON (Sage)
#
# ________________________________________________
var(’x”)
@interact
def _(f = xtcos(x"2)—2xxxexp(x), a=0, b=1, x0 =0, n =14 )
p = plot( f ,x, a, b, thickness=1.5, rgbcolor=(1,0,0))
for i in range(n):
x1 = x0 — f(x=x0)/diff(f,x)(x=x0)
p += line ([(x0,f(x=x0)), (x1,0)], thickness=0.75)
p += line ([(x0,f(x=x0)), (x0,0)], linestyle = ’--’, thickness=0.75)
x0 = x1
html (> $x_%s = %s$’ %@, float (x1)))

( )
html("$f (x_%s) = %s$" %@, float (f(x=x1))))
show (p)

Los datos por defecto dan lugar al siguiente resultado:

x, = 0.456734087855
fx,) = —0.00722846343139
1

A continuacién se incluye una variante en Python puro que permite elegir funciones de

entre una lista

#

# METODO DE NEWTON PARA UNA FAMILIA DE FUNCIONES (Python)
#

import math

def flin (x,a,b):
return a*xx + b

def flind (x,a,b):
return a

def fexp(x,a,b):

return math.exp(x) + a*x + b
def fexpd(x,a,b):

return math.exp(x) + a
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def fcub(x,a,b):
return X*X*X + axX + b
fcubd (x,a,b):

return 3*X*X + a

def

def fcos(x,a,b):
return math.cos(x) + a*x + b
fcosd (x,a,b):

return —math.sin(x) + a

def

LF=[(flin , flind ) ,(fexp,fexpd),(fcub, fcubd),(fcos, fcosd)]

print ’Elige una funcién:’

print ’1) ax+b 2) e "x+ax+b 3) x"3+ax+b
k, n =0, 40

a, b, x = —-0.125, 0.0, 26.5

while( (k<1) or (k>4) ):
k = input(’Nimero (1-4): )

k—=1

a = input(’Introduce a: ’)

b = input(’Introduce b: )

x = input(’Introduce x_0: ’)

n = input(’Introduce el nimero de interaciones:

print 0, x, LF[k][0](x,a,b)
for i in range(0,n):
x = x — LF[k][0](x,
print i+1, x, LF[k]

raw_input ()

Al ejecutarlo, un posible resultado es:

Elige una funcién:

1) ax+b 2) e "x+ax+b
Nimero (1-4): 4
Introduce a: -1
Introduce b: 0
Introduce x_0: 0.5
Introduce el niumero de interaciones: 5
0 0.5 0.37758256189

.755222417106 -0.0271033118575
.73914166615 -9.46153806177e-05
.739085133921 -1.18097787105e-09
.739085133215 0.0

.739085133215 0.0

3) x"3+ax+b

g W N
O O O OO

4) cos(x)+ax+b

4) cos(x)+ax+b’

’)

Obviamente no hay que tomar literalmente el error cero de las ultimas iteraciones, simple-

mente excede la precisién de la maquina.
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Un problema de minimos. En (H6-6) se propone averiguar las dimensiones de un cercado
rectangular pegado a una pared (por lo que no es necesario construir uno de los lados) de forma
que el area sea 20 metros cuadrados y el perimetro minimo.

La siguiente applet permite jugar interactivamente con las dimensiones del cercado para
comprobar la solucién del problema.

import java.awt.x*;
import java.lang.Math.x;

public class cercado extends java.applet.Applet {
// PROBLEMA 6 DE LA HOJA 6 (Java)
Point punto;

public void init () {
punto = new Point(300,100);
setBackground ( Color . white );

}

public void paint(Graphics g) {
double x = (punto.x/50.0); double y = (punto.y/50.0);
String temp;

// Borra
g.setColor (Color . white );
g.fillRect (0,0,size ().width,size (). height);

// Cercado

g.setColor (Color.green); g.fillRect (2,5,punto.x,punto.y—3);
g.setColor (Color.black); g.fillOval(punto.x—5,punto.y—5,10,10);
g.drawRect (1,2, punto.x, 3); g.drawRect(1,0, punto.x, punto.y);
// Informacién

g.setFont (new Font("Serif" Font.BOLD,17));

g.drawString ("Horizontal: " + x, 40, 215);

temp = "" 4+ (x+2xy); // Redondea

temp = temp.substring (0, Math.min(6, temp.length ()));
g.drawString ("L = " + temp, 300, 215);

g.drawString ("Vertical: " + y, 40, 235);

temp = "" 4+ (x*y); // Redondea

temp = temp.substring (0, Math.min(6, temp.length()));
g.drawString ("Area = "+ temp, 300, 235);

}

public void update(Graphics g) {
paint (g);

}

public boolean mouseDrag(Event evt, int x, int y) {
punto.move(x,y);
repaint (); // actualiza
return true;
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El fichero HTML que se ha utilizado para lanzar cercado.class, el resultado de compilar
el cédigo anterior, es:

<HTML>
<APPLET CODE=cercado.class WIDTH=500 HEIGHT=250></APPLET>

</HTML>

9.7. Programas del tema 7

Valor medio y tension eficaz. Normalmente entendemos la media de un conjunto discreto
de datos como su suma dividida entre el nimero de ellos. La generalizacién natural al mundo
continuo es que la “media” de una funcién f en un intervalo I = [a,b] es |I|™* f: f- En
Matematicas se consideran otras medias que involucran potencias de f sobre todo f2. Como se
menciona en (H7-14), una media de este tipo se utiliza cuando se habla de la tensién (voltaje)
de un enchufe. En términos generales, si V' = V() es la tensién como funcién del tiempo, que
suponemos peridédica de periodo T, entonces la tension eficaz que se puede aprovechar para
generar energia es realmente (% fOT V2)1/ 2,

Fl siguiente sencillo programa simplemente dibuja la tension y la tensién eficaz para el caso
de un enchufe casero, ilustrando la solucién de (H7-14).

# Tensién eficaz (Sage)
T = 1/50
f = 220xsqrt (2)*sin (2% pixx/T)

h = sqrt(integral (f°2/T, x, 0, T))

p = plot( f ,x, 0, T)

p += plot(h ,x, 0, T, color=’red’, linestyle=’--")
p += text("T. eficaz",(T/40,h+20),fontsize=14 )
show (p)

A pesar de que un enchufe sea de 220V, en cada periodo su tensién alcanza 311.13V.

0.005 0.4 0.015 02

La regla de Simpson. En (H7-19) se describe la regla de Simpson, uno de los métodos mas
empleados para aproximar integrales, basada en dividir en 2n subintervalos el intervalo de
integracién y aplicar en cada uno de ellos la aproximacion

[ 1w =5 (@ 41D+ ).
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Alli se pide usar la regla de Simpson con 4 subintervalos para aproximar la integral
fol e®/(1 4 x) dzx. El siguiente programa realiza este célculo, resultando 1.12543120467, y mo-
dificando el valor de n permite conseguir resultados mas aproximados.

import math

def f(x):
return math.exp(x)/(1.0+x)

n =4

n = 2x(n/2) # Siempre par
a = 0.0

b=1

h = (b-a)/n

s = f(b)—f(a)

for k in range(0,n,2):
s = s + 2.0«f(atkxh) + 4.0xf(a+(k+1)xh)

print ’Regla de simpson con’, n, ’subintervalos:’, sxh/3

Sumas de Riemann y sumas de series. Escribiendo una integral como limite de sumas
de Riemann se pueden calcular algunos limites de aspecto espectacular. En (H7-20) por ejemplo
se propone hallar

L =Ilima, con a, =

Zm

Este programa calcula el valor de a,, para un n dado.

/ *
a_n en el problema 20 de la hoja 7 (c)
*/

#include <stdio.h>
#include <stdlib .h>
#include <math.h>

int main(int argc, char sxargv)

{
int n,k;
double a=0.0;

printf("Introduce un nimero naturall\n");

scanf("%d", &n);

for (k = 0; k < n; ++k)

a+=1.0/sqrt (nx(ntk+1));
printf("\na_%d = %f\n",n,a);
return EXIT_SUCCESS;
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Resolviendo (H7-20), L = fol dr/v/1+x =2v/2—2=0.8284271... y la salida del programa
anterior para varios valores de n es:

a_10 = 0.814052 a_100 = 0.826965
a_20 = 0.821172 a_10000 = 0.828412
a_40 = 0.824783

9.8. Programas del tema 8

La constante de Euler-Mascheroni. En el problema (#8-10) se prueba que la sucesién
ap = Zﬁzl 1/n —log k estd acotada. Con un poco de ingenio se puede demostrar que de hecho
converge. Su limite es 0.577215665. .. y se le conoce como constante de Euler-Mascheroni. No
se conoce si es un nimero racional.

La convergencia de la sucesion se ve al dibujar los puntos (k, ay).

#

# CONSTANTE DE EULER-MASCHERONI (Sage)
#

sk = 0 #suma parcial de la serie arménica

li =[]
for k in range(500):
sk += 1/(k+1)
if k>20:
li.append( (k+1,sk—log(1+k) ) )

list_plot (li , pointsize=4)
0.577215665
+= line( [(1i[0][0],c), (li[len(1li)—1][0],c)], color =’red’ )

T oo
Il

Claramente se observa un comportamiento asintético

061 .
0.595 %
059 F
0.585

0.58 -

! ! L L !
100 200 300 400 500

En (#8-10) se decia que la suma parcial mil millones de la serie arménica es menor que 22.
De este dibujo se infiere que es menor que 0,58 + log 10° que vale alrededor de 21.30.
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Una aproximacién de n. En su magnifico libro “Célculo infinitesimal”, M. Spivak escribe:
“Todo joven estudiante deberia obtener por si mismo algunos decimales de n”. El problema
(H8-23) no permite cumplir facilmente este cometido sélo con lapiz y papel, pero da buenas
aproximaciones sucesivas con una calculadora de bolsillo (por supuesto sin usar la tecla de ).

/ *
Aproximacién de pi con el problema 23 de la hoja 8 (c)
*/

#include <stdio.h>
#include <stdlib .h>
#include <math.h>

int main(int argc, char sxargv){
int n,k;
double s=0.0,pot3=—-1.0;

printf("Introduce un nimero naturall\n");
scanf("%d", &n);

for (k = 0; k < n; ++k)
s+=(pot3/=-3.0)/(2xk+1)/(2xk+2);

s+=log (2.0/sqrt (3.0));

s¥=18.0/sqrt (3.0);

printf("%d términos -> %.15f\n",n,s);

return EXIT_SUCCESS;

Sabemos que m = 3,14159265358979323846 . . .

3 términos -> 3.143495666425519 7 términos -> 3.141597891740408
4 términos -> 3.141204593928735 8 términos -> 3.141591291943092
5 términos -> 3.141679779335475 9 términos -> 3.141593017380298
6 términos -> 3.141571782652125 10 términos -> 3.141592554236627
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Capitulo 10

Soluciones

10.1. Soluciones numeéricas

1) a) x € (=2,1) U (3,00). b) z € (=9/2,1/2).

2) a) Falsa, por ejemplo x = 1, y = 2. b) Verdadera.

3) No admite una solucién numérica. Se emplea w +(n+1)2= ("H)("JEQ) (2n+3)
4) a) Acotado con inf = —/3, sup = /3.

b) Acotado superiormente (pero no inferiormente) con sup = v/9.

¢) Acotado con inf = —2, sup = 1.

5) a) Converge a 3
b) No converge.
c) Converge a 1/2.

6) No admite una solucién numérica.
a) Se emplea a, < 2 = ap41 < V2-2=2.
b) Se emplea a,, < \/2a,, < a, < 2. El limite es 2.

7) No admite una solucién numérica.
a) Se prueba que si vt < z,, < 2 entonces v/t < x4 < 2.
b) Se comprueba que %(mn + i) < x, es cierto porque vt < x,.

Tn

¢) lim z,, = v/t se obtiene tomando limites en la relacién de recurrencia.
8) a), b) y ¢) convergen; d) no converge.
9) a) para a <0, b) para o > 1 y ¢) para a < 0.

10) Converge para r < 1.
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11) Es monétona creciente, estd acotada superiormente por (1 + v/5)/2 e inferiormente
por 1y es convergente con limite (14 v/5)/2.

12) La sucesién converge si y sélo si « > —1/2 y la serie converge si y sélo si a > 1/2

13) Por ejemplo f(z) = Zarctanz, g(z) = (1+ f(2))/2 y h(z) = sen(mz).

14) a) No es posible porque lim,_.o f(z) = oco.
b) No es posible porque lim,_,o+ = 3 # lim,_,,- = 4.
¢) Si es posible definiendo f(1) = f(—1) = cos 1.
d) Si es posible definiendo f(x) =0 en (—o00,0] U [1/2,0).

15) Por ejemplo

1+ sixz>0 —1+x sixz>0
f(z) = . y  g(z)= . :
-1+ six<0 1+ sixzx<O0

16) Las derivadas son f’(0) = limy_q M =0y ¢(0) = limp_0 g(h);g(()) = 0. Por
otro lado Alimy_,gsen %

17) a)y=e"
b) y = z.
O y=3r—3) -}
d)yz—%@*—k%.

18) f,//g+3f//g/+3f/g/,+fg/,/-

v —"(f ()
19 xr) = .
) ) @) (f/(f~1 (@) F (f2 ()

20) a) una; b) una; c) tres.

2 3
21) Para f, T30(v) = — 5 + % . Para g, T30(z) = i - 15— &1 T es

22) a) Z;L’o:l(—l)”ﬂw% que converge en —1 <z < 1.
b) ZZO:O(—I)"% que converge para todo = € R.

n

¢) Zfzo(—l)”% que converge para todo = € R.

23) a) 72/2; b) 4; ¢) 1;d) a.
24) Los lados perpendiculares a la pared miden /10 y el otro 2v/10.

25) El dominio de esta funcién es (0, 00). Decrece en (0,e~!) y crece en (e~1, 00) alcanzando
un minimo global en = e~!. Es convexa en todo su dominio por tanto no hay puntos de
inflexién.
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26) El minimo global es 0 y se alcanza en x = 1 y = = 3. El maximo global es 3 y se
alcanza en los extremos x = 0 y z = 4. Se alcanza un maximo local en x = 2.

27) ﬁ
28) Es decreciente en (—oo, —1) y (—1,0), Es creciente en (0, 00).
29) L no existe y M = 1.

30) Tiene una asintota (horizontal) y = 0. Se alcanza un maximo globalenx =1y z = —1
y un minimo global en 2 = 0. No se alcanzan otros extremos. Es convexa en (—00,v/3) y

(v/3,00) y es céncava en (—/3,0) y (0,/3).

31) a) (1+2%)72%b) (1+2Y) 3 225 ¢) (1 +24) 7320 — (1 +25) 73322 d) —e™ /(1 + ).
32) — (2522 4 10z + 2)e5*F3

33) a) ;log|z + 1| + $log |z — 3| + K.
b) tlog |z — 1| — Lloglae +3| + Lz +3)" + K.

34) log |z — 1| — 5log |z + 1| + 2log(z? + 22 + 2) + 3arctan(x + 1) + K.
35) a) 2 —4e~1; b) S arctan & — £ arctan 3.

36) T — 37 + 6.

37) L =2.

38) f(1) =17, (f71)'(x/4) = 1.

-1
39) 5

2
40) 2.
41) 324.

42) No admite una solucién numérica. Se calculan las integrales A = 2 ffT Vri—ax2dxy
V= Wfoh (%.73)2 dx.

43) A=3(V2-1)y V=247

44) A= {log2 — 1.
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10.2. Soluciones desarrolladas

Nada se aprende mirando las soluciones sin haber estudiado antes la teoria e intentado
los problemas. En algunos casos estas soluciones son un poco esquematicas. Se deja al lector
completar los detalles.

Numeros naturales, racionales y reales

1) a) O bien denominador y numerador son ambos positivos o bien son ambos negativos.
El primer caso requiere z < 1y (z +2)(x — 3) < 0. Esto dltimo ocurre sélo si z € (—2,3), por
tanto z € (—2,1). El segundo caso requiere de la misma forma z > 1y (z+ 2)(z — 3) > 0 que
se dan simultdneamente para x > 3.

Por consiguiente la solucién es (—2,1) U (3, c0).

b) Si x > —1 entonces la ecuacién es (z + 1) + (z + 3) < 5 que equivale a x < 1/2. Si

—3 < < —1 entonces la ecuacién es —(x+1) 4 (z+3) < 5 que se cumple siempre. Finalmente,
si # < —3 entonces la ecuacién es —(z + 1) — (z + 3) < 5 que equivale a © > —9/2.

Combinando estos tres casos se obtiene la solucién (—9/2,—3] U [-3,—1] U [-1,1/2), es
decir, (—=9/2,1/2).

2) a) Falso por ejemplo para z =1, y = 2.
b) /zy < $T+y S22 /7y < vty e doy <2’ + 22y +y? <0< 2?22y +1°% y esto

se cumple siempre porque el segundo miembro es (xz — y)2.

3) Claramente se cumple para n = 1 porque 12 = 1(1 + 1)(2 + 1)/6. Ahora partiendo de
la identidad del enunciado tenemos que llegar a la misma cambiando n por n + 1. Con este
fin sumamos (n + 1)? en ambos miembros. El primer miembro es lo que esperamos y podemos
manipular el segundo de la siguiente forma:

n(n+1)(2n+1)
6

9 n+1

+(n+1)

(n2n+1)+6(n+1)) = ﬂ%l(zn2 +Tn+6).

Factorizando, 2n? + 7n + 6 = (n + 2)(2n + 3) y se obtiene entonces que la expresién anterior
es (n+1)((n+1)+1)(2(n+1)+1)/6, como deseamos.

4) a) z* < 9 & 2% < 3 & |z| < V3 que representa el intervalo (—+/3,+/3), por tanto
inf = —v/3 y sup = V3.
b) 2’ <9 & z< /9 por tanto no estd acotado inferiormente y sup = v/9.
c¢) Los elementos negativos son de la forma —1 — % con n impar. Claramente su infimo
es el que corresponde a n = 1, es decir, inf = —2. El resto de los elementos son de la forma
1-— % con n par. El supremo es 1 porque van acercandose indefinidamente a este valor sin llegar
a superarle.
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Sucesiones y series

5) En cada caso tranformamos la férmula para a, para que sea mas sencillo estudiar la
convergencia

a) Dividiendo entre n*,
B 3—2/nt
C142/n2 +2/nt
que claramente converge con lim a,, = 3.

b) Dividiendo entre 6",

Qn

1
an = :
" (5/6)" + (~1)m
Notando que (5/6)™ — 0, se sigue que lim ag, = 1 mientras que limag,+1 = —1, por tanto no

existe lim a,,. La sucesién no converge.
¢) Sacando factor comun n, multiplicando y dividiendo por el conjugado y, finalmente,
dividiendo por n,

—— 24+1—n? 1
an =n(Vn ") Vi iiltn it +1

que claramente converge con lima, = 1/2.

6) a) La desigualdad a,, < 2 se cumple para n = 1. Si la suponemos cierta para un n,
entonces an+1 = v2a, < V2-2 =2, que es la desigualdad para n + 1.
b) Consideramos las implicaciones

an < apt1 & an <V2a, & a% < 2a,

y la dltima desigualdad es cierta porque 0 < a,, < 2 (simplifiquese entre a,,). Por el teorema
de Bolzano-Weierstrass la sucesién es convergente. digamos [ = lim a,,. Tomando limites en la
recurrencia a,,1 = v/2a, se tiene | = /21 y las posibilidades son I = 0 y [ = 2. La primera es
claramente imposible porque a; = 1 y la sucesién es creciente.

7) La desigualdad (a+b)? > 4ab se cumple para todo a,b > 0 porque (a+b)?—4ab = (a—b)?.

a) La desigualdad anterior con a = z,,, b = t/z,, implica que 2 41 >t de donde V't es una
cota inferior para la sucesion. Por otro lado, la cota superior 2 se sigue por induccién, ya que
T, < 2 se cumple para n = 1 y suponiéndola para algin n, se deduce para n + 1 gracias a

¢ 1
a) B §($n+

1
$n+1:§(xn+ 2+\/7E)§2

t 1

< =
) =5
b) Se tienen las implicaciones

1 ¢ t )
Tpp1 < T, & §(xn+;)§$n © —<m e i<,
n n
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y esta ultima desigualdad es cierta por el apartado anterior.

c) El teorema de Bolzano-Weierstrass asegura que existe el limite. Digamos que L = lim z,,,
entonces L = limx,4+1 y tomando limites en la férmula que define la sucesién se deduce
L= %(L + %) Resolviendo esta ecuacién en L se concluye L = v/t o L = —/t. La segunda
posibilidad no es valida porque z,, > 0.

8) En cada caso llamamos a, a la expresién que aparece dentro del sumatorio.

a) Se cumple lima,/(n27") = 1 y por comparacién basta estudiar »_ b, con b, = n2™"
que converge por ejemplo por el criterio del cociente: lim b, 11 /b, = 1/2 < 1.

b) Converge por el criterio de la rafz ya que lim /a,, = lim 2V I =0 < 1.

¢) Veamos que la serie sin signos » . |a,| converge, por ello la original también converge.

Por comparacién > |a,| y > 1/n? tienen el mismo cardcter, y esta tltima serie converge
por ejemplo por el criterio de condensacién.

d) Transformamos un poco primero la serie multiplicando y dividiendo por el conjugado,

o — - _ n2: (n—l—l—n)2 _ 1
n=(Vrt1=vn) (Viti+vn)  (Vati+yn)

Es facil ver que lima,,/(n~1) = 1 por tanto > a, tiene el mismo caracter que la serie arménica
S~ n~!, que no converge usando por ejemplo el criterio de condensacién.

9) Como antes, llamemos en cada caso a,, a la expresién que aparece dentro del sumatorio.

a) Si @ > 0 entonces lima,, = co y la serie no converge. Si @ = 0, a,, = (n? +1)~! que se
puede comparar con 1/n? o aplicar el criterio de la integral, siendo convergente. Finalmente,
para a < 0, a, < (n? +1)~! y también converge por comparacién.

b) Multiplicando y dividiendo por el conjugado se sigue que lim a,,/n~
el mismo caracter que Y n~“ la cual converge exactamente para a > 1.

¢) Aplicamos el criterio del cociente:

@ =1y la serie tiene

_@n3)! | o @
T L _ i < (n+2) (1! ) — lim <(2n +3)(2n + 2)) Y

2n+1)!
n ((n+1)12u (n+2)(n+1)

Entonces la serie converge para a < 0 y no converge para a > 0. Tampoco lo hace para a = 0,
ya que en este caso lima, = 1.

10) La serie es S = > .0° ,(—1)"a, con a, = r"(1+ ) "n~L. Se cumple
, n _ 2 l -1 —l/n _ _
hm\/an—hmr(1+ ) n =r-1-1=m,
n
donde se ha usado lim n'/™ = lfm e(log™)/n — ¢0 — 1.

Por el criterio de la raiz, si 0 < r < 1 la serie sin signos »_ a, converge y por tanto S
también converge (absolutamente).
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. 3 ’ n
Sir > 1, claramente lim a,, = 0 (notese que (1 + %) — e) y por tanto S no converge.
Finalmente, para r = 1, S converge por el criterio de Leibniz, ya que en este caso lima,, =0
y an decrece. Esta dltima afirmacién requiere recordar que la sucesién que define el namero e,
n ’ .
(1 + %) , €s monotona creciente.

11) Dando valores se obtiene 1, V2=141..., V1++2=155..., ... entonces si es

monoétona debe ser creciente. Para comprobarlo seguimos las implicaciones

1++5
7

Donde se ha usado que a,, > 0y que —z% 4+ 2+ 1 = 0 tiene a x = (14 +/5)/2 como soluciones.

Untl 2 Gn < V1tap > an, & 1+an—a%20 & ap <

Entonces es mondétona creciente si y sélo si estd acotada superiormente por 1+T\/5 Esto se sigue
por induccién:

_1<1+xf 1+27\/5

, v suponiendo a, < se deduce

1+\/5_\/6+2\/5_\/(1+\/5)2_ 145
2 4 4 '

Claramente ay

2

En definitiva, a,, es mondtona creciente, estd acotada superiormente por 1+—2‘/B
te por a; = 1. El teorema de Bolzano-Weierstrass asegura que converge. Digamos [ = lim a,,,

entonces al tomar limites en a,+1 = v/1 + ay, se sigue [ = /1 4 [ que conduce a [ = %

an—&—l—\/l‘f‘ang\/l‘i‘

e inferiormen-

12) Es més conveniente escribir la sucesién como

(Vn+2—+vn-2)(Vn+2++vn-2) 4
an = = .
" n*(vn+2+4+v/n—2) n*(vn+2+4+vn—2)
El denominador tiende a 0o si o > —1/2, tiende a cero si @ < —1/2 y tiende a 2 si a = —1/2.

Por tanto la sucesién converge si y sélo si &« > —1/2, en otro caso lim a, = oo.
o , Oé-‘rl _ o0 o0 _a_l o . ,
A partir de limn®"2a,, = 2sededuceque ) " s an,y Y " on 2 tienen el mismo caracter.
La segunda serie converge si y sélo si a+1/2 > 1 (por ejemplo por el criterio de condensacion

o por el de la integral), esto es, para o > 1/2.

Funciones continuas y sus propiedades

13) En cada apartado hay muchas soluciones posibles.
a) Por ejemplo f(z) = %arctan x. Quizd es mas sencillo pensar en ejemplos definidos a

trozos como
2 six>0
_ 14z -
fx) = { : :

1=z siz <O

) g(x) ( +f ) /2 con f como en el apartado anterior.
sen(m ) Nétese que |h(z)] <1y h(£1/2) = £1.

\_/
>
—~
8
~—
I
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13-a) 13-¢)

x x
E) 2 2 4 oAl - 05 05 1
0.5 02] 0.5
e —

14) Los posibles problemas aparecen en los limites en puntos de la frontera.
a) No. La funcién no esta acotada:

, 1+ z—V1-2 , 2z
lim f(z) = lim 5 = lim = 00.
z—0t z—0t x z—0t+ 1’2(\/1 +x+ \/1 — JZ)

b) No. Los limites laterales en = 2 no coinciden:

3.

3 2
z° — 8 ¢+ 2z +4
If = Ii 2) =4 If = 1f = lim ————~ =
S fle) = Mm@ 42) =4, M flo) = M Ze— = m —

c¢) Si. De hecho f(x) = cos1 en todo su dominio de definicién porque cos 1 = cos(—1).
d) Si. Basta definir f(z) = 0 fuera de (0,1/2) porque

7lx_1(l7m)7l . . ’ ’
f(x)=¢"2 2 implica lim f(z)= lim f(x)=0.
z—0+t z—1/2—
14-b)
14-a)
100 5.5
80 ’r
4.5
60
al
a0t
35
20+
st
L T T X L 1 1 1 1 1 1 1 X
0.2 0.4 0.6 0.8 1 1 15 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
14-c) Lad)
15|
3e4f
2.5e-4
W
2e-4
0.5 1.5e-4 -
le-a |
1 X
2 1.5 1 0.5 0.5 1 15 2 5e-5
I I L X
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
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15) Las funciones

@) 1+ siz>0 (2) —1+4+z six>0
T) = T) =
— Y g 14+ siz <0

verifican f(x) + g(z) =22y f(x)-g(z) = 22 — 1.

1 0.5 0.5 1 1 0.5 0.5 1
A 05
15F
2t 1

La derivada y sus propiedades basicas

16) Para la primera funcién:

— 2 _ _
f’(()):ﬁmw:ﬁm L/ +1) 1: { A:
t—0 t t—0 t t—0 t2[t] + 1

Para la segunda:

0+1t)—g(0 t*sen(1/t
¢'(0) = lim 9(0+1) —9(0) — lim t“sen(1/t) = lim tsen(1/t) =
t—0 t t—0 t t—0
porque sen(1/t) estd acotado y ¢ tiende a cero.

Sin embargo para la tercera funcion se llega con el mismo argumento a
h(0+t) — h(0 t 1/t
lim h(0+1t) — h(0) — l{im tsen(1/t) = lim sen(1/t)
t—0 t t—0 t t—0

que no existe porque el seno de angulos grandes no se aproxima a ningin valor en particular,
sino que oscila.

0.008

0.006

0.004 /\
/\ 0.002

il [\V’\\' " v"vA\//\ /\
d\7s V -0.002 - \P v

0.004 -
0.006 |
0.05 o1 0-008
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17) En todos los casos se aplica que la recta tangente en x = a viene dada por la férmula
y = f'(a)(x — a) + f(a). Por tanto todo el trabajo estd en hacer las derivadas.
a) Rectay =e o +1

¢) Rectay = v3(z — %) — 3

. T s 1
fla)=dsn@es).  F()=vE v f(E)=-1
d) Recta y = —%x + %
(22 4+1) = 2(z+ 1)z , 7 3
fl(x) = ; F'@2=-5 v [f2=x<
17-a) 17-b)
115 F 2r
kb 18}
16}
Los |
1al
12}
095 |
1k
09}
08|
085 L
06}
08 . . . ‘ ‘ . )
04 o2 0 02 0a 0.6 0.8 1 12 14
17-d)
17-c)
075
04f
0.2k 0.7
o 065[
02f
04l 06}
06 0.55F
08F
Al o5}
12f . .
16 18 2 2.2 2.4

72



CAPITULO 10. SOLUCIONES 10.2. DESARROLLADAS

18) Se va derivando sucesivamente

(f9) =f9g+fd
(f9)" =f"g+2f9 + fqg"
(fg)”/ :f”/g + 3f//g/ + gf/g// + fg/”.

Teoremas sobre derivacién

19) Simplemente hay que derivar la férmula para (f~1)’

—llx: 1 —1//1::_ 1 LY _ll' . 1 .
() (=) U @) = (7)) —(f,(fil(x)))g () PU@)

20) a) Definiendo f(z) = 2z — 1 — senz se cumple f/'(x) = 2 — cosx > 0 por tanto hay a
lo més una solucién, y f(0) = —1 < 0 < f(7) = 27 — 1 implica que hay uno en [0, 7] Por tanto
hay solucién tinica y esta en [0, 1].

b) Tomamos f(z) = 223 + ax — a. De nuevo se tiene f/ > 0y f(0) < 0 < f(1).

¢) La funcién f(z) = 2° — 5z — 3 cumple f'(x) <O en (-1,1) y f'(xr) >0en R — [-1,1].

Se tiene f(—2) < 0 < f(—1) por tanto hay solucién tnica en (—oo, 1). De la misma forma,

f(1) <0< f(—1) y el signo constante de la derivada en (—1, 1) implica que hay solucién tnica

n (—1,1). El mismo argumento se aplica a (1,00) ya que f(1) < 0 < f(2). En total hay tres
soluciones en R.

21) Una posibilidad es calcular las derivadas y sustituir en la férmula, pero para f em-
pleamos los polinomios de Taylor de orden 3 de log(1 4+ x) y de senx que son respectivamente

2 23 x>

rT——=+ - T — —.
2 "3 Y 3
sustituyendo la segunda en la primera y extrayendo los términos de grado menor o igual que 3

se obtiene el polinomio deseado:
(x—x—)—f(x—x—)Q—l—f(:c—x—)g = Tg,o(x):x—x——l—xf.

Para g calculamos las derivadas:

xT

() = —e%(3 + €%)% + 2e2%(3 + &%) _ €3 — 9e”
(34 e7)? (34 em)d

¢
(3 + er)?’

fi(z) =
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B 3 (63“7: — 36“"3) n —4 (egx — 9896)696
(e 4+ 3)* (w+3f
De aqui f(0) = 1, f/(0) = —1%, f"(0) = —35 v f”(0) = 135 Entonces

11 1 1
Tyolz) = = — — P
30(2) = 1~ 6%~ g% T 768" -

22) Para resolver este ejercicio usamos las series de Taylor de log(1 + x) y senx que son:

& +1$ e x2n+1
n n

> (-1 y o Y G

n=1 n=0

La primera converge en (—1,1] y la segunda en todo R. La convergencia de la primera serie

en ¢ = 1 se deduce del criterio de Leibniz y su no convergencia en x = —1 de que es la serie

armonica. En el resto de los casos basta el criterio del cociente sobre las series sin signos.
Efectuando las operaciones indicadas en el enunciado se obtiene

o0 2n+1 o 6n-+5 e 2n
n+1$ b -1 n_ t -1 n_ ¥ __
nz::l Y T;( Vansr 9 T;( Ve

Para c¢) la definicién en = = 0 asegura la continuidad. La serie de a) converge en [—1,1] y las
otras en todo R.

Aplicaciones de la derivada

23) En todos los casos denotamos con L el limite a calcular.
a) Regla de L'Hopital dos veces:

.. —mwsen(rz) . —wicos(mz) w2
Pem = —M 2 %

b) Regla de L’Hopital dos veces simplificando:

., —6tan(6x) . 2sen(6x) . 12cos(62)
L= 1lm ——m~ — lfjm —/——— 72 — |{jm ———— 7 —
9 z—0t —3tan(3z)  z—o0+ sen(3z)  2—0t+ 3cos(3z)

En la segunda igualdad se ha usado que cos(3z)/ cos(6x) — 1 cuando z — 0.

¢) Se toman logaritmos primero y después se usa la regla de L’Hopital una vez:

1 1
logL— lm 8% _ qaq YT _g o p_0_

T—+00 I %m—>+oo 1
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d) Se cambia la variable y se emplea la regla de L’Hopital una vez:

L = lim lim M:a.

sen(ay)
y=1 y—0t Y % y—0t 1

24) Digamos que z es la longitud del lado paralelo a la pared e y es la longitud de cada
uno de los dos lados perpendiculares a la pared. La condicién de area es xy = 20. La longitud
es L(xz) = x + 2y = x + 40/z. El tnico punto critico con > 0 es x = 2v/10 porque resuelve
f'(x) = 1 —40/2> = 0. Se alcanza un minimo porque f decrece en [0,2v/10] y crece en
[21/10,00). El otro lado es y = 20/z = /10. Entonces la longitud de cercado es 4v/10 y la
relacién entre los lados es 2.

25) El dominio de esta funcién es (0,00) porque el logaritmo sélo existe para nimeros
positivos.

El tnico corte con los ejes es x = 1

(el valor para el que se anula el logarit-

29) mo), aunque lim,_ o+ f(z) = 0. Este limite

g y lim,_, 1o f(x) = +00 prueban que no hay
st asintotas.

Calculamos la derivada f/(x) = log z+ 1.

La solucién de log z+1 = 0 es 9 = e~ '. Para

ost 0 < x < xp se tiene logx < —1 y para z >

xo, logx > —1, entonces la funcién decrece

Wl 52 2 s en (0,z0) y crece en (xg,00) alcanzando por

o5k tanto un minimo (global) en z = zy que es

f(zo) = —e7 1.

Derivando una vez més f”(z) = 1/x que

es positiva en (0,00). Por consiguiente la funcién es convexa en todo su dominio y no hay
puntos de inflexién.

26) Factorizando, f(z) = |g(x)| con g(z) = (z—1)(x — 3) que es < 0 exactamente en [1, 3].
Entonces

N —g(z) sizel,3]
f( ) { g(w) six € [0,1]U[374]'

26)

Se cumple ¢'(x) = 2x — 4 que se anula en z = 2,
ademds ¢'(z) > 0 < x > 2. Por tanto —g es crecien-
te en [1,2] y decreciente en [2,3]; mientras que g es
decreciente en [0,1] y creciente en [3,4]. Entonces se
alcanzan minimos locales de f en z =1y x = 3. Como f(1) = f(3) =0, el minimo alcanzado
es cero que de hecho es global (un valor absoluto es siempre no negativo).

0.5 1 15 2 25 3 35 a4
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De la misma forma, se alcanzan maximos locales en x = 0, x = 2 y « = 4. De f(0) =
f(4) =3y f(2) =1, se sigue que 3 es el maximo global (alcanzado en x = 0 y = = 4) mientras
que 1 es méximo local (alcanzado en x = 2)

27) Es de tipo 0/0 y se puede aplicar la regla de L’Hopital. Para simplificar los calculos
se puede usar previamente (pero no es imprescindible) que vz? — a? = \/r + ay/x —a y que
VT +a — v/2asi x — a™. Entonces

1 1
I— 1 lm Vr—ya+vr—a 1 lim ﬁ+2\/m_ 1, (\/:U—a
V2a z—at VI—a vV2a z—at 3 L vV2a z—at \/E

r—a

] N
y se tiene L = NeTR

28) Se distinguen dos casos segin el signo de x.
» La funcién para x > 0 es f(z) = /(1 + ) y su
derivada es

2k

1+ z)—z 1

L L L L L X / pr— =
2 15 :'L 0.5 0.5 1 f (.T) (1+$)2 (1+m)2
; Por tanto f es creciente en (0, 00).
| Si z < 0 hay que excluir z = —1 donde f(z) =

—x/(14x) no estd definida. La derivada es la negativa

de la anterior, por tanto f es decreciente en (—oo,—1) y (—1,0).

4l

s

29) Claramente |z|/z =1siz >0y |z|/z = —1 si 2 < 0. Entonces

lim ell/® =el £ lim /T =1
z—0t z—0~
Por tanto el primer limite no existe.
Para el segundo nétese que cosx — 1 cuando x — 0. Esto permite escribir M como
x arctan(x/2)

M=1
Py sen(2x) sen(2x)

El limite de cada uno de los factores se calcula facilmente con la regla de L’Hopital:

1/2
) 1 1 . arctan(z/2) W 1
lim ————— =1lm — == y fm —————% = lim ———>— = —.
a—0sen(2x) z—02cos(2z) 2 a—0  sen(2z) x—0 2cos(2x) 4

Lo que prueba M = % . i =

o=

30) El eje y = 0 es una asintota horizontal porque lim, . f(x) = 0. No hay asintotas
verticales porque f es de hecho continua (es cociente de funciones continuas).
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Para el resto de los apartados distinguiremos

x>0y 2z <0 porque en z = 0 el valor absoluto 30)
no es derivable. , ,
Sixz >0, fl(z) = 9”(121;12)"";“ = (;{fl)Q que se

anula en x = 1 pasando de positiva a negativa.
Entonces se alcanza un méximo local en x = 1.

Siz <0, fl(x) = (X;ﬁ que se anula en x =
—1 y procediendo como antes se comprueba que se
alcanza un maximo local en x = 1. De hecho esto
se puede deducir sn ningtn calculo observando que
f es par, es decir, que f(x) = f(—x).

Claramente en x = 0 se alcanza un minimo global porque f(0) = 0 < f(x). También
f)=f(-1)= % es un maximo global porque lim, ., f(z) = 0 y no hay otros maximos.

! L ! L
-2 -1 1 2

Derivando de nuevo, para = > 0

_ —2x(z? +1)? — da(z? + 1)(1 — 2%)  2z(z* - 3)

f(z) (22 + 1)4 T o(a2+1)3

que se anual en x = /3 pasando de negativa a positiva. Asi pues f es céncava en (0,+/3)
y convexa en (v/3,00). Por la simetria par también es céncava en (—+/3,0) y convexa en

(_007 _\/g)

La integral y técnicas de integracion

31) En todos los casos se emplea el teorema fundamental del calculo en la forma:
g(aj) / / /
F(r) = /f( | h(tydt = F'(z) = h(g(2))g'(z) = h(f(2))f'(2)
T
que se deduce de la versién habitual escribiendo la integral como
9(z) a 9(x) f(=z)
F(x) = / h(t) dt +/ h(t) dt = / h(t) dt — / h(t) dt.
a f(x) a a

Los resultados son:

a) (1+a%)72, b) (1+a*)7? 2,
Tx
C) (1"’:64)73'2.1'—(14‘376)73‘3%2, d) _]_—T—j

32) Llamemos I a la integral. Integrando por partes con u = 922 y dv = e =53 dz se tiene

2 18
I = _?ef5x+3 + 5/1,65:Jc+3 da.
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Integrando una vez més por partes con v = x y dv = e °**3 dx, se termina de calcular I:

92 18 1 9 18 18
i6—5x+3 1o, £€—5x+3 o 76—5904-3) _ _e—5x+3( 224 2 7)

I=— (
5 5%V 5 25 5 25" " 125

33) En ambos casos son funciones racionales y hay que calcular su descomposicién en
fracciones simples.
a) Las raices son simples y reales, entonces
x A B

@t)@-3 2+l z-3 x=A(x—3)+ Bz +1)

que sustituyendo x = -1y x =3 da lugar a A = —1/4 y B =3/4. Y la integral es
1 3
Zlog\x+1\+ilog|x—3|+K.

b) La raiz © = —3 estd repetida y entonces corresponde a dos fracciones simples:

(- 1>?x+3>2 N xil 1+:1:f3+ @ f3>2 = 2=A(@+3)*+B(z—1)(z+3)+C(z—1).

Sustituyendo x = 1y # = —3 se sigue A = 1/8 y C = —1/2. Por ejemplo comparando los
coeficientes de 2?2 se obtiene B = —1/8. Integrando término a término, el resultado final es

1 1 1
§10g|x—1|—glog]$+3\+§(x+3)_l+K.

34) El factor 22 + 2x + 2 tiene raices complejas, mientras que 22 — 1 = (z +1)(x — 1), por
tanto buscamos una descomposicién en fracciones simples de la forma

522 +5 A n B . Cx+ D
(22 —1)(22+22+2) x—-1 x+1 22+22+2

Comparando los numeradores
522 +5 = A(x 4+ 1)(2® + 22+ 2) + B(z — 1)(2® + 2z + 2) + (Cz + D) (2> — 1).

Sustituyendo z = —1 y = 1 se tiene B = —5 y A = 1. Comparando los coeficientes de z> se
deduce C' = 4 y comparando los términos independientes D = 7.
La integral es entonces

dr + 7

1 — 1| —51 1 —_—
oglr — 1| — 5log |z + ’+/x2+2x+2

Completando cuadrados el denominador en el integrando es (x + 1)? 4+ 1 por tanto el cambio
de variable t =z 41 lleva a

/t21:1))d_2/ 711 dt+3/ 1 dt = 2log(t* + 1) + 3arctant.
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Deshaciendo el cambio se obtiene finalmente que la integral buscada es

log |z — 1| — 5log |z + 1| + 2log(z?* + 2z + 2) + 3arctan(z + 1) + K.

35) En ambas integrales lo més natural es hacer un cambio de variable.
a) Con x = t? eliminamos la rafz cuadrada:

1 1
/ e Vidy = 2/ te tdt = 2( —te "t — e_t)
0 T 0

=2

1
=2 —4e L,
0

b) Con z = logt (o equivalentemente ¢ = e®) obtenemos una integral racional:

/4 1 J /* dt L/e dt 1/? dt - t|°
—— dx f— —_— —_— - ——— = — arctan — .
0 et 4+ 4e—% z=logt Jq (t + %)t 1 12 +4 4 1 (t/2)2 +1 2 2 1

Sustituyendo los limites, el resultado es % arctan § — % arctan %

36) El procedimiento habitual es integrar por partes repetidamente para bajar el grado.
La primera vez elegimos u = 3, dv = cosx dx

w/2 /2 3 /2

3 2 T 2

I =2x"senz —3/ T°senx d:z;:§—311 con 11:/ z“senx dx.
0 0

0

Esta integral se hace de nuevo por partes con u = 2, dv = senz dx

w/2

w/2 w/2
I, = —x’cosx +2/ rcosx dr = 215 con I :/ zcosz dr.
0 0

0

Finalmente, se integra por partes Is con u = x, dv = cosx dx

w/2 w/2
—/ senxd:L‘:E—l.
0 0 2

I, =zsenx

Las relaciones

3

s
I=—-3I I, =2I. Ih=—--1
3 15 1 2 e 2= 5

implican
3

I:%—%+6

37) Es una indeterminacién del tipo 0/0. Aplicando la regla de L’Hopital en combinacién
con el teorema fundamental del célculo, se tiene

2 2 2

L 2" [Fetde 2 el dt

L=1lm ————— = lim ———
x—0 el z—0 xT
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que de nuevo es del tipo 0/0. Una nueva aplicacién de la regla de L’Hopital conduce al resultado

2

2 T
L = lfm =5
z—0 1

=2

38) Para xz =1 la integral es

f(l)—/thdt—/ll 2tahf—ahr(:tam(t2)‘1—z
S Jo T+t Jy 1+ (12)? B 0 4

El teorema de la funcién inversa asegura que en (0,00) la funcién f tiene una inversa
derivable, ya que f'(z) = % > 0. Ademsés
1 1 1
£ (m/4) = == ~1,
UM = mm) ~ 7o~ ya+m

donde se ha usado en la segunda igualdad f(1) = = /4.

Aplicaciones de la integral

39) Ambas funciones tienen simetria par por tanto basta considerar el area limitada cuando
z > 0 y multiplicarla por dos.

Para > 0, g(z) = 2z y la tnica interseccién de
ambas graficas se produce en x = 1/2, porque

15| 2 9
[ 1
' = 0=02z-1)22%+2+1) = r=>

0.5 |
ya que 222 + z + 1 = 0 no tiene raices reales.

En z > 0 la funcién f decrece y la funcién g crece,
por consiguiente la grafica de f estd por encima en

(0,1/2) y el drea buscada es

1/2 2 1/2 9 1/2
A=2 —2z) dx =2 ———dxr—4 dx.
/0 (G129 de /0 @2 +1 " /0 v

Cada una de estas integrales es elemental, resultando

T—1

/2
)=

1
A= 2arctan(2x)‘1/2 — 2x2} 5=

™
0 21_

40) En primer lugar calculamos las tangentes en z =0y o = 2
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fO) =7 f0)=-2 — y=-2@-0)+7
— y=-2x+7.
y
f@)=7 f@2)=2 — y=2@-2)+7
— y=2x+3.

La interseccién de estas rectas tangentes se produ-
ce, resolviendo el sistema, en x = 1, y = 5. La funcién
f es convexa (f” > 0), asf pues las tangentes quedan
por debajo de la grafica y el area viene dada por

= 1:(}2—:(} — =2 X 21’2—1’ — T X
A_/O(( 204+17) — (—22+7)) d +/1(( 20+ 7)— (22 +3)) d

1 2 1 2 9 1 1 2
:/xzdx—l—/ (w2—4x+4)dx:/x2dw+/ (z-2)"do=-+5==.
0 1 0 1 3 3 3

Es posible emplear también la simetria de la figura para llegar mas rapido a la solucion.

41) Comenzamos buscando los puntos en los que se cortan.

Despejando e igualando la variable z en ambas
ecuaciones se sigue 2y + 24 = y?/3. Resolviendo esta
ecuacién de segundo grado se obtienen los dos puntos
de interseccién (z,y) = (12, —6) y (z,y) = (48,12).

La curva y? = 3z es una parabola girada 90 gra-
dos respecto a su posicién habitual (intercambiar la
x y la y) y la recta tiene pendiente 1/2. Entonces el
segmento de recta que queda dentro de la parabola es
el que corresponde a x € [12,48] y el drea de la regién viene dada por:

12 48 T
A:/O (\/3?—(—\/3?))dx+/ (V32— (5 —12)) do

12

12 48 48 T
=\/§/ Vv dz +V3 \/de+/ (—§+12)dx.
0 0 12

— 48 + 384 + (—540 4 432) = 324.

Una alternativa para simplificar un poco los célculos es integrar con respecto de ¥, o dicho
de otra forma resolver el problema intercambiando x e y en el enunciado. Con ello se evitan
las raices cuadradas.

42) La esfera de radio r se obtiene al hacer girar la semicircunferencia f(z) = vr? — 22 de
radio r alrededor del eje X. Por tanto su volumen es

r 9 r 7,3 7,3
V:ﬂ'/ ( r2—x2) dx:ﬂ/ (T2—$2)dl‘:71’(2?"3—2§):47r§.

T -r
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El cono se obtiene girando alrededor del eje X el segmento que une (0,0) con (h,r). La
ecuacién de tal segmento es y = ra/h con x € [0, h]. Aplicando la férmula el volumen es

43) Las desigualdades sélo indican a qué lado de las curvas fronteras estdn las regiones.
En el primer caso es en la zona de los y grandes y en el segundo en el de los x pequenos.

La frontera de estas regiones son las parabolas
2y — 22 = 0y 2z + y? = 0. Resolviendo el sistema
se deduce que los puntos de interseccién son (0,0) y
(—2,2).

Despejando la y se tiene y = 22/2 e y = +/—2z.
La interseccion se produce en la rama con signo positi-
vo, ademés para x € [—2,0] se cumple \/—2x > 22/2,
por tanto el area es

0 z? 442 4
A—\/2(\/—2£L’—7)d$—?—§

Para hallar el volumen del cuerpo engendrado por dicha region al girar alrededor del eje X
restamos el volumen correspondiente al giro de la grafica de arriba menos el correspondiente

al giro de la de abajo. Esto es

V:W/O (\/—_23:)2da:—7r/0 :

L 52

(5) do = —ma®lly - f5a*y = =5

107
3

44) Como veremos, la parte < 0, y por tanto el valor absoluto, es irrelevante.
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Claramente hay una intersecciéon para x = 0. Si
*°f x>0, /(1 +2%) = x/2 implica 2 = 1 + 22 y de
4r aqui z = 1. Si ¢ < 0, /(1 + 2?) = —z/2 implica
02) —2 = 1422, que no tiene solucién. Entonces z € [0, 1]
s + -5 s L = en la region buscada. Ademas la grafica de la primera
62| funcién estd por encima ya que z/(1 + 2?) > z/2 en

oal [0, 1]. El &rea es por tanto,

1 2 1
A:/O (1fx2—;)dm:(;log(lexQ)—Z)OzélogQ—i.

10.3. Generacion de graficas

En las soluciones desarrolladas hay algunas graficas. Aqui estan los programas Sage que las

generan.
# 13 (Sage)

f = 2xarctan(x)/pi

# a)

p = plot( f ,x, —=5,5)

p += plot(1.0,x, —5, 5, color=’red’, linestyle=’"--’)
p += plot(—1.0,x, =5, 5, color=’red’, linestyle=’--?)
p.axes_labels ([’x’,’13-a)"’])

show (p)

# b)

p = plOt( (1+f)/2 » Xy _5a5)

p += plot(1.0,x, —5, 5, color=’red’, linestyle=’"--?)
p += plot (0.01,x, =5, 5, color=’red’, linestyle=’--?)
p.axes_labels ([’x’,?13-b) " ])

show (p)

# c)

p = plot( sin(pixx) ,x, —1,1)

p += plot (1.01,x, —1, 1, color=’red’, linestyle=’-’)
p += plot(—1.0,x, —1, 1, color=’red’, linestyle=’-’)
p.axes_labels ([’x’,713-¢c) "’ ])

show (p)

# 14 (Sage)

# a)

p = plot( (sqrt(l+x)—sqrt(l—-x))/x"2,x,0.01,1)
p.axes_labels ([’x’,’14-a)"])

show (p)

# Db)

p = plot( (x"3-8)/(x"2—-4),x, 24+10"—6,5)+plot (x+2,x,1,2)
p.axes_labels ([’x?,714-b)*])

83



10.3. GENERACION DE GRAFICAS CAPITULO 10. SOLUCIONES

show (p)
# Db)

p = plot( cos( (x"2—1)/abs(x"2-1) ),x,—2,2)
p.axes_labels ([’x’,’14-¢c) " ])

show (p)

# b)

p = plot( exp(—1/(x—2%x"2) ),x,0,1/2)
p.axes_labels ([’x?,714-d)’])

show (p)

Problema 15

# 15 (Sage)

pl = plot( 14+x,x,0,1) + plot( —14x,x,—1,0)
p2 = plot( —14x,x,0,1) + plot( 1+x,x,—1,0)
show (pl)

Problema 16

16 (Sage)
1/(x"2xabs(x)+1)
plot( f ,x, —0.1,0.1)
.axes_labels ([’x’,’f"])
show (p)

g = x"2xsin (1/x)

p plot( g ,x, —0.1,0.1)
p.axes_labels ([’x’,%g’])
show (p)

h = x*sin(1/x)
p = plot( h ,x, —0.1,0.1)
p.axes_labels ([’x’,’h’])
show (p)

Problema 17

# 17 (Sage)

def plot_tg(f, a, s):
var(’t’)
p = plot( f ,x, a—0.5,a+0.5, thickness=2)
p += plot( diff(f,x)(a)x(t—a)+f(a) ,t, a—0.47,a+0.47, color=’red’)
p.axes_labels ([’x?,s])
show (p)

# a)
plot_tg( log(exp(l)+sin(x)), 0, *17-a)’)

# Db)
plot_tg( x"(x"2—x+1), 1, ’17-b)’)

84



CAPITULO 10. SOLUCIONES 10.3. GENERACION DE GRAFICAS

# c)
plot_tg( (sin(x))"2—(cos(x))"2, pi/6, *17-c)’)

# d)
plot_tg ( (x+1)/(x"2+1), 2, >17-d)’)

Problema 25

# 25 (Sage)

f = xxlog (x)

p = plot( f ,x, 0.01,3.0, ymin = —0.5, ymax = 2)

p += circle ((0,0), 0.03, color=’blue’, thickness=2)

p.axes_labels ([’x’,?25)’])
show (p)

Problema 26

26 (Sage)

abs (x"2—4xx+3)

plot( f ,x, 0.0,4.0, thickness=2)
axes_labels ([’x?,726)])

show (p)

#
f
p
p.

Problema 28
# 28 (Sage)
f = abs(x)/(1+x)
p = plot( f ,x, —2.0,—1.2, thickness=2)

p += plot( f ,x, —0.8,1.0, thickness=2)

p += line([(-1,-6), (—1,4)], color=’red’, linestyle=’--7)
p.axes_labels ([’x’,728)])

show (p)

Problema 30

# 30 (Sage)

p = plot( abs(x)/(x"2+1),x,—-2.5,2.5)
p.axes_labels ([’x’,730)])

show (p)

Problema 39

# 39 (Sage)

p = plot( 2/(4xx"2+41),x,—1,1) + plot( 2xabs(x),x,—1,1)

p += plot(2/(4*x"2+1),x, —1/2, 1/2, fill=2xabs(x), fillcolor=’red’,
fillalpha=0.2, thickness=0)

show (p)

Problema 40
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# 40 (Sage)

p = plot( x"2—2xx+7,x,0,2)
p += plot( —2xx+7,x,0,1)

p += plot ( 2xx+3,x,1,2)

(

(
p += plot( x"2—2xx+7,x, 0, 1, fill=—2xx+7, fillcolor=’red’, fillalpha=0.2)
p += plot( x"2—2xx+7,x, 1, 2, fill= 2xx+3, fillcolor=’red’, fillalpha=0.2)
show (p)

Problema 41
# 41 (Sage)
p = plot( sqrt(3xx) ,x,0,54)
p += plot( —sqrt(3xx),x,0,54)
p += plot( x/2-12,x,0,54)
p += plot( sqrt(3*x),x, 0, 12, fill=sqrt(3xx), fillcolor=’red’, fillalpha=0.2)
p += plot( sqrt(3%x),x, 12, 48, fill= x/2-12, fillcolor=’red’, fillalpha=0.2)

Problema 42

# 42 (Sage)
S = sphere(size=0.99, mesh=True, color=’white’, opacity=0.8)

alpha = var(’alpha’)

S += parametric_plot3d( (cos(alpha), 0, sin(alpha)), (alpha,0,pi), thickness=8)
#show (S, mesh=True)

show (S)

from sage.plot.plot3d.shapes import Cone

C = Cone(l, 1, color=’gray’, opacity=0.4).translate(0.0,0.0,—1.0).rotateY (pi/2)
C += parametric_plot3d( ( alpha, 0, alpha), (alpha, 0, 1), thickness=8)

show (C)

Problema 43

(Sage)
plot ( x°2/2,x,-3,3)
= plot ( sqrt(—2*x),x,—3,0)
plot ( —sqrt(—2%x),x,—3,0

2

IS
w

(]

o T T T
I

)
plot ( sqrt(—2#x),x, —2, 0, fill=x"2/2, fillcolor=’red’, fillalpha=0.2)

show (p)

Problema 44

# 44 (Sage)
p = plot( x/(1 + x"2),x,—-1.5,1.5) 4+ plot (0.5xabs(x),x, —1.5, 1.5)
p += plot (0.5*%abs(x),x, 0, 1, fill=x/(1 + x"2), fillcolor=’red’,

fillalpha=0.2, thickness=0)
show (p)
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10.4. Un examen resuelto

Los cinco ejercicios siguientes corresponden al examen final de Calculo I del primer curso
de grado de Ingenieria Informética, que tuvo lugar el 19 de enero de 2011.

Enunciado

1) Consideramos la sucesién a,, definida por

1
2
anpi1 = 2a;, — 1, a; = —.
n+ n \/g
a) Demostrar que —1 < a,, < 1 para todo nimero natural n.
b) (Es a,, monétona?

2) Calcular

3 w/2
2
/ 5 ‘ dx y / sen® z dz.
2 22 -1 0

3) Calcular los limites siguientes

a) lim o%n(/o), b) lim SCR(sen(sen))
z—+00 z—0  sen(senz)
1
¢) lim 108(0%82) d) lim (Va(dz +3) - 22).
z—0t sen xr T——400

4) Esbozar la gréfica de la funcién f(z) = xlog(x). Indicando, si los hubiera, extremos
locales, puntos de inflexién, intervalos de crecimiento y decrecimiento e intervalos de concavidad
y convexidad.

5) Hallar qué valores reales debe tomar el parametro « para que la siguiente serie converja:

& qom 4 q
Zzan+2 an’

n=1

87



10.4. EXAMEN CAPITULO 10. SOLUCIONES

Soluciones

1) a) Lo que se pide probar es |a,| < 1. Procedemos por induccién. Claramente ’%’ <1.

Ahora suponemos que se cumple |a,| < 1. De aqui, 0 < a2 < 1, por tanto 0 < 2a2 < 2y
finalmente —1 < 242 — 1 < 1 que equivale a |a, 41| < 1, es decir, hemos obtenido la propiedad
cambiando n por n + 1.

b) Sustituyendotenemosa2:2~%—1:—%, a3:2~%—1:—%,ya4:2-§—?—1:g.
Entonces a1 > ag pero ag < a4 (basta mirar el signo). Por tanto la sucesién no es monétona.

2) La primera integral es inmediata:

3 3
2 1
/ 2:1:1de/ 5 1~2xdaz:10g|x2—1|
2 X7~ 2 T7—

La segunda es suma de dos integrales inmediatas después de usar sen

3

=log8 —log3 = logg.

2

2 2

r=1—cos”x:

w/2 /2 w/2
/ sen® x dx = / (1—cos®z)senz de = / (senz + (cosz)?(— senz)) dx
0 0 0

cosd z, |2 1 2
= (—cosa:+ ) =1—-—-=_.
0 3
3) Llamemos a los limites Ly, Lo, L3 y L4, respectivamente.
a) Usando que la exponencial es la inversa del logaritmo y que lim,; . Senl(/la{ 2 — 1 (esto

se puede hacer por L’Hopital (0/0) o usando que %ﬂt — 1 cuando ¢t — 0), se tiene

log =

L = lim e(logz)sen(l/ac) _ eh’mzﬂ+oo(logz)sen(1/:v) _ eh’ngﬂJroo s _ 611’mzﬂ+w% _ 60 -1
r—+00
En el dltimo paso se ha empleado la regla de L’Hopital.
b) La manera mas rapida consiste en escribir ¢t = sen(senx) y utilizar el limite del seno
antes mencionado. También se puede aplicar directamente la regla de L’Hopital (0/0):
cos(sen(senx)) - cos(senz) - cosz 1

Lo = lim =-=1
o—0 cos(senx) - cos T 1

c¢) Es un limite de tipo 0/0 sin la menor complicacién:

Ly = lim (—senz)/cosx _ 0 0.
z—0+ Ccos T 1

d) Como es habitual para eliminar la indeterminacién oo — 0o con raices, multiplicamos
por el conjugado:

(vVr(4r +3) — 22)(\/x(4r + 3) +22) lim 4z% + 3w — 42

Ly= lim = .
1T oo 2@z + 3) + 22 v—too \/Az? 1 3z + 20

88




CAPITULO 10. SOLUCIONES 10.4. EXAMEN

Ahora en esta expresiéon dividimos numerador y denominador entre z, “el mayor exponente”:

P 3 3 3
= lim = = —.
YT esbe It 342 Vit2 A4

4) El dominio de esta funcién es (0,00) porque el logaritmo sélo existe para ndimeros
positivos.
El tnico corte con los ejes es x = 1 (el va-
lor para el que se anula el logaritmo), aunque
lim,_,o+ f(z) = 0, por L’Hopital para (logz)/z~ 1.
Este limite y lim, . o f(z) = 400 prueban que
no hay asintotas.
Calculamos la derivada f'(z) = logz 4+ 1. La
solucién delogz+1 =0eszg = e '. Para0 < z <
xo se tiene logx < —1 y para z > xg, logx > —1,
5 2 entonces la funcién decrece en (0,zp) y crece en
(20, 00) alcanzando por tanto un minimo (global)
en x = x¢ que es f(xg) = —e L.
Derivando una vez méas f”(z) = 1/z que es
positiva en (0,00). Por consiguiente la funcién es convexa en todo su dominio y no hay puntos
de inflexion.

0.5+

5) Escribamos a,, para la expresion en el sumatorio. Lo mas fécil es percatarse de que

22an +1 220m +1

= gan | 9—an - 9—an (22om 4 1)

an

an

Por el criterio de la raiz, Y 2 2*" converge para a < 0 y diverge para o > 0. Ademads para
a =0 laserie es Y 2 | 1 que claramente diverge (lima, # 0).

Incluso sin percatarse de esta simplificacion, lo méas natural es aplicar el criterio de com-
paracién con b, = 2%" o usar previamente que lim a,, = 0 no se cumple para a > 0.
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Apéndice A

Hojas del curso 2010-2011

Las hojas 6 y 7 fueron compuestas en colaboracién con Adrian Ubis y Carlota Cuesta.

A.1. Hojal

1) Indicar los valores = € R para los que se satisfacen las siguientes desigualdades:

a) [4x 4+ 3| <1, b) |z +1| < |z —1],
c) |[2? — 5z + 6| < 2, d) |z + 1|+ |z + 3] <5,
rz—1 2 —2
>0, f < 0.
) T @=3 )7z S

2) Escribir condiciones con desigualdades lo més sencillas posibles para decidir si dos
intervalos [a, b] y [A, B] tienen puntos comunes. En ciertas interfaces gréaficas de programacion
los rectdngulos son estructuras (conjuntos de datos) {x,y,w,h} donde el punto (x,y) es la
esquina inferior izquierda, w la anchura y h la altura. Dar férmulas mateméticas implementables
en un ordenador que permitan saber si dos rectangulos tienen puntos comunes. Tales problemas
son basicos para el estudio de colisiones en videojuegos.

3) Decidir si las siguientes desigualdades son validas para los valores de = e y que se indican.

a) |z —y| < |z| — |y| para todo x,y € R
b) |z — y| < |z| + |y| para todo z,y € R
¢) |x —y|? <z +y para todo z,y € [0, 1].

d) T <%paratodom y € RT.

4) Demostrar por induccién las siguientes férmulas:
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a)1+3+5+...+(2n—1)=n2
nn+1)(2n+1)

b) 12422432+, +n?= .
6
O R A AU R W
2 22 23 T oon on
d) Desigualdad de Bernoulli: (1 + x)™ > 1+ nx, para todo z > —1, n > 1.

5) Consideremos un programa de la forma

for(j = 0; j < N; ++j)
for(i = 2%j-2; i < 6%j; ++i)
calc(i,j);

que para cada 0 < j < N ejecuta la funcién calc para todos los valores 2% j —2 < i < 6x%j
donde i y j son enteros. Supongamos que esta funcién requiere 5 ms (milisegundos) mientras
que las otras lineas de programa un tiempo despreciable.

a) Hallar el tiempo T(N) que tarda el programa para algunos valores pequenos de N, conje-
turar una férmula sencilla para T(N) y probarla por induccién.

b) Si s6lo disponemos de 4 horas de cédlculo en el laboratorio, jcudl es el maximo N que se
puede elegir?

6) Si partimos una tarta con un cuchillo dando tres cortes que no pasen por el mismo punto
conseguimos un maximo de 7 trozos (desiguales). Buscar una férmula para el nimero méaximo
de trozos al dar n cortes y probarla por induccion. Indicacion: La férmula es de segundo grado.

7) Indicar si los siguientes conjuntos estdn acotados inferior y superiormente y en su caso
hallar el infimo y el supremo.

a) {reR : 2t <9}, b) {z €R : 2° <9},
c){z+27!:zeRT}, d) {(-1)"—n"t:neZt},

8) Si nos fijamos en el protagonista de nuestro videojuego favorito veremos que no pasa
desde el reposo a la velocidad méxima V sino que hay cierto periodo de aceleracién para dar
mayor realismo. Una forma sencilla y efectiva de programar este efecto es definir la velocidad
en un instante como v + a(V — v) donde v es la velocidad en el instante anterior y 0 < o < 1.

a) Explicar por qué, partiendo del reposo, la velocidad esta acotada superiormente por V.

b) ;Para qué puede emplearse el parametro « en la préactica? ;Debe ser mayor en un juego
de carreras de coches o al representar a un personaje corriendo?

9) Supongamos una subrutina F = F(x) que termina el programa si x >1.999 y llama a
F(1.0+x/2.0) en otro caso. ;Se colgard el programa al llamar a F(1.0)?

A.2. Hoja 2
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1) Estudiar si los términos generales que se indican dan lugar a sucesiones convergentes y
en caso afirmativo hallar su limite.

3nt —2
a)an:ni b)an:\/m—n, c)an:nM—nQ,

n*+2n? + 2’
4" 6" V2nS +1-1
d) an = s €) an = s f) an = —5——5—.
5" + 6" 5" 4 (—6)" n3 +n? 41

2) Dar en cada apartado un ejemplo de una sucesién que tenga las propiedades que se
afirman o explicar por qué no es posible construirla.

a) |an| es mondtona y acotada y a, no converge.

b) bp+1/by converge pero b, no converge.

¢) ¢, es mondtona y positiva pero ¢, /(2 + ¢,) no converge.

d) d? — 2d,, converge pero d,, no converge.

3) Consideremos la sucesién a,1+1 = v/2a, con a; = 1.

a) Probar por induccién que a,, < 2.

b) Justificar que a,, es mondtona creciente y hallar su limite.

c¢) Una forma alternativa de resolver los apartados anteriores es calcular una férmula exacta
para a,. Intentar hallarla.

4) El ejercicio anterior da sentido a la expresién \/21/2v/2. .. que formalmente es el resul-
tado de iterar indefinidamente la sucesion alli indicada y por tanto se le debe asignar el valor
de su limite.

Construyendo sucesiones convergentes adecuadas hallar el valor que habria que asignar a
las expresiones

2 13/2 1,2
\/2+\/2+\/2+... y 33+3§’/3+3“3+...

y comprobar con una calculadora que el resultado es coherente con tomar unos cuantos términos
de ellas.

5) Sean a, y b, dos sucesiones acotadas superiormente y A y B sus respectivos supremos.
Consideremos también ¢, = a, + b, y llamemos C a su supremo.

a) {Se cumple siempre A+ B > C?

b) {Se cumple A+ B = C si a, y b, son crecientes?

¢) {Se cumple siempre A+ B = C?

6) Fijado 1 < t < 4 consideramos la sucesién recurrente dada por z,4+1 = %(l‘n + i) con

Tn
xr1 = 2.

a) Probar que esta sucesién estd acotada inferiormente por v/t y superiormente por 2.
Indicacion: (a + b)? > 4ab para a,b > 0.

b) Demostrar que es mondtona decreciente.

¢) Deducir que lim z,, = v/%.
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7) Los procesadores por si mismos hacen sélo operaciones muy bésicas y todas las funciones
matematicas radican en algoritmos. Aqui analizaremos la aproximacién de raices cuadradas
mediante el ejercicio anterior.

a) Utilizando va2?" = 2™,/a y recordando que los ordenadores trabajan en base 2, explicar
por qué un algoritmo para raices cuadradas de ntimeros en (1,4] se extiende ficilmente a RY.

b) Probar que la sucesion del ejercicio anterior cumple 2,41 — Vi< %(xn — \/f) y por tanto
si x, aproxima v/t con k bits de precisién entonces Zn+1 lo aproxima con al menos k + 1.

c¢) Escogiendo valores concretos de ¢ y unos pocos x, comprobar que la convergencia es
muchisimo maés rapida de lo que afirma el apartado anterior.

8) Utilizando la relacién + — = = —1 - dar una férmula exacta sencilla para las sumas
n  n+l n(n+1)
1

parciales de > 7, CESyIN utilizarla para averiguar a qué valor converge esta serie.

9) Consideremos la serie geométrica S = » 2, z". ;Para qué valores de = converge?

Deducir para ellos que S = x/(1 — z) usando la relacién S,11 = xS, + x entre las sumas
parciales.

10) Decidir si las siguiente afirmaciones son verdaderas, dando una pequena explicacién, o
falsas, dando un contrejemplo.

a) Si a, >0y Y a, converge entonces Y a2 converge.

b) Si an, >0y > a, converge entonces » i no converge.

¢) Si lima,, = 0 entonces » (—1)"a,, converge.

d) Si an, > 0y a, es mondtona y no estd acotada entonces ) a," converge.

e) Si a, > 0 entonces » (2a‘i’11)n converge.

11) Estudiar si las series siguientes son convergentes. Los sumatorios se sobreentienden
sobre n > 1.

n? Vi n?+n— n? —
) DI DY eI D o=
n. 2 n.:
e) > (Vnt+1-n?), f) 2227?)!’ 9) Y (Va+1-vn), k) 77'1

12) La sucesién de Fibonacci esta definida por F,, 19 = F,,11 + F,, con F} = F5 = 1.
a) Estudiar si la serie ) 7, F;TLI/ 2010 converge.
b) Sabiendo que a,, = F,,+1/F, es una sucesién convergente hallar su limite. Indicacion:
., Qué relacion hay entre a, y an41?
Nota: La convergencia de a,, se sigue de que tanto as,, como ag,11 son sucesiones monétonas
y acotadas.

13) Estudiar para qué valores del pardametro « son convergentes las siguientes series:

e 2n + 1\
2Dt b 3 (Vnt2-nf), C>Z<nf1>’

2

d)Z(l—g)”, e)z:(,/ﬁr — V)Y, f)zm

n 20n 4 nlog?n’
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14) Muchos problemas de ingenieria tienen soluciones dadas por series y hay varios métodos
que permiten “acelerar” su convergencia para economizar tiempo de computacion. En este
problema veremos uno de los més sencillos que se aplica a series alternadas S =Y o2 (—=1)"ay,
con lima,, =0y a, > 0 decreciente (el criterio de Leibniz asegura la convergencia).

a) Probar que

S = _?+§A con AZ;(—l)n(an—anH)-

i Qué relacién hay entre las sumas parciales de S'y A?

b) Calcular la serie “acelerada” A en el caso a, = 1/n y también la serie “doblemente
acelerada” A (la acelerada de A).

c¢) Sabiendo que S = —log2 = 0,69314718... para a, = 1/n calcular con ayuda de un
pequenio programa (o con menos valores) el error cometido al aproximar este valor cuando se
toman en la serie original 10, 20 y 100 términos, y repetir los mismos célculos usando A y A.

15) Es conocido que si el criterio del cociente no es concluyente para una serie porque el
limite da 1, entonces tampoco puede serlo el de la raiz. Dando esto por conocido, deducir el
valor de lim V/n!/n estudiando la serie > 7, (an)~"n! para o > 0.

16) Numerosos algoritmos tienen una estructura llamada “divide y vencerds” que consiste
en que una entrada de n bits se divide en k trozos y después de unas cuantas manipulaciones
sencillas se llama al algoritmo v veces. Por ello es habitual que el tiempo maximo que tarda el
algoritmo sea una sucesién creciente t,, que satisface

ln = Ut[n/lﬂ +én

donde ¢, es el tiempo de las manipulaciones sencillas y [n/k] es el entero mds cercano por
arriba a n/k (la longitud méxima de cada trozo).
a) Supongamos que 0 < ¢, < Cn para cierta constante C. Probar que

k k2 k
tm Stwm—l—C'Um(-{-() NI ()m>
v v v
b) Deducir que fijados v > k y ¢, la sucesiéon n~%t,, con a = iggz estd acotada. Indicacion:

Por ser creciente, tpm < t, < tpm+1 si k" <n < km+1, entonces n” %%, < kT tpmt1.

17) Para un ordenador sumar dos nimeros de n bits con n grande requiere un tiempo
proporcional a n pero multiplicarlos es mas costoso. El método mas simple, como el que usa-
mos a mano, necesitarfa un tiempo proporcional a n? y fue reducido por primera vez por el
estudiante ruso (y después eminente matemético recientemente fallecido) A.A. Karatsuba.

a) Dos nimeros z e y de 2n bits se escriben como x = 2"a + b, y = 2"c+ d con 0 <
a, b, c,d < 2™ simplemente separando la mitad de los bits (cifras). Comprobar que

zy=22"L+2"M + N
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con L=ac, N=bdy M = (a+b)(c+d)—(L+N).

b) Deducir que calcular xy requiere tres multiplicaciones de nimeros de n bits y algunas
sumas (multiplicar por 2¥ es inmediato para el ordenador como para nosotros multiplicar por
la unidad seguida de ceros). Por tanto el tiempo ¢, que se tarda en multplicar dos nimeros de
n bits verifica ¢, = 3t1,,/91 + Cn para cierta constante C'.

¢) Concluir usando el ejercicio anterior que se pueden multiplicar dos nimeros de n bits
en a lo mas Kn® segundos con a = igig = 1,5849... y K una constante que depende de la
velocidad del procesador.

Nota: Actualmente se conocen métodos mucho mejores cuando n es enorme.

18) Consideramos la serie

LU3 1,'5 (L‘7 379 xll $13

T—— 4+ ==+ == ——+ — —
3! 5! 7! 9! 11! 13!
a) Comprobar que para cualquier z € R esta serie es convergente. Mas tarde en el curso
demostraremos que converge a sen .

b) Suponiendo lo afirmado en el apartado anterior, probar que para |z| < 1

z’ 3 b
T §sen$—(a)—§—|——)

] <0

y utilizarlo para aproximar sen 1 con tres cifras decimales de precisién sin calculadora. Indica-
cion: Agrupar los términos por parejas.

A.3. Hoja 3

1) Encontrar funciones continuas f, g y h con las siguientes propiedades:
a) f: R — (—1,1) es biyectiva.

b) g : R — [0, 1] es inyectiva.

¢) h: R — R verifica que la imagen de (—1,1) por h es [—1,1].

2) Decidir si es posible definir las siguientes funciones fuera de los valores que se indican
para que sean funciones continuas en todo R.

Vitz—+V1—-=2 . sen(@senz) 05 Q)
= 0<z <1, b = z
@) /(@) 2 ™ v ) (@ CoST six <0
¢) f(z) = (senz)(sen _) six <, d) f(:n):e_l/(x_2w2) si0<z<1/2,
21 8 Gig > 2
—cos——— sizeR—{-1,1}, = { o7
) fle) =cos T sweR— {11} f) f@ {HQ el

3) Empleando el método de la biseccién hallar una aproximacién de la solucién de la
ecuacion xe® + 2e* = 1 con dos cifras decimales correctas.
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4) Probar que al calentar un aro siempre existen dos puntos diametralmente opuestos a
la misma temperatura. Indicacion: Considérese f(a) = T(a) — T'(ov + w) donde T'(a) es la
temperatura en funcién del dngulo en radianes. ;Qué relacién hay entre f(«) y f(a+m)?

5) Para este problema es necesario conocer que la grifica se f(z) = senz es céncava
(curvada hacia arriba) en [0, 7] y convexa (curvada hacia abajo) en [m, 27].

a) Hallar el nimero de soluciones de la ecuacién 10senz = x y obtener una aproximacién
con al menos una cifra decimal de una solucién en (8, o).

b) Dado N € Z* arbitrario hallar el nimero de soluciones de N sen(27rz) = .

6) Si f :[0,1] — [0, 1] es continua probar que existe al menos un valor xy € [0,1] que
queda fijo, es decir, tal que f(xg) = xo.

7) La implementacién mdas simple del método de la biseccién para resolver f(z) = 0
corresponde a iterar cierto ntimero N de veces el siguiente cédigo

med = (extl+ext2)/2.0;
if ( f(extl)*f(med)<=0 ) ext2 = med;
else extl = med;

donde extl y ext2 son los extremos del intervalo y med se acercara a la solucién buscada.
Supondremos, como ocurre en la practica para funciones minimamente complicadas, que todo
el tiempo del algoritmo radica en las dos evaluaciones de f en cada paso.

a) Explicar en pocas palabras porqué el cédigo anterior corresponde al método de la bisec-
ciom.

b) Si inicialmente ext1l =0y ext2 =1 (esto es, f(0) y f(1) tienen signos distintos) y cada
evaluacién de f requiere 5 ms (milisegundos), estimar el N minimo y el tiempo de ejecucion
para asegurar que la diferencia entre med y la solucién exacta es menor que 10712,

c¢) (Es posible mejorar el algoritmo para que sélo sea necesaria una evaluacién por paso y
por tanto la mitad de tiempo?

8) Hallar dos funciones discontinuas tales que su suma sea continua y no constante. Hallar
también dos funciones discontinuas tales que su producto sea continuo. ;Es posible resolver los
dos apartados anteriores con el mismo par de funciones?

9) Hallar cudntas funciones continuas f : R — R cumplen (f(z))? = 2? justificando la
respuesta con rigor.

10) Consideremos un juego en que una persona piensa un ndimero entre 1 y 1024 que su
oponente debe adivinar. A cada intento incorrecto el primer jugador sélo puede responder si
€s mayor o menor.

a) Adaptar el método de la biseccién para elaborar un algoritmo que permita adivinar el
nimero tras a lo mas 10 intentos incorrectos.

b) Probar que es imposible encontrar un algoritmo mejor, en el sentido de que el nimero
maximo de fallos sea menor. Indicacion: Las formas de elegir una tira de k signos de desigualdad
es 2F porque hay dos posibilidades para uno de ellos mientras que por otro lado 22:0 2k < 1024.
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A.4. Hoja 4

1) Usando la definicién de derivada comprobar que las funciones f(x) = 1/(z?|z| + 1)
y g(x) = z%sen(1/x) verifican f/(0) = ¢/(0) = 0. Comprobar que h(xr) = zsen(1/x) no es
derivable en cero.

2) ;En qué punto corta al eje X la recta tangente a la grafica de f(z) = 2% en z = 2¢?

3) Supongamos que |f(z)| < 22 en cierto intervalo (—e, €). Utilizar la definicién de derivada
para calcular f(0).

4) Si f'(2?) y la derivada de f(2?) coinciden en x = a # 0, {qué puede decirse de f’(a?)?

5) Calcular las derivadas de las funciones

a) f(2) =sen (e + =25),b) f@) =log (¢ +1), o) fla) = (x+27)e",
DIW= g W= gy DW=

e%/2

(3 +sen(0.7z)) logz

_2%(4a” - 1)

o fa =2l @ = e -

6) Calcular las rectas tangentes a las graficas de las siguientes funciones en el punto que
se indica

a) f(z) =log(e+senz) en z =0, b)  f(z)= g en g =1,
22 _ _x+1 _
¢) f(r)=sen"zr —cos“x en x=m/6, d) flx) = oy =

7) Algunos autobuses interurbanos tienen una palanca a la derecha del volante llamada
freno electromagnético que cuando se activa hace que unos electroimanes ligados a las ruedas
ejerzan una fuerza opuesta al movimiento proporcional a la velocidad que lleva el vehiculo.

Supongamos que un autobiis de 10 toneladas baja un puerto con una pendiente del 10 %
a una velocidad de 30m/s (esto son 108km/h) y en cierto momento ¢ = 0 se queda sin frenos
por lo que el conductor activa el freno electromagnético, que produce una fuerza de 2500 veces
la velocidad del vehiculo.

a) Las leyes de la mecdnica aseguran F' = ma y que la aceleracién debida a la gravedad es
aproximadamente 9.8 sen(0.1) ~ 0.98, por lo que
dx d’x
i 10000 72
donde z(t) son los metros recorridos por el vehiculo. Al cabo de un tiempo frenando se llega
esencialmente a que la velocidad del autobis es constante, es decir 2/(t) = c. ;Cudl es esa
constante?

b) Se sabe que la solucién es de la forma x(t) = At + B(1 — e“t). Calcula las constantes
A, By C. Indicacidn: usar la condicién inicial 2'(0) = 30 y la ecuacién.

10000 - 0.98 — 2500
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c¢) Desde que empieza a frenar, al autobis le quedan 82m hasta una curva muy cerrada.
Para tomarla sin salirse deberia llegar a ella a menos de 14m/s (unos 50km/h). ;Lo conseguird?

8) La férmula

(@) = f(x)(log f(x))’

se llama derivacion logaritmica y se dice que L. Euler (matematico del siglo XVIII) lo consi-
deraba su truco favorito. Su fuerza para calcular f’(z) se muestra sélo en los casos en que se
pueden aplicar las propiedades de los logaritmos: log(a 4 b) = loga + log b, log a® = blog a.

a) Usar la derivacién logaritmica para hallar las derivadas de

f(z) = (2 + 1)7(e® + 1)(cos x + sen ) y g(z) = (2 + 1)9”2“.

b) Escribir una regla para derivar un producto de funciones fi(z)fa(z) ... fn(z).

9) Recuérdese que tanz = 5227 y que sen?z + cos’z = 1.

a) Demostrar que 1/ cos? z es la derivada de tanz.
b) La funcién arcsenz es la inversa de f(z) =senz, f: (—7/2,7/2) — (—1,1). Deducir
derivando (f o f71)(z) = x que 1/v/1 — 22 es la derivada de arcsen .

10) ;Qué se obtiene al derivar tres veces f(x)g(z)?

11) Se estd inflando un globo, que suponemos de forma esférica, con una bomba de aire a
un ritmo de 20 centilitros por segundo. ;A qué ritmo cambia el radio del globo en el instante
en que el globo contiene 1 litro de aire? (Recuérdese que el volumen de una esfera de radio R es
(4/3)mR3). Intentar explicar también por qué la derivada del volumen es el drea de la superficie
esférica, 4T R>.

12) En muchas férmulas de ingenieria aparecen derivadas. A la hora de programar, la
derivada de f se suele aproximar por

fle+h)—flz—h)
2h

flz+h) - f(x)
h

en vez de por

con h pequeno.

a) Comprobar que la primera aproximacién es exacta para polinomios de grado 2 mientras
que la segunda no lo es.

b) Escogiendo una funcién f complicada, como f(x) = cos ((:U+1) sen a:), y un punto xg que
no sea exacto, como oy = v/2. Dando valores con una calculadora comprobar que la primera
aproximacién para f’(zg) es tipicamente mejor que la segunda para h pequeno.

c) Encontrar f y x tales que f no es derivable en z( pero si existe

I f(xzo+h) —f(ﬂfo—h)_
h—0 2h

Asi la aproximaciéon permite ampliar la definicién de derivada. Indicacién: Intentar que el
numerador sea pequenio en comparacién con f(zg + h) — f(xo).
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13) Dada una funcién f : R — R y z1 € R, sea z2 la interseccién con el eje X de la
recta tangente en x = x1 a la grafica de f, x3 la interseccién de la tangente en x = x2 y
asi sucesivamente.

a) Escribir la férmula que da z,4+1 en funcién de x,,.

b) Comprobar que para f(z) = z® — ¢ se tiene zp41 = 3(2p + -

E) que apareci6 en un
problema anterior para aproximar v/t.

c¢) Explicar geométricamente por qué es légico que bajo condiciones adecuadas la sucesion
{n}52; converja a una solucién de f(x) = 0.

Nota: Este método para resolver f(x) = 0 se llama método de Newton y suele ser mas

rapido que el de biseccion.

14) La férmula 1+ 2 4+ 22 + 23 + -+ + 2™ = (2™ — 1)/(x — 1) es bien conocida y se
prueba por induccién o simplemente multiplicando por x — 1.

a) Derivando, utilizarla para calcular 1-2! +2.22 +3.23 ... 4 15. 215,

b) ;Cémo calcular 12 - 21 +22.22 432.23 ... 4 152. 2157

15) Como parte de un videojuego, se quiere simular el aterrizaje de un avién. Para hacer
que el programa sea eficiente se elige que la trayectoria del avién en pantalla venga descrita
por un polinomio de grado 3, es decir y = p(x), con p(x) dicho polinomio y (z,y) el punto con
distancia horizontal = y distancia vertical y a la esquina inferior izquierda de la pantalla.

a) Queremos que el inicio del aterrizaje sea el punto (2,4) y el final en (5, 1), y ademds que
las tangentes a las trayectorias en esos dos puntos sean horizontales. ;Qué polinomio debemos
elegir para obtener ese resultado? Indicacién: Escribir p(z) = 3 f(%_Q) + 1 donde f es un
polinomio cubico.

b) Deseamos que nuestro programa sea muy realista: vamos a hacer que el avién se mue-
va por la trayectoria obtenida en a) con velocidad horizontal constante 2/(t) = V y que la
aceleracion vertical cumpla y”(t) < 96. {Cudnto puede valer V' a lo més para que esto ocurra?

Nota: La idea de este problema tiene que ver con técnicas de splines, empleadas en la
préctica en muchos contextos tales como escalado de una fotografias digitales, animacién y
sombreado de iméagenes 3D.

A.5. Hoja b

1) Hallar una férmula para la derivada segunda de la funcién inversa.

2) Se llama arco seno hiperbdlico a la funcién inversa de f : R — R definida por f(x) =
(e® —e~") /2. Explicar por qué el arco seno hiperbdlico es derivable en todo punto y comprobar
que su derivada es 1/vz2 + 1.

3) Las funciones f(z) = arcsenz y g(x) = arccosz se definen en (0,1) como las inversas
de las funciones senx y cosx, respectivamente, restringidas a (0, 7/2).

a) Comprobar que f'(z) = —¢'(z) = 1/V1 — 22

b) Empleando que f + g tiene derivada nula, hallar una relacién entre arcsenx y arc cos .
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4) Hallar un ¢ € (1,22) tal que (f(22) — f(1))/(22 = 1) = f'(c) para f(z) = 2 + .

5) Sea f es una funcién dos veces derivable tal que la ecuacién f(x) = 0 tiene al menos
tres soluciones en un intervalo [a, b].

a) Usando el teorema de Rolle, probar que existe un ¢ € (a,b) tal que f”(c) = 0.

b) Generalizar este hecho a una funcién n veces derivable con n+ 1 soluciones de f(z) = 0.

6) Explicar con detalle cémo se deduce del teorema del valor medio que dos funciones cuyas
derivadas coinciden en todo un intervalo, difieren en una constante en dicho intervalo.

7) En Cosmologia el estado del Universo se representa por un factor de expansién C' = C(t)
no negativo que en el instante inicial ¢ = 0 (el big-bang) cumple C(0) = 0. En el tiempo
actual ¢ = T, (la edad del Universo) toma un valor indeterminado, sin embargo es posible
aproximar experimentalmente el valor de Hy = C'(T,)/C(1,), llamado constante de Hubble,
dividiendo velocidades y distancias de galaxias lejanas. Ademads, segin el “modelo plano”, C
debe satisfacer (C(C’)Q)/ = 0.

a) Deducir que v/CC' es igual a una constante K y que 3(C(t))”" = Kt.
b) Dividiendo las ecuaciones del apartado anterior encontrar una relacién entre Hy y Tg, y
deducir la edad del Universo T, en afios a partir del valor a veces aceptado Hy = 2.5-107 18571,

3/2

8) Calcula el nimero exacto de soluciones z € R de las siguientes ecuaciones usando los
Teoremas de Bolzano y de Rolle:

a)2x —1=senzx b) 223 + ax = a, con a > 0 ¢)x = arctan x
d)z? +2.5 =4 e)z® —br —3=0 F)(z+2)V4 g/t =1,

Indicacion: Por el teorema de Rolle si f’ no se anula en un intervalo, entonces f(z) = 0 no
puede tener dos soluciones en dicho intervalo.

9) Hallar los polinomios de Taylor de grados 1 y 2 para f(z) = y/x en a = 16 y estimar sin
calculadora el error cometido al utilizarlos como aproximacién de v/16.2. Comprobar después
con ayuda de una calculadora la precisién de dicha estimacién. Con una estrategia similar
encontrar también aproximaciones sencillas de e y de log0.8.

10) Hallar los polinomios de Taylor de grado 3 en a = 0 para las siguientes funciones

_ 1
 34er’

x
1—1—36)'

a) f(z) =log(l +senz), b) f(z) ¢) f(x) = sen (

11) ;Para qué valores de z convergen las series de Taylor (en a = 0) de las funciones

fl@)=1/(1-2)y g(z) =1/(1 —2?)?

12) Obtener la serie de Taylor de f(z) = (22 — 3z)e® en a = 0 a partir de la de ¢® y
utilizarla para hallar f®)(0) y £19(0).
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13) Hallar las series de Taylor en a = 0 para las siguientes funciones, indicando dénde
convergen

sen T 3
o osiz#0

a) f(z) = xlog(l+ xz), b) f(z) = z? sen(x?’), c) f(z) = {1 G0

14) Queremos construir una lente maciza que dirija los rayos de luz que salgan del punto
(0,0) al punto (0, 1). Haciéndola de cierto cristal, una lente perfecta vendria dada por la curva

Va? +y? +3Va + (1-y)? = 2.

Esta curva define y como funcién de z, con y(x) > 0. Es complicado construir una lente asi,
y por eso elegimos aproximar y(x) por su polinomio de Taylor de grado 2 en el punto a = 0.
Calcular dicho polinomio y dibujar su gréfica. Indicacidn: Para el célculo de 3/(0) y de y”(0)
derivar la ecuacién de partida.

15) Muchas veces en informética (por ejemplo en representaciones graficas) sélo se conoce
una tabla de unos pocos valores de una funcién f y se quieren aproximar otros valores. Hay
varios métodos con este propdsito (como las curvas de Bézier o los splines cibicos). La in-
terpolacién cuadrética sugiere que si conocemos f(a), f((a +b)/2) y f(b) entonces f(z) con
x € |a, b] se deberfa aproximar por

2r—a—0>
b—a

a+b

) donde L(x)zf(;)(:c?—mww( +2)+ f (=

L( 5

)(1— z?).
a) Con ayuda de una calculadora aproximar de esta forma log 8.3 suponiendo conocidos
log 7, log 8 y log 9.
b) Suponiendo que el valor absoluto del error E en la aproximacién es méximo para cierto
€ (a,b), consideremos la funcién

(z —a)(z — (a+b)/2)(z — b)

/ 2c—a—">
(¢ —a)(c—(a+0)/2)(c—b)

F(x) = E(z) — E(c) — ).

donde E(z) = f(z) — L(

Comprobar que F' se anula en a, b, ¢y (a+b)/2. Deducir de un problema anterior que F"'(d) = 0
para cierto d € (a,b) y, usando E"”'(x) = f"”'(x), concluir finalmente

"
d
E(c) = fG()(C —a)(c—(a+0b)/2)(c—b).
En definitiva, la aproximacion es buena siempre que los puntos no estén alejados y la derivada
tercera no sea muy grande.

16) Segun la Mecanica Cuéntica la probabilidad de de detectar un electrén a distancia x
del nticleo en un dtomo de hidrégeno es proporcional a ¥?(x), con () = e"*®g(x)/z donde
a > 0 es un pardmetro relacionado con la energfa y g es una funcién con g(0) = 0, ¢’(0) = 1
que satisface la ecuacion
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a) Demostrar que los coeficientes a,, de la serie de Taylor de g en cero responden a la
recurrencia
2(an —1)

A9 -1
n(n+1) i “

an41 =

y comprobar que dicha serie converge para todo . Indicacion: Escribir g(z) = Y 7 | ana™ y
sustituir en la ecuacién suponiendo que se puede derivar término a término..

b) Demostrar que para o = 1,1/2,1/3... g(z) es un polinomio, y que para otros valores
de a esto no ocurre.

c¢) Calcular g(z) para « =1, a = 1/2 y a« = 1/3. En cada caso, decidir si es mds probable

encontrar el electrén a una distancia de 3 o de 4 unidades del ntcleo.

A.6. Hoja 6

1) Calcular los siguientes limites

a) 1im 1+ cos(m:)’ b) log(cos(6:1c))7
a—1 22 —2x+1 a—0+ log(cos(3x))
1
T T T\ o
c) lim w%, d) lim <a++c con a,b,c >0,
r——+00 x—0 3
) . 2xcosx — 2log(l+ z)
e) mgrfoo xsen(a/x), f) :11:1—% = .

2) Encontrar el error al aplicar la regla de L’Hopital:

i a3 — a2 —8x 47 o 322 -2 -8 ’ 6x — 2 i 6 1
11m = 11m ——- 7 = 11m = 11umm — = 1.
=2 3 —322+14 —2 312 — 6x z—2 6x — 6 z—2 6

Hallar el valor correcto de este limite.

3) El volumen v = v(T) de 1 gramo de agua (en cm?) se expresa como funcién de la
temperatura 7' por la siguiente férmula (aproximada) obtenida experimentalmente:

v(T) =1+8.38-1075(T — 4)°.

A qué temperatura este volumen serd minimo? ;Cudl es ese volumen minimo? Usando el méto-
do de Newton calcular aproximadamente la temperatura a la que el volumen es de 1.001 cm?®.

4) El movimiento de cierto punto por una recta esté descrito por la siguiente dependencia
entre su posicién x y el tiempo t > 0:

r=at?+bt+c con a>0.

. Qué se puede decir de su aceleracién? ;jPara qué tiempos ¢ en un intervalo [0, 7] se alcanzan
la velocidad minima y méaxima? ;Cudl es la velocidad media en ese intervalo? ;Para qué valor
de t se alcanza la velocidad media?
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5) Hallar los intervalos de crecimiento y decrecimiento, de concavidad y convexidad de las
siguientes funciones

1

€T Y

x
b) f(z) =2® + pz? + gz + 7 con p, ¢, r € R,
¢) f(z) = arctg(100x) — .

6) Queremos construir un cercado rectangular de 20 metros cuadrados pegado a la pared
de una granja (luego no es necesario construir uno de los lados). ;Cudntos metros de cercado
debemos construir como minimo? En ese caso, jcudl es la relaciéon entre los lados?

7) Dibujar la grafica de las siguientes funciones

b) f(z) = zlog(x),
c) flx)=z+1—1/z—1/2?,

d) f(z) = 2senz + (senx)?.

Para ello buscar los intervalos de definicién, continuidad y derivabilidad de las funciones.
Calcular y utilizar f’ y f” para determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento,
concavidad y convexidad, extremos locales (también llamados relativos) y puntos de inflexién.

8) Desde nuestro puesto de controlador en un aeropuerto vemos en la pantalla del radar
que un avién estd siguiendo la trayectoria dada por la ecuacién y = 2 — z2/3, con > 0. Si el
aeropuerto estd en el punto (0,0), jcudl es la distancia minima a la que ha pasado el avion?
Utilizar el método de Newton para aproximar la solucién.

9) Dadas las funciones

(SR

a) f(z) =da + a5,

e si x>0
|z|
c) f(x) = 4=,
e

se pide su dominio, los limites en los extremos de los intervalos de su dominio, puntos de inter-
seccién con los ejes, intervalos de crecimiento/decrecimiento, maximos y minimos, intervalos de
concavidad y convexidad, puntos de inflexién, recorrido. Con la infomacién obtenida dibujar
la gréfica.

10) El nimero de individuos de una poblacién (en miles) viene dado por
N(t)=1+(3—t)2e"t, cont>0, t = tiempo que transcurre (en anos).

i Cuando la poblacién alcanza su valor maximo? ;Cudl sera la poblacién a largo plazo? ;Cuél
es la velocidad méaxima de crecimiento de la poblacion?
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11) Calcular aproximadamente, usando el método de Newton, la mayor solucién de cada
ecuacién en el intervalo indicado:

a) 2> — 622 —152+1=0, con x € R

b) cosz + x senz = 0, con x € [—2m, 27].

12) Vamos a disenar un programa de ordenador y antes de hacerlo calculamos de manera
tedrica su tiempo de ejecucién, obteniendo

t =a*n*+ (n —a)n® + 80

donde t es el tiempo en milisegundos, n es el nimero de bits del dato de entrada y a es
un parametro que depende de céomo distribuyamos la carga de trabajo entre los diferentes
procedimientos del programa.

a) Calcular a para que el programa sea lo mds eficiente posible.

b) ;Podemos conseguir que para datos iniciales grandes el tiempo de ejecucién sea menor
que n*?

13) Dibujar de manera esquemética las siguientes funciones, teniendo en cuenta su do-
minio y las regiones de crecimiento y convexidad. A veces no es posible calcular de manera
explicita los puntos de maximo o de inflexion; en esos casos, utilizar el Teorema de Bolzano
para aproximarlosé ,

2) f(z) = T (a:2+ 1) :

(x —2)%(x —4)

b) f(z) = 2% —arctg\/z en x > 0,

¢) f(z) = cos(x?) en x > 0.

en el intervalo [—5, 5],

14) Sabemos que el nimero de individuos de cierta poblacién de bacterias N = N(t) viene
regido aproximadamente por la ecuacion

N' = (3 —2t)N?eN

para todo t > 0, y ademéas N(0) = 20.
a) Calcular las zonas de crecimiento de N. ;Cudndo la poblacién es maxima?
b) Se sabe que N’ y N convergen a ciertos valores cuando ¢ tiende a infinito. { A qué valores?
c¢) Usa los datos anteriores para dibujar la gréfica de N.

15) Un escalador sube por una pared de pendiente 4 y en cierto instante lanza un pico
para que le sirva de ayuda en la ascensién. Lo arroja con un dngulo o y a una velocidad de 5
metros por segundo.

a) Si x(t) e y(t) representan la distancias horizontal y vertical del pico con respecto al
escalador, entonces

2'(t) =5cosa, x(0)=0

y'(t)=—-g=-98, 4(0)=5senc, y(0)=0.

Calcular z(t) e y(t) hallando sus series de Taylor en a = 0.
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b) Escribir y en funcién de x. ;Con qué angulo deberia lanzarlo para llegar lo més lejos
posible?

16) Queremos resolver la ecuacién 3t — 4¢3 = 0.2, con 0 < t < 1.

a) Aproximar la solucién con 2 iteraciones del método de Newton, comenzando en ¢ = 0.

b) Usar el Teorema de Bolzano para comprobar que la aproximacién del apartado anterior
da al menos 4 cifras decimales de precisién.

c) Probar la identidad 3senz — 4(sen z)? = sen 3z calculando la serie de Taylor de f(z) =
3senz — 4(senx)® —sen3x en a = 0 y observando que f”(x) = —9f(x). Usar esa identidad y
la calculadora para comparar la aproximacién del apartado a) con la solucién real.

17) Vamos en una piragua de 5.5 metros por un arroyo de anchura de 3 metros. Vemos que
viene una curva de 90 grados, y que justo tras ella el arroyo se estrecha a 1 metro. Despreciando
la anchura de la piragua, jlograremos pasar? Nétese que la mejor estrategia es ir pegados a la
esquina interior y con los bordes de la piragua rozando la orilla opuesta.

18) Creemos que dos cantidades fisicas, = e y, estdn relacionadas de manera lineal, es
decir y = ax + b para ciertas constantes a y b. Experimentalmente hemos obtenido 3 medidas
diferentes para (z,y): (2.2,3.6), (4.2,7.9), (5.0,9.1). Para elegir a, b de forma que se adapten a
esos datos, vamos a buscarlos de manera que minimizen la cantidad D, que es igual a la suma de
los cuadrados de las distancias verticales de la recta a los puntos obtenidos experimentalmente.
Para ello:

a) Consideramos D como funcién de b y hallamos su minimo.

b) El minimo del apartado anterior va a depender de a, luego podemos escribirlo como
M = M(a). Hallamos el minimo de M(a).

¢) Los valores de a y b que buscabamos son los que nos han salido en los apartados anteriores.
i Cudl es la recta obtenida?

19) Estamos disenando un videojuego y queremos que un personaje vaya de una ciudad
a otra parando antes de llegar en algin punto de la costa para pescar. Suponiendo que una
ciudad estéd en el pixel (30,50) y otra en (60,80) y que la costa es la linea de pixeles (2t,t),
t € R jcudl seria la trayectoria mas corta a seguir por el personaje?

20) Al elaborar programas que involucren derivadas segundas se suelen aproximar éstas
por
Fla+h)+ f(w —h) —2f(x)
h2
Suponiendo que f tiene el nimero de derivadas que sean necesarias para aplicar la regla de
L’Hopital, calcular

D(x,h) =

con h pequeno.

[ D) — (@)

lim D(z. h
lim (w,h) ¥y lim h

Explicar por qué estos resultados implican que la aproximacién es buena cuando h es muy
pequeno. Con ayuda de una calculadora hallar el error al aproximar f”(3) por D(3,0.01)
cuando f(z) = z/logx.
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A.7. Hoja 7

1) Si f es continua y derivable y satisface la ecuacién
@ 1, 1
ft)dt = —3 + 2° 4+ xsen(2z) + 3 cos(2z) paratodo x>0,
0

calcular f(7/4) y f'(n/4).
2) Comprobar que [ |t|dt = 3z || para todo = € R.
3) Explicar geométricamente por qué se cumple f; fla+b—x)de = f; f(x) dx.

4) Calcular una férmula explicita para la funcién g(a) = f07(a +22)"ldz, a > 0. Hallar el
valor de ¢/(1) a partir de esa férmula. Como la integral es una suma, la derivada de la integral
es la integral de la derivada, es decir

dg Td, 1

o () da

da /0 da (a + .TQ) “
Usar esta expresion para calcular f07 dz/(1+ z2%)2.

5) Hallar f'(x) si

a) f(x) :/()m(1+t2)2dt, b) f(x) :/OI (1+ %) 3at,

T 1 6
. t
= 14 ¢2)73dt, d :/ —_dt.
) @)= [ a+e) )@= | T
6) Aproximar
1/2 e—arcsent
/ C T
0 V1—1¢2
usando el polinomio de Taylor de grado 2 en cero de la funcién que esta dentro de la integral.

Hallar también la integral de forma exacta y comparar los resultados.

7) Determinar el polinomio de Taylor de grado 3 en a = 0 de la funcién

1
h(l‘):/ y3/26—zy2 dy
0

usando la serie de Taylor de e’ en a = 0.

8) Calcular las primitivas de las siguientes funciones:

1 )
a) 3+5zx+2%)(z—3) b) (¥ —e )+ — ¢) 3sen(bx) — g T
T 2 4 1

8
1+x2+(4x+1)2 °) 7\/1—23:2_\/§+3:UT/3

d)

f) (m2 + 33?)(5373 — ;)
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9) Calcular las primitivas de las siguientes funciones:

a) (x+2)2° b) logz + xlogx c) — 9z%e v t3
d) z(cos(bx) + x) e) (z+senz)e ™ f)xzve+1

10) Integrando por partes con u = sen” ! x, obtener la férmula

1 _ n—1 _
/sen” rdr=—=sen" ' zcosz + sen” 2z dx para n > 2 entero
n n

y utilizarla para calcular foﬂ/ ?sen” x du.

11) Calcula las primitivas de las siguientes funciones:

x 3+ 1 2
@) (x+1)(z—3) ) x4+ 2 (x —1)(x+3)?
35x + 21 522 +5 322 + 22 — 13
) =3 -5 DT 21 ) Ll v B

12) Calcular la integral indefinida

2x 4+ 5
/(x—a)(a:—b)(a:—c) dx

con a, b, c nimeros distintos. Utilizar el resultado para aproximar
2r 45
I= | ————dx
/ 23 —=3x+1""

probando primero que 2 — 32 + 1 = 0 tiene tres soluciones distintas y aproximandolas por el

método de Newton.

13) Calcular fol f(z)dz, con f(z) igual a:

JE 1 e2:]c

—\VZT b - -

a)e ) e’ +4e 7 2 et +1
4% 41

1++vVx+1
3+ 4z ) 1

h) —— 1) ——
9) l+z V16 + 22 )\/1+x4
Para las dos tltimas, auxiliarse de [dz/vz? +1=log (z + Va2 +1) + K.

14) Si V = V/(t) indica la tensién en funcién del tiempo, se define la tensién eficaz (la que
en cierto modo pueden aprovechar los motores) en un periodo [0, 7] como

1 T ) 1/2
Vg = <T/0 V()] dt) .
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Los enchufes caseros europeos tienen 220 voltios de tensién eficaz y V(t) = Vjsen(2nt/T') con
T = 1/50. Hallar el voltaje maximo V[ que proporcionan.

15) Calcular OW/4f($) dz, con f(z) igual a:
a) tgx b) cos’ x c) tg?x

d) arcsen x e) sen® z cos® x f) sen?(2x) cos®(2z)
16) Calcular las integrales impropias

5 1 oo 1
a) / 5— d, b) / e 5% dz, c) / log x dx.
o COs™XT 0 0

17) Hallar el valor de la integral f01 *% dx con un error menor que 0.01 usando un poli-
nomio de Taylor de senz en el punto cero.

18) Expresar la integral [ 22¢=*% dx en términos de IS =% dr.
19) Cualquier polinomio f(z) de grado tres satisface la identidad

a+b

[ @ =5 (1w + 450 4 50)

pero para una funcién general es s6lo una aproximacion llamada Regla de Simpson con dos
subintervalos. La Regla de Simpson con 2n subintervalos, n € N, consiste en dividir el intervalo
[a,b] en n subintervalos de igual longitud y en cada uno aplicar la regla con 2 subintervalos.
Comprobar que la férmula anterior es exacta para f(x) = x? y usar la regla de Simpson con 4
subintervalos para aproximar la integral fol e’ /(1 + x)dz.

20) Utilizando rectangulos de base 1/n para aproximar el drea se deduce que toda funcién
continua f en [0, 1] verifica

R S A &
nh—{gon;f(n>_/o f(z)dx,

Utilizar este hecho para calcular los limites de las siguientes sucesiones:

B 1 = (n—k)k T k k
an_giﬁ(n—i—k)’ bn—zing , Cn_kZIWQ sen<2n).
A.8. Hoja 8

1) Calcular el drea limitada entre el eje X y la grafica de f(z) = senx en el intervalo
[0, 2k7] donde k € Z™.
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2) Calcular el drea limitada entre el intervalo [—m, 7] del eje X y la grafica de la funcién
f(x) =senz + cosz.

3) Hallar el drea limitada entre las graficas de los pares de funciones que se indican:
a) fx) =2+ +1 y g(x) = 22% — 22 4 3,
2
b = —
) f(@) 472 + 1
o) fle)=z(e"+1) vy g(a) =+,

y o g(x) =2,

d) fz)=223+22% +2 -1 y g(x) = 2% + 222 + 22 — 1.

4) Dada f(x) = x? — 22 + 7 consideramos el tridngulo curvilineo 7' limitado entre las
tangentes en x = 0y x = 2 y la grafica de f. Hallar el area de T.
5) Hallar el drea limitada entre la curva definida por y? = 3x y la recta 2y — x + 24 = 0.

6) Deducir usando integrales que el area del circulo es 7r2.

7) Calcular el drea de un sector circular de radio r y dangulo «. Indicacion: Este problema
se puede hacer con integrales o con una simple regla de tres a partir del problema anterior.

8) Deducir usando integrales que el volumen de la esfera es %mﬁ y que el volumen de un
cono recto de altura h y radio de la base r es %TFTQ}L.

9) Estudiar la convergencia de las siguientes series mediante el criterio de la integral

1 1 =1
a) Yy —, b) > 5 ) D ;
n=1 \/ﬁ n=2 n IOg n n=2 nlog n
> 1 > 1 = logn
d S
) nz::an—kl’ ) z:nlognloglogn7 7) Z n '

n=3 n=1

10) Comparar la n-ésima suma parcial de la serie > > | 1/n, s, con la integral de la funcién
f(z) = 1/z en intervalos adecuados y concluir que para todo n € Z™ se tiene |s, — logn| < 1.
En particular s1 gog 000 000 < 22 a pesar de que lim s,, = co porque la serie no converge.

11) Explicar con detalle empleando sumas superiores e inferiores por qué si f es creciente
en [1,N], N € Z*, entonces

N
f(2)+f(3)+-~-+f(N)2/1 £ Q)+ @)+ + F(N=1).

NNelfN

1
N > ~ Y explicar cémo obtener a

Tomar f(x) = logz para probar la desigualdad 1 >

partir de ella el valor de lim L.

Vn!
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12) Consideremos la regién tridimensional infinita R obtenida al hacer girar la gréfica de
f(z) = 7! alrededor del eje X para x > 1. Comprobar que el volumen de R es finito y sin
embargo su area (lateral) es infinita. Por tanto se da la paradoja de que pintar R requiere un
area infinita de pintura pero, si es transparente, basta verter un volumen finito de pintura en
su interior.

22 2

13) Dados a,b € RT, calcular el drea de la regién limitada por la elipse — + ‘Z—Q =1.

2
a
14) Calcular el drea de la regién plana limitada por la parabola de ecuacién (y—2)% = z—1,
la tangente a esta parabola en el punto (2,1) y el eje OX.

15) Calcular el drea del recinto formado por los puntos (x,y) del plano que verifican
y? > 9z y 22+ 9% —36 <0.

Indicacion: Notese que la segunda ecuacién define un circulo de area 367 y un sector circular
suyo de angulo 27/3 tendrd drea 367 /3.

16) Calcular el drea de la figura limitada por la curva cerrada y? = (1 — 22)3.

17) Se considera la regién R del plano definida por la parte positiva de los ejes de coor-
denadas y la curva y = cosz con 0 < z < 7/2. Hallar el valor del parametro A de modo que
la curva y = Asenx divida a la regién R en dos regiones de igual area. Indicacion: Escribir
A =1/tg~y y emplear las relaciones trigonométricas.

18) Hallar el drea de la regién plana definida por las inecuaciones:
2y —22>0 y 2z +y? <0,
v el volumen del cuerpo engendrado por dicha region al girar alrededor del eje X.

19) Hallar el volumen del cuerpo engendrado por la curva

1
y2:§x(x—3)2 con 0<z<3

al girarla alrededor del eje OX.

20) Una particula se mueve a lo largo del eje X describiendo una trayectoria x = x(t) con
velocidad v(t) = At? + 1. Calcular A sabiendo que z(1) = x(0).

21) La proporcién z de moléculas de un gas en la atmdsfera disminuye cuando la altura
crece con una tasa de variacion proporcional a z, es decir

dzx

%:—C"E

donde h es la altura en kilémetros sobre el nivel del mar.
a) Dividiendo entre z e integrando, hallar una férmula para = = x(h).
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b) Para el oxigeno C' = 0.07. ;A qué altura la proporcién de oxigeno es la mitad de la que
hay a nivel del mar? Responder a la misma pregunta para el hidrégeno, para el que C' = 0.006.

c¢) Teniendo en cuenta que a nivel del mar hay unas 400 000 moléculas de oxigeno por cada
una de hidrégeno, ja qué altura habrd mas hidrégeno que oxigeno?

22) La velocidad de un cuerpo en caida libre, teniendo en cuenta el rozamiento del aire,
puede ser modelizada mediante la ecuacion diferencial

= g— Ov?
ar 970

con t el tiempo en segundos, v la velocidad en metros por segundo, g = 9.8 m/s?> y C una

constante que depende de la forma del cuerpo.

/ 'U/

a) Comprobar que la ecuacién anterior se puede escribir como = 2aC' donde

a—v v+
a = /g/C. Integrar esta expresién para obtener la velocidad en funcién del tiempo suponiendo
que se parte del reposo v(0) = 0.
b) Un hombre con el paracaidas cerrado tiene C' = 0.001, y abierto C' = 0.5. Calcular la
velocidad a largo plazo en ambos casos.
c¢) En el caso del paracaidas cerrado, jcuanto tiempo pasa desde que se tira del avién hasta
que alcanza la velocidad de 50 m/s? ;Y el caso del paracaidas abierto?

23) Calcular la integral fol/ V3 arctan x dx integrando por partes. Sustituir arctan x por su
serie de Taylor (en cero) e integrar término a término. Concluir de ambos resultados la férmula

2 1 1 1
™3 1 _77)2_%

— 1 1
W‘log%+1-2(3) 7103

1 1

5-6(3)3_%(;)44‘@(3)5—...

24) Teniendo en cuenta que la densidad del agua es p = 1 gr/cm?, el principio de Ar-
quimedes asegura que al tirar una pelota al agua y quedar ésta en equilibrio semisumergida,
el volumen en centimetros cibicos de la parte sumergida coincide con el peso en gramos de
la pelota. Supongamos que para una pelota de radio 5 cm la linea de flotacién describe una
circunferencia de 3 cm de radio. Calcular la masa que puede tener la pelota explicando por
qué hay dos soluciones y como podriamos saber cudl es la correcta.
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