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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Precalentamiento

El término andlisis deriva de una palabra griega que significa descomposicion (y entre
otras cosas, jincluso muerte!) y es éste sentido etimolégico, excluyendo el paréntesis, el
que vamos a manejar en el curso, mas que el otro significado comtun en Matematicas de
algo con derivadas e integrales.

El andlisis armonico se ocupa, a grandes rasgos, de la descomposiciéon de funciones
en tonos puros que llamaremos armonicos. Sin rigor, consideramos tonos puros a ciertos
objetos que nos recuerdan a las funciones sen(2mnzx) y cos(2mnx) con n € Z, las cuales
aparecen en los desarrollos de Fourier clasicos.

AL AL

-0.5 -0.5

6]

f(x) = sen(6mx) f(x) = cos(6mx)

En términos actsticos, en el rango de frecuencias audibles estas funciones suenan como
mantener uno de los pitidos de la alarma de un reloj electrénico o una nota de una
flauta.

Con esta ambigiiedad, el analisis armoénico se convierte en un area muy amplia cu-
yas fronteras son muy subjetivas y estan sujetas a qué deseemos denominar armonicos.
Incluso con toda esta amplitud no se cubren muchos temas actuales importantes en los
que los armonicos aparecen mas como motivacion que como ingredientes.
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1.1.1. La serie de Fourier original

El punto de partida del analisis armoénico fue el desarrollo en serie de Fourier. Afirma
que cualquier funcién 1-perioédica razonable f : R — C se puede analizar como
00 1
(1.1) flx) = Z ane(ne) con a, = / f(z)e(—
n=—00 0

donde se ha empleado la notacion sintética e(x) = €*™ para englobar los senos y cose-

nos que representan los tonos puros. A los a, se les llama coeficientes de Fourier. Las
funciones {e(nz)}>2 ___ son los armoénicos en esta descomposicion.

Por la periodicidad, el intervalo de integracion [0, 1] se puede sustituir por cualquier
otro de longitud 1. A este respecto, en muchos contextos se muestra conveniente in-
troducir el toro T = R/{z — x + 1} obtenido al enrollar la recta real alrededor de la
circunferencia unidad (un toro unidimensional es una circunferencia), o equivalentemen-
te pegar los extremos del intervalo [0, 1]. En este sentido, f : T — C representa una
funcion 1-periddica y a,, viene dado por la integral sobre T. No hay que dejarse impresio-
nar por toda esta palabreria, simplemente considerarla como una notacién conveniente
o una taquigrafia. Por ejemplo C(T) y C™(T) representan las funciones continuas y las
funciones de clase C™ que son 1-periddicas.

N N A

feC(T f ¢ C(T

Los matematicos desafortunadamente demasiado a menudo son muy reacios a hablar
de un resultado antes de enunciarlo con rigor y generalidad. En el caso del desarrollo en
serie de Fourier, es dificil traducir “cualquier funciéon 1-periédica razonable” en la clase
méas amplia de funciones para las que se cumple (1.1). El problema es tan complejo y
con tantas ramificaciones que en muchas exposiciones desvia la atenciéon del problema
realmente natural: incluso suponiendo que partimos de una funciéon 1-peridédica muy
regular jpor qué tiene que ser superposicion de senos y cosenos? jPor qué podemos,
tedricamente, imitar el sonido de cualquier instrumento musical tocando muchas flautas
al mismo tiempo? Esta es la pregunta candente, nunca mejor dicho, en la famosa memoria
de 1822 de J. Fourier sobre la teoria analitica del calor [Fou88] y que de ningtin modo
es obvia, de hecho destacados matemaéticos de los siglos XVIII y XIX manifestaron
opiniones en ambos sentidos.

La primera serie de Fourier que aparece en su famosa memoria es:

SIS

n=0

T T
2 1 ——< < =
cos (( n+ )x) para 5 x 5
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Fourier nota que en [7/2,37/2], el resto del intervalo hasta completar un periodo, el
resultado es —m /4 por las simetrias del coseno, salvo en los extremos donde la funcion
vale cero. Con la notacion de (1.1), escribirfamos esto como

w/4

0.5

oo _1 n
G5tT YISt tIst ... = Z i ﬁ2e((2n+1)x) para todo z € R.
n

0.5
—m/4

Los argumentos de Fourier son muy objetables desde el rigor actual, e incluso con
el de su tiempo. Su razonamiento [Fou88, Ch.III, Sec.II.171| para “probar” (1.2) fue su-
poner 7/4 = Y a, cos ((2n + 1)) e igualar las series de Taylor de ambos miembros en
x = 0. Con ello se llega a un sistema lineal con infinitas incégnitas, los a,,, y coeficientes
tendiendo a infinito que Fourier “resuelve” para obtener a,, = (—1)"/(2n + 1), incluso
a pesar de que todas las ecuaciones del sistema menos una dan lugar a series divergen-
tes al comprobar las soluciones. La prueba rigurosa de la convergencia de la series de
Fourier bajo condiciones bastante generales tendria que esperar a un famoso trabajo de
P.G.L. Dirichlet en 1828.

Después de este desvio historico, volvamos al problema de por qué nos deberiamos
creer que las funciones 1-periddicas razonables coinciden con su serie de Fourier. Co-
mencemos considerando la delta de Dirac 1-periddica (también llamada peine de Dirac)

o
(1.3) dp(x) = Z d(z —n)
n=—oo
donde 0 es la delta de Dirac habitual. Esta notacién, introducida por P.A.M. Dirac en
su matematizacion de la fisica cuantica, representa algo que los fisicos dicen que es una
funcion que satisface [ 6 = 1y [;0(x)f(z) dz = f(0), mientras que los mateméticos
prefieren negarle la categoria de funcién y decir que es una distribuciéon o una sucesion
de funciones {¢,}22,, que llaman aproxzimacion de la identidad, tal que fR o =1y
iy, o0 [ @n (@) f(2) dz = f(0). Aqui f es una funcion test tipicamente Cg°. La funcion
dp tiene la misma propiedad reemplazando R por T. Podemos imaginar estos objetos
como la funcién de densidad correspondiente a una particula unidad localizada en el
origen. La masa total es 1 pero no hay nada fuera del origen, 6(z) = 0sixz # 0y
d(0) = oo, con un infinito tan grande que la integral de § es 1 en cualquier intervalo que
contenga al origen.
Si dp coincidiera con su serie de Fourier, es decir, si la igualdad

(1.4) p(r)= > e(nx)
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tuviera sentido, entonces formalmente

f(x)zAép(t)f(m—t) dt= > /Tf(a:—t)e(nt) dt= > e(nx)/Tf(u)e(—nu) du

n=—oo n=—0oo

donde se ha usado el cambio de variable t = 2 — u, y esto es (1.1).

En definitiva, si nos creemos el desarrollo de Fourier de la delta de Dirac periodica,
deberfamos creernos en una linea el de las funciones razonables. ;Por qué albergamos
alguna esperanza en hacer riguroso este argumento fantasmagoérico? Simplemente porque
al truncar el segundo miembro de (1.4) se obtienen cosas que nos recuerdan al primer
miembro:

10

Z d(z—n)= Z e(nz) =

n=—00 n=-10

Pasar de funciones 1-periddicas a T-periddicas es tan facil como hacer el cambio
x +— x/T, con ello el desarrollo de Fourier de funciones razonables T-periodicas responde
a la formula

j— T T/2 T

(1.5) f(z) = T Z ane(nf) con a, = i (z)e( — n?) dx

donde el 1/T proviene del diferencial. Si permitimos 7" — oo manteniendo § = n/T fijo,
los coeficientes a,, vendréan dados por la transformada de Fourier

(16) 7o) = / " f@)e(—€x) de.

Por otra parte, imponer que algo tenga periodo infinito es como no imponer nada porque
xr 4+ 00 = 00, ademas la suma en (1.5) se puede ver como una suma de Riemann. Con
estas ideas, nos arriesgamos a establecer, como hizo Fourier en el capitulo IX de su
memoria, una suerte de analogo en R de las series de Fourier, al que se le llama formula
de inversion:

(L.7) (7Y =/ donde 7 ()= /mg@e(xs) .

A g selellama transformada inversa (o antitransformada) de Fourier de g. Notese en
la analogia con (1.1) una vez que se descodifica la notacion. La formula de inversion es
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fR e(z€) d€ y estamos expresando f como una superposicion de armonicos
{e(fm)}geﬂg cuya naturaleza no discreta motiva integrar mas que sumar al analizar f.
De nuevo surge la pregunta de por qué esto es cierto para “funciones razonables”,
ahora mitigada por la deduccion anterior. La respuesta anéloga a (1.4) es la enigmatica
formula que raramente aparecera en un libro de anéalisis matemaético:

(1.8) i(z) = /_OO e(z€) d¢|.

Si aceptamos esta formula en la que integramos una funcion no integrable. (1.7) se sigue
de un Fubini sospechoso:

/ / F(t)e(—€t) dt) (€x) d = / /:e((m—t)f) dg:/:f(t)é(x—t) dt

que coincide con f(z).

1.1.2. Algunos teoremas

Para hacer rigurosa la demostracion anterior de (1.1), definimos el sumatorio trun-
cado y la operacion integral empleada en la idea intuitiva:

N

Dy(z)= Y e(nz) vy (fxg)(= /f (z —t)d

n=—N

A Dy se le llama nicleo de Dirichlet v a f * g convolucion de f y g. Se puede definir
analogamente en R y en ambos casos es conmutativa y asociativa.

Si procedemos como antes pero reemplazando la suma formal > e(nz) por Dy(x),
obtendremos una férmula para las sumas parciales de la serie de Fourier, que denotaremos
por Sy f,

Syf(z) = Z ape(nz) = (Dy * f)(z).

In|<N

La idea es que dp es formalmente la identidad para la convolucion, dp x g = g, y si en
algin sentido Dy — dp, la formula anterior deberia dar (1.1). Para buscar sentido a
Dy — dp, usamos el viejo truco de poner y quitar, empleando que fT Dy =1,

(Dy = f)(z /f:c—tDN t)dt = f(x )—l—/qr(f(x—t)—f(x))DN(t) dt.

Si f € C(T) entonces f(x —t) — f(x) uniformemente cuando ¢ — 0. Si la funcién Dy
estuviera bastante concentrado en el origen y lim [ [Dy| < oo, tendriamos (1.1) para
funciones continuas. Sin embargo fT |Dy| se comporta como log N y la ultima condicion
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no es cierta. Las cosas son mas tangibles de lo que parecen puesto que sumando una
progresion geométrica tenemos la expresion explicita

(1.9)

Di(x) = sen (2 (N + 1/2)z)

sen(mx)

para x &€ Z y Dyn(x) =2N +1 parazx € Z.

El Lema de Riemann-Lebesgue asegura que para cualquier funciéon integrable g, se cumple
Jr9(z)e(Az) dz = 0 si A — oco. Por tanto, si para cierto z, (f(z —t) — f(z))/sen(rt)
es integrable como funcién de t, deducimos que Syf(x) — f(x), como deseabamos
(habitualmente se llama a este resultado criterio de Dini). Si exigimos f € C*(T),
entonces nuestra hipotesis sera satisfecha en todo punto, y hemos probado:

Teorema 1.1.1. Para cualquier f € CY(T) se cumple imy_ o Sy f = [ uniformemente.

Empleando que el ntcleo de Dirichlet es perfectamente simétrico, especialmente que

01/ 2 Dy = fi)l /o Dy = 1/2, se pueden permitir discontinuidades de salto, siempre que

haya regularidad a derecha e izquierda, y la serie de Fourier tenderé al punto medio. Esta

observacion y el hecho de que la funciones de variacion acotada sean esencialmente las

de derivada integrable (permitiendo asi usar el criterio de Dini), sugieren que el resultado
més general al que podemos llegar con los razonamientos anteriores es [Kat76, I1.2]

Teorema 1.1.2. Si f es de variacion acotada en T, se cumple limy_,o Snf(z) =

3 (f@7) + f(ah)).

Antes hemos dejado caer que el problema de la convergencia de la serie de Fourier
serfa més simple si la integral [.|Dy| estuviera uniformemente acotada en N. Con esta
idea, se introduce el nicleo de Fejér

al sen?(mNx)

Fn(z) = Z (1 - |£N|)6(”$) = my

n=—N

que al ser positivo cumple fT |Fn| = fT Fyx = 1. Entonces el argumento anterior, cam-
biando Dy por Fl, nos da que las sumas de Cesaro de la serie de Fourier, es decir

Snf = Z an (1 — W)e(nm),

[n|<N

constituyen la forma de sumar correcta al desarrollar por Fourier funciones continuas.
Este es un resultado bien conocido de L. Fejér. Exagerando un poco, el hecho de que
queramos seguir sumando de la manera habitual es una mania mateméatica que no tiene
demasiado reflejo en el plano practico. Ya L. Euler, el gran artista de la sumacién, inventd
métodos para acelerar series porque tenia que calcular sumas sin ordenador. Considerar
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Snf en vez de Sy f es una forma de aceleracion de series en sentido fuerte (véanse las
graficas de la siguiente seccién) puesto que incluso hace que algunas series de Fourier
divergentes dejen de serlo, permitiendo sustituir “razonable” por “continua” en la frase
que introduce (1.1).

Teorema 1.1.3 (de Fejér). Para cualquier f € C(T) se cumple limpy_, o §Nf = f
uniformemente.

De hecho, incluso si f tiene discontinuidades de salto, la convergencia sigue siendo
uniforme en cualquier compacto que no las incluya y en las discontinuidades Sy f tiende
al punto medio, como antes [Zyg77, II1.3].

Supongamos que tenemos una funcion f € C°(T), entonces integrando por partes,
sus coeficientes de Fourier decaen muy rapido y la convergencia de la serie de Fourier
es absoluta y uniforme. Con ello no tendremos ningiin reparo en elevar al cuadrado en
(1.1) e integrar sobre T. El resultado es la bella identidad de Parseval (también llamada
identidad de Plancherel)

(1.10) / =S

n=—oo

Toda la magia ha venido de que [,e(—ma)e(nz) de = 0sin # my e 1sin =
m. Dicho de manera pedante pero util, {e(nz)}>2 __ es una familia ortonormal con el
producto escalar (f, g) = [, fg que es el de L?(T), las funciones de cuadrado integrable.
Ahora bien, C* es denso en L? y entonces (1.10) tiene perfecto sentido para f € L2

independientemente de que su serie de Fourier converja. De (1.10) se sigue || f — Sy f]|5 =
Yo lan]? con || - [z la norma en L7, esto es, ||flls = (f |f|2)1/2. Con todo ello, las

series de Fourier convergen siempre, si aceptamos vivir en el mundo L? que es completo
(podemos tomar limites sin salir de él) y mucho més amplio que las funciones continuas.

Teorema 1.1.4. Para cualquier f € L*(T) se cumple imy_,o | f — Sy fl]2 = 0.

Por su estructura de espacio de Hilbert (espacio completo con producto escalar), L?
tiene un regusto de algebra lineal que nos familiariza con las series de Fourier. Asi Sy f
es el resultado de proyectar f en el espacio de dimension finita {e(nz)}Y__ . Desde otro
punto de vista, los coeficientes de Fourier vienen del ajuste de minimos cuadrados al
minimizar la varianza. En suma, los polinomios trigonométricos son algebra lineal pura
y en el limite tenemos las series de Fourier.

Por polarizacion o por un célculo directo obtenemos una identidad de Parseval (1.10)
para el producto escalar que resulta ser dual en cierto modo de otra que da los coeficientes

de Fourier de una convolucion.

(111) Z dnbn = /fg y Cn = a’nbna
T

n=—oo
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donde {a,}, {b,} y {cn} son los coeficientes de Fourier de f, gy f *g.

La teoria L? es maravillosa pero no debemos olvidarnos de que con respecto al pro-
blema original, lo que hemos hecho es cambiar la definicion. Ahora la igualdad de (1.1)
hay que entenderla en sentido de que el momento de orden 2 de la diferencia (la varian-
za) es cero. La pregunta matemética natural es si todavia tenemos convergencia en el
sentido habitual. Por supuesto, las funciones de L? estan definidas salvo conjuntos de
medida cero, entonces necesariamente nos tendremos que olvidar de ellos. Una respuesta
afirmativa la dio L. Carleson en 1966 [Car66]. Su teorema, muy dificil de probar, es uno
de los hitos del analisis armoénico:

Teorema 1.1.5 (de Carleson). Para cualquier f € L*(T) se cumple

lim Sy f(z) = f(z) para casi todo x.
N—o0

Este teorema fue extendido por R. Hunt a f € LP(T) con 1 < p < co. M. Lacey y
C. Thiele dieron en 2000 una prueba mucho mas sencilla que la original [LT00].

Respecto a la falta de convergencia, con algunas manipulaciones con series lacunares,
se construye [Kat76, I1.2] [K6r88, §15| una funcién continua cuya serie de Fourier no
converge en un punto. También es posible conseguir que la convergencia falle en infinitos
puntos. De hecho hasta se puede tomar un conjunto denso (este ejemplo es muy antiguo,
data de 1873 y se debe a P. du Bois-Reymond), ademés un resultado de J.-P. Kahane
y Y. Katznelson |[KK66| asegura que para conjunto de medida cero £ C T existe una
funcion continua tal que su serie de Fourier diverge en E. Por otro lado A. Kolmogorov,
demostré que existian funciones integrables, esto es, en L!(T), tales que su serie de
Fourier diverge en todo punto. Notese que ser integrable es lo minimo que se puede
pedir para que tenga sentido calcular los coeficientes de Fourier.

Respecto a la transformada de Fourier, la teoria es mas o menos paralela. Una di-
ferencia esencial es que para la propia definicién se necesita cierto decaimiento. Esto es
notorio cuando intentamos hacer la teorfa L?. Si bien se tenia L?(T) C L!(T), ahora
por la no compacidad de R nos enfrentamos a L?(R) ¢ L'(R) y no podremos llevar a
cabo la integracion en (1.6) en general. La solucion es usar algtn tipo de regularizacion
[DM72, Ch.2|. Una vez abierta la veda de la regularizacion, es posible dar sentido a (1.7)
para cualquier funcién de L'. Dentro de la teoria L? se vuelve a tener la identidad de
Parseval y la relacion con la convolucion:

(1.12) /fgz i iy (fre =713

A efectos mas tedéricos que practicos, cabe preguntarse si hay alguna clase sencilla y
amplia de funciones en la que podamos tomar transformadas y antitransformadas en
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el sentido estricto de la definicion, sin regularizaciones. La respuesta son las funciones
C* con decaimiento rdapido o clase de Schwartz, en la que todas las derivadas decaen
més rapido que el inverso de un polinomio. Esta clase desempena un papel fundamental
en la teoria de distribuciones de L. Schwartz que, entre otras cosas, permite que los
matemaéticos escriban deltas de Dirac sin sufrir escalofrios. o

La invariancia de la clase de Schwartz proviene de la relacién entre fy f*) que se
sigue facilmente integrando por partes y tiene su analogo también en series de Fourier:

—

113 o= rm) ™ [ fO@ena) ey o) = @m0

para n y £ no nulos.

1.1.3. Algunos ejemplos y graficos

El Teorema 1.1.2 asegura que tenemos la igualdad

o D o D
flz) = n:Z_OO yro 26((271 +1)z) = nzz_oo o 1 1 % (2m(2n + 1)x)
donde f es la funcion 1-periodica de onda rectangular considerada por Fourier (escalada),
que en [—1/2,1/2] vale /4 si |z| < 1/4, —w/4 si |x| > 1/4y f(—1/4) = f(1/4) = 0. La
convergencia en la primera serie hay que entenderla, segiin hemos visto, como limite de
Zﬁ:}:_ - Las siguientes graficas muestran que las cosas funcionan como cabria esperar,

tomando valores de N cada vez mayores.

Ja) Ao o D pone N .

0.5 0.5 0.5

0.2 0.4 0.6 0.8 1 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0.2 0.4 0.6 0.8 1

-0.5) -0.5 -0.5

Ssf Sisf Sasf

Veremos més adelante que ese primer pico que aparece a ambos lados de las disconti-
nuidades curiosamente no disminuye su tamano por muy grande que tomemos N.

Las siguientes graficas permiten comparar lo que se consigue sumando a la manera
de Fejér tomando el mismo niimero de sumandos (realmente uno menos, porque en Sy f
el coeficiente a4y estd multiplicado por cero). La velocidad de convergencia ha mejorado
notablemente aunque, por supuesto, no puede ser uniforme porque la funcién limite es
discontinua.
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——— k .
0.5/ 0.5 \\ 0.5 W
0.2 0.4 0.6 0.8 1 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0.2 0.4 0.6 0.8 1
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Ahora vamos a jugar un poco con esta serie de Fourier. Por definicién, f? es cons-
tante 72/16 en casi todo punto y por tanto (1.10) es muy sencillo de aplicar y conduce
inmediatamente a

™ 1 .- ™ 1.1 1 1
E—nz_wm que equivale a g—ﬁjtﬁ—%?—l—ﬁ—l—...
Si calculamos f * f, la convolucion de f consigo misma, se obtiene la funcion 1-periédica
diente de sierra que en [—1/2,1/2] vale 7%(1 —4|x|)/16, la cual es continua y C" a trozos.
De modo que por la segunda formula de (1.11) se tiene la igualdad (con convergencia
uniforme)

7T—2(1 —4|z|) = Z —e((Qn + 1) para —

<z <
16 A(2n +1)2 =0=

DN | —
DN | —

Lo cual es coherente con el célculo directo de los coeficientes de Fourier. Aplicando la
primera formula de (1.11) a esta funcion y la original, y utilizando (1.10), se obtiene las
sumas de otras dos bellas series:

P11 11 P11 1 1
30 13 35 w0 Y g a3 T T

En los libros de analisis armoénico, a menudo se muestran graficas como las primeras
que hemos visto y se hace poco hincapié en lo espectacularmente bien que aproximan
las sumas parciales Sy f cuando la funcién es suficientemente regular.

Consideremos por ejemplo la funcién 1-periodica f(z) = e**27) Con ayuda de un
programa o de un paquete matematico, podemos aproximar sus primeros coeficientes de
Fourier. Por la simetria, a,, = a_, y no hace falta calcular los de indice negativo.

ap = 1,266065877 a; = 0,565159103 a9 = 0,135747669 a3 = 0,022168424
ay = 0,002737120 a5 = 0,000271463 ag = 2,24886 - 107> a; = 1,59921 - 1076

La aproximacion es notoria usando muy pocos coeficientes de Fourier. En las figuras
siguientes se muestra con linea de puntos la grafica de f. En la segunda, s6lo con ag, a;
y ao Se consigue una aproximacion poco distinguible a simple vista. En la tercera figura
se muestra la pobreza en términos globales del polinomio de Taylor de grado 2 en el
punto medio.
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Para reivindicar el polinomio de Taylor se podria argumentar que al no requerir la
periodicidad es méas general y sobre todo, desde el punto de vista numérico arcaico, que
es un polinomio. Algo que evaluamos a mano sin grandes esfuerzos en contraposicion
con las funciones trascendentes seno y coseno. Sin embargo con un truco ingenioso se
puede forzar a que Fourier siga venciendo a Taylor en muchas situaciones. Digamos por
ejemplo que deseamos una aproximacion polindémica buena de g(z) = €” en [0, 1] para
hacer calculos a mano. Si forzamos la periodicidad de g, el resultado ni siquiera estaria
en C(T), pero f como antes, si cumple f € C*(T) y ambas funciones se relacionan
mediante f(z) = g(cos(2mz)). Aunque no lo parezca, cos(narccosz) es un polinomio
para cualquier n € Z [Kor88, §5,845], son los polinomios de Chebyshev, entonces Py (z) =
ag + 2 22[21 a, cos(n arc cos x) son aproximaciones polinomicas de e”, que provienen de
un cambio de variable en la serie de Fourier. Por ejemplo,

Py(x) = 0,043793 2* + 0,177347 2® 4 0,499196 2* + 0,997307 = + 1,000044

Por otro lado, en Célculo I nos ensefiaron Ty = S z/n! como la aproximacion de
Taylor mas destacada. Las dos primeras figuras muestran las gréaficas de los errores
Py(x) —e® y Tn(z) — e” para N = 2y N = 4, respectivamente:

6e-4

4e-4
2e-4
Taylor

0.2 0.4 .6

Chebyshev

0.05;

Chebyshev
-0.002

-0.004

)

-0.006; _2e-4|

Taylor -0.008| Taylor -4e-4

-0.01 64 Chebyshev

Segundo grado Cuarto grado Cuarto grado y punto medio

La ultima figura es un jarro de agua fria. Resulta que Taylor en el punto medio, que
tiene una féormula mas fea que Ty, todavia vence a Fourier-Chebyshev. Sin embargo, esta
victoria dista mucho de ser total. Pensemos en qué ocurriria si deformamos la gréfica
de e” en [3/4, 1] dejando todavia una funcion C'*> ([0, 1]) Entonces el polinomio de Taylor,
que so6lo emplea informacion local, no podra aproximar mas alla de cierta cantidad fija,
mientras que Fourier-Chebyshev convergera a la funciéon por el Teorema 1.1.1.
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La transformada de Fourier explicita mas famosa es la de las funciones gaussianas:

(1.14) fl)=e" — f(f) = ge_”252/“ para a > 0.

Partiendo de [~ e dr = /7 sellega a e e~ =22 = /%, /7 [a para cualquier
z € R y la féormula anterior se deduce justificando que también es posible tomar z
complejo, concretamente z = w&i.

Eligiendo @ = 7 se tiene una funciéon que es igual que su transformada (y que su
antitransformada). En [DM72, §2.5] hay una descripcién completa y sencilla de todas
las funciones de L? con esta propiedad. Estas son parte de las funciones de Hermite que
tienen un papel importante en un célculo basico de fisica cuantica.

La transformada y la transformada inversa de Fourier comparten casi la misma de-
finicion. A partir de una se deduce la otra por medio de la relacion f(x) = f (—=z). Por
ejemplo, un caleulo sencillo prueba que si f(z) = e17l entonces f(£) = 2/(1 + 4x2¢2),
por consiguiente, la transformada de 2/(1 + 47222) es e/, lo cual no se obtiene por
integracion directa. Aplicando (1.12), es posible deducir rapidamente el valor de algunas
integrales de aspecto complicado:

/Ood_x_ﬁ/oo‘l—df_ﬁfooe—wdx_ﬁ
LOrepE 3 ) avamer 1) )

Una minitabla de transformadas de Fourier, es la siguiente:

x| fo) f) e
d(z) 1 e~alel WZTFZQQ
xt i sgn(€) e T _vesa
272 | JE7 i \ﬁ i
L 2w vt (a® 4+ 2?)7! | mate~2maldl
= I'(v) cos(mv/2) sech(ax) matsech(m?a 1)

donde 0 < v < 1, a > 0y I' es la funcion Gamma que estudiaremos en la proxima
seccion.

Las transformadas de la izquierda no tienen sentido dentro de la integral de Lebesgue
pero aun asi son ttiles. La méas sorprendente es la segunda, que hay que entender como
limite de f6<‘$|<M rle(—€x) dx cuando € — 07 y M — oo. La utilidad de estas trans-
formadas de funciones malas se hace patente cuando se juntan con otras de funciones
buenas. Por ejemplo, a pesar de que |z|~!/2 no est4 siquiera en L2, aplicando formalmen-
te (1.12), se infiere [p |2|7/%g(z) dz = [; |£]7/%g(€) d&, lo cual es una formula correcta
si g tiene cierta regularidad y decaimiento.
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1.2. Aprendiendo a sumar

Todos nos quedamos anonadados cuando nos contaron por primera vez la evaluacion

(1.15) innu i(%_rﬁ—l):__% /]E/ %/ g Z Z

n=1 n=1

El primer asombrado fue G.W. Leibniz, a quien calcular esta suma le orient6 hacia
las Matemaéticas y que llegd a decir que le habia sugerido la relacion entre derivadas e
integrales.

Después de un tiempo, dejamos en el olvido el truco telescopico (o méas bien “cata-
1éjico”, cada objeto se anula con el anterior), en parte porque es demasiado particular
y en parte porque perdimos la esperanza de evaluar sumas infinitas. Mateméticos muy
inteligentes han mostrado que todavia el truco se puede explotar para construir una
bella y flexible teoria [PWZ96| pero nosotros, con el analisis en mente, todavia creemos
que nuestra mejor baza es la aproximacion més que la evaluacion.

A este respecto, serd conveniente disfrazar estimaciones como igualdades utilizando
la notacion de Landau por la que O(g) y o(g) significan respectivamente funciones f
tales que limsup |f|/g < oo y lim f/g = 0, donde los limites tipicamente seran cuando
la variable tiende a co. Una variante que a veces es mas manejable es la notacion de
Vinogradov que consiste en utilizar f < gy f > ¢ para indicar f = O(g) y g = O(f).
Cuando ambas relaciones se cumplen simultaneamente, un simbolo empleado a veces es
f = g. La igualdad asintotica, esto es lim f/g = 1, se representa mediante f ~ g.

1.2.1. Sumacién por partes

La sumaciéon por partes es una forma discreta de la integracion por partes con una
finalidad similar.

Digamos por ejemplo que queremos estimar la suma Sy = > _y(n + 1)_1/2 log® n.
Es natural esperar Sy ~ le(x +1)72log? x dz. En esta integral, log”  apenas varia
en comparacion con (z + 1)7Y/2 por ello también es natural pensar que se tiene Sy ~
log? Nle(x +1)7V2 dx ~ 2v/N log? N. Para probar esto tltimo rigurosamente, basta
integrar por partes:

Nlog? x 9 N log x 9
dz =2V N +1log” N—4 [ Va+1 dz =2V Nlog” N+O(VNlog N).
1 VT + 1 1 i

La sumaciéon por partes permite trabajar directamente con las sumas, sin necesi-
dad de que los sumandos estén representados por funciones regulares ni que haya una
aproximacion previa por integrales.

La version més bésica de la sumacion por partes se usa sobre todo para acotar més
que para estimar.
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Lema 1.2.1 (Sumacién por partes). Se cumple la identidad

N N-1
Zanbn = aNSN + Z(an - an+1)Sn
n=1 n=1

donde S, = Y p_, by. Ademds, si (a,))_; es real mondtona no creciente y positiva, se
tiene la acotacion

‘Zanb ‘<a1 sup |Sy|-

1<n<N

Demostracion. Para la identidad, basta escribir b, = S,, — S,_1 y agrupar convenien-

temente los términos. La acotacion se sigue tomando valores absolutos y notando que
N—-1 L.

lan| 4+ >0 _) |y — ant1| = a1 porque la suma es telescopica. O

A menudo se aplica la acotacion anterior después de subdividir en intervalos diddicos,
es decir, considerando 2/ < n < 2/t con ello se busca evitar problemas con el infinito
y que otros a,, no solo el a;, participen en la acotaciéon para hacerla mas precisa.

Como primer ejemplo, probaremos la convergencia de la serie ) >, n=1/? cos(n\/i)
que no aparece en los cursos basicos de Calculo porque no es una serie absolutamente
convergente y el criterio de Leibniz (> (—1)"c, converge si ¢, decrece a cero) es in-
aplicable. Tomando a,, = (n+ M)~/ y b, = cos ((n + M)v/2) en el Lemma 1.2.1, se
tiene

\/_

Z n 2 cos(n2) < (M +1)7Y2 sup 2 |D, (\/5) Dy ()| < (M +1)7V2

nT M<n<IL 2 2m

Asi, cuando L > M — oo se tiene S;, = Sy + o(1) y por tanto la serie converge (las
sumas parciales forman una sucesion de Cauchy). El mismo argumento sirve para probar
que Y n~'2 cos(2mnz) converge para todo 0 < z < 1 (uniformemente sobre compactos)
a pesar de que por (1.10) sabemos que ni siquiera es de cuadrado integrable [Zyg77,
1,(2.6)].

Parece que las aplicaciones juiciosas de la sumacion por partes a series infinitas estan
limitadas al caso en que a,, — a,+1 — 0, sin embargo algunos métodos de aceleracion de
series contradicen esta idea. Si ¢, decrece a cero, tomando a,, = (=1)""! y b, = ¢, — Cpy1
en el Lema 1.2.1, se deduce la igualdad:

o) B 1 1 oo} o
S (-1 e, = 561+ 5 > (=1)" M ew = curr)-
n=1 n=1

El método de aceleracion de series con transformadas de Fuler consiste en aplicar in-
definidamente esta igualdad. Sin llegar a ese limite, notemos que por ejemplo, para
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¢, = 1/(2n — 1) la serie de la derecha da un error 10 veces menor que la segunda al
aproximar 7/4 = Y (—1)""1¢, cuando se usan 5 términos, y usando 50 términos el error
se hace 100 veces menor. Este tipo de trucos son muy a tener en cuenta para aumentar
la rapidez de calculos masivos con ordenador.

Una versién un poco mas compleja de la sumacion partes se utiliza primordialmente
cuando se quiere ir mas alld de una acotacion. Lleva asociado el nombre de N.H. Abel, el
genial matematico que se escandalizé de que en su tiempo hubiera tan poco hecho sobre
convergencia (escribio: “salvo casos muy simples [...] ni una serie infinita ha sido sumada
rigurosamente |...] Es cierto que la mayoria son validas, pero es muy sorprendente”).

Lema 1.2.2 (Lema de Abel). Sea (¢,)22, una sucesion arbitraria de nimeros complejos
y sea C(t) = >, 4 cn. Dado x > 1, para cualquier g : [1,00) — C, g € Ct, se verifica

> eagln) = Cladglo) ~ [ Clorg(e) dr

Es posible deducir este resultado del Lema 1.2.1 o incluso dar una prueba directa
en pocas lineas |EI75, Th.1.6], sin embargo preferimos aqui una prueba avanzada pero
ilustrativa.

Demostracion. Por continuidad podemos suponer que x no es entero, entonces el primer
miembro es flx/Q h(t)g(t) dt con h(t) = > c,6(t —n) y 0 la delta de Dirac. Como C'(t) =
h(t), el resultado se reduce a integrar por partes. El uso de deltas de Dirac se justifica
mediante aproximaciones de la identidad. O

Aplicando el Lema 1.2.2 con ¢,, = 1y g(t) = 1/t se deduce

Z%:[i—H/If_jdt:logmﬁi—H/th—;tdt.

n<x

donde [ - | indica la parte entera. Escribiendo la integral como [" = [~ — [ = cte +
O(z™"), se concluye el resultado clasico Y7 . n~" = logz 4+ + O(z™"), donde v =
0,577 ... es una constante llamada constante de Fuler.

Dos funciones bésicas en la teoria de la distribucién de primos son 7(x), el nimero
de primos en [1, z], y ¢ (x), el logaritmo del minimo comun miultiplo de los enteros en ese
mismo rango. Esta ultima funcién fue introducida por P. Chebyshev en sus importantes
trabajos sobre los primos que culminaron con su prueba del postulado de Bertrand (entre
un ntmero mayor que 1y su doble siempre hay un primo). En principio ¢ (z) es muy poco
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natural pero de cara a ciertas estimaciones, lo es més que 7(x). Una formula alternativa
mas manejable para 1 es:

| Y .
= ZA(H) donde A(n) = { ogp sln =p" con p primo

0 en otro caso
n<x

A la funcion A se le llama simbolo de von Mangoldt.
El teorema de los nimeros pm’mos asegura ¢)(x) ~ z y la sumacion por partes traslada
este resultado a 7(x) como Li(z) = [} dt/logt, el logaritmo integral.

Lema 1.2.3. Si se cumple w(x) =z + O(E(x)) para cierta funcion creciente y positiva
E, entonces también se cumple m(x) = Li(x) + O(z*/? + E(z)/logx). De hecho

71'(1’) = Ll(l’) + % / wlogt dt ‘|— O( 1/2)

Demostracion. La primera parte se deduce de la segunda, ya que el integrando esté
acotado por —FE(z)(1/logt)’.

Es facil ver que m(z) = Y, ., A(n)/logn + O(z'/?log x). De hecho con un poco de
esfuerzo se reduce el error a O(x'/2). El Lema 1.2.2 con ¢, = A(n+1) y g(z) = 1/ log(z+
1) prueba m(z) = ¢(z)/logz — [, ¥(t)/(t(logt)?) dt + O(z'/?), que es equivalente a la
formula buscada. O

1.2.2. La féormula de sumaciéon de Poisson

Si en (1.4) multiplicamos en ambos miembros por una funciéon e integramos en R,
se obtiene la magnifica féormula de sumacién de Poisson que transforma una suma sobre
enteros en otra:

() = Yenn) = [ 1@ir() =Y [ F@retn) = 3 ) = Y Flw)

Lo mas dificil a la hora de establecer esta formula es dar condiciones que aseguren la
convergencia de las series del enunciado y la prueba. Una posibilidad tomada de [DM72]
es la siguiente (véase en |[Zyg77, I, (13.5)] una version con hipotesis débiles):

Teorema 1.2.4 (Férmula de sumacion de Poisson). Para cualquier f € C*(R) satisfa-

ciendo | f(z)| + |f'(z)] + | f"(z)] = O((1 + |z])72), se verifica

Yo f)y = fn).

Demostracion. Considérese la funcion F(xz) = f(m+x). Sus coeficientes de Fourier

son a, =y [” L nx) de = ]?(n) (las hipotesis aseguran convergencia absoluta
de la serie de Fourler) y la formula se deduce de que F(0) = lim Sy f(0). O
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Si formalmente elegimos como f la funcién caracteristica de un conjunto de enteros,
este resultado nos daria que su cardinal se expresa en términos de integrales oscilatorias.
En muchas ocasiones, estas integrales se aproximan a su vez por funciones oscilatorias
(ondas) y parte de la importancia de la formula de sumacion de Poisson en teoria analitica
de ntameros radica en su capacidad para contar enteros a través de interferencias de ondas.

Por supuesto, esta descripcion es s6lo un boceto porque ya de partida, una funcién
caracteristica no es C? y para funciones poco regulares hay problemas de convergencia
en el segundo miembro. Por otro lado, la féormula de sumacion de Poisson es involutiva,
es decir, de un so6lo uso, al aplicarla dos veces recuperamos la suma original. Todo ello

no es 6bice para que los expertos en teoria analitica de nimeros canten sus virtudes. Asi
leemos en §5.4 de [Hux96]:

The exponential e(t) is the violin of the mathematical orchestra, and p(¢)[=1/2 —
Frac(t)] is the flute, its themes are developed by the violins. Poisson summation is
the tuba: very deep, but ridiculous when used too much.

Y en la introduccion de [IKO04]:

Poisson summation for number theory is what a car is for people in modern com-
munities —it transports things to other places and it takes you back home when
applied next time— one cannot live without it.

Veamos un ejemplo concreto del Teorema 1.2.4. En analogia con la historia del pe-
queno C.F. Gauss y la suma de 1 4+ 2 + --- + 100, imaginemos a un profesor malvado
que exige el valor de S =3 e="*/100 ¢on unas pocas cifras decimales a una clase

de estudiantes armados solo con calculadoras cientificas. Eligiendo en el Teorema 1.2.4
f(x) = e /1% v usando (1.14) se tiene

S = Z /_Z f(z)e(nz) de = 10/ Z 100 n?

n=—oo n=—oo

y el alumno aventajado escribirfa triunfante en su pizarra 0 < S — 10y/7 < 107%%° donde
10749 es una estimacion generosa de la cola de la serie.

Cuando un ejemplo funciona bien es conveniente convertirlo en un resultado y, con
suerte, quizd en una teoria. Aqui reformularemos el ejemplo anterior con una notaciéon
que nos acerca minimamente al origen de la teoria de formas modulares. Consideremos
la funcion 6 de Jacobi (la normalizacion difiere de la habitual y de la original de C.G.J.
Jacobi)

(1.16) 0(z) = Z e(n?z) para z € H

n=—oo

donde H es el semiplano superior {z+iy : = € R, y > 0}, para asegurar la convergencia.
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Proposicion 1.2.5. Para todo z € H, se verifica

o) = 0(2D),

donde en ./~ se escoge la rama habitual que envia R* en R*.

Demostracion. Aplicar el Teorema 1.2.4 a f(x) = e(zz?). O

Al combinar esta especie de invariancia de 6 por z — —1/4x con la obvia por z —
z + 1, se obtienen una serie de simetrias que son relevantes en la teoria de formas
modulares. Histéricamente, una de sus primeras consecuencias fue que el nimero de
representaciones de un entero n como suma de 4 cuadrados, r4(n), responde a la férmula

sencilla
ra(n) = 8<a(n) — 0(%)) donde o(n) = Zd
dln

y donde se entiende o(n/4) = 0 si 4 { n. El esquema de la prueba clésica es demostrar
que las funciones que tienen las mismas simetrias que #* forman un espacio vectorial de
dimension 2 (sobre C) y demostrar también que

n

filz) = 1+24§: (a(n) —20(%)>e(nz) v fa(z) = 1+24i (a(g) —20(1)>6(n2)

son dos ejemplos con tales simetrias (con el lenguaje adecuado esto tltimo es més sencillo
de lo que parece). Por tanto, existen Aj, Ay € C tales que 8*(z) = >_>7 r4(n)e(nz) =
A f1(2) + A2 fa(2). Ajustando A; y Ae para que los dos primeros coeficientes cuadren, se
deduce la formula para r4(n).

Otra manera de entender la formula de sumaciéon de Poisson es a través del desarrollo
de Fourier de la funcion {z} = = — [x] — 1/2, que es la parte fraccionaria normalizada
para que su promedio sea nulo.

(1.17) (2} = K2 Z e(nx) _ 1 Z sen(iﬂnx)7

n ™

donde la igualdad, como hemos visto, no se da para x € Z por la convergencia al punto
medio (Teorema 1.1.2).
No es dificil deducir del Lema de Abel (Lema 1.2.2) con ¢, = 1, la identidad

118 Y f = [ 5@ et 570+ )+ [ (od @) d
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Sustituyendo (1.17), la ultima integral es 2> 7 le f(z) cos(2mnz) dx después de inte-
grar por partes. Aqui hemos pasado de puntillas sobre el problema de intercambiar suma
e integral. Se puede demostrar que si f € C?, no hay problema. Suponiendo esto, con
un poco mas de esfuerzo se deduce una férmula de sumacion de Poisson para intervalos
finitos.

Proposicién 1.2.6. Sean M, N € Z con M > N y sea f € C%. Entonces

N |

Zf(n): 1(f(N)+f(M))+ Z / (r)e(nz) dz.

Demostracion. Segun el argumento anterior a partir de (1.18), empleando e(—nz) +
e(nx) = 2cos(2mnz) y e(0) = 1, se tiene

Zf(n)=%(f<1>+f<zv))+ 2/1 f(z)e(nz) dz.

n=—0oo

Cambiando N por M y restando las identidades, se obtiene el resultado esperado. [

Una consecuencia indirecta de esto es la evaluacion de las sumas de Gauss

N 2
GN:ZG(%) con N € Z".
n=1

A pesar de que esto serd una consecuencia mas o menos rapida de la Proposicion 1.2.6,
tiene un contenido aritmético muy profundo y Gauss tuvo que poner mucho esfuerzo
hasta conseguir una prueba de la férmula aparentemente inocente del siguiente resultado.

Proposicion 1.2.7. Para cualquier N € Z™ se tiene la formula

N
Gy = u\/ﬁ )
11—

Notese que lo que esto indica es que N~Y2Gy es 4-periodica en Z* tomando los
valores 1, 0, 7 y 1+ para los cuatro primeros enteros positivos. Para la prueba seguimos
[Dav80|. En [IK04]| hay una demostracion originalisima utilizando integrales oscilatorias
y aritmética, mientras que en [Ros88| se puede ver una prueba clésica sin analisis (en
general éstas son mas complicadas, véase también [Ter99, §8]).

Demostracion. Vamos a aplicar la Proposicion 1.2.6 a f(z) = e(2?/N) en el intervalo
[0, N]. En principio esto excede en 1 el intervalo de sumacion de Gy pero el término
extra se cancela con la semisuma de f(0) y F'(N) y se obtiene

oo N .CE2 oo 1 ) 1+n/2 )
i e(ﬁ—l—nx)da::NZe(—ZNn)/n/Q e(Nz®) dx

n=—oo
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donde simplemente se ha hecho el cambio lineal que lleva [0, N| en [n/2,1 + n/2]. Sepa-
rando en la suma los pares de los impares, se deduce

GN }:l/ e(Na* @H%]VE:‘/MUQ =%1+fW)/me@M5d$

n=-—00 n=-—00 1/2 o

donde estamos suponiendo que no hay problema con la convergencia, en particular que la
integral existe (en el proximo capitulo estudiaremos esto con detalle). Aplicando (1.14)
formalmente o tomando limites cuando a = ¢ — 2miN y € — 0T, se sigue que el valor de

la integral es v/2 e(1/8)N~1/2 = N=1/2/(1 — ). O

La humilde férmula (1.18) da maés juego de lo que parece, al menos en manos de un
genio como Fuler. La idea es tan sencilla como pensar en qué obtendriamos al integrar
muchas veces por partes. Definimos los polinomios de Bernoulli {B,,}°_, mediante la
recurrencia

1
B! () = mBy,_1(z) con / B,=0 y By=1 param¢cZ".
0

Es decir, esencialmente integrar 1 repetidas veces haciendo moénicos los polinomios resul-
tantes y ajustando la constante de integracion para que sus promedios sean cero en [0, 1].
También se definen los nimeros de Bernoulli como b, = B, (0). Algunos ejemplos son:
1 1 3 1 1
By=1, By=xz—-, By=2a*—2+-, By=a2—=2’+-z, B,=z'-22342*——.
0 ) 1 % 2 + G 3 5 + 5 4 + 30
Integrando sucesivas veces (1.17), como By(z) = z, para 0 < x < 1, se deduce que los
polinomios de Bernoulli tienen una serie de Fourier bonita:

m! e(nx)
— ) 1.
B () Gri) 2 para m >

En particular

(1.19)
m (2m)! 1 1 1 1
bam = 2(_1) ! (27T)2m (12m 92m + 32m + 42m +. ) y bamy1 =0 param € Z*.

Por tanto, en contra de lo que sugieren los primeros ejemplos, {|b2,|} es una sucesion
que crece extremadamente deprisa.

Proposicion 1.2.8 (Formula de sumacion de Euler-Maclaurin). Sean N,M,K € 7Z
tales que N < M y K > 0. Para cualquier f € CK([N, M]), la expresion

f / f— S (FN) + £(0)

n=N
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es igual a

S

K (_1)K+1 M
Yo (M) = fIIN)) e [ (@) Bre(r — []) da
—~ n! K! N

Para K = 1 el dltimo sumatorio es vacio y se recupera (1.18). Mas interesantes son
los casos con K > 1. Por ejemplo, si f(x) = 2®, K =4y N = 1, recuperamos la bella

férmula para la suma de los cubos:

M?*(M +1)?

2! 4

M
1 1 1/6
> nt= T M= 1) + S (M 4 1) JFL(3M2 —3)4+0=
n=1
Véase en [Spi84, 707-708] una explicacion “operacional” de la Proposicion 1.2.8 para
polinomios.

Demostracion. La recurrencia implica By y1(z — [z]) — bry1 = (K +1) [, Br(t — [t]) dt
donde tomar t—[t] no da ningtn problema por la propiedad de promedio nulo. Integrando
por partes, la ultima integral en el enunciado de la proposicion es:

L (FUO (0 — JOO(N)) — /N f¥ (@) Bren(e - [a]) do

y la prueba se sigue por induccion a partir del caso K = 1 que es (1.18). Notese que
(—=1)% b1 = b 41 porque para K par, bk = 0. 0

1.2.3. Técnicas de variable compleja

Nuestros primeros paseos por la variable real nos desvelaron un mundo plagado de
funciones monstruosas: continuas pero no diferenciables en ningtn punto, C*° pero no
analiticas (no desarrollables como su serie de Taylor), satisfaciendo el teorema de los
valores intermedios pero no continuas.

En cambio, la variable compleja desde el principio volvia a poner las cosas en su sitio:
las funciones holomorfas (derivables en un entorno de un punto) eran automaticamente
C* e incluso analiticas. Ademés habia una serie de hechos milagrosos, basados de una
forma u otra en que al integrar una funcién holomorfa a lo largo de una curva el resultado
no depende de pequenas variaciones con los extremos fijos.

Esto tiene una explicacion razonable. Cuando consideramos una funciéon holomorfa,
f'(z) = limu_yo (f(z+h)— f(2)) /h establece unas relaciones entre las derivadas parciales
de u = R(f) y v = (f) como funciones de z = R(z) e y = (z), llamadas ecuaciones
de Cauchy-Riemann. Estas ecuaciones son equivalentes a decir que la forma diferencial
(u+vi) dr+ (—v+wui) dy = f(z) dz es cerrada, esto es, que el “rotacional” que aparece
en el teorema de Green se anula y entonces la integral de linea es siempre cero, el campo
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es conservativo. Si una funciéon f es holomorfa en un abierto salvo por una singularidad
en cierto z = s, puede que ya no integre cero, pero todo vuelve a funcionar cambiando
f(z) por f(z) —r/(z —s) donde r = Res(f, s) es lo que se llama el residuo de f en s. Se
prueba que esta funciéon tiene una primitiva (a pesar de la posible singularidad el campo
vuelve a ser conservativo).

Hay muchos libros en los que aprender los rudimentos de la variable compleja. Un
clasico, escrito por el primer o segundo medallista Fields, es [Ahl78]. Mas clésica atn es
una famosa carta de Gauss de 1811 al astronomo F. Bessel (reproducida en [Koc91, §8]).

El teorema de los residuos es un resultado maravilloso que permite expresar una
integral como una suma, lo cual puede ser 1til tanto para hallar integrales como para
calcular sumas.

Teorema 1.2.9 (Teorema de los residuos). Sea Q@ C C una region compacta y simple-
mente conexa cuya frontera viene dada por una curva rectificable v orientada positiva-
mente (en contra de las agujas del reloj). Sea f una funcion holomorfa en Q0 salvo por
un numero finito de singularidades en z = s1, Sa,..., SN en el interior de ), entonces

/f(z) dz = QWiZRes(f, Sn)

donde Res(f, s,) es el residuo de f en z = s,,.

La funcion g(z) = 7/sen(mz) tiene polos en n € Z y Res(g,n) = (—1)", por ello es
una buena maquina sumadora de series alternantes. Tomemos por ejemplo 2 = {z
R(2)] < N+1, [S(2)] < N+i}lcon N € ZTy f(z) = (22+1)'g(z). Las singularidades
son polos simples en z = +i y en todos los enteros de [—N, N]. Los residuos son:

a

T zZ—1 T
R N — 11 —
Q es(f:1) sen(7ri) s 41 e —er
—T z+1 s
A R —i)=—7—7-—1 =
N - —2 -1 %1 es(f, =) sen (i) B +1 eTm—e"
S S S Res(f.n) Res(7/sen(rz),n) _ (=1)"
Y ’ n?+1 n?+1
N
1 o (—1)
t — [ f=—""
R entonces 5 : f - + NZ_:N 1

Si N — oo, f en la frontera de Q es O(N~2) y por tanto fw f(z) dz=0O(N7"). en el

limite se tiene la evaluacion limpia

S
n2+1 em"—e T

n=1

DN | —
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Otra joya, menos basica, de la variable compleja es la teoria de funciones de orden
finito desarrollada por J. Hadamard (y empleada en las primeras demostraciones del
teorema de los nimeros primos) que tiene sus origenes en un argumento dudoso de
Euler.

Lo que hizo Euler esencialmente es notar que para cualquier polinomio a,z" +
Up_ 12" L4+ ayx + ag, ag # 0, la suma de los cuadrados de los inversos de sus ceros
es (a? — 2apaz)/a? (esto es un ejercicio asequible), entonces pensando que z7'senz =

1 —22/3! + 21/5! — ... es un “polinomio infinito” con ceros x = nm, n € Z — {0}, se
tendria
(=2) 12( /3!) — nz#o o o equivalentemente 2 — = %

La formula final es cierta pero el razonamiento es muy dudoso. Euler llegd a probar
que 7 tsenz = 77, (1 — m2/(n7r)2), es decir que factoriza como un polinomio, y esta
factorizacion es suficiente para dar un argumento véalido. Hadamard demostr6 que todas
las funciones enteras (holomorfas en todo C) de orden A < oo, es decir, satisfaciendo
f(z) = O(eC‘ZP) para cierta constante C, se factorizan en términos de sus ceros como
un polinomio salvo un factor exponencial y salvo correcciones de la convergencia. Con-
cretamente, si denotamos los ceros mediante z, y llamamos ky al orden del posible cero

en z = 0, se tiene

(1.20) flz) = et [ (1= 2)efanrdlerantespyleran

n Zn
donde g(z) es un polinomio de grado a lo mas [A]. El unico proposito de las exponenciales
en el producto es asegurar la convergencia. Si no se ha elegido A 6ptimo o si hay simetrias
especiales, se pueden agrupar en parte con g(z) o simplificar. Por ejemplo, para f(z) =
sen z, A =1y se deduce

O 2
_ ,patbz | | 1 — i z/(nm) : li _ patbz | | 1 — i )
Sen z ze " ( —ﬂ_n)e que 1mplica Sen z ze 11 ( (ﬂ'n)z)

Usando que z~'sen z es par y que tiene limite 1 cuando z — 0 se deduce a = b = 0, es
decir, el producto hallado por Euler. Eligiendo z = 7/2 se tiene la curiosa formula de
Wallis

T oM (2n)? 2.
(1.21) 2 :}_[1 2n—1)(2n+1) 1

2:4-4-6-6...
3:3-5-5-7...

La extension analitica es una estrategia que permite sumar cosas que no se pueden
sumar. ;Y para qué deseamos hacer tal cosa? Por ejemplo para aplicar el teorema de
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los residuos en regiones mas amplias. La clave es el teorema de unicidad, que asegura
que si dos funciones holomorfas en una regiéon conexa coinciden en un conjunto con un
punto de acumulacion, entonces coinciden en todos los puntos. Si hay una extension
holomorfa tiene que ser tnica, lo cual da una manera univoca de interpretar algunas
series divergentes.

Una de las extensiones analiticas mas conocidas y fructiferas es la de una funciéon
fundamental para estudiar la distribuciéon de los primos, la funcion ( de Riemann:

(1.22) ((s) = Z - para  R(s) > 1.

Series como Y. n Y% 0 3" n~3/4* no convergen (para la segunda se puede usar que n'

apenas oscila en intervalos diadicos) lo que sugiere que es imposible dar sentido a ((1/2)
o a ((3/4 —1). Sin embargo, por (1.18) (Proposicion 1.2.8 para K = 1) con f(z) = 2~*,

(1.23) ((s) = : i T+ % — s/loo{x}:v_s_l dx

y como {x} esta acotado, la integral converge si $(s) > 0. Se deduce entonces que ((s) —
1/(s — 1) se extiende a una funcién holomorfa en todo el semiplano derecho. Aplicando
la Proposicion 1.2.8 en general (integrando (1.23) por partes con cierto cuidado), =51
pasa a ser x*" ¥ y como K es arbitrario, la conclusién es que ((s) tiene una extension
analitica (holomorfa) a todo C salvo por un polo simple de residuo 1 en s = 1. De alguna
forma estamos dando sentido a ) n~* siempre que s # 1. Pensemos ahora en la féormula

elemental
(-1

(1=2")¢(s) =) ~——

n=1 n’
que da sentido a ((s) en R(s) > 0, siempre que 2'~* = 1. Por la unicidad de la extension
analitica, esta formula debe definir por ejemplo ¢(1/2), formalmente >~ 7n~'/2, de manera

compatible con (1.23). A partir de ahora llamaremos funcién ¢ a la tnica extension
analitica de (1.22).

Otro ejemplo destacable de extension analitica es la de la funcion I' dada por
(1.24) ['(s) = / e " dw para R(s) > 0.
0

En cierto modo, I' generaliza los factoriales para valores complejos porque es facil probar
la ecuacion funcional I'(s+1) = sI'(s) y I'(1) = 1, de donde I'(n) = (n—1)! paran € Z™.
Esta ecuacion funcional, en la forma I'(s — 1) = I'(s) /(s — 1) muestra que I'(s) tiene una
extension analitica a C — (Z~ U {0}). Ademaés en cada entero no positivo hay un polo
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simple. Para un estudio mas profundo de la funcién I' se necesita una ecuacion funcional
menos obvia dada por

(1.25) [(s)[(1—s) =

para s € C — Z.
sen(7s)

Inmediatamente, esta relacion da una extension analitica de I'(s) que debe ser coherente
con la anterior. Se deduce también que no tiene ceros y por consiguiente F'(s) = 1/T'(s)
se extiende a una funciéon entera. A partir de (1.24) se tiene que I'(s) = O(e'S‘A) en
R(s) > 1/2 para todo A > 1. De (1.25) se deduce que esta misma acotacion es valida
para F'(s) en R(s) < 1/2 y la primera forma de la ecuacion funcional extiende la cota
a todo s € C. Los ceros de F' estan en los enteros negativos y segtin (1.20), tenemos
(entendiendo 1/00 = 0)

1

(1.26) e

= se™® H (1 + %)6_5/” para s € C,
n=1

donde v es una constante, la constante de Euler. Aunque su definicién habitual es el limite
de 3= n~' —log N, se puede redefinir como I"(1). Para probar (1.25), expresamos el
primer miembro como una sola integral para 0 < R(s) < 1.

rori -9 = [ [Tprete = |

Ahora vamos a calcular este integral mediante el teorema de los residuos. Tomamos
f(z) = 27*/(2 + 1) donde z~* se define como e~*!°6% pero esto da un problema porque
log z es multivaluada, si nos aferramos a log z = log |z| 4 7 arg(z) entonces log(a + €i) —
log(a—ei) = 2misie — 0 y a € RT. Por ello escogemos para llegar a cabo la integracion,
un dominio de tipo pacman que evita el eje real positivo:

o0 t—s
dt.
t+1

Res(f,—1) =¢™*

e
h’m/f:/oo L7 o 1 "
e—0t 1 0 t+1 1 © <) Et

€ Y2
s —2mis > °
lim f=—e dt
e—0t Yo 0 t + 1

Cuando R — oo la contribucion de la parte circular de la frontera tiende a cero y el
teorema de los residuos nos da para € — 07 que la integral que queremos evaluar es
2mie” ™ /(1 — e72™%), que coincide con el segundo miembro de (1.25).
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Tomando logaritmos en (1.26) y empleando la Proposicion 1.2.8 con K = 2 para
estimar la parte significativa de la suma infinita, se deduce con algtun esfuerzo la formula
de Stirling

1 1
(1.27) logI'(s) = (s — 5) logs — s+ 5 log(2m) + O(]s|™") para |arg(s)| < m —e,

En realidad este esquema no da directamente el valor explicito de la constante % log(27),
que se puede evaluar empleando que (1.21) proporciona la asintética de I'(2n)/T%(n)
(cf. [Spi84, 711-713]). Hay una prueba completa en [Ahl78, §5.2.5] y otra elemental para
z € RT en [Mic08].
Para terminar veamos que ((s) también satisface una ecuacion funcional.
Proposicion 1.2.10. La funcion ¢ verifica la ecuacion funcional
T2 (s/2)¢(s) = - UIPT((1 = 5)/2)¢(1 = ).
Ademds si multiplicamos ambos miembros por s(s—1) el resultado es una funcion entera.

Demostracion. Seguimos aqui la prueba de la famosa memoria de B. Riemann, que con
un sencillo cambio de variable en (1.24) parte de

W’S/QF(S/2)Z n* = Z/ 2 ™ dt para Rs > 1,
n=1 n=1"0

o equivalentemente, con la notacion de (1.16)

1

2T (s/2) f:n—s =5 /OOO /271 (0(it/2) — 1) at.

Separando el rango de integracion en [0, 1] U [1, 00) y utilizando la Proposicion 1.2.5, el
segundo miembro es

1 [t I
5/ /27 (120 /2t) — 1) dt + 5/ */271(0(it/2) — 1) dt.
0 1
Con el cambio ¢ — 1/t en la primera integral se llega a que para Rs > 1
1 1 [
7Pl (s/2)¢(s) = —— + —/ (/2 4 722 (0t )2) — 1) dt.
s(s—1) 2/,

Al multiplicar por s(s — 1) el segundo miembro es una funcion entera e invariante por
s +— 1 — s. Por la unicidad de la extension analitica, el primer miembro debe tener
también tal invariancia. O

La importancia de esta prueba radica en que se puede “copiar” para demostrar que
las funciones ¢ que provienen de formas modulares satisfacen una ecuaciéon funcional.
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1.3. Analisis armoénico discreto

En esta seccion “discreto” se refiere mas bien a finito, el tema es el analisis armoénico en
grupos finitos. Aqui nos ocuparemos sélo del caso abeliano, dando un papel protagonista
a Zy, el grupo aditivo de los enteros moédulo N. No obstante, el caso no abeliano tiene
una rica teorfa y aplicaciones insospechadas [Ter99|, [DSV03|.

Si consideramos Zy como conjunto, son simplemente N elementos y L*(Zy) no es
otra cosa que los vectores de CV con la norma habitual que viene inducida por el producto
escalar (Z,vy) = > T,y,. Intuitivamente es conveniente pensar en la parte real y la parte
imaginaria de f € L?*(Zy) como sefiales que en cada tiempo discreto tienen un valor.
Por ejemplo, si f(n) = sen(n/4) +1i"/20

. ‘. —
{RF(n) N} para N = 15 {3f(n) =) para N = 15

Esta idea intuitiva no es gratuita. El analisis armoénico discreto tiene sus aplicaciones
en el tratamiento de senales digitales. La digitalizacion en la préctica se produce en
“tiempo” y se representa en que la variable ahora pertenece al conjunto finito Zy, pero
también se produce en la propia senal, en la imagen de la funcién, en el sentido de que el
resultado vendré dado por un nimero determinado de bytes. Para el modelo matematico
es conveniente despreocuparse en primera instancia de esta segunda digitalizacion y
pensar que las imégenes estan en R o en C.

Un ejemplo més visual son las imégenes digitales, las cuales estdn compuestas de
pizels. Cada uno de ellos tiene habitualmente tres valores (canales) correspondientes
a los niveles que contiene de rojo, verde y azul (en ciertas situaciones hay un cuarto
correspondiente a la transparencia). Estos son los tres colores bésicos en el sentido de
que la fisiologia de nuestra visiéon hace que percibamos el resto de estos colores como
combinacion de ellos. Entonces cada imagen digital de N x M pixels se puede entender
como tres funciones fr, fo v fg de Zy X Zj; en R que dan los niveles de estos colores.

fR : Z200 X Z157 — R fG : Zzoo X Z157 — R fB : ZQOO X Z157 — R
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1.3.1. Caracteres y transformadas

Una pregunta natural tras la introduccion anterior es déonde participa la estructura
de grupo. La respuesta es que en la propia construcciéon de los armoénicos. Cuando estu-
diamos el anélisis de Fourier clasico en T y en R, en algiin momento fue importante que
las exponenciales cumplieran e(z + y) = e(z)e(y), es decir, que aplicaran la operacion
de grupo de T o de R, la suma, en la de C — {0}, que es la multiplicacion. En Zy se
muestra natural considerar los armonicos e;(n) = e(jn/N) que tienen una propiedad
similar: e;(n +m) = e;(n)e;(m).

Recordemos que podiamos basar el analisis de Fourier bésico en las relaciones (1.4) y
(1.8). El problema es que caian bajo sospecha por la falta de convergencia. En el mundo
finito estos problemas se desvanecen y la relacién anéloga es sencillamente:

(1.28) e(jn/N) donde dp(n) = {

j=0

N si N|n

0 en otro caso.

.

La prueba mas pedestre se reduce a sumar la serie geométrica. El segundo miembro
es la “delta de Dirac” en Zy porque al integrarla con respecto a la medida de contar
normalizada (sumar y dividir por N) el resultado es uno o cero dependiendo de si el
conjunto de integracién contiene a 0 o no.

La transformada de Fourier discreta en Zy es el analogo de los coeficientes de Fourier
y se define como

(1.29) Ty = Z Tmen(—m) con e,(m)=-e(nm/N)

para cualquier vector ¥ € CV que, como hemos visto, es lo mismo que una funcién
f:Zy — C. Aunque aqui lo evitaremos, es muy habitual designar a la transformada
de Fourier discreta mediante sus siglas en inglés DFT.

La relacion (1.28) da inmediatamente un desarrollo de Fourier en armonicos (o si lo
preferimos, una férmula de inversion)

L V=
(1.30) T =y Zx em(n

Hay también una identidad de Parseval y buenas propiedades de la convoluciéon que
introduciremos en un contexto més general en el que se muestren menos casuales.

Un cardcter de un grupo abeliano G (no necesariamente finito) es un homomorfis-
mo (funcién que conserva la ley de grupo) x : G — S' donde S* denota el grupo
multiplicativo de ntimeros complejos de médulo 1.
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Los caracteres forman a su vez un grupo con la multiplicacion (x1x2)(g) = x1(9)x2(g)
que suele denotarse mediante G. No es dificil comprobar que T = {e(nz)}>>__, R =

{e(€x)}eer y Zy = {e(jn/N) }é\;’ol. Por tanto los caracteres generalizan todos los armoéni-
cos que hemos visto hasta ahora. Es posible hacer una teoria general en grupos abelianos
localmente compactos [Dei05], [Kat76] en la que las transformadas de Fourier continuas
y discretas y los coeficientes de Fourier son diferentes aspectos de un mismo fenémeno:
las funciones de L?*(G) se expresan como integrales sobre G con respecto a cierta me-
dida. Incluso si nos limitamos al &mbito de la aritmética, esto no es una generalizacion
innecesaria. El andlisis armoénico en ciertos grupos (también con estructura de anillo)
llamados adeles [Rob74]| asociados a cuerpos de ntimeros, permite deducir analogos muy
profundos de la Proposiciéon 1.2.10 a partir de una férmula de sumaciéon de Poisson que
incorpora propiedades acerca de la factorizacion en ideales primos. Genéricamente se
llama a este circulo de ideas tesis de Tate [RV99] pues fueron introducidas por J.T. Tate
en su tesis doctoral.

Por otro lado, en el caso de grupos no abelianos, la definicién anterior de caracteres
es demasiado restrictiva y hay que considerar en su lugar representaciones, una especie
de caracteres matriciales, mientras que se llama caracteres a sus trazas [Ter99], [Art00],
[Kna96a|, [Kna96b|.

—0oQ)

Volviendo a nuestro caso, dado G abeliano y finito, por el teorema de clasificacion
debe existir un isomorfismo ¢ : G — Zn, ® Zn, D - - - B Zy, y es facil ver que el grupo
de caracteres es

(1.31) G= {X : x(n He Jro(n /Nk con 0 < jp < Nk}.

En otras palabras, salvo componer con el isomorfismo, son productos de caracteres de
los Zy,. Los grupos Gy G son duales en el sentido de que los caracteres de G son
{x = x(9)}4ec. Este hecho se extiende al caso infinito y en esta generalidad se llama
teorema de dualidad de Pontryagin.

El siguiente lema es heredero de (1.28) y admite una demostracion directa similar.
Vamos, sin embargo, a deducirlo basicamente de las propiedades de grupo.

Lema 1.3.1 (relaciones de ortogonalidad). Sea G un grupo abeliano finito y x1, x2 € é,
entonces

Gl st = G| sig=e
ZXI X2 {|0| .Xl X2 ) ZX {H ‘g

gy st X1 7 X2 et sig#e

donde e € G es elemento neutro.
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Demostracion. Se tiene x1(g)x2(g) = x(g) con x = x7 " x2 porque x1(g) € S*. Si x1 = x2
el resultado es trivial y si x; # x2 existe h € G con x(h) # 1, en este caso

S xalgxele) =D xl9) =D x(gh) =x(h) Y xi(9)x2(9)

geG geG geG geG

y entonces la suma tiene que ser cero. La relacion recién probada cambiando G por Gy
tomando como x; el elemento neutro, da la segunda férmula del enunciado. O

En este contexto se define la transformada de Fourier discreta para cada x € G como

(1.32) 700 =" flg)x(g)

geG

Notese que para G = Zy esto es lo mismo que la definicion (1.29) salvo el abuso de
notacion de representar el carécter por su indice en el argumento de la transformada.
El producto escalar en L*(G) y la convolucion vienen definidos respectivamente por

(i, f2) = 1(9) falg y o (e f)9) =D filh) fa(gh™

geG heG

Con estas definiciones y el Lema 1.3.1 se prueban en un instante las propiedades
cuyo analogo conociamos en T y R. También hay una féormula de sumaciéon de Poisson
[Ter99, §12|, aunque no la veremos aqui.

Teorema 1.3.2. Para G abeliano y finito y f, f1, fo : G —> C, se verifican la férmula

de inversiéon
f(g) fx
=@ ST

xGG
la identidad de Parseval

(f: ) =

~

Z R B engeneral (fi,f2) = (R o)

Gl IGI

y ademds la propiedad de la convolucion

fix o) = HGOF(0)-

Por ejemplo, los elementos invertibles (con la multiplicacion) modulo 10, U(Zyy) =
{1,3,7,9}, forman un grupo isomorfo a Z, con el isomorfismo ¢ : U(Zyy) — Z4, dado
por <b( 1) =0, ¢3) =1, ¢(7) = 3, $(9) = 2, que se dice que es un logaritmo discreto
porque pasa multiplicaciones en sumas. Segun el Teorema 1.3.2, los armoénicos vienen
dados por (1.31) y son

{X0,x1, X2, xa}  con  x;(n) =e(jo(n)/4).
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Todo esto parece demasiado facil como para ser interesante, pero veremos a continuacion
que sirve de manera fundamental para resolver un problema dificil en teoria de ntimeros.

Empecemos por otro mas sencillo. Todos sabemos que hay infinitos primos. La prueba
de Euler parte de la importantisima formula producto de Euler

(1.33) C(s) = H (1 —p_s)f1 para  R(s) > 1,

p primo

que se sigue de (1 —p~*)™' = 14+p*+ (p*)~° + (p?)~* + ... aplicando el teorema
fundamental de la aritmética. Si s — 17, {(s) — 400 y por tanto el producto no puede
ser finito.

El problema dificil es probar que hay infinitos primos que acaban por ejemplo en 1.
Uno estarfa tentado de escribir un analogo de (1.33) con » (10n+ 1)~° en lugar de ((s)
pero tal cosa no funciona porque aunque un ntmero entero acabe en 1, sus factores primos
pueden no hacerlo, por ejemplo 221 = 13 - 17. Extendamos nuestros armoénicos a Z defi-
niendo x;(n) como x;(7) si® € U(Z1o), esto es si ny 10 son coprimos, y x;(n) = 0 en otro
caso. En general, a este tipo de extensiones a Z de los armoénicos de U(Zy ), se les llama
caracteres de Dirichlet. Con ello los armoénicos se vuelven multiplicativos en Z. Dada una
factorizacion en primos, n = pi'ps* ... pp* se tiene x;(n) = x5 (p1)X>(p2) - X5*(px) ¥
la prueba de (1.33) se repite exactamente para obtener

— © . n
L(s,x;) = H (1—x;(p)p~°) ! para R(s) >1, donde L(s,x;)= Xjn(s )
p primo n=1

Se dice que L(s, x;) es una funcion L de Dirichlet. Utilizando que los armonicos repre-
sentan cualquier funcién, seleccionaremos los primos que acaban en 1 y todo el resultado
volveré a reducirse a qué ocurre con L(s, x;) cuando s — 17, lo cual en este caso es algo
puramente computacional. Los detalles estan en la demostracion siguiente.

Proposicion 1.3.3. Hay infinitos primos que acaban en 1. En general hay infinitos
primos que acaban en cualquier cifra impar distinta de 5.

Demostracion. Tomando logaritmos y usando el desarrollo de Taylor de — log(1 — ), se

tiene
log L(s, x;) Z Z Xj Z X] O(1) para s > 1,

p primo k=1 p primo

donde simplemente se ha empleado que > p™F < 3> n™* <« 27%. Ahora analizamos
la “delta de Dirac” en 1 con los armoénicos x; (Teorema 1.3.2 o Lema 1.3.1)

4 sin=1 (mdd 10)

0 en otro caso.

Xo(n) + x1(n) + x2(n) + x3(n) = {
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Asi pues

(1.34)  log (L(s, x0)L(s, x1)L(s, x2) L(s, x3)) = 4 +0(1)  paras> 1.
p=1 (10)

Como xo(n) =1 si ny 10 son coprimos y 0 en el resto, L(s, xo) > > (10n +1)7* — oo
cuando s — 17. Por otro lado, tomando 10 términos en las sumas que definen L(1, x2)

y L(1,x1) = L(1, x3), se tiene

1
ps

L(1,x2) =0,63+e y  R(L(1,x3)) =0,88+ e

con |€1], |e2| < 1/10. Esta cota proviene de que las series son alternadas y el error es menor
que el primer término despreciado [Spi84, p.600|. Por tanto L(1, x1)L(1, x2)L(1, x3) es
un numero real positivo y de (1.34) con s — 17 se deduce que hay infinitos primos que
acaban en 1. La prueba es similar para otra cifra admisible k, analizando la “delta de
Dirac” en k. O

La generalizacion natural de este resultado es conocida:

Teorema 1.3.4 (Teorema de Dirichlet). Si g € ZT y a € Z son coprimos, entonces la
progresion aritmética {qn + a}> | contiene infinitos primos.

La demostracion anterior permite reducir el resultado a un trabajo computacional
para cada ¢ concreto, pero el enunciado general exige que ninguna de las funciones L
de Dirichlet tenga un cero en s = 1. La prueba de ello es artificiosa (aunque no larga) y
puede consultarse por ejemplo en [SS03| o [Dav80].

1.3.2. Implementacién del analisis de Fourier discreto

En el mundo real hay transformadas de Fourier por todas partes, sin embargo el
mundo virtual es digital y debe reemplazarlas por transformadas de Fourier discretas.
Un primer problema es como pasar del caso continuo al discreto, en cierto modo (aunque
no exactamente), de analdgico a digital. Otro problema de indole mas técnica es cémo
llevar a cabo los calculos con transformadas discretas de manera eficiente.

En la practica, nuestros sentidos o nuestros instrumentos de medida s6lo operan en un
rango de frecuencias. Seria por ejemplo absurdo comprar un altavoz para nuestra cadena
de musica que reprodujera frecuencias por encima de los 20000 hercios (20000 oscilaciones
por segundo), ya que tales sonidos son inaudibles. Por otro lado, es mejor que el mando
a distancia de nuestra television tenga una frecuencia de funcionamiento por debajo de
la de la luz visible para que no se vea afectado cuando encendamos una lampara.

De esta forma, en la practica es natural considerar que las funciones que representan
seniales tienen un contenido en frecuencias limitado. Para el caso de una onda periodica,
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esto es lo mismo que decir que la serie de Fourier es una suma finita, un polinomio
trigonométrico, mientras que para una senal genérica, la hipotesis natural es que sea
una funcion de banda limitada, lo que significa que satisface para cierto B

(1.35) F(€)=0  cuando |¢| > B.

Recordemos que, a través de (1.7), el valor de f(€) indica de alguna forma el “coeficiente”
con el que aparece el armonico e(&x) de frecuencia £ al analizar f. Si a uno no le
dan mucho miedo las deltas de Dirac, de hecho esta definiciéon recoge también el caso
periddico. Dicho sea de paso, el teorema de Paley-Wiener describe en cierto modo las
funciones de banda limitada como funciones de variable compleja.

Para transformar una senial en un conjunto discreto de datos, digamos que tomamos
una muestra (un valor de la funcién) cada T segundos. En esta situacion se dice que la
frecuencia de muestreo es v, = 1/T. Matematicamente lo que se tiene es una funcion fy

una sucesion { f(n1")}>2 Esté claro que este conjunto discreto no permite caracterizar

la funcion en general: N
0 1 2
T =1/2, vs = 2 no distingue T =1/4, vs = 4 no distingue
0, sen(2mx) y — sen(2mx) sen(4mx 4 7) y cos(4mx + )

Pensemos en una onda 1-periddica f con frecuencias limitadas al rango (—B, B) y
supongamos para simplificar que B € Z". Esta f debe ser un polinomio trigonométrico
con a lo més 2B — 1 coeficientes no nulos. Si v, > 2B, entonces habra 2B muestras
en cada periodo y eso es suficiente para recuperar todos los coeficientes resolviendo un
sistema lineal. Lo que dice el teorema de muestreo de Shannon es que tal cosa también
se cumple para senales no periddicas, de hecho hay una forma facil de recuperar la senal
a partir de la muestra. Por simplicidad, omitiremos las consideraciones con respecto a
la regularidad de f en el siguiente resultado, aunque esta claro que con f € L' continua
y f € C?, se asegura la convergencia absoluta de las series que aparecen en la prueba.

Teorema 1.3.5 (Teorema de muestreo de Shannon). Sea f satisfaciendo (1.35) con
2B < v,. Entonces

flz) = Z f(n/vs)sinc(vse — n)

n=—oo

1

donde sinc(z) = (mx) " sen(wz) si x # 0 y sinc(0) = 1.
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Es decir, dada una frecuencia de muestreo v, la méxima frecuencia que debe contener
una funcion de banda limitada para que la podamos reconstruir es v,/2, esto es lo que
se llama frecuencia de Nyquist. Véase en [Wal96, §5.11] una version aproximada bajo
hipotesis mas débiles que (1.35).

Demostracion. Por la hipotesis 2B < v, es posible definir una funcién g como la exten-
sion vg-periddica de f de manera que g(§) = f(&) para || < B. Su desarrollo de Fourier
seré, segun (1.5)

00 vs/2

9(&) = v S elng/w) / F(@)e(—na/vs) de.

—vs/2

n=—oo

La integral se extiende a todo R por la condiciéon (1.35), y por la férmula de inversion y
cambiando n por —n se sigue

) =vg! Z f(n/vs)e(—n&/vy).

Ahora bien, f(z) = [ F(©e(x€) d¢ = N VV/ 32 e(x€) d¢, también se sigue de la formula
de inversic’)n, y sustltuyendo g en esta ultlma integral se concluye la prueba con un
sencillo calculo. O

Evidentemente en la practica la muestra no es una sucesion infinita sino que confiamos
en que la senal tenga un principio y un fin (localizacion en tiempo) o que decaiga
hasta limites despreciables. Una manifestacion del principio de incertidumbre hace que
lo primero sea teéricamente imposible para funciones de banda limitada [DM72, §2.9|.
Por otro lado, hay un antiguo trabajo poco conocido de A.E. Ingham en el que se dan
condiciones necesarias y suficientes para la existencia de una funcién de banda limitada
con decaimiento prefijado [Ing].

Esta claro que desde el punto de vista practico, no podemos guardar todo el desa-
rrollo de Fourier de una funcién 1-periddica arbitraria en una méaquina. En principio
si podriamos hacerlo con los desarrollos de Fourier en Zy porque son finitos pero en
ambos casos, con vistas a la compresion, sélo desearfamos guardar la informacion signi-
ficativa. La mejor situacion en T es cuando tenemos coeficientes de Fourier que decaen
rapidamente y basta con almacenar los primeros de ellos. Sin embargo, si tomamos un
fragmento de una senal, tipicamente cuando la hacemos periddica el resultado es discon-
tinuo en T y la baja regularidad impide la convergencia rapida de la serie de Fourier.
En el caso discreto ocurre algo similar. Sumando por partes (Lema 1.2.1) en (1.29), se
tiene para n # 0
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Los s,, oscilan pero se puede comprobar que su promedio no es cero, de hecho se
_1=N-1 . N
cumple N~} Y m—oSm = 1/2, por consiguiente esperamos una contribucion tipica de

N-2 ~
%Zmzo(xm - xm-{-l) = ($0 — fEN_l)/Q en xI,.
Por ejemplo, para la senal z,, = n — 4,5 en Zy, se tiene 2y = 0,
T1 = —5+15,3884i, To=—5+6,8819i, T3z=—5+3,6327i, T4=—5+1,6245i, T5=—5

Y Tn = Z10-n para b < n < 10.
El problema se soluciona en la practica sustituyendo la senal por otra de periodo
doble obtenida por simetria a través de —1/2 (o equivalentemente de N — 1/2).

00e® o 00e® o Pe ®e0e
° ° ° .0 [
o® °® ®e
L] » L] L]
. L] L] L]
. — . . °
o L] : L] : L]
@ . (]
0 2 4 6 8 10 12 14 :‘ 2 4 6 8 10 12 14
Sefial original Sefial simétrica y periddica
La simetria por n = —1/2 sugiere que estamos trasladando los armonicos, y como

duplicamos el periodo, deberfan pasar a ser €;((n+1/2)/2N). Por otra parte, la simetria,
hace que las partes imaginarias se cancelen, entonces desde el punto de visto teérico todo
funciona como si simplemente hubiéramos cambiado los armoénicos exponenciales de
(1.29) por unos nuevos arménicos cos ((m-+1/2)n/N). Por las razones antes indicadas,
la nueva transformada sustituye en muchas aplicaciones a la transformada de Fourier
discreta. El analogo de la definicion (1.29) y de (1.30) esta incluido en el siguiente
resultado:

Proposicién 1.3.6. Dado 7 = (x,,)Y-) € CV se define su transformada coseno discreta

como

— m 1
T = Ty €08 (——(m + 2)).
2 amcos (r(m+ 3

Entonces se tiene la formula de inversion

T LS o con (Bh(m+ )
Tm = 57 NnZIxncos A (M5

Para ver que la idea funciona, tomemos de nuevo la senal x,, = n — 4,5 en Zq. Los
valores de la transformada coseno discreta son Z,, =0 si n es par y

76 = —20,1801, 7= —2,1615, Z%=—0,7071, 7%= —0,2859, %= —0,0801.

Por si esto no fuera suficientemente ilustrativo, veamos lo que ocurre al reconstruir
la senal original empleando sélo la primera mitad de los armoénicos:
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40 4.0 4.0

2.0 2.0

—2.0 —2.08

~40 —a0f —4.0f

Sefial original Cinco arménicos con DFT Cinco arménicos con DCT

No es ya solo que la transformada coseno discreta (DCT) da una aproximacion casi
perfecta con la mitad de la informacion, es que la transformada de Fourier discreta
apenas aproxima en la misma situacion.

Demostracion de la Proposicion 1.3.6. Como las férmulas son lineales, basta probar la
formula de inversion en el caso en que z,,, = 1 y z,,, = 0 para m # my. Por sustitucion
directa y empleando 2 cos v cos 8 = cos(a+ ) + cos(a — (), la formula se reduce en este
caso, con la notacion de (1.28), a

N-1
dp(m—myg) = 1+Z (COS (W—;(mo—i—m%—l))—i—cos (%(m—mo))) para 0 < m < N.

La suma de cosenos es par en n y se anula para n = N, por tanto se reescribe como

N-1
1
dp(m—myg) = §n:Z_N (cos (W—;(mo—i-m%—l))—l—cos (%(m—mo))) para 0 < m < N,
que equivale a
2N—1
1 _
dp(m —my ——%Z( mo—l—m—i— ))—i-e(w» para 0 < m < N,

y esto se sigue de (1.28) con 2N en lugar de N, notando que 0 < mg+m+1 < 2N. O

Uno de los algoritmos que sustentan la importancia del analisis de Fourier abstrac-
to en la practica, y uno de los mas importantes en todo el anélisis numérico, es la
transformada rdpida de Fourier, mas conocida por sus siglas en inglés FFT. Es un algo-
ritmo de tipo divide y vencerds (lo que en Matemaéticas se llamaria induccion, se reduce
recursivamente un problema a otros con parametros menores) que sirve para calcular
transformadas de Fourier discretas en Zy mucho més rapido de lo que cabria esperar.
Por supuesto, también sirve para calcular transformadas coseno discretas pues éstas se
expresan facilmente en términos de aquellas.
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Nuestro objetivo es calcular las sumas
N-1 mn
n = Tm €| — ara 0 <n <N

suponiendo que, como casi siempre en la practica, N es una potencia de dos.

Si estan almacenadas en memoria las raices N-ésimas de la unidad y no cuesta trabajo
calcular o recuperar de la memoria e(mn/N), cada y, requiere N multiplicaciones, y si
queremos hallar todos los y,,, se requieren N2. Si uno tiene que hacer estas operaciones
“a mano” no es dificil percatarse de que se reducen los célculos usando la periodicidad
de las funciones trigonométricas. No es por ello de extranar que aunque se suele dar a
|[CT65] como referencia para la creacion del método, algunos autores han senalado que
se remonta incluso a Gauss.

La idea clave de la FFT se sintetiza en un linea:

Pl mn ny e mn N
(1-36) Yn = W;) Tom € <V> + e <N> mz:o Tom+1 € <W> con N' = 5

Esta igualdad es una obviedad. Lo que hay que comprobar es que con ella es posible
reducir el niimero de operaciones. Llamemos yP*" al primer sumatorio e y™P% al segundo.

Evidentemente, como sélo involucra la mitad de los términos, cada y2* requiere N’
multiplicaciones, pero ademas solo hace falta calcular y?* paran = 0,1,2,...,N' —1
porque yb* = yr2'\,. En definitiva, tomando la mitad de los términos el ntimero de
multiplicaciones por fuerza bruta pasa de N? a (N')? = N2?/4. jEn vez de dividirse
por dos se divide por cuatro! De la misma manera, los y™P2 requieren en total N2 /4
multiplicaciones mientras que multiplicar por e(n/N) requiere otras N operaciones. (De
hecho con N/2 es suficiente por la antisimetria).

En definitiva, al escribir (1.36) hemos transformado las N? operaciones que aparecen
en la definicion de los y, en N + 2(N')? = N + N?/2. Un factor dos no parece una
gran cosa pero la fuerza del método esté en iterar acumulando muchos de estos doses.
Aplicando (1.36) a yP* e y™P*" que tienen longitud N, para descomponerlas en sumas

de longitud N” = N’/2, la evolucion del niimero de operaciones tras los dos pasos seria

paso 1 paso 2

N? N +2(N')? N +2(N"+2(N'/2)?) = 2N + 4(N")*.
Repitiendo el proceso k = log, N veces se llegara a kNN + 2*, con lo que el ntimero total
de multiplicaciones es comparable a kN, y esto es muchisimo menor que N? cuando N
es grande. Por ejemplo N = 2% implica N? = 1,12 - 10" y kN = 8,38 - 10®, un valor
més de un millén de veces menor. En ordenador actuales (rapidos) el primer nimero de
operaciones podria llevar dos semanas y la FF'T reduciria el tiempo a un segundo.

Es facil entender que tal diferencia es crucial en ingenieria y que un bien de tan

primera necesidad y a la vez tan sencillo, no debe pertenecer a nadie. En [Ger99| hay
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un extrano juicio acerca de ello: When Cooley (then at IBM) first presented the FF'T, IBM
concluded that it was so significant it should be put in the public domain to prevent anyone
from trying to patent it, and so it was published openly. Ironically, its very success has made
this kind of behavior much less common now.

En este exposicion de la FET hemos supuesto que e(mn/N) estan dados. Un analisis
similar prueba que disponiendo sélo de e(1/N) el ntimero de operaciones sigue siendo
comparable al anterior [SS03, §7.13], [Str86, §5.5].

La transformada rapida de Fourier es tan rapida que a veces es conveniente calcular
la convolucion a b con la igualdad a x b = (ab) en vez de directamente. Esto tiene una
sorprendente consecuencia a la hora de multiplicar nimeros muy grandes. Dados dos
enteros N y M escritos en base B, al multiplicarlos aparece una convolucion:

R R 2R r 2R
N=> aB’, M=) bB implica NM=)» > ab_.B =) (axb),B"
r=0 r=0 r=0 s=0 r=0

Con el método descrito, a * b se calcula bastante rapido. En la préactica B esta formado
por muchos bytes, es como sino nosotros multiplicAisemos en base 10 a mano tomando
por ejemplo grupos de tres cifras y teniendo cuidado con las llevadas. Elaborar esta
idea e incorporar algunas sutilezas da lugar al algoritmo de Schionhage-Strassen [SST1]
que permite multiplicar nimeros de n cifras en O(nlognloglogn) pasos. La constante
O es suficientemente grande como para que esto empiece a ser eficiente con respecto a
otros algoritmos conocidos s6lo para nimeros con al menos decenas de miles de cifras
decimales.

1.3.3. Andlisis de Fourier discreto en la vida cotidiana

Hoy en dia es dificil exagerar la importancia practica del analisis de Fourier discreto
y esto no es una novedad. En [Str86], escrito hace mas de 25 afios, leemos:

We come now to reality. The truth is that the digital computer has totally defeated
the analog computer. The input is a sequence of numbers and not a continuous
function. The output is another sequence of numbers, whether it comes from a
digital filter or a finite element stress analysis or an image processor. The question is
whether the special ideas of Fourier analysis still have a part to play, and the answer
is absolutely yes. The discrete Fourier transform takes n numbers fy, ..., f,—1 into
n coefficients ¢y, ..., cp—1, and the patterns that are hidden in f stand out more
distinctly in c.

Aqui vamos a ver algunas de las aplicaciones sin mas propoésito que ilustrar que el
analisis de Fourier discreto tiene una fuerte motivaciéon practica.
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Comencemos con unas consideraciones sencillas acerca de filtros lineales. Matemati-
camente no son més que convoluciones y su importancia radica en la propiedad basica
que se cumple tanto en R como en grupos abelianos finitos (véase (1.12) y el Teore-
ma 1.3.2)

F=fxg = F = fq.

La utilidad practica es que en teoria de la senal uno quiere habitualmente actuar sobre
las frecuencias (por ejemplo para eliminar ruido o crear algunos efectos o reducir el ancho
de banda) y la relacién anterior dice que actuar sobre las frecuencias es lo mismo que
convolver la senal. Muchos mateméticos teoéricos posiblemente se sorprenderian de la
cantidad de libros de texto para ingenieros basados en esta formula que estudian mil y
una formas de disenar e implementar convoluciones ttiles.

En el caso de Zy una sefal es lo mismo que un vector £ € CV. Si lo convolvemos
con otro vector y que so6lo tiene las K primeras coordenadas no nulas, las coordenadas
de la convolucién seréan:

0

(1.37) (T )p = YeTn—k
0

B
Il

donde hay que entender n—k médulo N, aunque en algunas aplicaciones conviene definir
Ty =0sin—k ¢[0,N). Diremos que hemos aplicado el filtro (yo,y1,...,yx_1). En
teoria de la sefial esto es lo que se llama un FIR (del inglés Finite Impulse Response). Un
filtro muy sencillo para detectar la “regularidad” de una senal es (1, —2, 1). La idea es que
una sefial suave satisface f(n) ~ (f(n—1)+f(n+1)) /2y por tanto el resultado de aplicar
este filtro debe ser cero excepto en los puntos donde hay un problema. Matematicamente,
se tiene

F(x—2h)—4f(z—h)+6f(z)—4f(z+h)+f(z+2h)

 fah) -2 @S @h) , @
1 = l =
B0 h? fi) y B0 h# /@),

por tanto seguramente (1, —4,6,—4,1) es un filtro mas sensible para detectar faltas de
regularidad.

Con la funcién g(r) = z en [0,1/4), g(z) = —x en x € [1/4,1/2) y g(z) = (1 — x)?
en [1/2,1], vemos que realmente estos filtros cumplen su cometido.

L] J L]
0.2 0.6 .
0.1 °
0.4 1 .
10 20 30 40 0.2

0.1 creme
10 () 30 40 10 20 30
0.2 0.2 °

-0.3 0.4 -1
° [ ]
-0.4 |
0.6 )
[ ] [ ]

f(x) = g(x/N) con N =50 Filtro (1, —-2,1) Filtro (1, —4,6,—4,1)
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Por cierto, la multiplicidad de los puntos “detectores” esta relacionada con la longitud
del filtro y desde el punto de vista practico no es un inconveniente porque hace méas
notoria la falta de suavidad.

El segundo filtro no parece dar mas informacion pero eso es debido a que el ejemplo
es demasiado simple. Tomando g(x) = z(1 — z)|sen(37x)|, ya notamos la diferencia:

0.25 N ° ° ° o
A 0.05 0.0
0.2 ° ° 0.04] 0.02 ° °
015 K ) ° o, 0.03 aoge o coupy - -
s S s ¢ ° -0.02
01 o o o ° o o 0.02
005 o ®o °° % 0.0% :2.2:
.o . K o.- il <5 ; )
) 10 20 30 40 -0.01l -0.08 o R
f(x) = g(x/N) con N = 50 Filtro (1,—2,1) Filtro (1, —4,6, —4,1)

La falta de regularidad es un enemigo fundamental para el éxito del analisis de
Fourier, como vimos al introducir la transformada coseno discreta, por tanto detectar
los puntos malos es interesante de por si. Sin embargo vamos a aplicar esta idea en unos
ejemplos mas llamativos que posiblemente nos hayamos encontrado alguna vez sin saber
la teoria que escondian.

Lo que hemos hecho en Zy tiene su traducciéon inmediata a Zy X Zj,. Los filtros y
las sefiales (las funciones) en Zy x Zys los podemos ver como matrices. Un filtro (y;i)
transforma la matriz (2,,,) haciendo que su elemento nm sea > yjxTn—j m—k, €s decir
utilizando (1.37) en cada uno de los indices.

Consideremos los filtros dados por las matrices

0 0 0 0 1 0 1 1 1
H=|1 -2 1|, HVv=|1 -4 1|, ob=[1 -8 1
0 0 0 0 1 0 1 1 1

Para detectar faltas de regularidad en las horizontales podemos usar H, y H! para las
verticales, mientras que HV = H + H' tiene en cuenta ambas direcciones. Si ademas
introducimos las direcciones oblicuas noreste y sudeste, el filtro natural es Ob.

Una imagen en blanco y negro (se sobreentiende que en tonos de gris) de tamafo
N x M viene representada por una funcion f : Zy x Zyy — R (porque fr = fo = fB
con la notacion de la introduccion). De hecho su imagen se representa con un solo byte,
es decir, Im f ={0,1,...,255} con 0 correspondiendo al negro y 255 al blanco.

0 18 44 71 97 123
18 44 70 98 124 150
44 71 98 124 151 178
71 97 123 151 177 204
97 124 150 177 204 230
124 150 177 203 230 255
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Los filtros HV y Ob aplicados a una imagen f deberian detectar bordes, y lo confir-
man las siguientes figuras, donde se ha representado el resultado en negativo para que
sea mas facil visualizarlo (0 a blanco y 255 a negro). Para los valores de la convolucion
fuera del rango [0,255] hay que tomar una decision, aqui se ha seguido la habitual de
asignar 0 a los negativos y 255 a los que son mayores que éste.

I .
Imagen original Filtro HV (negativo) Filtro Ob (negativo)

El resultado parece poco denso y un poco aleatorio porque estos filtros detectan
variaciones en un rango de 3 pixels, que es una unidad pequena (en un monitor tipica-
mente 0.75mm).

Esto sugiere trabajar en bloques de tamano doble. Es decir, consideramos HV' y
OV como HV y Ob pero sustituyendo cada elemento por una celda 2 x 2 con todos sus
valores iguales. De esta forma, HV' y Ob' son matrices 6 x 6. Con ello se obtiene:

i
Filtro Ob’ (negativo) %Ob’ (negativo) umbral 240

n’l rd

La mayor norma de OV hace que demasiados valores sobrepasen el umbral 255 (negro
en el negativo). Para evitarlo, se ha dividido en la ultima figura el filtro por 8 y se ha
bajado el umbral a 240. Con ello hemos conseguido imitar el efecto de transformar una
foto en un dibujo a lapiz (véase una variante en [BB09, §4.4|).

La mayor parte de los filtros de los programas de retoque fotografico estan basados
en convoluciones.
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En el conocido programa libre GIMP, es posible elegir una matriz de convolucién
para crear un filtro propio (en el ment Filters>Generic>Convolution Matrix). En la
documentacion correspondiente se lee “Here is a mathematician’s domain. [...| What is a
convolution matrix? It’s possible to get a rough idea of it without using mathematical tools
that only a few ones know.” Lo curioso es que a los matematicos en formaciéon que conocen
sobradamente las herramientas, rara vez se les explica su utilidad.

El formato mas difundido en la fotografia digital amateur es el formato JPEG. Estas
siglas se refieren al comité que introdujo sus especificaciones (Joint Photographic Experts
Group) pero ha quedado como nombre del propio formato. De nuevo consideraremos una
imagen en blanco y negro (tonos de gris), representada por una funcion f : Zy X Zy —
R cuya imagen esté en realidad en {0, 1,...,255}. Por cierto, en las fotografias en color,
el formato JPEG no trata cada uno de los canales fr, fo v fp por separado sino que
hace un cambio simple de coordenadas [Sal02, p.145| porque los experimentos prueban
que el ojo humano presenta distinta sensibilidad a los colores dependiendo de su brillo.
Después de este cambio de coordenadas todo es similar al caso de blanco y negro.

El objetivo del formato es comprimir la foto perdiendo totalmente cierto ntmero
de coeficientes de Fourier y parte de la precision en el resto. Es por ello un formato
de compresion con pérdidas, eso explica por qué las carpetas repletas de ficheros . jpg
apenas sufren cambios en su tamano cuando se les aplican programas de compresion y
también por qué editar muchas veces una foto (abrir un JPEG y grabarlo como JPEG)
reduce su calidad.

Una foto tipica corresponde a una funcion f : Zy X Zy; — R nada suave (hay
cambios abruptos de color al pasar de un objeto a otro), por ello el anélisis de Fou-
rier discreto se muestra poco util de cara a una aplicacion directa. Lo que se hace es
descomponer la imagen N x M en porciones de 8 x 8 pixels (si 8 { N o si 8 t M,
se agranda artificialmente la imagen). Cada porcién 8 x 8 tendra asignada su funcion
F : Zg x Zg — R y para una foto tipica la inmensa mayoria de estas funciones F' sera
bastante suave, una gradaciéon de color, porque los cambios abruptos de color ocurren en
una minoria de los M N pixels de la imagen original (los contornos de los objetos son un
conjunto unidimensional). Utilizando la transformada coseno discreta, ya hemos visto
que se eliminan los problemas derivados de que después del 7 viene el 0 en Zg. Por ello
los armonicos naturales para analizar F' son

Gnm(k, 1) = cos (% %
Por la Proposicion 1.3.6 (la formula de inversion) aplicada en cada uno de los indices,
se deduce que cualquier F' : Zg x Zg — R admite un desarrollo de Fourier discreto

7 7

(2k 4+ 1)) cos (= (2L +1)).
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De alguna forma tenemos representada cualquier imagen 8 x 8 como superposicion de
imagenes basicas 8 x 8. Asignando al negro el —1 y al blanco el 1, el aspecto de estas
imégenes basicas es:

== =EE
P iC 5S35 =2 = = A B
WO =S = A ) ) B =
W (W) (5 56 2 == I 0

En la mitad izquierda estan los armoénicos ¢, con 0 < m < 4 y en la derecha, los
armonicos ¢, con 4 < m < 8.

Los coeficientes de Fourier se calculan con cierta precision (al guardar un fichero
JPEG con GIMP, en Advanced Options>DCT method hay cierto control sobre ello).
Parece claro, y las experiencias lo avalan, que el ojo es poco sensible a cambios rapidos de
brillo en areas pequenas, es decir, que ve peor los armoénicos con frecuencias mayores. La
matriz de cuantificacion es una matriz entera C' = (Cum )] ,,—o de naturaleza experimental

tal que c¢,,, esta en relacion inversa a la “visibilidad” del armoénico ¢,,,. La matriz mas
empleada es

6%« 7% | Ox I« 2% 3% 4x  bx 6% 7%

s
=5

G A <

16 1110 16 24 40 51 61
12121419 26 58 60 55
14131624 40 57 69 56
O — | 14172229 51 87 80 62
= | 18223756 68 109 103 77
24 35 55 64 81 104 113 92
49 64 78 87 103 121 120 101
72 92 95 98 112 100 103 99
En vez de los coeficientes de Fourier a,,,, lo que se almacena son los enteros \,,, mas
Cercanos a Gpy, /Cnm- Si F viene dada por 64 valores enteros y ahora almacenamos los A,
que son otros 64 enteros, cabe preguntarse donde esté la compresion. La respuesta es que
tipicamente los \,,, son muchas veces cero o valores pequenos, y en estas condiciones,
la lista de todos los \,,, para todas las porciones 8 x 8 de la foto original es facil
de comprimir (sin pérdidas) con métodos habituales (que no dependen del anélisis de
Fourier y no veremos aqui [Sal02, §3]). Cada vez que F' sea suave (una gradacion de
color) bastaran los primeros coeficientes de Fourier para reconstruir muy bien F' con
(1.38) y el resto seran practicamente nulos. Ademaés, la matriz de cuantificacion penaliza
las frecuencias grandes y hace que los A\, estén sesgados hacia valores pequenos.
Cuando se abre una imagen JPEG, internamente en el ordenador se descomprime el
fichero y se obtienen los A,,,,, con ellos se aproximan los a,,,, por medio de .., = CpmAnm.
Finalmente se utiliza (1.38) para reconstruir cada porcion 8 x 8 de la imagen.
A pesar de que el formato JPEG logra habitualmente una compresion notoria sin
pérdida de calidad aparente, esté claro que tiene ciertas deficiencias. La mas clara es que
la divisién en porciones 8 x 8 es arbitraria. Una foto puede tener zonas mucho mayores

con gradaciones de color en las que el anéalisis de Fourier discreto funciona bien.



44 CAPITULO 1. INTRODUCCION

Lo ideal seria que hubiera un proceso adaptativo en el que el tamano de los armoénicos
se ajustase a las diferentes zonas de la imagen. Esta idea se manifiesta en gran medida
en el nuevo formato JPEG 2000 que emplea unos armonicos bien diferentes de los que
hemos visto hasta ahora y que estudiaremos a continuacion.

Las wavelets (a veces ondiculas en espanol) son unos armoénicos que han causado una
revoluciéon. Sobre todo en sus comienzos, se resalté su importancia en algunas cuestiones
tedricas pero claramente su mayor influencia ha sido en el campo de las aplicaciones a la
hora de tratar y comprimir diversos tipos de datos. Las ventajas de las wavelets en estas
aplicaciones son por un lado que la implementacion es bastante sencilla porque se basa
en un algoritmo iterativo simple y, en contraposicion con el anéalisis de Fourier, que los
armonicos estan localizados. Pensemos por ejemplo que la lentitud de la convergencia
de la primera serie considerada por Fourier (1.2) se debe a que hay una discontinuidad.
Todos los armoénicos sienten esta discontinuidad que afecta globalmente a la convergen-
cia. Las wavelets permiten un analisis mas local que el analisis de Fourier. Aunque el
ambito discreto es el que mas aparece en las aplicaciones, las wavelets no estan limitadas
a €l, de hecho nacieron en R y su propio nombre deriva de que en su forma continua son
“ondas breves”. Hay muchas monografias mateméticas acerca de los aspectos tedricos de
las wavelets en su forma continua, por ejemplo [HW96|.

En esta descripcion breve (seguimos en parte [Ger99]), solo describiremos un miembro
sencillo pero destacado de la tribu de las wavelets. Lo que se llama a veces D4 (o Daub4
[Wal08]), donde la nomenclatura hace referencia a I. Daubechies, la campeona de las
wavelets.

Vamos a disenar un filtro (fo, f1, fo, f3) para detectar la falta de regularidad que
normalizaremos de manera que f& + fZ + f2 + fi = 1 (més adelante se verd la utilidad
de ello). Si queremos que anule todas las rectas f(n) = an + (3, basta con imponer
fo+r fi+fot+fzs=0y0fo+1fi+2f + 3f3 = 0. Ademés anadimos la condicion
extrana de que sea ortogonal consigo mismo cuando se traslada dos unidades, esto es,
fofo+ f3f1 = 0. Este sistema no lineal de 4 ecuaciones con 4 incognitas tiene la solucion:

f_1—\/§ f_ﬁ—B f_3+\/§ 1+v3
VWO Y W 42

Consideremos ahora el filtro (go, g1, 92, g3) méas simple que a uno se le ocurriria que sea
ortogonal a (fo, f1, f2, f3) ¥ a su trasladado dos veces:

143 _3+V3 3-8 _1-V3
do 4\/57 [ 4\/57 92 4\/57 g3 4\/§
Simplemente se han intercambiado fy con f5 v fi con fy, modificando los signos para
forzar la ortogonalidad. Este nuevo filtro no detecta bordes sino que hace un promedio
escalado por v/2 porque gy + g1 + g2 + g3 = V2.

fs =
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Sobre la senal que ya habiamos filtrado antes, vemos que estas ideas se ajustan a la
realidad.

o °
0.2 0.2 ° [ ]
: 0.2
0.1
0.1 °
p' o

10 20 30 40 10 20 30 40

R 10 20 30 40 e
0.1 'Y -0.2

-0.2

L] -
-0.3] -0.2] 0.4 \
-0.4| -0.3| -0.6] o
o °

Sefial (N = 50) Filtrada con (fo, f1, f2, f3) Filtrada con (go, g1, 82, 83)

Por construccién, la matriz circulante

go g1 92 g3 0 O ... 0 O
fo fi fo f3 0 0 ... 0 O
0 0 g9 91 92 93
T=10 0 fo i o fs cumple T'T =1,
g2 g3 0 0 0 0 ... go ¢

fo fs 0 0 0 0 ... fo fi

es decir, es ortogonal, para ello impusimos algunas de las condiciones sobre los filtros.
Cuando se la aplicamos a una sefial ¥ € R", las coordenadas en lugar impar dan prome-
dios y las de lugar par, faltas en la suavidad. Tras aplicar T', la ortogonalidad implica que
la “energia” de la senal, su norma la cuadrado ||7]|?, se conserva. Repitiendo el proceso
con el vector de promedios en vez de con toda la senal, conseguimos detalles méas finos
sobre la falta de suavidad (porque los promedios involucran mas puntos). Supongamos
N = 2% y definamos la recurrencia partiendo de @, = 7,

(1.39) (d@ns1,dpy1) = dentr(Td@,), n=0,1,....k—2

donde dentr indica el operador (lineal) que “desentrelaza” un vector poniendo primero
las coordenadas que estaban en lugar impar y después las que estaban en lugar par. Se
dice que los @; son los vectores de aproximacion y que los d; son los wvectores de detalle.
Como T~ =T*, el proceso se puede invertir mediante

(1.40) @, = Tlentr(@nyr, dpsr), n=0,1,...k—2

donde entr(c?nﬂ,cﬁlﬂ) es el resultado de entrelazar @, | y (fnﬂ, poniendo el primer
vector en los lugares impares y el segundo en los pares.

Por iteraciones sucesivas, (1.40) permite recuperar la senal ¥ a partir del dltimo vec-
tor de aproximacion dj_; € R?, que da una especie de promedio general, y de todos los
vectores de detalle d_i, d;, e ,Jk,l que tienen respectivamente N/2, N/4,... 2 coorde-
nadas. En total hay N = N/2 4+ N/4 4 --- + 2 + 2 grados de libertad, como es natural
porque ¥ € RV,
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Por ejemplo, para una senal 7 = @, € R'6, las iteraciones de (1.39) y de (1.40) corres-
ponden, respectivamente, a seguir este esquema en sentido descendente y ascendente:

o 1 .2 .3 4 5 6 .7 .8 9 10 11 .12 13 14 15
Qg @y @y Gy Qo Qg Qg Gy Ay Ay Qo Qy QG Gy Gy Qg .
T 4 7 TT
o 0 1 41 .2 2 .3 13 4 5 5 6 6 7
ai di ay dy af di ay d} a} di a} d} a3 dY aj di
dentr . - . . Tentr
o 1 .2 .3 5 6 0 7l 2 3 4 5 6
ai a; ay ay aj a) ay aj al)51 dy di dy di d} dy djf
T TT
o 0 1 41 .2 2 .3 3
a, dy ay dy a3 di ay d;
dentr . ) . Tentr
1 0 71 2 3
a, a, a; a; diz dy, d; dj
T 0 1 TT
0 1
ag dy a3 dj
dentr Tentr

ad ai A& di' dS dY 43 43 dY df &3 43 dy 4} S df

La aplicacion W que dada una senial Z, le asigna (@_o, A1, dpps, . .. ,JI) por medio
de (1.39), N = 2%, se llama transformada wavelet discreta y a W= se le llama trans-
formada wavelet discreta inversa. Si {€y,€1,...,Ex_1} es la base usual de RY | entonces
por la linealidad

i
i

(1.41) W(E) =Y \é

J

T = AW;  con W, = W’l(é'j).

I
o
<
g
.
I
o

Hemos descompuesto & en términos de unos armoénicos W; que llamamos wavelets.

Es instructivo, ver el aspecto de algunas de las wavelets cuando N es muy grande.
La sorpresa es que en cierto modo sélo hay dos, Wy y Wy (a veces llamadas padre y
madre de las wavelets) porque W, es un trasladado de W, y a partir de W5 el resto son
escalados y trasladados; cuanto mayor es el indice mayor es la localizacion. Por ejemplo,
para N = 2048,

0.06| W4

0.04
0.02 \
S\
10p0 1500\ 2000 530 100 1500 2000
) -0.02
-0.02
500 1000 1500 Wo -0.04 i
i

-0.04 0.06!

-0.01;

Otra sorpresa es que estos armoénicos no son muy suaves en el limite N — oo, mas
bien tienen un aspecto fractal. Hay otras variantes mas complicadas que tienen mayor
regularidad [Wal08].

Vamos a ilustrar la utilidad de las wavelets para reducir el ruido de una senal. Diga-
mos que a nuestra senal le sumamos una muestra de la misma longitud correspondiente
a una distribucion normal N (0, 0). Esto es lo que se llama ruido blanco gaussiano. En el
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lado de la transformada de Fourier, es decir, en cuanto a las frecuencias se refiere, este

tipo de ruido se manifiesta como una perturbacion aleatoria de todos los coeficientes de

Fourier. Bajo la hipotesis de que el ruido no es muy acusado (o pequeno), una manera de

reducirlo es eliminar los coeficientes de Fourier con tamano menor que cierta cantidad ¢.
Con la Proposiciéon 1.3.6, este proceso de reducciéon de ruido seria

) o 2 = ™ 1 \N-1 0 silze|<t
(142) Z+— <N + N ; Cp COS (W(m + 5)))n:0 donde ¢, = {/fﬁ S 7| > ¢
El problema es que si la senal de partida tiene muchos coeficientes de Fourier pequenos
que contribuyen efectivamente a ella, estamos perdiendo también la senal. Esto ocurrira
necesariamente cuando la suavidad de la sefial es poca (porque los coeficientes de Fourier
decaen lentamente).
El andlogo con wavelets esta basado en (1.41) y es

i, 0 s\ <t
(1.43) T— Z ;W donde ¢; = { S? !
=0 )\j S1 ‘)\]’ 2 t

La ventaja de las wavelets es que como sus armoénicos estan localizados, son menos
sensibles a singularidades locales. Desde un punto de vista més teorico, el ruido blanco
gaussiano sigue siendo ruido blanco gaussiano del mismo tipo al aplicar W (porque 7" es
ortogonal).

Veamos un ejemplo. Contaminamos la sefial f(n) = {n/N}, N = 128 con ruido
gaussiano N (0,1/50), y ponemos como umbral ¢ = 4,50 = 0,09 en (1.43) [Wal0§|,
la reduccion de ruido es bastante buena. Sin embargo con (1.42) el resultado no es
satisfactorio para t = 0,9

o s N
0.4 ::,".'o.’."- 0.4 04 ,‘:\;.’. "
0.2 ,,,*"':- 0.2 0.2 -(.-'f. .
v.-\'."’ ' ‘ . ":‘:...'
TT20 40 60 80 100 120 20 40 60 80 100 20 40 60 80 100 329
-0.2 = -0.2 -0.2 . ik
., -~ ;-
0.4 S -0.4 -0.4 oY
e .
Sefial con ruido (N = 128) (1.43), t = 0,09 (1.42), t=10,9

Con otros valores de t, la reduccion de ruido con (1.42) no mejora. Esencialmente si ¢
es pequeno se obtiene un resultado como el indicado y si no lo es, se ven unas ondas
regulares que oscilan alrededor de la senal.
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Capitulo 2

Sumas e integrales oscilatorias

2.1. El principio de incertidumbre

Si una regla tiene divisiones de un milimetro no podemos medir con mucha maés
precision. De la misma forma, si tenemos armoénicos que dan saltos de longitud A parece
claro que no tendremos capacidad para estudiar con precisiéon lo que ocurre a escalas
menores. Sin embargo hay que poner ciertas acotaciones a esta afirmacién porque con
dos reglas con divisiones de 6mm y 10mm podemos medir 2mm (porque 2 =2 -6 — 10)
y en la explotacion de este hecho se basaba en parte el funcionamiento de las reglas de
célculo [BS08, §11] que durante méas de cien afios fueron un instrumento fundamental
para calculos cientificos. Quiza, entonces, con unos pocos armoénicos de baja frecuencia
podamos representar aspectos locales precisos de las funciones.

1
0. 0.8
0. 0.6
0. 0.4
of2 /\
3 2 1 T 2 3 3 2 1 12 3
Funcion f(x) = e~ 9 Su transformada de Fourier

Diferentes formas del principio de incertidumbre afirman que tal esperanza es vana. En
el anélisis de Fourier clasico, hay una oposicion entre la localizacion de una funcion y
la de su transformada de Fourier. Es decir, como parece 16gico, no podemos ver detalles
pequenos solo con frecuencias bajas. Este hecho aparece en muchos contextos de la Fisica
y las Matemaéticas pero, debido a la divulgacion y a su importancia, para el gran publico
el nombre esta ligado a la mecanica cudntica y alcanza tintes filoséficos. Cuando ofmos
que es imposible medir la posiciéon y el momento de una particula, quiza deberiamos
tener presente que en fisica cuantica no hay particulas como las clasicas (bolitas muy
pequenas) sino que llevan asociadas una especie de ondas.

49
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2.1.1. Diferentes formas del principio de incertidumbre

Una forma muy débil del principio de incertidumbre es que una funciéon y su transfor-
mada de Fourier se escalan a través de la siguiente relacion cuya prueba es un ejercicio
sencillo:

-~

(2.1) g(@) = AfOw) = G =FE/N)  parar>0.

Digamos para fijar ideas que f y fson funciones no negativas dadas que tienen el 90 %
de sus masas (de su norma L') en el intervalo [—2013,2013], entonces g y g tienen el 90 %
de sus masas, respectivamente, en los intervalos [-2013/X,2013/A] y [—2013X,2013A].
Si al variar A tratamos de localizar g encogiendo el primer intervalo, el segundo se alarga
y viceversa. N

Otra version muy débil, esta vez sin escalamientos, es que f y f no pueden tener
ambas soporte compacto. Una variante en T es que una funcién no nula 1-periddica
con s6lo un numero finito de coeficientes de Fourier no nulos no se puede anular en un
intervalo. Esto tultimo se sigue, tras el cambio e(z) = z (los ingenieros hablan de la
transformada z), de que una funcién racional no se anula en un intervalo. Lo primero es
en cierta manera similar: si f tiene soporte compacto, fdeﬁne una funcién entera que
no puede anularse en un intervalo (ni en ningtin conjunto con un punto de acumulacion).

Sabemos que para f(x) = e ge tiene f= ]/t\ Por otro lado, sin mirar la férmula
explicita, (2.1) asegura que las gaussianas que decaen como e~ tienen transformadas
que decaen como e ™"/, Un bello teorema debido a G.H. Hardy [Har| afirma que esto
que ocurre para las gaussianas, establece un limite para lo que sucede con cualquier
funcion.

Teorema 2.1.1 (Hardy). Si f(x) = O(e’a”Q) y f(x) = 0(6’5”2) cona,B>0y f no
es idénticamente nula, entonces aff < 1. Ademds la igualdad se da unicamente cuando
f es un maltiplo de e~

Demostracion (con una laguna). Por (2.1) podemos suponer o« = 1. En estas condicio-
nes, # > 1 implica f(x) = 0(6_”2) y la dltima parte del enunciado probaria que no hay

~

ninguna funcién con estas caracteristicas. Es decir, basta probar que si f(z) y f(z) son
0(6*7””2), f es un multiplo de e~™’.
Bajo la hipotesis f(x) = O(e‘”Q), la funcion

F(z) = 6”2/ f(t)e(—tz) dt con z=x+1y¢cC,

esta bien definida, porque el integrando es O(e‘”2+2ﬂy). Ademas es entera.
Si y = 0, usando f(z) = O(e_”2) se tiene F'(z) = 6”20(6_”2) = O(1). Por otra
parte, si x = 0, F(z2) = e‘”y20<ffooo et r2mty dt) = O(1), gracias al cambio t + t +y.
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Si una funciéon entera estd acotada en los ejes real e imaginario entonces por el
principio del méximo aplicado a cada uno de los cuadrantes (aqui esté la laguna), F' esta
acotada en cada uno de ellos, y una funcién entera acotada es constante. Por consiguiente,

para z = x real, cte = ™ f(z) y despejando y tomando antitransformadas, se obtiene
f(x) = cte e"™* O

La laguna de esta demostracion, tomada del blog de T. Tao, esta en que se ha aplicado
el principio del maximo en una regién no acotada. La soluciéon de este problema, que
puede verse en dicho blog o en [DM72, §3.2|, pasa por utilizar el principio de Pragmén-
Lindeldf, el cual esencialmente dice que el principio del maximo es cierto en regiones
no acotadas siempre que la funcién tenga un crecimiento controlado. Lo que afea la
solucion es que la hipotesis sobre el crecimiento no se cumple por un poco, y hay que
encoger ligeramente los sectores y multiplicar por un factor eiez’ para aplicar el principio
de Pragmén-Lindel6f sin hacer trampas.

La version matemética mas conocida del principio de incertidumbre es la desigualdad
de Heisenberg, que a pesar de la denominacién, no se encuentra en el famoso trabajo de
W. Heisenberg en mecéanica cuantica, sino que es algo posterior.

Teorema 2.1.2 (Desigualdad de Heisenberg). Para a,b € R y f € L*(R)

167 [ (- aPlfa)f do- [ (€~ WPIFQP de 2 11
siempre que las integrales existan. Ademds la igualdad se da sdlo si f es un maltiplo de
e(bz)e= @2 para cierto ¢ > 0.

Si consideramos el caso |[f|l2 = 1, que es el que aparece en mecanica cuantica,
entonces las medidas | f(z)|* dz y | f(£)|* d€ son medidas de probabilidad y la desigualdad
de Heisenberg afirma que el producto de las varianzas de las medidas correspondientes
a [y f es siempre mayor que 1/1672.

~

Demostracion. Definiendo f(z) = g(x — a)e(bz), un sencillo calculo prueba que f(§) es
9(¢ — be(a(b — €)) y entonces la desigualdad de Heisenberg equivale a

tor* | o) e [ €O de = ol

[e.9]

es decir, al caso a = b = 0.
Supongamos primero que g es de la clase de Schwartz para evitar consideraciones de
convergencia. Integrando por partes

/_Oo l9(x)]* do = - /_Oo 2(|g(x) ) do = —2R /_Z 29(2)g' (@) dz.

[e.e] o0
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La desigualdad de Cauchy-Schwarz primero, y después la identidad de Parseval, prueban

ot <4 [~ @lg@P e [ Ig@Pde=1 [ Plg@Pde [ 7P i

(e 9] —00 —00 o0

y basta sustituir la segunda formula de (1.13). La desigualdad es una igualdad si y sé6lo
si xg y ¢’ son proporcionales y resolviendo una simple ecuacion diferencial, esto equivale
a que g sea una gaussiana.

Para extender la prueba a una funcién g que no sea tan regular, se aproxima por
funciones g, de la clase de Schwartz que cumplan lim [ (1 + &2)[g(§) — G (§)[> d§ =0
y se hace la prueba para cada una de ellas. Véanse los detalles en [DM72, 116]. [

El hecho de que las gaussianas sean el caso limite en el principio de incertidumbre,
sugiere que dan los mejores filtros en cuanto a localizacion. Seguramente por ello no
debiera sorprendernos que en programas de retoque fotogréafico exista el “desenfoque
gaussiano”.

Hay una variante del principio de incertidumbre que es una especie de desigualdad
de Heisenberg pero en intervalos finitos. Su aspecto es

o B a 1/2 b 1/2
arc cos Tl + arc cos T > F(ab) con o= (/_a ‘f|2> v 8= (/_b mg)

donde la funcién F' es dificil de describir porque viene dada por el primer autovalor de
un operador integral [DM72, §2.9).

Después de estos resultados, cabe preguntarse qué se puede decir en el caso finito.
Un enunciado bastante sencillo (tomado de [Ter99, §14]), afirma que en el contexto del
Teorema 1.3.2, f y f no se pueden anular ambas muchas veces.

Teorema 2.1.3. Sea f : G — C no idénticamente nula, con G un grupo abeliano
finito. Entonces

| supp f||supp f| > |G|

donde supp indica el conjunto de puntos donde no se anula una funcion.

Demostracion. Claramente
(f, f) < |supp f|méx|f(g)|*
geG

Por la formula de inversion (véase el Teorema 1.3.2) y la desigualdad de Cauchy-Schwarz,
se tiene

1 ~ 1 ~ —~
wix|F(0) < (15 3 7o) < i 22 P00 s
xe@ G

geG
x€G
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Sustituyendo esta desigualdad en la anterior y aplicando la identidad de Parseval,

<faf>§|SUpr||8uppfl%.

Finalmente, los términos (f, f) se cancelan porque f no es idénticamente nula. O

Veamos algunas figuras que muestran la idea del principio de incertidumbre como
limite de nuestra precision.

Supongamos que tenemos la funcion caracteristica del intervalo [—1, 1], digamos f,
y para aplicar en buenas condiciones el anélisis de Fourier hacemos una regularizacion
fr € C™ tal que f = f, excepto en los intervalos [-1—0/2, —1+0/2] y [1—0/2,1+6/2].
Las ondas de longitud de onda mayor que ¢ se saltan los intervalos modificados y no
perciben el cambio en f. Con una estructura como la del dibujo, f(§) y f.(§) seran
parecidas para & mucho menor que 5. Lo mismo ocurrira con los coeficientes de Fourier
en un intervalo que contenga al soporte de f,.. Por otro lado, gracias a (1.13) sabemos que

a la larga, f, decaerd a toda velocidad, més rapido que el inverso de cualquier potencia.

o Lo o 9 Lo o
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.
0.2

-1 1 -1 1

La conclusion es que, usando transformadas de Fourier, no podemos distinguir la funcién

caracteristica de su regularizacion hasta que no consideramos frecuencias grandes, al

menos de tamafio inverso de la precision § que buscamos. Ahi esté la incertidumbre.
Estos son unos gréficos reales para § = 0,1 empleando una regularizaciéon C?.

.03
.02
.01
0.0

.01 .
.02
.03

N I = A =T T )

fy T, en[10,20]

En el primero apreciamos que hay pocas diferencias entre fy ﬁ en los primeros valores.
Estas diferencias se van acentuando segin llegamos a las frecuencias que empiezan a ver
a tamarnio &, que son las comparables a 6! = 10. En el intervalo [10, 20] ya notamos una
diferencia clara, con la transformada de Fourier de la regularizacion mucho menor que
la de la funcién caracteristica.
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La localizacion exacta de una discontinuidad requiere precision infinita mientras que,
segiin lo anterior, si tomamos frecuencias hasta d ! nuestra vista esta limitada a tama-
no 6. En principio a escala menor puede ocurrir cualquier cosa. El fendmeno de Gibbs
consiste en el curioso hecho de que, por muchos términos que tomemos en la serie de
Fourier, en presencia de una discontinuidad aislada de salto, en el intervalo incierto que
contiene a la singularidad, siempre hay un “bulto” de altura aproximada del 9% del
tamano del salto.

Por ejemplo, estos son detalles de la serie de Fourier en [—1/2,1/2] de de la funcion

signo f(x) = sgn(x).

1.2

1.2

VAN Nan

H < AR
0.8 0.8 0.8
0.6 0.6 0.6
0.4 0.4 0.
0.2 0.2 0.

0.01 0.02 0.03 0.04 0.01 0.02 0.03 0.04 i 0.01 0.02 0.03 0.04
frecuencias < 100 frecuencias < 300 frecuencias < 1000

Cualquier funcién que sea regular salvo una discontinuidad aislada de salto, se puede
escribir como g(z) + A sgn(z — p) con g regular, por tanto basta entender el fenomeno

para f(z) = sgn(z).

Proposicion 2.1.4 (Fenomeno de Gibbs). Para f(z) = sgn(z), se cumple

m  sup  |f(x) — Snf(x \_/‘§5TQM—1:mnwmm“.

N=00 |4|<1/(2N+1)

Noétese que, como cabe esperar por lo que hemos visto hasta ahora, el bulto se ma-
nifiesta en un intervalo de anchura N~!. Es facil ver siguiendo la demostracion, que el
resultado es idéntico cambiando 1/(2N + 1) por cualquier cantidad mayor.

Demostracion. Por simetria, nos podemos centrar en el caso x > 0. Sabemos que para
cualquier funcion, Sy f = Dy * f. Particularizando en la funcién signo, se tiene

&ﬂ@:—/HmDMﬂﬁ+/le@ﬁ.

—-1/2

Sustituyendo la formula (1.9) para Dy y usando que es par, esto se puede reescribir

como
[T sen((2N + 1)mt) =12 sen((2N + 1)nt)
Snf (@) _/ sen(7t) dt = /_x_l/Q sen(7t) d.

—x

Integrando por partes (recuérdese que x es pequeno), la segunda integral es O(N _1).
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Claramente el supremo de la primera integral se alcanza para x = 1/(2N +1) porque
el integrando es positivo en el rango de x. Finalmente,

1/(2N+1) 1
/ sen((2N + 1)t) dt:/ sen(mx) I

1/(2N+1) sen(mrt) 1 Tr

se reduce a un simple cambio de variable. O

Es facil comprender que el fenénemo de Gibbs es relevante en la practica pues al
reconstruir una senal o una imagen que tenga cambios bruscos, provoca que aparez-
can detalles inexistentes, lo que, sobre todo en el tratamiento de imagenes, se llaman
artifacts.

2.1.2. Un poco de fisica cuantica

Antes de comenzar, vamos a repasar o introducir alguna de la terminologia habi-
tual sobre las ondas en Fisica [FLS63, §29.3|. Supongamos una onda sinusoidal en una
dimension:

u(z,t) = Asen (2r(kz — vt)) con k,v > 0.
Esta funcion es solucién de la ecuacion de ondas uy = vf,um con v, = v/k. Al argumento

de la onda, esto es, a 2m(kx — vt), se le llama fase y al coeficiente A, amplitud. Ademas
de ello se tienen las siguientes cantidades bésicas:

Not. | Significado

U
Frecuencia: el nimero de oscilaciones por segundo T-!
LT

Periodo: lo que tarda en repetirse un ciclo, coincide con v~
Niumero de ondas: las oscilaciones que hay para un tiempo | L™}
fijado por unidad de espacio
Longitud de onda: separacion entre dos oscilaciones para tiem- | L
po fijado (periodo espacial), coincide con k=1
Velocidad de fase: lo que avanzan las crestas de la onda por | LT1
unidad de tiempo, coincide con v/k

ESIISIRS

>

Se han indicado las unidades de la manera habitual, L significa longitud y T tiempo.
Hay que aclarar que la mayoria de las veces en Fisica el nimero de ondas se define como
2k y para abreviar del todo la formula se define la frecuencia angular w = 2wv. En tres
dimensiones la situacion es similar salvo que k y x son vectores porque hay que senalar
una direccién, de hecho ya en el caso unidimensional hay dos posibilidades para el signo
k, correspondientes a las dos direcciones que hay en R. La ecuacién de ondas en tres
dimensiones es uy = v Au.
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La historia de la fisica cuantica en sus inicios fue bastante azarosa [SRO1]. En un
primer periodo, del que deriva su nombre, no era un procedimiento demasiado siste-
matico, se resolvian problemas clasicamente y se imponia que ciertas cantidades fisicas
tomasen valores enteros, es decir, que estuvieran cuantizadas (cuantificadas seria quiza
mas correcto pero apenas se ha usado este término [GP90]).

El gran triunfo de este periodo fue el modelo atémico propuesto por N. Bohr. Imagi-
nemos un atomo de hidrégeno como una bolita pequena de carga negativa, el electron,
girando alrededor de una grande de carga positiva, el protéon. La electrodindmica afirma
que una carga en movimiento circular debe radiar energia y esa pérdida de energia se
traduce en que el radio de su orbita se reducira paulatinamente. Haciendo los calculos,
cualquier atomo deberia colapsar en un tiempo infinitesimal. Entonces ;por qué no nos
desintegramos? El modelo atémico de Bohr postula que el momento angular (masa por
velocidad por radio) esta cuantizado de forma que al multiplicarlo por 27/h da un ente-
ro. Aqui y en toda esta seccion h es la constante de Planck, una cantidad fundamental
en fisica cuantica que en el sistema internacional tiene el valor aproximado:

h = 6,62606 - 1073*.Js.

So6lo cambios en la energia tan grandes como para permitir pasar de un entero a otro
provocan cambios en la érbita. Planteado asi, parece que podriamos haber hecho innu-
merables hipotesis alocadas para justificar la estabilidad del atomo. Lo bueno de ésta
es que entraba dentro de cierta minima teoria y que explicaba con notable precision
el espectro de emision de los atomos [Fon05|, es decir, las frecuencias emitidas por un
atomo cuando se le comunica energia (por cierto, el método usado en astrofisica para
saber la composicion y velocidad de estrellas y galaxias es analizar estas frecuencias).

Hay varios experimentos que motivaron la fisica cuantica porque contradecian resul-
tados clasicos. Uno de los més representativos es el efecto fotoeléctrico, descubierto por
H. Hertz en el siglo XIX. Consiste en que la luz puede hacer que se emitan electrones
(corriente eléctrica) al incidir sobre ciertos metales (por este principio funcionan muchos
de nuestros mandos a distancia). Lo curioso es que el efecto no depende tanto de la
intensidad de la luz como de su frecuencia (en el espectro visible, de su color). Més con-
cretamente, hasta que no se llega a cierta frecuencia no hay ninguna emisiéon por grande
que sea la intensidad y cuando hay emision, la energia cinética méxima de cada electron
emitido depende linealmente de la frecuencia pero no depende de la intensidad. La so-
lucion propuesta por A. Einstein fue que la luz estd compuesta por cuantos, particulas
sin masa llamadas posteriormente fotones, cada uno de los cuales tiene energia

(2.2) E = hv

donde, como antes, v es la frecuencia. Segin este modelo, la luz se comporta como un
chorro de particulas y cada una de ellas puede comunicar a lo mas la energia hv al chocar
con un electréon. Cuando la intensidad es grande, hay muchos fotones pero si cada uno
es poco energético, no arrancaran ningun electron.
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Otro experimento importante, el efecto Compton |GP90|, mostraba que después de
que la luz choca con un electréon libre, cambia su frecuencia de una manera que es
compatible con la conservacion del momento lineal relativista y (2.2).

Sin embargo, la difraccion y la interferencia y, en suma, las ecuaciones de Mazwell
[Max98]|, entran en conflicto con que concibamos la luz como un haz de particulas.
Aunque suene paradéjico, la idea que triunfé es la hipotesis de L. de Broglie de que
la materia era de naturaleza ondulatoria. Ademés esta idea surgia a partir de la fisica
clasica, cuando se comparaban ecuaciones de mecénica y de la dptica geométrica (la que
considera la luz formada por rayos), algo que tiene sus antecedentes en W.R. Hamilton.
De Broglie asociaba a una particula en movimiento con momento lineal p (masa por
velocidad) la “onda de materia” con longitud de onda

(2.3) A=—.

p
Con esto, si pensamos en la onda asociada al electron al girar alrededor del nicleo
describiendo una circunferencia de longitud L, la condiciéon de cuantizaciéon de Bohr es
equivalente a pedir que su frecuencia sea la de uno de los armoénicos (de Fourier) de las
funciones L-periodicas. Es decir, que podamos dibujar la onda sobre la trayectoria sin
que entre en conflicto con ella misma, que sea estacionaria.

_________
/"
-

s m———
- ~
Sees -

N
~ -
~ -
~~~~~~~

Para radiaciones electromégneticas (por ejemplo, la luz), la electrodindmica clasica
afirma p = E/c donde p es el momento lineal (que ya no se define como masa por veloci-
dad), F la energia y c la velocidad de fase (la velocidad de la luz). Como para cada foton
se cumple (2.2), se tiene p = hv/v, = hk = h/\. Entonces (2.3) esta en concordancia
con la electrodindmica cléasica. Otra concordancia notable, es que la mecanica clasica
se basa en el principio de minima accion, un principio variacional que afirma que las
particulas se mueven de forma que la integral del momento lineal en funcién del espacio
es estacionaria (localmente minima). Por otro lado, el principio de Fermat de la optica
geométrica [FLS63, §26], [BW65, §3| afirma algo similar para A™', lo cual sugiere que p
y A1 son proporcionales [GP90].

La formula (2.3) abri6 un nuevo periodo en la fisica cuantica y propicio la contribu-
cion fundamental de E. Schrédinger quien, en estos comienzos de la mecanica cuantica
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ondulatoria, introdujo la ecuacion basica que rige la evolucién de la onda asociada a una
particula.

Esta ecuacién no se deriva de principios fundamentales anteriores, es un principio en
si misma. Por ello, todo lo que se puede hacer es mostrar algunos calculos a modo de
motivacion (seguimos una version simplificada de [GP90] y [Fon05]). Es sorprendente,
y exasperante para los matematicos més puros, que muchos textos de Fisica presenten
“deducciones” de ésta y otras ecuaciones que hacen creer al lector que son naturales y
las tinicas posibles, contradiciendo la propia historia de la Fisica.

A la onda asociada a una particula se le llama funcion de ondas y se suele denotar
mediante V. En el caso de una dimension espacial, ¥ = W(z,t) donde z es el espacio
y t el tiempo. Supongamos que la onda es monocroméatica (en frecuencia), es decir,
U(z,t) = ¢(x)e(—vt) (por razones tipograficas escribimos ¢ en lugar de la ¢ habitual),
el signo de v es indiferente y se ha escogido negativo por coherencia con el comienzo de
la seccion. Esta hipotesis sobre W no es tan arbitraria si pensamos que analizamos por
Fourier o que en la ecuacion final hacemos separacion de variables. Schrodinger supuso
que ¥ satisfacia la ecuacion de ondas. Recordando v, = v/k'y A = k™!, se tiene

2

A

En ningtin momento se esta diciendo que v, o A sean constantes, es decir la ecuacion de
ondas es més complicada que la que se resuelve en los cursos de ecuaciones. La férmula
basica de la mecanica E = p?/2m + V(z) (la energia total es la energia cinética més la
energia potencial) [FLS63] junto con (2.3), lleva a

Uy =020y, — " + ( )2¢ = 0.

p

(2.4) ¢" + 8h—7;2m(E —V(z))¢ =0.

Fijada la masa y la energia total y dada la energia potencial, podriamos resolver esta
ecuacion a partir de condiciones iniciales sobre ¢ y ¢’. Si, en analogia con lo que ocurre
con el efecto fotoeléctrico, suponemos que E = hr, esto determinard W. Por otra parte,
de ¥y = =27 Eh~'W podemos eliminar E de (2.4) y, suponiendo la linealidad, descartar
la hipotesis inicial de que la onda sea monocroméatica. En otras palabras, analizamos ¥
en ondas monocromaticas de diferentes energias y sumamos o integramos los resultados.
Lo que se obtiene eliminando la energia es:

- 2

%@t — —8:—%\1/” +VU.
El caso con tres coordenadas espaciales es formalmente similar y con esto hemos llegado
a la ecuacion de Schriodinger

ih h?
2.5 — U, = —
(2.5) o ! 8m2m

AV + V.




2.1. EL PRINCIPIO DE INCERTIDUMBRE 99

Schrédinger supuso que era valida incluso si la energia potencial V' depende de ¢. Si no es

el caso, notese que por separacion de variables, es decir, suponiendo ¥ (%, t) = X (Z)7T(t),
se obtiene el anédlogo tridimensional de (2.4)

h2

8m2m,

(2.6)

Ap+ Vo= Ed

Esto sugiere por qué en algunas situaciones la energia esta cuantizada. Los valores que
toma F son autovalores de un operador del tipo —aA + V' y bajo ciertas condiciones de
contorno, formaran un conjunto discreto. Schrodinger, dio con ello una explicacién ma-
tematica al modelo atoémico de Bohr. El hecho de que el momento angular multiplicado
por 27 /h sea entero, se presentaba como consecuencia de que hubiera unos autovalores
estrechamente relacionados con los enteros.

Hay varios ejemplos tipicos donde se muestra la cuantizacion de la energia (pozos
de potencial [SS90|) pero aqui nos limitaremos a estudiar el caso ridiculamente sencillo
V = 0 en una dimension, que corresponde a una particula libre (no afectada por la
energia potencial de ningtin campo). Es decir, consideramos la ecuacion

_ h
(2.7) iy = _M\Ijm con V(z,0)= f(z)
Proposicion 2.1.5. Sixz € R y f es de decaimiento rdpido, la inica solucion de (2.7)

con decarmiento rdpido en x para cada t, es

0 h 2
(2.8) mmwa/f@q—7+m9@
e m
Por otro lado, si x € T y f € C(T), la tinica solucion C* de (2.7) es
> hn?
(2.9) U(x,t) = RZZOO ane( — %t + nx)

donde a,, son los coeficientes de Fourier de f.

En el caso de T, teniendo en cuenta (2.6), vemos que la energia esta cuantizada
y toma los valores h?n?/2m, lo cual es coherente con la férmula (2.2). Sin entrar en
detalles, uno de los postulados de la llamada interpretacion de Copenhague de la fisica
cuantica es que las observaciones producen un colapso de la funcion de onda y solo se
pueden detectar “energias propias”, las de una de las ondas elementales (los armonicos)
que constituyen la funcién de ondas.

Aplicando la propiedad de la convolucion (1.12) y aplicando “a ciegas” la formula
(1.14) para a imaginario puro, se obtiene la solucién en R como una integral oscilatoria
que degenera cuando t — 0.

(2.10) U(x,t)=(1-— i)wlzﬂht/_oo f(x— y)e(%) dy para t > 0.
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Siguiendo la prueba, esta claro que la regularidad requerida se puede relajar bastante.
Carleson probé esencialmente que basta con que f tenga un cuarto de derivada en L2,
concretamente que esté en el espacio de Sobolev HY* (véase [Tay96] para la definicién)
y ésta es la minima regularidad exigible [DK82|. Curiosamente, para T todavia esta
abierto el problema de saber la regularidad minima.

Demostracion. Mas que comprobar la solucion, vamos a deducirla y asf la unicidad no re-
querira nuevos argumentos. Sea ® tal que ® = ¥ donde se entiende que la transformada
es en la primera variable. Por (1.13), la ecuaciéon (2.7) equivale, tomando antitransfor-
madas, a

h ~
i®, = —""2%®  con O(2,0) = f(—x)
m
donde se ha usado que f (z) = f(—=z).
En la variable t esto es una sencilla ecuacion diferencial ordinaria, cuya solucion es
~ ha?

®(z,t) = f(—z)e( — =—t).

2m

Tomando transformadas de Fourier y haciendo el cambio x +— —zx, se tiene el resultado.
El caso de T es similar, de hecho més sencillo, cambiando transformadas de Fourier
por series de Fourier uniformemente convergentes. O

A pesar de que Schrodinger consiguié matematizar la incipiente fisica cuéntica evi-
tando el misterioso “postulado de nimeros enteros” de Bohr [SRO1, p.464], no dio con
la interpretacion adecuada de la funcién de ondas. El hecho es que las particulas a nivel
atomico se detectaban de una en una y esto chocaba con la interpretacion ondulatoria.
Basandose en trabajos anteriores, M. Born propuso que ¥ era una amplitud de proba-
bilidad, en el sentido de que su intensidad |V|?, define una densidad de probabilidad
de detectar la particula que representa [SR01, §12|. Esto significa que si en un instante
fijado |¥|? es doble en las cercanfas de un punto que en las cercanias de otro, también
sera doble la probabilidad de detectar alli la particula. Dicho burdamente, podemos se-
guir pensando en las particulas como esferitas infinitesimales pero a cambio debemos
sacrificar las trayectorias definidas y pensar sélo en términos probabilisticos. Este es un
cambio drastico en la interpretacion de los fenémenos fisicos que esté alejado de nuestra
experiencia habitual porque en ella las funciones de ondas decaen mas rapido de lo que
podamos observar.

Con la interpretacion probabilista de ¥ es natural imponer ¥(-,¢) € L?(R) (nos li-
mitamos al caso unidimensional aunque el tridimensional es anélogo) y que ademas su
norma en este espacio sea 1. De esta forma |¥(z,)|* dz define una medida de probabili-
dad para cada tiempo fijado y la probabilidad de que detectemos una particula p en un
conjunto C' C R es

(2.11) Prob:(p € C) = /C U (z,t)|? d.
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Para ver que todo esto tiene sentido, vamos a comprobar que la normalizacién es cohe-
rente con la solucion hallada en el resultado anterior.

Proposicion 2.1.6. Si en las soluciones (2.8) y (2.9) se tiene ||f|la = 1, entonces
|W(-,t)|l2 =1 para todo t.

Demostracion. Segin (2.8) y (2.9), W es, respectivamente, la antitransformada de Fourier
de f(z)e(—hz*t/2m) o la serie de Fourier con coeficientes a,e(—hn?t/2m). En el primer
caso, por la identidad de Parseval ||[U(-,¢)|l2 = || fll2 = || fll2 = 1, v el segundo es idéntico

escribiendo (Y- ]anF)l/? en vez de || f]]». =

Esta propiedad de “conservacion de la energia’ en la ecuaciéon de Schrédinger, es
general, no se restringe al caso sencillo unidimensional y con V' = 0 que hemos resuelto,
aunque no lo veremos aqui |[Fon05, §2.8].

Comprobamos a continuacién que para el caso analizado de una particula libre, lo
que nos dice (2.8) es coherente con la mecénica clésica.

Una particula en el origen debe tener una funcién de ondas tal que la medida de
probabilidad |¥|? dx en el instante inicial, esto es, | f|* dx, tenga casi toda su masa cerca
del origen. Para facilitar los calculos, tomemos |f(z)| = Ce /% con a > 0 y C' una
constante que asegure || f||2 = 1, asi se tiene decaimiento rapido y “anchura” comparable
a a. De acuerdo con (2.3), si la velocidad inicial es vy, el nimero de ondas deberfa ser
mug/h, por tanto un modelo natural para una particula de masa m inicialmente en el
origen con velocidad v, es

2 1/4 712/a2 muvg
(2.12) f(z) =V(x,0) = (@) e e(Tx).
Para a pequeno |f|* es como una aproximacion de la identidad y f tiene una oscilacion

muy rapida que no afecta a la probabilidad de detectar la particula en el instante inicial
segin (2.11).

363776301632 1e322637 3632
f(x)|?> para a = 15h y = f(x) paraa=15h, m=v =1

Ahora tenemos que aplicar la formula (2.8) para hallar la funcion de ondas. Para
abreviar escribimos o« = muvy/h y f = ht/2m. El cambio £ — & + « con (2.8) para
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nuestra f, conduce a
(2, 1) = (2ma?)A / T e Ble 4 ) + a6 + a)) de,
que operando un poco se escribe como
U(z,t) = (2ma®)Y*e(ax — Ba?) /00 e’(”2a2+2mﬂ)526(£(x —2ap)) d¢

y con (1.14) llegamos a

Uz t) = (27014 a2 a —m(z—2a3)?/(ra®+2iB)
(2.1) = (2m)Vtelow — o)y |~ ts e

Sustituyendo « y 3, vemos que la densidad de probabilidad de encontrar la particula en
un punto z en el instante ¢, viene dada por
(2.13)

(. )]

2,2
aV2m —9g(at) T a

= con T, t) =
Vr2at + h2t2m—2 9(z.1) m2a* + h2t2m—2

El valor de h es tan pequeno, que para tiempos razonables y a que no esté en el rango
subatomico, se cumple

(z — vot)?.

1/2
Wi, 02~ HE e

~N

a

Entonces se concentraré en una bandita de anchura comparable a a alrededor de x = wvyt,
con ello recuperamos en el limite la ley de inercia, que afirma que para una particula
libre (V' = 0) las trayectorias son rectilineas. Quiza parezca un poco paraddjico que
la velocidad no tenga que ver con la velocidad de fase de ¥. Cuando una onda no es
sinusoidal, puede haber paquetes de ondas que se muevan a una velocidad de grupo
que no esté relacionada con la velocidad interna de las ondas en el interior del paquete
[FLS63, §48-4].

Fuera de las escalas clasicas, la funciéon de ondas se dispersara y entonces tendremos
una amplia nube de probabilidad donde podriamos detectar la particula.

6e-28 6e-33
5e-28 5e-33
4e-28 4e-33
3e-28 3e-33
2e-28 2e-33

le-28 le-33

Ll T 1l X

Em=v,=1 6.62e-28 6.62e-33
a = 10%h con x,t < 10°h a=hcon x,t < 10h

m=v, =1
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Si intentamos que la particula tienda a ser clasica con una posiciéon en el origen total-
mente determinada, deberfamos tomar a — 07 en (2.12) pero entonces (2.13) implica que
seglin avanza el tiempo, las posiciones z con a*h~2t?m?(x — vot)? < 1 tienen probabili-
dad més o menos parecida, esta desigualdad se puede escribir como |p — po| < ha™! con
p = mz/t el momento lineal (clasico) y py = muvy el momento lineal inicial. Fisicamente
esto indica que hay una holgura en el momento lineal p de orden ha~'. Matematica-
mente, ello depende de que no es posible localizar una funcién y su transformada de
Fourier.

Segin hemos visto, en la fisica cuantica no hay posiciones de particulas sino una
distribuciéon de probabilidad. Los resultados pueden ser bien diferentes para un mismo
experimento. Si hemos de elegir un valor para llamarle espacio o posiciéon, lo més logico
es tomar la esperanza

f:/x|\lf(x,t)|2 dx.:/ﬁ(x,t)x\p(x,t) dz.

El momento tampoco existe como un nimero. Pensemos por ejemplo en (2.9). Si to-
mamos como cierto (2.3), esta funcion de ondas tiene muchos momentos, dados por
p = hk = hn. La cantidad |a,|* deberfa interpretarse como la probabilidad de que de-
tectemos la onda de momento hn, ya que [, |[V]* dz = 3" |a,|* = 1 (de nuevo, esto es
parte de la interpretacion de Copenhague, por la cual s6lo se detectan armoénicos indivi-
duales con probabilidad proporcional al cuadrado del médulo de su amplitud). Entonces
la esperanza del momento es

o0

o
— 2 _
p= g nhla,|* = o / U(z,t)V,(x,t) de.

n=—oo

Si posicién y momento no son niimeros, jcomo deberiamos considerarlos matemaéatica-
mente? La ultima expresion muestra que el momento esté relacionado con una operacion
sobre la funciéon de ondas. J. von Neumann desarroll6 la idea de considerar cantidades
fisicas como operadores y con ello acerco la mecanica cuantica al analisis funcional. De
esta forma la dot6é de un extenso formalismo matematico que, junto con la contribuciéon
de Dirac, ha perdurado hasta nuestros dias. En los textos actuales se incluyen muchas
veces unos postulados o axiomas de la mecénica cuéntica escritos con lenguaje mate-
matico (véase enunciados precisos en [GP90| y algunas ideas basicas en [SS90]). Aqui
simplemente senalaremos que el estado de un sistema fisico viene representado por una
funcién de ondas ¥, que es un elemento unitario de un espacio de Hilbert complejo
separable, mientras que los observables son operadores lineales autoadjuntos.

Si definimos los operadores posicion T y momento p (siempre en el caso unidimen-
sional) actuando sobre las funciones de ondas de la siguiente manera:

(2.14) W) =20y puy— Y

"~ 2mi Oz
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entonces los valores medios (las esperanzas) de posicion y momento deberian definirse
como

T = (U, F(T)) = /x|w<x,t>|2dx v P (W) = /w,wg—jm,m,

2w
lo cual es coherente con el ejemplo anterior. Aqui hemos evitado la notaciéon habitual
T y p para evitar confusiones. Es conveniente advertir que en la fisica cuantica utiliza
muchas convenciones notacionales introducidas Dirac (véanse los rudimentos en [SS90]),
que difieren de las utilizadas en anélisis funcional y en analisis en general, por ejemplo,
el desarrollo en serie de Fourier (1.1) se escribiria con la notacion cuantica de forma tan
pintoresca como | ) = > |n)(n| ).

Para reconciliar esta extrana vision de cantidades fisicas como operadores con la
mecanica ondulatoria, podemos pensar que cada funcién de ondas es superposicion de
muchas ondas elementales (armonicos) de la forma e(px/h — Et/h), para ser coherentes
con (2.2) y (2.3). Para “bajar” el momento de la exponencial y que pase a ser una
amplitud, hay que hacer la operacion h(27i)~'0/0x, mientras que si queremos hacer lo
mismo con la energfa, la operacion seria —h(2mi)~10/0t, lo cual sugiere que éste es el
operador E que le corresponde.

Si anadimos que las funciones acttian por multiplicacién, como ya habiamos hecho
con z, entonces a la formula clasica de conservacion de la energia p?/2m +V = E le
corresponde la relacion de operadores p?/2m + V= E, que aplicado a una funciéon de
ondas V¥ da lugar a

L O (LOYY g MO8

2m 2mi Ox \2mi Ox 27 Ot

y operando jse obtiene la ecuacion de Schrédinger! Es decir, la conservacion de la ener-
gia clasica permite “deducir” la ecuacion de Schrédinger cuando las cantidades fisicas,
los observables, se sustituyen por sus operadores. Este proceso para obtener féormulas
cuanticas a partir de las clasicas se llama (primera) cuantizacion.

Con todo este lenguaje, el principio de incertidumbre adquiere una formulacién ma-
tematica bastante general. Dada una funciéon de ondas W, parece2 natural definir la
varianza de un operador autoadjunto A como

V(A)= (A-4A1d)* donde A= (U, AT)
y el cuadrado se entiende en sentido de operadores, es decir (A — A Id) (A — A Id).

Proposicion 2.1.7. Sean A y B operadores autoadjuntos, entonces

V(AV(B) > i|AB —BA|".
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Demostracion. Redefiniendo A como A—A1d y lo mismo con B, nos podemos restringir
al caso A = B = 0. En este caso, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz,

V(A)V(B) = |AV|?|BY|? > |(AT, BE)|".

Por otro lado,

(AU, BU) = (U, AB) — %op, (AB — BAYD) + %(xp, (AB + BA)U).

El operador AB — BA es antiautoadjunto mientras que AB + BA es autoadjunto, por
tanto AB — BA es imaginario puro y AB + BA es real (basta escribir la definicion y ver
que el conjugado complejo es igual a su negativo o a él mismo). Despreciando la parte
real al tomar modulos, se concluye la demostracion. O

Una consecuencia fisica interesante es que en cuanto dos operadores no conmuten,
habré funciones de onda para las cuales no es posible conseguir varianzas arbitrariamente
pequenas. En el caso de T y p,

- . h 0V h O(x¥) h\p — h
P orior T 2mi 0w 2mi B S ™

Por tanto, h?/(1672) impone siempre una cota inferior para el producto de las varianzas
de 7 y p. Este es el principio de incertidumbre de Heisenberg, que estd mas cercano a
lo que realmente hizo Heisenberg, aunque ¢l trabajo inicialmente con series de Fourier
[SRO1].

Si escribimos explicitamente V(Z) y V(p), limitandonos al caso T = p = 0, para
simplificar, se tiene

V(@) = /;ﬂw v V@) =22 [TEY P [Fomiers — 2 [ i
472 0x? 472

Entonces la cota inferior h?/(1672) para V(2)V(p) se deduce del Teorema 2.1.2, esto

es, el principio de incertidumbre de Heisenberg es consecuencia de la desigualdad de

Heisenberg. Mas alla de la importante interpretacion fisica, matematicamente es bello

que la falta de localizaciéon de una funciéon y su transformada se relacione con la falta de

conmutatividad de dos operadores.

2.2. Integrales oscilatorias

Las integrales oscilatorias aparecen de manera natural en el anélisis armoénico abstrac-
to pero también en numerosas aplicaciones. Muchas funciones especiales que provienen
de problemas fisicos concretos se definen como integrales oscilatorias.
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La transformada de Fourier es uno de los ejemplos mas basicos de integral oscilatoria.
Si una funcién se anula en el infinito y sus derivadas decaen lo suficiente, entonces su
transformada de Fourier tiende rapidamente a cero. A pesar de que esto es muy sencillo de
probar integrando por partes, parece milagroso geométricamente (mirando a la grafica)
que las partes positivas y negativas de senos y cosenos se cancelen con tanta precision.
. Qué ocurre con las integrales oscilatorias que no son transformadas de Fourier? La idea
es que siempre que la fase se aproxime por una funcion lineal no constante, todo deberia
funcionar como con la transformada de Fourier.

f(x) = (x* + 1)~ ! cos(15x) f(x) = (x* + 1)t cos(4x?)

Por otro lado, si en algiin punto la fase es estacionaria (tiene derivada cero) la falta
de oscilacién a ritmo constante restringe la cancelaciéon y permite extraer un término
principal.

2.2.1. El principio de fase estacionaria

Vamos a considerar integrales oscilatorias de amplitud A y fase AF' con A € R, es
decir, del tipo

(2.15) I\ = / A(z)e(AF(z)) dx.

El propésito del parametro A es graduar la oscilacion y ver la influencia en el resultado.

En términos generales, una integral oscilatoria es menor cuanto mayor es la oscilacion.
Consideremos primero el caso F(z) = —x y A(zx) = f(z) que es la transformada de

Fourier f Si feCy f® ¢ L' para 0 < k < n (la derivada 0 es la propia funcién),

entonces integrando por partes se tiene:

~ 1

(n) r '
(2.16) IFEl < (27T\€|)"“f i para ¢ #0

Es decir, con regularidad suficiente, se cumple ]?(f) = O(|§ ]‘")

Esta sencilla idea es menos especifica de lo que pudiera parecer y da lugar a un
resultado general siempre que la fase no sea estacionaria y las integrales tengan sentido.
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Proposicion 2.2.1. Consideremos (2.15) con A € C™ y Ak e [t para 0 < k <n. Si
G=1/F € C" yG® estd acotada en el soporte de A para 0 < k < n, entonces

IN) =0(|A™) cuando A\ — o0.

Demostracion. Integrando por partes

o0

I(\) = / (A(2)G(2)) F'(z)e(AF(2)) do < )\1/ (A(:c)G(x))/e()\F(:c)) dx.
Sin = 1 se obtiene el resultado porque A, A’ € L' v G y G’ estan acotadas. En cualquier
caso, bajo nuestras hipétesis, (AG)" € C" y (AG)®) € L' para0 < k <n—1yel
resultado se sigue por induccién. O]

Nada similar ocurre si F’ se anula en un punto del soporte de la amplitud. Por
ejemplo, por extension analitica, (1.14) debe ser también vélida para R(a) > 0 donde,
como en la Proposicion 1.2.5, la rama de la raiz es la que aplica Rt en R*. Para a =

~

1 + 27mi) se deduce de la evaluacion de f(0)
( / e~ e(Az?) da:‘ = (1 +4722) 7 2

Para estudiar los casos en que la fase llega a ser estacionaria, vamos a hacer una re-
duccion previa. Si existe un niimero finito de puntos z1, o, . . ., 5 en el soporte de A tales
que F'(z;) = 0, siempre podemos escoger funciones g1, o, ..., ps € C§° con soportes en
intervalos disjuntos tales que ¢; coincide con A en un entorno de z;. Entonces

o0

(2.17) I\ = Z /_ b pi(@)e(\F(z)) da + /_ B(z)e(\F(z)) dz

o0

donde B = A — ) ¢;. Como F no tiene puntos criticos en el soporte de B, es posible
aplicar la Proposicion 2.2.1 bajo las condiciones especificadas de regularidad. Por otro
lado, en cada una de las integrales hay exactamente un punto critico de F' dentro del
soporte de ;. Con ello y una traslaciéon vemos que no hay pérdida de generalidad si nos
restringimos al caso en que la amplitud cumple A € C§° y x = 0 es el Gnico punto del
soporte de A en el que F’ se anula.

Teorema 2.2.2 (Principio de fase estacionaria). Sea A € C§° y F € C™ con un solo
punto critico en x = 0 dentro del soporte de A y F"(0) > 0. Entonces para cada entero
positivo n se cumple
e(AF(0) +1/8)
10 = (40)

a1 Q2 _
0O)+—+—=+---4+0\" cuando X\ — 400
AF"(0) A A2 ( >>

donde los a; dependen de los coeficientes de Taylor de A y F' en x = 0.
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La eleccion de los signos de A y F”(0) no impone ninguna restriccién porque conju-
gando todos los casos, bajo F”(0) # 0, se reducen al indicado.

Los coeficientes a; no tienen una férmula general sencilla, aunque siguiendo la prueba
se pueden determinar individualmente. Un caso bastante explicito del que deduciremos
el resultado general, es el caso cuadréatico.

Teorema 2.2.3. Si A € C§° y F(x) = 2%, para cada entero positivo n se cumple

14 ( o A®)(0)
2\

Demostracion. Por convergencia uniforme, se tiene

I(\) = ) + O(A‘")) cuando X — +00.

— jI(=8miA)/

I\ = lim L(\)  con  L(A) = / A()e 2 gy

e—0t oo

Usando la identidad de Parseval (por extension analitica de (1.14) como antes)

1)) = A(©)e 2 e,

1 o
Ve — 2\ /Oo

Gracias al decaimiento rapido de f/l\, no hay problema al calcular el limite, y desarrollando
por Taylor hasta grado 2(n — 1) el segundo factor del integrando,

I\ = 1“/ A(g)e ™/ g = 1;;(712_1 _m / A(€)§¥ dg+ O (A ))

La prueba se concluye apelando a (1.13) y a la formula de inversion. n

Demostracion del Teorema 2.2.2. Cambiando F(x) por F(x) — F(0), nos podemos res-
tringir al caso F'(0) = 0. Considerando el desarrollo de Taylor de F(x)/x?, es facil ver que

= \/2F(z)/22F"(0) define una funcién C* en un entorno del origen con G(0) = 1.
Entonces por el teorema de la funcion inversa, y(x) = G(x) tiene una inversa x = z(y)
definida como una funcion C* en un entorno del origen con xz(0) = 0 y 2/(0) = 1.
Procediendo como en (2.17) no se restringe generalidad suponiendo que el soporte de A
estéa dentro de dicho entorno del origen. El cambio x — z(y) lleva a

o0

10 = [ Alel) )ehF 0)52/2) dy
porque F(z) = y*(x)F"(0)/2. Aplicando el Teorema 2.2.3 con AF”(0)/2 en lugar de A,
se obtiene el resultado. Notese que por la regla de derivacion de la inversa, las derivadas
sucesivas de A(a:(y)) en y = 0 son funciones racionales de las derivadas de A y F' en
Cero. O
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El Teorema 2.2.2 da un desarrollo asintético de (2.15) como un polinomio en A~/ si
F'(0) =0y F"(0) # 0. Cabe preguntarse qué ocurriria si también la derivada segunda
se anulase. Una prueba en las mismas lineas demuestra que, en general, si F*)(0) =0
para 0 < k < K entonces el resultado sera un polinomio en A=/,

Aunque la condicién de que en (2.15) la amplitud sea regular y de L' parezca natural,
en muchas ocasiones no es asi. Por ejemplo, en la evaluacién de las sumas de Gauss
usando sumacion de Poisson o en la ecuacion de Schrédinger aparecen transformadas
de Fourier de “gaussianas” con exponente imaginario puro. Cabe preguntarse si tiene
significado como integral impropia de Riemann, es decir, si existe

N
lim / e(\r? — &) da para cualquier A\, € R con A # 0,

N,M—oc0 M

y en caso afirmativo si es licito aplicar la formula de inversion (1.7).

Otra cuestion relacionada es qué ocurre cuando trabajamos en un intervalo en lu-
gar de en todo R. Esto equivale a multiplicar en (2.15) la amplitud por una funcién
caracteristica y la falta de regularidad impide utilizar los resultados anteriores.

Una acotacion sencilla bien conocida que es 1til tanto en analisis armoénico como en
teoria analitica de nimeros se recoge en la siguiente proposicion. Notese la asimetria
del caso k = 1. Las amplitudes se han eliminado porque tipicamente en un intervalo se
pueden extraer por el segundo teorema del valor medio para integrales (en [Spi84| es el
tercero) o integrando por partes. Véase [Mon94| para una version del caso k = 1 con
amplitudes.

Proposicion 2.2.4 (Lemas de van der Corput). Dado un entero k > 2 existe una
constante ¢, tal que si F' € C’k([a, b]) y F®)(2) > A, > 0 para todo = € (a,b), entonces

b
‘/ e(F(z)) dx‘ < ck/\lzl/k.

El resultado también se aplica al caso k = 1 bajo la hipdtesis adicional de que F' sea
mondtona.

Demostracion. En el caso k = 1 se procede simplemente escribiendo

1 [ 1

/ae(F(:c)) de = — )

- 211

2miF' (z)e(F(z)) dz,

a

e integrando por partes para obtener

b b
‘/ e(F(x) dr| < QWZ;’(b) * 27rFlf<a) *%‘/ (F’tx)) de| < 7%1
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El resto de los casos se prueban por inducciéon. Para k > 2, la condicién F (k) () >
e > 0 asegura que F*~1 es monétona creciente. Por el teorema del valor medio, dado
§ > 0, la desigualdad |F®* =1 (x)| < § se verifica para z incluido en un intervalo I de
longitud a lo mas 26)\;'. En los a lo mas dos intervalos que componen [a,b] — I se
tiene F*~Y(z) > § o —F*Y(x) > . Por consiguiente la hipétesis de induccién, quiza
conjugando, asegura

b
‘/ e(F(x)) dlE’ < 20071 + 205167/ D),

Eligiendo 6 = )\,(f_l)/ " se obtiene el resultado esperado. O]

Por ejemplo, de la Proposicion 2.2.4 se tiene que siempre que Ny > &,

N»
’/ e(xg—fx) dm‘ §01N1_1
Ny

para 0 < N; < Ny y de aqui no es dificil deducir que la transformada de Fourier de
las gaussianas con exponente imaginario puro tiene sentido como integral impropia de
Riemann.

Damos a continuaciéon una forma ligeramente mas explicita de la misma idea en un
intervalo fijado.

Proposicién 2.2.5. Sea A > 0 ya < 0 < b entonces

b .
/a e(A\?) dx — ;—:;XZ < min ((Ja|]A)7, /\_1/2) + min ((bA) ™, )\_1/2)

donde la constante < es absoluta, es decir, no depende de ninguno de los pardmetros.

Demostracion. Descomponemos la integral en tres partes:

/abe()\a:2) dx = /OO e(A2?) dx — /booe(AxQ) dx — /a e(M?) da.

—00 —0o0

La primera, que acabamos de ver que tiene sentido, se puede evaluar confiando en (1.14)
o mas claramente usando el teorema de los residuos para mover la linea de integracion
y transformar el integrando en e~2™**_ En cualquier caso, el resultado es (1 +14)/2v/X.

Cada una de las dos ultimas integrales son O()Flﬂ) por la Proposicién 2.2.4 con k =
2. Por otro lado, este mismo resultado con k = 1 asegura que la primera es O((|a|\)™")
y la segunda O((bX)71). O

Completando cuadrados, no es dificil deducir con este resultado que la féormula de
inversion f(z) = [ f(§)e(x§) dE es vélida, en el sentido de integrales impropias de
Riemann, para f(z) = e(Az?) a pesar de que esta funcioén no esta en L',



2.2. INTEGRALES OSCILATORIAS 71

Para ilustrar las ideas anteriores vamos a estudiar la asintotica de una de las funciones
de Bessel, las cuales son transformadas de Fourier de funciones singulares. Originaria-
mente fueron introducidas en relacién con el movimiento de los planetas pero aparecen
como armonicos en muchos problemas con simetria radial. Por ejemplo, asi como al estu-
diar una cuerda vibrante los armoénicos naturales son los de Fourier, para una membrana
circular, como la de un tambor, son funciones de Bessel.

Aqui nos ocuparemos de Jp, definida como

(2.18) sen(Az) dz.

TN = 1 / ! x

! B T™J_1vV]1— 2
Nuestro objetivo es hallar la asintotica de J;(27A) cuando A — 4o00. Tras el cambio de
variable x +— cos(mz) se tiene

(2.19) J1(27N) :/0 cos(mz) sen (27 cos(rz))dz.

Esta expresion resulta méas manejable que (2.18) y la tomaremos como punto de partida.
Por la periodicidad,

1 2 1 3/2
J1(2m)\) = 5/ cos(mz) sen (27 cos(x))dx = 5%/ cos(mz)e (A cos(mz))dz.
0 ~1/2

Con la notacion de (2.15), F(x) = cos(mx) y la fase tiene puntos estacionarios en x = 0
y en x = 1. Primero los aislamos como en (2.17). Con esta fin introducimos ¢y € C§°

tal que g00|[_0'170'1] = cos(mx), con soporte incluido en [—0.5,0.5] y ¢1(z) = —@o(l — )

(que coincide con cos(mx) cerca de z = 1). La diferencia b(x) = cos(mz) — po(z) — ¢1(2)

oo (L

se transforma en una funcion C§° “moviendo” la parte con z € [1,1.5] a [-1,—0.5]. Es
decir, considerando

b(x) six e [—1/2,1]
B(z) = bz +2) sixzel-1,-1/2]
0 en el resto
En un dibujo,
. 9
N/ 0.5 g

B

ws "

-y=cos(mz)
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De esta forma, por la Proposicién 2.2.1, para cualquier N > 0

o0

cm%»—%%/ (¢o(@) + o1(2))e(AF(2))dz + O(A™),

Por otro lado el Teorema 2.2.2 prueba (conjugando para ajustar el signo de F”)

_e(A—1/8)
/goo(x)e()\F(x))dx RV

Por la simetria o repitiendo el célculo, [ ¢1(z)e(AF(z))dz da el mismo resultado y se
concluye

o).

1
TV A

sen (27?)\ — z) + O()\_3/2).

(2.20) Ji(27)) = .

Ya para A = 1 el error relativo al aproximar por el término principal es menor que el 6 %,
mientras que para 2013 es menor que 4 - 1075,

2.2.2. Las matematicas de la difraccion

La difraccion es un fenémeno puramente ondulatorio por el cual las ondas tienden a
bordear los obstaculos. Esto es bastante creible en el agua y mucho menos en la luz. En
nuestra experiencia habitual, la luz viaja en linea recta en forma de rayos sin embargo
experimentos precisos (en el limite de lo que podriamos hacer en casa, a pesar de que
hay referencias bastante antiguas a la difraccion [BW65, §8.1]) muestran que cuando
un rayo de luz pasa por un orificio muy pequeno, al situar una pantalla frente a él a
cierta distancia, se pueden ver unos curiosos anillos de luz y oscuridad. Por culpa de
este fenomeno, es imposible conseguir sombras perfectamente delineadas y hay un limite
en ciertos instrumentos 6pticos. Por ejemplo, una cdmara oscura (y por extension una
camara fotografica) es en principio mejor (méas nitida) cuanto menor sea su apertura
pero a partir de cierto limite produce imégenes borrosas.

Aunque matematicamente el modelo sea complejo, no es dificil hacerse una idea intui-
tiva. Segun el principio de Huygens, propuesto por el fisico C. Huygens en el siglo XVII,
una onda se comporta como si en cada punto generase nuevas ondas esféricas, llamadas
ondas secundarias, que se mueven “hacia adelante” y al combinarse dan lugar a la nueva
forma de la onda en el instante siguiente. Supongamos que la luz, o cualquier otra onda,
pasa por una rendija de tamano comparable a su longitud de onda. Para ciertos angulos
con la normal a la rendija, la superposiciéon de las ondas secundarias que parten de cada
punto de la rendija es destructiva y para otros no. Esto se materializa en que al pasar la
luz por una rendija de este tipo se obtienen los anillos de luz y oscuridad antes mencio-
nados. Si la rendija es muy grande en comparacion con la longitud de onda (que es lo
que ocurre en nuestra experiencia cotidiana), las ondas secundarias tienen todos los po-
sibles desfases y es de prever que la superposicion de todas ellas tenga gran cancelacion
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excepto cuando el angulo es muy pequeno. En otras palabras, una integral como (2.15)
deberia ser siempre pequena una vez que evitemos el caso en que A es casi cero. Por eso
nos parece que la luz viaja en linea recta. En otro contexto (el de la electrodinamica
cuantica), esta idea estd magnificamente explicada en [Fey85]. Una manera teorica de
entender por qué la 6ptica geométrica (la luz considerada como rayos en lugar de ondas)
es correcta en primera aproximacion, que no exploraremos aqui, es que para longitudes
de onda muy pequenas, la ecuaciéon de ondas, se aproxima por otra ecuaciéon en deriva-
das parciales, la ecuacion eikonal que admite soluciones que si determinan rayos [Tay96,
§6.6] [BW65, §3|.

dsena =A/2

Interferencia constructiva Interferencia destructiva

Esta explicacion, aunque cualitativamente satisfactoria, es deficiente porque el prin-
cipio de Huygens no es cierto sin modificaciones [BW65, §8.2|, de hecho solo da una
primera aproximacion correcta para angulos pequenos. Ademas lo que buscamos es una
justificacion de la difracciéon matemaética y fisicamente més basica, que no apele a prin-
cipios injustificados de este tipo.

A pesar de que la difraccion ocurre con todo tipo de ondas (y particulas, segun la
interpretacion mecénico cuantica), aqui tendremos en mente el caso de la luz visible para
hacer aproximaciones. Por ello, es conveniente conocer algunos datos. En primer lugar,
la velocidad (de fase) de la luz y de toda radiaciéon electromagnética es

¢ =299 792 458 ms~*

segun se deduce de las ecuaciones de Maxwell (en realidad en los anos 80 del siglo XX
se redefinié el metro para que este valor fuera exacto e incluso antes, las constantes en
las ecuaciones de Maxwell eran menos conocidas que el valor de ¢). La longitud de onda
de la luz visible varia aproximadamente entre los limites (en metros)

38-100"< A< 74-1007  yportanto 1,4-10°<k<2,6-10°,
que segun la formula v, = v/k, corresponde al rango de frecuencias

4,0-10" < v <79 10",
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Las frecuencias menores son los infrarrojos y las mayores los ultravioletas. Para hacerse
una idea, las frecuencias en un receptor de radio (FM) varian entre 8,75-107 y 1,08 - 10®
y en un horno microondas son del orden de 2,5 - 10° (por cierto, con una sencilla cuenta
se deduce que las microondas no son tan “micro”; pues tienen longitudes de unos cuantos
centimetros).

La difraccion es méas evidente para tamanos comparables a la longitud de onda,
por ello no es facil observarla con luz visible. La dependencia de la difraccién con la
frecuencia, sugiere que para simplificar consideremos ondas monocromaticas, es decir,
de la forma

(2.21) u(z,y,z,t) = Uz, y, z)e(—vt).
Por representar una onda electromagnética (la luz), debe satisfacer la ecuacion de ondas

9%u

2
w—CAU.

(2.22)

Para nuestro analisis seran importantes las ondas con simetria esférica. De algin
modo esto es una herencia del principio de Huygens.

Proposicion 2.2.6. Supongamos que U = U(x,y, z) tiene simetria esférica, es decir,
Ulx,y,z) = f(r) conr = /22 4+ y? + 22. Entonces (2.21) satisface la ecuacion de ondas
(2.22) en R® — {0} si y sdlo si

f(r) = Ay te(kr) + Agrte(—kr)
donde Ay y As son constantes y k = v/c.

Demostracion. Un calculo con la regla de la cadena prueba

0% f

=)+ + ),

Permutando las variables y sumando las tres parciales segundas, se obtiene
Af=f"+2rtf.

Por hipotesis u satisface la ecuacion de ondas (2.22) con ¢ = v/k, lo cual se puede escribir
como

rf’ +2f = —4w’k’r f.

El primer miembro es (rf)” y basta emplear que la solucién general de y” + 4m2k?y = 0
es y(r) = Are(kr) + Age(—kr). O
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En varias formulas aparecera la variacion espacial de una onda esférica, sintetizada
como el sencillo calculo

(2.23) V (Il e(klIx])) = lIx " e(kllx[)(2mik — [lx[~")x.

Nuestra intuiciéon y cursos anteriores de anélisis, sugieren que una solucion de la
ecuacion de ondas viene determinada por unos valores iniciales y velocidades iniciales. En
el caso de (2.21) las derivadas con respecto al tiempo en ¢t = 0 estan de nuevo relacionadas
con U, por tanto cabe esperar una situacion como la del problema de Dirichlet Au = 0,
en el que la solucion en un dominio con frontera compacta viene dada por los valores en
dicha frontera.

El resultado relevante en este contexto se debe a G. Kirchhoff.

Teorema 2.2.7. Sea Q C R?® un dominio acotado cuyo borde O es una superficie
regular S y sea q un punto interior de Q0. Si (2.21) es solucion de la ecuacion de ondas
(2.22) en un dominio que contiene a ); entonces, con la orientacion positiva de S,

[ el —al o oelblx—al)
) =5 f, (Spea V009~V () a0

Demostracion. La ecuacion de ondas (2.22) es invariante por traslaciones, por consi-
guiente se puede suponer q = 0. Sea ' = Q2 — B, donde B, es la bola centrada de radio €
(pequeno). Por la identidad de Green (integracion por partes en R?)

[ (oa(Ey Ol 5y gy [ (ol ebixlgyy g

Il [l Il [l

Tanto U(x)e(—vt) como ||x||~te(k||x|| — vt) satisfacen la ecuacion de ondas (por la
Proposicion 2.2.6), por tanto la primera integral es nula. La frontera 92’ esta compuesta
por 0X) = Sy por 0B,, esta ultima negativamente orientada. Asi pues con orientaciones
positivas y tomando limites

iy [ (oo by s [ (ol eixgyy g

0+ Jop, Il ¢ Il Il

El segundo término del primer integrando no contribuye, porque |0B.| = 4mwe* (el area
de la esfera) y |[0B.|e"* — 0. Entonces s6lo resta probar

4nU(0) = — lim U(X)V(e(kHXH)

=0+ Jp, [l

) - dS.

Empleando (2.23), para los x € 0B, se tiene
—V(IIx[| " e(klx]l) = e(ke) (e ? — 2mike ') e 'x.

Se cumple [, €7'x - dS = |0B.| = 4w€® porque € 'x es la normal unitaria exterior de
0B,, y para finalizar basta apelar al teorema del valor medio para integrales. O
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La situacion fisica en la que analizaremos la difraccion es la siguiente: Consideramos
el plano z = 0 como una pantalla opaca en la que hay una abertura A en un entorno
del origen. En z > 0 tenemos una fuente de luz puntual en p y queremos saber cual
es la intensidad de la luz en un punto arbitrario q de z < 0. Basdndonos en nuestra
experiencia habitual, la 6ptica geométrica, el punto q estara iluminado si el segmento
pq atraviesa A, mientras que el resto de los puntos de z < 0 permanecerd en sombras.

p p

15 0

1
y sombra luz sombra

Iq q
Esquema en tres dimensiones Optica geométrica (falso)

El modelo de difraccién que veremos, muestra que realmente la prevision de la 6ptica
geométrica no es correcta por la naturaleza ondulatoria de la luz y también explica por
qué en primera aproximacion nos parece cierta. Dicho modelo, no es del todo exacto
[BW65, XI| pues conlleva algunas aproximaciones pero son naturales desde el punto de
vista fisico y los resultados coinciden con lo observado en los experimentos.

En primer lugar, aplicamos el Teorema 2.2.7 a un dominio acotado €2 muy grande
incluido en z < 0 tal que A esté en su borde 9€) = S. Este dominio intenta aproximar
2z < 0 e idealmente es todo el semiespacio. En los puntos de S que no estan en A, es
natural suponer U = 0, o bien porque estan demasiado lejos de la fuente de luz, o bien
porque estan en el borde inferior de z = 0 pero no en A y nuestra experiencia sugiere
alli una sombra total (pensamos que la 6ptica geométrica requiere correcciones pero no
que sea completamente falsa haciendo increible que los rayos se curven 90 grados). Con
esta aproximacion,

Ar Ix — q Ix — gl

donde A esté orientada con la normal hacia arriba 77 = (0,0, 1).

Una onda esférica que parte de la fuente puntual p corresponde a la férmula indi-
cada en la Proposicion 2.2.6 salvo una traslacion del origen a p. Para simplificar, solo
consideraremos la parte con k positivo (ondas que avanzan desde la fuente). Entonces,
si no estuviera la pantalla que contiene a la abertura A, la soluciéon seria

(2.24) Ux) = K|x—p| 'e(k|x—p|)  con K una constante.

Supongamos que esta formula sigue siendo correcta en z > 0 cuando ponemos la panta-
lla. Matematicamente esto parece un poco dudoso porque “pegar” dos soluciones de la
ecuacion de ondas, una en cada semiespacio, no esté claro que pueda hacerse de forma
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regular. Sin embargo, fisicamente seria muy extrano pensar que interponer una pantalla
opaca completamente negra (para evitar reflexiones), tenga alguna influencia en las on-
das que parten de p. Entonces la formula anterior deberia ser vélida en la apertura A.
Asi pues,

— Mm—qmvf%W—Pm>_dMB—PWVG%W_quqﬁﬁh

|x —qall |x — p| |x — p| |x — q|

donde se ha redefinido el valor de la constante K.

Recordemos que para la luz visible el nimero de ondas k es del orden de millones,
por tanto en (2.23) podemos despreciar el término |x||~! dentro del paréntesis para
tamanos macroscopicos de ||x||. Suponemos que p y q estan separados de la pantalla y
que por tanto ||x — p|| y [|x — q|| tienen tamafios macroscopicos cuando x € A, con lo
cual nuestra aproximaciéon pasa a ser

K/ e(klx —pll + klx — qH)( -P  x—q
Ix —plllx —dql Ix—pl [x—dl

(2.25) ) -dS(x),
donde se ha redefinido de nuevo el valor de la constante K, que ahora es una constante
compleja, y se ha usado que k = A1,

Finalmente, supondremos que A tiene un tamano muy reducido en comparaciéon con
su distancia a p y a q y que los puntos p y q estan cerca de estar alineados con ella.
Todo esto estd de nuevo motivado porque tenemos en mente una correcciéon pequena
sobre la idea de que los rayos viajan en linea recta.

Bajo estas hipotesis, el angulo que forma 77 = (0,0, 1) con x — q para x € A es muy
similar al que forma con p — x o con p — q, digamos 5 = 5(p, q). Entonces

X—Pp X—q o
<”X_P|| — ||x—q||> -1l & cos(m — ) — cos f = —2cos .

Ademas ||[x — p|| = |Ip|| ¥ [|x — q]| & ||q|| sin presentar apenas variacién cuando se
integra sobre A. Introduciendo estas aproximaciones en (2.25) y redefiniendo una vez
més la constante K, se llega a

Kcosﬁ

(2.26) U(9) = SipTiiall

] etilx =l + klx = al) dody
donde x = (z,9,0) y A es A considerada en el plano XY en lugar de en el espacio.
Dicho sea de paso, si sélo usamos que p estd muy lejano, digamos que p = (0,0, p3)

con p3 — 400, de forma que la onda esférica (2.24) degenera en una onda plana paralela
a A, entonces la aproximacion sin quitar el denominador ||x — q|| seria

Ke(klpl) COSB// e(kllx —all)
2.27 U(q) = 1+ cos~y) dxdy
220 = T
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donde v es el angulo entre 7 y q—x, que es muy similar al formado entre q y —7. Esta es
una realizacion del principio de Huygens porque e(k||[x —q||)/||x —q|| son ondas esféricas
que parten de A. El factor 1 + cos~y favorece que las ondas viajen “hacia delante” (es
cero para vy = 7 y maximo para v = 0). Esta forma corregida y bastante precisa del
principio de Huygens fue introducida por A. Fresnel.

Incluso tras todas estas simplificaciones, la integral oscilatoria en (2.26) es demasiado
complicada para llevar a cabo calculos explicitos. Afortunadamente con aproximaciones
lineales de la fase ya se tienen resultados importantes en 6ptica. Cuando se toman es-
tas aproximaciones lineales, se habla de difraccion de Fraunhofer (J. Fraunhofer fue el
primero en analizar las frecuencias de la luz de los astros) y cuando se toman aproxi-
maciones cuadraticas, se habla de difraccion de Fresnel. Este tltimo anélisis s6lo aporta
novedades cuando p o q estan cerca de la pantalla [BW65, §8.3.3].

El desarrollo de Taylor hasta grado uno con resto, asegura

T + Py 2% 4 92
Ix—p|l = ||p|| - ———2> + O(———) con p = (p1,p2,P3)
Pl |l
QT+ gy z? + y?
||X - q” = HqH - ||q|| 2 + O(W) con q = (QhQQJQZ’))

Entonces la difraccién de Fraunhofer responde a la féormula

K cos 3 )?A(kpl kg kpo k’QQ)
Mpllllall ™Ml lall” [Ipll  lall

donde ¥ 4 es la transformada de Fourier en R? de la funciéon caracteristica de A, esto es

(2.28) U(q) = e(k([lpll + llal})

)?A(fl:fz) = //Ae(—flflf — &) dady.

La mayor contribucion en (2.28) se producird cuando la integral no sea oscilatoria, es
decir, cuando

Pl llall " el Tl
Esto es lo mismo que decir que las dos primeras coordenadas de los vectores unitarios
p/llpll v 4/llg]| son opuestas. Como ambos son unitarios y uno esta a cada lado del
plano XY, entonces las terceras coordenadas también seran opuestas.

En definitiva, fuera del caso en que p, el origen y p estén alineados o casi alineados
en (2.28) habra una integral oscilatoria que induce cancelacion. Con esto tenemos una
explicacion matematica de por qué en primera aproximacioén nos parece que la luz se
propaga en linea recta. Se podria argiiir que en realidad esto aparecié como hipotesis
aproximada en la propia deduccién pero en realidad sélo se usé para quitar términos no
oscilatorios.

kp1 kq 0 kps kg
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Después de este desarrollo teorico, analizaremos dos ejemplos basicos (véase [Wal96]

para otros con datos concretos).
Para una abertura cuadrada de lado §, A = [=§/2,0/2] x [—=0/2,8/2], se tiene

. ~ sen(m&,6) sen(m&y0)
XA({I: 52) — 7T2£1€2
Si la fuente de luz p esta en (0,0, p3), se obtiene
‘AA(@ @)’2 _ 25 “(mokar/||all) sen(wokga/|lall).
lall” [lall m2k%qigs

Si ponemos una segunda pantalla en z = g3 fijado, entonces en experimentos reales
se ve un esquema de luces y sombras correspondientes a los valores de la funcién anterior
(véase [Wal96] para una foto real). La fase de la luz no se ve en una pantalla, lo que se
ve es su intensidad que fisicamente representa la densidad de potencia por unidad de
area y en el caso de la luz es proporcional al cuadrado del modulo de la funcion (2.21)
que define la onda.

f(x) = x " sen(x) “Intensidad” de f(x)f(y)

Un caso mas simétrico es cuando A es una abertura circular de radio ¢, para el cual

Xa(&1,8&) = //2+ , g e(—=&1w — &y) dady.

La simetria del problema implica que Y4 es radial (y es un interesante ejercicio probarlo
matematicamente). En particular X 4(&1,&) = Xa(0, R) con R = /&2 + &3 y se tiene

NG v

A6, &) = / / (—Ry) dydx = —/ sen 27rR\/62 — :c2)
Vo222

El cambio x — +dv/1 — 22 con =+ el signo de x, prueba

) 1 sen (27TR(5:U) )

% _ 2 — 22
XA(glaSQ) R _1.73' m dx RJl( WR&)?
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donde se ha usado la definicion (2.18) de J;.
Segtn (2.20),

ka1 kgo
i Tl

/2 2
’ 0 sen? (27TR5 - %) con R = kx——l—y

TR Ipll

cuando RJ es grande. Esto revela un esquema de difraccion en anillos (véanse fotos reales
en [BW65| y [Wal96, §6])

0.04
0.03,
0.02

0.01

f(x) = x"1J1(0,09x) “Intensidad” de (/%% + y?)

Los anillos se separan mas cuanto menor es J, haciendo el efecto bien distinto de
nuestra experiencia cotidiana. Cuando Ré es pequeno, con Taylor sobre (2.19) es facil
deducir L " )

‘AA(ﬂ,ﬂ)‘ ~ 7254
lall” llal
Si queremos que la intensidad de los primeros anillos sea comparable a la intensidad en
el centro de la pantalla para verlos bien, entonces ¢ deberia ser comparable a §/R3.
Recordando que para la luz visible A = k~! es menor que una micra (una milésima de
milimetro), se sigue que este tamano de § seria conveniente para observar comodamente
la difraccion.

2.3. Sumas oscilatorias

Las sumas oscilatorias que vamos a tratar son sumas trigonométricas, los parientes
discretos de las integrales oscilatorias que ya hemos estudiado. Esta naturaleza discreta
hace que se manifiesten en ocasiones fenémenos aritméticos que no han aparecido en
nuestro anéalisis de las integrales oscilatorias. Aunque en lo sucesivo nos ocuparemos
de sumas finitas, damos aqui una ilustraciéon de este hecho a través de una serie que
segin K. Weierstrass [Edg04] fue considerada por Riemann como un ejemplo de funcion
continua no derivable en ningin punto. En realidad si lo es en infinitos puntos, aunque
esto no se probo hasta 1970 jy lo hizo un estudiante! La serie en cuestion es

= sen(2mn’r)
n=1
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Una mirada cercana alrededor de los puntos x = 1/2, 1/3 y 1/4 muestra las siguientes
curiosas graficas

0.04 1.25 12
0.02 1.2 1.15
1.1
Q%29 0495 o0 0.505 0.51 115 1.05
-0.02 1.1 1
-0.04 0325 033 0335 0.34 0'950.24 0.245 025 0.255 0.26
R(x) en [0.490,0.510] R(x) en [0.323,0.343] R(x) en [0.240, 0.260]

Pues bien, para x = a/b fraccion irreducible, cualitativamente se obtiene, con un “zoom”
suficientemente grande, una de estas tres situaciones. Si b =2 (mdéd 4), al igual que en
la primera figura, hay una oscilacién que se estrecha tanto que llega a haber tangente
en = (por tanto es derivable en ese punto), la pendiente es de hecho siempre —m. Si
b=1,3 (mdd 4), entonces siempre hay una tangente vertical (pendiente infinita) como
en la segunda figura. En el caso restante, b = 0 (mdd 4), hay siempre una tangente
vertical por un lado y no por el otro, como en la tercera figura. Saber por qué lado
aparece la tangente vertical, o en el segundo caso, si hay una cispide o no, requiere
considerar propiedades aritméticas mas finas de a y b [Dui91] relacionadas con la ley de
reciprocidad cuadratica. Finalmente, en los irracionales, no hay patrones claros. Segin
varia la escala surgen diferentes configuraciones fractales que no se estabilizan y dependen
de la aproximacion por racionales del punto considerado.

La relaciéon entre sumas oscilatorias y teoria de ntimeros actiia en ambos sentidos,
a veces se usan métodos aritméticos para estudiar funciones como la anterior y a veces
obtenemos resultados aritméticos con técnicas analiticas. Este ultimo esquema es parte
de un area muy amplia llamada teoria analitica de nimeros de la que veremos algunos
ejemplos.

2.3.1. El método de van der Corput

Si una funcién varia lentamente, todos sabemos por los cursos basicos de calculo o de
manera més precisa por la Proposicion 1.2.8 que las sumas se aproximan por integrales.
Sin embargo parece increible que se salve de algtin modo esta idea trabajando con sumas
oscilatorias en las que cada término presenta una variacion apreciable con respecto al
anterior. El método introducido por J. van der Corput alrededor de 1920 se basa en llevar
a cabo esta aproximacion, aparentemente imposible, de una suma oscilatoria por una o
varias integrales oscilatorias. Ademas se combina con un ingenioso argumento elemental
debido a H. Weyl que actta sobre las fases.

La idea de aproximar sumas oscilatorias por integrales oscilatorias es facil de entender
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cuando se consideran sumas regularizadas
S = ng(n)e(f(n)) con ¢ € CF(R).

La formula de sumacion de Poisson (Teorema 1.2.4) implica

S = Z/_: e(x)e(f(z) — nx) do

y en primera instancia tenemos S escrita como suma de infinitas integrales. En el soporte
de ¢, la derivada de la fase F(x) = f(x)—nz sera grande en valor absoluto cuando |n| es
grande y un argumento similar al empleado en la Proposicion 2.2.1 permite deducir que
la contribucién es pequena. En la cantidad finita de integrales que restan, se pueden usar
los lemas de van der Corput (Proposicion 2.2.4) o incluso alguna variante del principio
de fase estacionaria para obtener una nueva suma trigonométrica.

En muchas aplicaciones en teoria de nimeros, las sumas trigonométricas aparecen sin
regularizar, a pesar de que en muchas ocasiones esto es més una costumbre que una ne-
cesidad teorica real. Ello causa que el argumento antes indicado requiera modificaciones
fundamentales.

Proposicion 2.3.1. Sea f € C*([a,b]), a,b € Z con f' mondtona, y o, 3 € Z tales que
a < ' < B; entonces

Z e(f(n)) = Z /e(f(x)—n:v) dz + O(log(B8 — a+1)).

a<n<b a<n<f

Demostracion. Cambiando f(n) por f(n)— an, lo cual no modifica el valor de la suma,
podemos suponer « = 0.
Integrando por partes en la Proposicion 1.2.6 (cambiando n por —n), se tiene

(2.29) Z e(f(n)) :/ e(f(z)) dz + Z%/ f(@)e(g(x)) dz + O(1),

a<n<b a n#0 a

con g(z) = f(z) — nx.
Sin>fon<a=0,setiene ¢'(x) # 0 en [a,b] y se puede integrar por partes para
obtener

f'(a)

o g'(a)

<

’ ! . f/(b) ’ 1y N 20
[ £@els) — na) o Lol [l < 2o

donde para la tdltima desigualdad se ha usado que f’/¢’ es monotona (ya que es com-
posicion de f’ y una funciéon creciente) y por tanto se pueden meter la ultima integral
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dentro del valor absoluto, como en la prueba de la Proposicion 2.2.4. Nétese que esto
asegura la convergencia absoluta de la serie en (2.29). Segun lo anterior, la contribucion
de los términos con n > § y n < 0 esta acotada por

-1

> +Z 5)<<Z_+ > m<<log(5+2)

n=—o0 nept1 In|>28 0#£[n|<28

donde se han aproximado sumas por integrales. Sustituyendo en (2.29) se tiene

S e(f(n) = / (f()) det 30 / F(@)e(g(@)) de + O (log(6 + 2).

a<n<b 0<n<p @
Ahora bien,
b b)) — b
[ et e n [ efote) e = CO ) _ o,
a 2mi
y despejando y sustituyendo [ f’(z)e(g(z)) dz se obtiene el resultado. O

La condicién «, 5 € Z se ha introducido en el enunciado para simplificarlo (véase
en [IK04| la forma habitual ) y tiene como contrapartida que alguna de las integrales
pueden ser incorporadas facilmente en el término de error. Para incidir sobre este punto
separamos un caso particular.

Corolario 2.3.2. Con la notacion de la Proposicion 2.3.1, si |f'| < 1/2 en [a,b], en-

tonces )

> e(f(n) :/ e(f(x)) dz+ O(1).

a<n<b a
Demostracion. Basta aplicar la Proposicion 2.3.1 con a = —1, § = 1 y estimar las
integrales correspondientes a n = £1 con el caso k£ = 1 de la Proposicion 2.2.4. O

Un ejemplo correspondiente a f(n) = % logn es

N ;

. N

3¢
g = O(1).
nzln 1+ 3 +0()

Entonces la grafica de las sumas parciales de > n3 hasta N debe aproximarse por la
curva parametrizada

t 3t 3t t
c(t) = (1—0 cos(3logt) + 10 sen(3logt), 10 cos(3logt) + 10 sen(3log t))

que es una espiral equiangular (reparametrizada en polares, r = Ce?).
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5
.:"io A [ 70 3¢
-5 :
-10
15
L
S n¥con1<k<100 c(t) con 1 <t <100

Una vez que con la Proposicion 2.3.1 sabemos aproximar sumas oscilatorias por
integrales oscilatorias, estamos en situacion de aplicar técnicas como las de la anterior
seccion. El empeno en no regularizar sélo deja como opciones directas aplicar los lemas
de van der Corput (Proposicion 2.2.4). El siguiente resultado es el mas emblematico en
este sentido. Es posible dar una prueba elemental sin pasar por la Proposiciéon 2.3.1 con
un uso ingenioso de la sumacion por partes, aunque no seguiremos esa linea aqui (véase

[GK91]).

Teorema 2.3.3. Sea f € C?*([a,b]) cona,b€Z. Si 0 < X< |f"| < A entonces

7 e(f(n) < (b—a)AV2+ A7V,

a<n<b

Demostracion. El teorema del valor medio aplicado a f’, asegura que en la Proposi-
cion 2.3.1 se pueden elegir oy 5 con f — a < A(b— a) + 1. Segun la Proposicion 2.2.4
con k = 2, cada una de las integrales es O()\_I/Q), de forma que

D e(f(n) < (Ab—a)+ A2 +log (Ab - a) +2).

a<n<b

Si A <1 el primer sumando domina al logaritmo, mientras que para A > 1 el teorema
es trivial. n

Si por ejemplo aplicamos el resultados con [a,b] = [1, N] y f(n) = n?/N, se tiene
una acotacién para las sumas de Gauss del orden correcto segtn la Proposicion 1.2.7,
ademés se deduce que las sumas parciales de las sumas de Gauss también son O(\/N ),
lo cual no es intuitivo en absoluto.

La condicion A < |f”| < A, es decir, que f” presente valores comparables en todo
el intervalo es tipica y muchas forzada tras una subdivision en intervalos diadicos. La
debilidad del resultado aparece cuando A es muy pequeno o cuando es poco pequeno,
concretamente si A < (b — a)’2 0o A > 1. el primer caso no es tan importante porque
indica que f es practicamente una funciéon lineal. A pesar de que podemos dar fases
como f(n) = n? que se ajustan al segundo caso para las que la tinica acotacién es
la trivial, en principio no hay razon para suponer que si e( f (n)) oscila realmente, la
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condicion A > 1 impida la cancelacion. Asi por ejemplo, esperamos que haya cancelacion
en . e(n5/ 2). La idea para tratar estas sumas que oscilan demasiado como para que el
Teorema 2.3.3 sea ttil proviene de un trabajo anterior de Weyl de principios del siglo XX.
Se basa simplemente en subdividir el intervalo de sumaciéon en subintervalos y calcular
su modulo al cuadrado. Con ello se obtendran incrementos de las fases y la oscilacion
serd menor. Graduando la longitud de los intervalos, el parametro H en el siguiente
resultado, tendremos cierto control sobre la magnitud de la oscilacion.

Lema 2.3.4. Dada una funcion f : [a,b] — R con a,b € Z, para cualquier entero
positivo H < b — a se tiene

Y )l < L S | S (s - o)

a<n<b 1<r<H a<n<lb—r

Demostracion. Para cada n € Z consideremos el intervalo I,, = [1, H|N[a —n,b—n]. El
paso inicial, a veces llamado Weyl shift, es el artificio aparentemente inttil de repetir la
suma H veces

51=| 3 )] =g X ctmem) < 3|3 el a)]

a<n<b n méel, a—H<n<b—1 me€l,
La desigualdad de Cauchy-Schwarz produce los incrementos de f

|S|2§b_;]—:_H Z ZZ (m+n)— f(l+n)).

a—H<n<b—1mel, lel,

Separando el término diagonal [ = m y notando que intercambiar [ y m s6lo conjuga los
sumandos; al cambiar el orden de sumacién se tiene:

1S)? < b= Z+H(H(b—a+H + 2 Z ‘ Z e(f(m+n)—f(l+n))‘>.

1<l<m<H a—I<n<b—m
Ahora basta renombrar [ +n +— n, m — [+ r y emplear H < b — a. O

La estrategia es ahora clara, si una suma oscila demasiado, entonces le aplicamos
unas cuantas veces el Lema 2.3.4 para terminar usando el Teorema 2.3.3. Con esta idea
se obtiene el siguiente resultado que se reduce a Teorema 2.3.3 cuando k = 2.

Teorema 2.3.5. Sea f € C*([a,b]) para cierto k > 2 con a,b € Z. Supongamos que
A< |f® ()| < hA con h, A € RT, entonces

Z e(f(n)) < WK (b— a)AVCED 4 (b — q) ' E\THEE=2) donde K = 271,

a<n<b
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Demostracion. Suponemos A > 1 ya que en otro caso la cota es trivial.
Procedemos por induccién en k. Como ya hemos observado, el caso k£ = 2 es el
Teorema 2.3.3. Si suponemos el resultado cierto hasta k — 1, se tendréa

Z €(f(n +7r)— f(n)) < hZ/K'(b —a) (rh)\)l/(QK’ﬂ) +(b— a>172/K’ (TA)71/(2K72)

a<n<b—r

con K' = K /2, porque la derivada k — 1-é¢sima de f(n +r) — f(n) esté entre 7\ y hri,
por el teorema del valor medio. Introduciendo esta cota en el Lema 2.3.4 y eligiendo
como H la parte entera de A\~Y/5=1 después de hacer algunas operaciones se obtiene
el resultado. O

Por ejemplo con k = 3 y k = 4 se obtiene

Z e(n5/2) < N1/12 y Z e(n5/2) < N25/28

N<n<2N N<n<2N

mientras que el Teorema 2.3.3 daba la acotaciéon trivial. Valores mayores de k& no pro-
ducen ninguna mejora sobre la tltima cota.

Es posible rescatar la idea del principio de fase estacionaria para integrales en inter-
valos acotados. Por dar una idea del tipo de resultados (véase [Ivi03], [IK04] y [Mon94]),
mencionaremos por ejemplo que si f € C*([a,b]) con 0 < X < f” < 1 tiene un punto
estacionario f/(c) =0 con min(b—c,c—a) > b—ay |fP|(b—a)*? < Aparak =3y
k = 4, entonces

/b e(f(x)) du = —6“(6;:201)/8) Lo b —a)™).

Si utilizamos resultados de este tipo en la Proposicion 2.3.1 habremos transformado la
suma inicial en una nueva suma. Esto es lo que se llama Proceso B. Por otra parte,
también el Lema 2.3.4 permite pasar de una suma a otra, es lo que se llama Proceso A.
Combinando ambos procesos para terminar aplicando la estimacion trivial, completa el
método de van der Corput. De cara a la presentacion de esta idea, el método de pares
de exponentes |GK91| describe de forma sencilla y elegante como actiian estos procesos
en una suma oscilatoria bajo ciertas condiciones (bastante estrictas). De hecho existe
un algoritmo que permite hallar la mejor manera de combinar ambos procesos para una
suma dada. Las mejoras son habitualmente cualitativamente pequenas con respecto de
la cota del Teorema 2.3.5. Por ejemplo, la suma S =} _ Vi n® es relevante en el estudio
de la funcion ¢ (véase |Ivi03]). Si aplicamos para acotarla el Teorema 2.3.5 con k = 3,
tras dividir en intervalos diddicos se tiene

S= > > e —logn < Y (N(/N#YE 4 NV2(t/N) ) < 212,
N= 2J<\fN<nf[2N N=2i<\/t
n<
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Por otro lado, la mejor combinacion de los procesos A y B reduce el exponente 5/12 en
poco mas de 2 milésimas

2.3.2. La gran criba

Si se consideran sumas oscilatorias con cierta amplitud suave, Y. A(n)e(f(n)), po-
demos sumar por partes y trabajar con sumas sin amplitud. Sin embargo, en diversas
situaciones, especialmente en teoria de ntmeros, las amplitudes son funciones que va-
rian de forma incontrolable, muchas veces con contenido aritmético. La aspiracién seria
una teoria de sumas oscilatorias con coeficientes arbitrarios » ane( f (n)) pero tal cosa
no puede existir porque si los coeficientes al variar entran en “resonancia” con las fases
acabaran con la cancelacion, el caso extremo es a, = e( —f (n)) En muchos problemas,
aparecen familias de sumas con unos mismos coeficientes. Bajo la denominaciéon de gran
criba se recogen una serie de técnicas que explotan la idea de que si hay cierta “indepen-
dencia” entre las fases de las diferentes sumas, entonces los coeficientes no pueden entrar
en resonancia en todas ellas y aunque alguna suma pueda ser grande, en promedio seran
pequenas.

El nombre de gran criba requiere cierta explicacion. Fue introducido en un trabajo
de Yu.V. Linnik y seguramente su difusion debe mucho a que apareci6 en el titulo de un
libro de E. Bombieri. El hecho es que en algunas de las aplicaciones originales (en especial
en la de Linnik) la acotacion de sumas oscilatorias se usaba para disefiar un método para
estimar el tamano de un conjunto que evitase muchas clases de congruencia (véase el
Teorema 2.3.8), lo que se llama en general un método de criba, en recuerdo de la criba
de Eratostenes. El nombre ha permanecido pero es poco indicativo y confuso porque se
aplica por igual a las acotaciones de sumas trigonométricas y a los propios métodos de
criba.

Aqui trataremos el caso méas habitual, el de fases lineales, en el que la independencia
se expresa como una separacion entre las frecuencias. La terminologia en uso es bastante
intuitiva: Se dice que x1, x9, ... estdn d-espaciados en T, con 0 < § < 1, si al considerarlos
como nimeros reales, cumplen § < ||z, — z,|| para v # p donde || - || indica la distancia
al entero mas cercano. Esto es como decir que estén a distancia al menos ¢ unos de otros
cuando pensamos T enrollado como una circunferencia de longitud 1.

Proposicion 2.3.6 (Desigualdad de gran criba). Eziste una constante absoluta C' tal
que St x1,x9, -+ € T estdn d-espaciados se cumple

N

Z ‘ Z ane(nx,)

v n=1

N
2
<C(N+61) fanl
n=1

para cualesquiera ay, as, . . .,a, € C. De hecho, se puede tomar C' = 1.
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La complicacién artificial del enunciado en lo que respecta a la constante, tiene una
explicacion. Deducir la desigualdad con constante uno, que es 6ptima, es bastante més
duro y no es necesario para muchas aplicaciones, por ello probaremos en primer lugar
la Proposicion 2.3.6 para una constante indeterminada y después obtendremos el caso
C =1 dando por supuesto cierto resultado.

La prueba con la constante indeterminada la obtendremos con un argumento analitico
elemental que se debe a P.X. Gallagher. Siguiendo el razonamiento con un poco de
cuidado, se podria obtener C' = 7 como constante valida.

Demostracion de la Proposicion 2.3.6 con C' indeterminada. Si I C R es un intervalo,
para todo x,y € I se tiene | f(x)| < |f(y)| + [;|f'|, simplemente por la regla de Barrow.
Al tomar y de modo que |f| alcance un minimo, se sigue

@< [11+ [ 17)

que puede considerarse como una desigualdad de Sobolev.

Identificando T con el intervalo [0, 1) y subdividiéndolo en intervalos semiabiertos Ij
de longitud 4/2, en cada uno de ellos a lo més hay un z,. Ahora elegimos f = ¢g* con
g(z) = Ziv:l ane(nx) en la desigualdad anterior para I = [ y sumamos en k.

N 9 1 1
Z‘Zane(mu) <) <51/ |9|2+/ Igg’\) =51/ \g\2+/ l99'].
=1 k Iy Iy 0 0

La desigualdad de Cauchy-Schwarz implica

Z ‘ éane(nxl,) i <6t /01 g2 + (/01 ’g,|2>1/2(/01 ‘g|2)1/2

y la identidad de Parseval concluye la prueba. O

Una forma de obtener C' = 1 es por medio de una variante de la desigualdad de
Hilbert obtenida por H.L. Montgomery y R.C Vaughan [MV74|. Otra forma, desarro-
llada por A. Selberg, se basa en cierta manera en encontrar la mejor mayorante de una
funcion caracteristica que sea una funcion entera con ciertas propiedades (véase [MonT78|
y [Mur08]).

En su forma original la desigualdad de Hilbert establece

‘ ZZ sn_a::l‘ < cuando Z lan)? = 1.
n#m

Aunque la prueba es elemental, es bastante ingeniosa. Una aplicacion (no directa) debida
a M. Riesz es la acotacion del operador conjugado en el disco. Dada una funcién holo-
morfa en el disco unidad, si el valor en el borde de su parte real esta en LP(T) para cierto
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1 < p < oo, entonces el de su parte imaginaria también. La variante de Montgomery y
Vaughan es:

Lema 2.3.7. Si x1,x9,--- € T estan d-espaciados, se cumple

‘ CuCy ‘ <6t cuando le,|? = 1.
ZV#Z sen (m(z, —x,)) 1 ~ Z

Para la prueba, véase [MV74] o [IK04].

Demostracion de la Proposicion 2.3.6 con C' = 1. Consideremos un vector cuya coorde-
nada v es ) an,e(—nz,). Sea b, el valor de esta coordenada cuando se normaliza el
vector, entonces

Z ) iane(mﬁy) . (Zbyiane(nxu))2 < i |an|? - i ‘ Zbye(nxl,) ’

Desarrollando el cuadrado lo que resta probar es

ZZ Zbyl_)#e(n(xl, — x“)) < 4§ h

v#p  n=1

Para ello utilizamos la identidad

3 e(n(z, —x,)) = e((N +1/2)x,)e(— (N +1/2)z,) B e(zy/2)e( — 2,/2)
; (nla =) = 2isen (7(x, — x,)) 2isen (m(z, —x,))

Por el Lema 2.3.7 con ¢, = b,,e((N +1/ 2)1',,), la primera fracciéon contribuye a la suma
triple con una cantidad acotada en médulo por (2§)~! y lo mismo ocurre con la segunda
fraccion tomando ¢, = bl,e(xy / 2). O

Ahora ya estamos preparados para enunciar la versiéon combinatoria de la gran criba.
Recordamos de la teoria de nimeros elemental que se dice que un entero positivo es libre
de cuadrados si no es divisible por ningtin cuadrado perfecto mayor que 1. La funcion
caracteristica de los ntimeros libres de cuadrados es p*(n) donde u es la funcion de
Mébius definida como

(—=1)¥  sin=pipy-- pi con p; primos distintos
pln) =<1 sin=1

0 en otro caso

Si no se usa la desigualdad criba con C' = 1, entonces la conclusion en el siguiente
resultado se mantiene reemplazando < por <.
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Teorema 2.3.8 (La gran criba como método de criba). Sea Z un conjunto de enteros
ZC[M+1,M+ N], N,M € Z*. Supongamos que para cada primo p < @, hay w(p)
clases maodulo p que no aparecen en Z, entonces

N+ Q?

w(p)
2l <= con hlg) = pi(e) [T -
> <o (@) g p—w(p)
Demostracion. Lo que vamos a probar es
(2.30) (@) 2] < Z ‘ Z Cm ‘ para ¢ < () libre de cuadrados.

a=1 nez
(a, ‘1)*1

Veamos que esto es suficiente para conseguir nuestro objetivo. Sea a, =1sin+ M € Z
y a, = 0 en otro caso, entonces

IDIIIICE

<@ a=1 nez
(a,9)=1

Z’Zan n+M:c,, Z‘Zan nxl,

donde x, recorre las fracciones irreducibles 0 < a/q < 1, y estas fracciones estan clara-
mente () 2-espaciadas. Entonces el resultado se sigue de la Proposicion 2.3.6 sumando
n (2.30).

Ahora deduciremos (2.30) por induccion en el namero de factores primos de ¢. Si
g = 1, es decir, si no tiene factores primos, el resultado es trivial (interpretando h(1) = 1
por el producto vacio). Supongamos ahora que el resultado es cierto para un libre de
cuadrados ¢ < @ y vamos a deducirlo para gp con p{ ¢ un primo p < Q.

Segun las hipodtesis, s6lo se obtienen p—w(p) clases al reducir médulo p los elementos
de Z, sean by, bo, . .., b,_,(p) representantes de estas clases. Por la desigualdad de Cauchy-
Schwarz

bn =) 2
e = \Z | <

nez

nez ) z—: ) nez

n=b; (p) n=k (p)

Recordando (1.28), al expandir el cuadrado el dltimo término es

MY 53 ey Lt S e

nGZmEZ q a=1 nez

Separando la contribucién de a = p, despejando y sumando en b, se deduce

0 3 Sl 3 3 el - 3 T

(b,g)=1 (a, ) (bq) (a,pg)=1
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donde la igualdad se debe al teorema chino del resto. Por la hipotesis de induccion, esto

implica
, P4 an. 12
Mph@IZP < Y |3 e(™)
a=1 nez Pq
(a,pq)=1
que es (2.30) para gp. O

En seguida veremos aplicaciones significativas del resultado anterior. Para apreciar su
sentido, consideraremos un ejemplo trivial. Supongamos que queremos contar los enteros
positivos en [1, N] que no son ni miltiplos de 2 ni de 3. Un razonamiento elemental lleva
a que hay N/6 + O(1) de ellos. Con la notacién del Teorema 2.3.8, w(2) = w(3) =1
que implica h(2) = 1y h(3) = 1/2, y Q@ = 3 da que el cardinal buscado es a lo mas
2N/5+ O(1). Esto es mas débil que la asintotica elemental pero pensemos que cuando
incrementamos la cantidad de primos el argumento elemental se complica y empieza a
fallar si esta cantidad depende de N. La “gran” criba es superior cuando se considera
una “gran” cantidad de primos.

2.3.3. Algunas aplicaciones aritméticas

Comencemos con un problema con sabor geométrico consistente en contar los puntos
de coordenadas enteras bajo la gréafica de una funcién no negativa. Concretamente,
queremos aproximar

Ny(A,B)={(nm)eZ’: A<n<B,0<m< f(n)}.

Este problema tiene raices muy antiguas que llegan hasta Gauss y Dirichlet pero desde
el punto de vista moderno, estan ligados a .M. Vinogradov que es probablemente el
matematico que més ha contribuido a la estimacion de sumas trigonométricas.

No se pierde generalidad suponiendo A, B € Z. Es facil intuir que la integral es una
buena aproximacion, con alguna modificaciéon para tener en cuenta los bordes rectos. Por
supuesto, se necesita alguna condicién sobre f porque en otro caso los resultados pueden
ser muy variados. Por ejemplo, si f es constante Ny(A, B) da saltos de B — A+ 1 segin
esa constante es algo menor o algo mayor que un entero positivo. Algo crucial para evitar
esta situacion es que la grafica de f tenga cierta curvatura. Nosotros aqui tendremos
en mente el caso de una familia de graficas que se va expandiendo por una homotecia
de razén A, es decir, f(z) = Ag(z/\). Si g tiene una curvatura acotada, esto implica
que f” es comparable a A~!. Como los extremos del intervalo, A y B, se dilatan de la
misma manera la condicién natural con este ejemplo en mente es que f” sea comparable

a(B—A)"L
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Teorema 2.3.9. Sea f € C*([A, B]) no negativa con A < B enteros. Supongamos que
1< (B—A)f" <1, entonces

Ni(A,B) = /A f(z)dx + %(B — A+ f(A) + f(B)) +O((B — A)Y3).

Demostracion. Partimos de la identidad

N (A, B) = %(B A+ 1)+ S ) = S ()} donde {a} =2 — [1] - %

Por la formula de sumaciéon de Euler-Maclaurin, Proposiciéon 1.2.8, con K = 2, aplicada
a la primera suma, se deduce

N (A, B) = /f dx+;(B A+ f(A) + f(B Z{f 1 +001)

Entonces todo lo que hay que ver es que la suma restante es O ((B —A)% 3). Sustituyendo
{z} por su serie de Fourier, se obtiene una suma trigonométrica pero la convergencia es
un problema y es conveniente regularizar antes de aplicar ningiin método.

Sea ¢ la funcion 1-periodica que conecta con segmentos (0,1/2 +4), (6,—1/2+0) y
(1,1/2 4 6) para cierto 0 < d < 1/2.

1 0.5
—%+§+5 sio<z<§
¢(z) = .
:C_
— 10<x<1
1_5+2+5 sid <z <
0.5

La formula para ¢ en realidad no es importante, lo tinico que emplearemos es que fol =9
yque ¢ es = tpara0 <z <y (1—05)"!parad <ax<1-—4,]locual se deduce del
dibujo. Con ello, integrando por partes, se tiene que los coeficientes de Fourier son

1 t 1 — e(—nd) ,
ap=90 'y a,= 2m'n/0 ¢ (z)e(—nz) doe = T2 (1=0) sin #0.

Esta claro que —¢(—z) < {z} < ¢(x), por tanto para cierta eleccion del signo +
independiente de las variables de sumacion,

Z{f )} < (B— A6+‘Z Ze(imf(n))‘.

m;éO n=A
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Por el Teorema 2.3.3 con A = m(B — A)™!, se tiene

ST )}y < (B A5+ (B- ALY '1_;(%5”

n=A

Si empleamos |1 — e(—md)| < md para d|m| < 1 (Taylor) y |1 —e(—md)| < 2 en el
resto, deducimos que la suma es O(5'/?). Escogiendo § = (B — A)™/3 se termina la
prueba. O

En teoria de ntimeros es muy comin estimar sumas o promedios de funciones aritmé-
ticas. Si nos fijamos en 75(n), el nimero de representaciones como suma de dos cuadrados,
entonces la suma se relaciona con el ntmero de puntos de coordenadas enteras en un
circulo.

ZTQ(”):N<R) con  N(R)=#{(n,m) € Z* : n®+m* < R*}.

n<R?

Razonando geométricamente, es facil ver que N'(R) es como el area del circulo salvo un
error O(R). Con el Teorema 2.3.9, considerando la parte del circulo en [0, R/v/2] x R*
y usando las simetrias, se refina este resultado hasta

(2.31) N(R) = nR* + O(R*?).

Un antiguo problema llamado el problema del circulo de Gauss consiste en determinar el
exponente 6ptimo en el término de error. La conjetura (conjetura de Hardy) es que 2/3
se puede sustituir por cualquier o > 1/2 y se conoce que el exponente 1/2 no es valido.

Utilizando métodos méas precisos que los empleados en el Teorema 2.3.9 vamos a
mejorar (2.31).

Teorema 2.3.10. Sea N'(R) el niimero de puntos de Z* en el interior de un circulo de
radio R, entonces

N(R) = nR* + O(R*™*).

Notese que pasar de 2/3 a 27/41, cuantitativamente es una mejora de menos del 2 %.
El menor exponente conocido hasta la fecha supone una mejora de menos del 6 % sobre
2/3, lo cual es descorazonador, habida cuenta que entre ambos resultados han pasado
practicamente 100 anios de estudio de sumas trigonométricas.

Los calculos hechos para la difraccion de Fraunhofer de una abertura circular prueban
que si xg es la funciéon caracteristica de un circulo de radio R se tiene

Ji(2mRv/n? + m?
(2.32) Xr(n,m) =R 12rRV? 4 m?) para  n?+m? # 0.

Vn? +m?2
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Si aplicamos “a ciegas” la version en dos variables de la férmula de sumacion de Poisson
(Teorema 1.2.4) entonces obtenemos la serie de Hardy

Jl (QTI'R\/ n? + m2)

la cual fue establecida por Hardy para R > 0 no entero, entendiendo la suma como
limite sobre n? +m? < M.

La idea para demostrar el teorema anterior es sustituir J; por su féormula asintotica
(2.20) y utilizar el Teorema 2.3.5 con k = 5 para estimar la suma en n o en m. El
problema para seguir esta idea es que (2.33) no converge absolutamente, de hecho la
prueba de esta igualdad es bastante complicada y la lenta convergencia hace que sea
poco ttil. El problema proviene de que Xr decae demasiado despacio y la solucion pasa
por regularizarla, asi el esquema funciona como se ha explicado si se cambia (2.33)
por la formula del Lema 2.3.13, que es més fea pero converge absolutamente. Antes de
enunciar este resultado, separamos la estimaciéon de la suma trigonométrica fundamental
y un calculo explicito de una transformada de Fourier que nos servira para regularizar.

(2.33) N(R)=nR*+R

n2+m2+£0

Lema 2.3.11. Supongamos N <a <b<2N y R2N33/16 <y < a, entonces

Z G(R /n2+m2) <<m1/15R1/30N4/5.

a<n<b

Demostracion. Un calculo prueba que la derivada quinta de f(n) = Rv/n? + m? satisface
A < f®) <« X donde A = Rm?N~%. El Teorema 2.3.5 con k = 5 implica en esta situacion

Z e(Rw /n2 + m2) < mY/BRUBONA/S | —1/15 p—1/30 \a3/40

a<n<b

y la condicion m > R~1/2N33/16 asegura que el segundo sumando es superfluo. O

Lema 2.3.12. Para § > 0 sea la funcion f : R? — R definida por %5*3 (52—x2—y2)1/2

six? +y? <62 y 0 en el resto, y sea F(t) = 3t‘3(sent —tcost) para t > 0. Entonces

/"O /00 fx,y)e(—x& —yn) dedy = F (2161/€ + 12).

En particular, la integral de [ es lim;_,o+ F(t) = 1.

Demostracion. Como ya se vio en el caso de J;, geométricamente parece claro que la
integral debe ser una funcion radial de (£, 7). Se deja al lector curioso el interesante (y
nada inmediato) ejercicio de probarlo analiticamente. Teniendo esto en cuenta, hay que
demostrar

/ / f(z,y)e(—26'R) drdy = F(27TR) para R > 0.
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Con el cambio (x,y) — (dz, dy), la integral es

3 1 V1—22 3 1 T )
= ~R V1— 22 — 2 dyde = — —Rr)~(1 — 2?) dz,
o [ By [ T dys - | RS0 da

donde se ha empleado la integral que da el area del semicirculo. La igualdad se sigue
ahora integrando por partes dos veces de la manera habitual. O

Ahora vamos por fin con la version regularizada de (2.33). Bajo la filosofia del princi-
pio de incertidumbre, consideramos una serie que imita a (2.33) para frecuencias menores
que d~! pagando el precio de ver borroso en una corona de anchura d del circulo de radio
R. Su é&rea es la que crea el término de error O(R¢). Cuando menor sea 0, menor sera
esté error pero la serie tendrad mas términos significativos.

Lema 2.3.13. Dado R > 2, para cualquier R™'/? < § < 1 existe r € [R— 26, R+ 20] tal
que

ri/2 sen (2mrv/n? + m? — 7/4)

m 2
n24+m2+4£0 (TL +

F(2m6vn? +m?) 4+ O(RY).

Demostracion. Como f en el Lema 2.3.12 tiene soporte en el circulo centrado de didmetro
20 y su integral es 1, se cumple xg_o5* f < xr < Xri2s* [, donde se ha usado la notaciéon
de (2.32) para la funcién caracteristica del circulo y el asterisco significa la convolucion
en R? (como en R pero en ambas variables). Por la continuidad de ypios * f, el teorema
de los valores intermedios asegura

N(R) = Z Xr(n,m) = Z (xr * f)(n,m) para algin 7 € [R — 20, R + 24].

nmezZ n,meZ

Usando la férmula de sumacion de Poisson (Teorema 1.2.4) y la propiedad de la convo-
luciéon (1.12) en sus versiones bidimensionales,

N(R) = ZZ X (1, m)f(n, m) = 1R* + O(RJ) + Z Xr(n,m)F (2m6v/n? + m?).
n,me n2+m2£0

Ahora basta recordar (2.32) y (2.20). El término de error es absorbido por O(R¢§). [

Demostracion del Teorema 2.3.10. Vamos a elegir § = R~'/4! en el Lema 2.3.13, con
ello lo que buscamos es

e(27r7“\/ n2 + m2)

n2+m2:£0 (n2 + m2)3/4

F(27r5\/ n? + mQ) < R1/%2,
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Por la simetria, podemos restringir la suma a 0 < n < m, yaque m = 0on =m
claramente soélo contribuyen O(1). Sea 9 = {2/m : j > 0}, entonces lo que hay que
probar es

e 2mr\/n2 2
(2.34) ZZSN<<R13/82 con Sy = Z e( v +3T/r4l)

m=1 Nen N<n<2N (n2 + mQ)

F(2m6vn? + m?).

Se deja como ejercicio comprobar que podemos restringir la suma a los N que satisfacen
m < R™Y2N33/16 ya que para el resto la estimacion trivial es suficiente.

La funcién F(t)/t3/? es decreciente para 0 < t < 4, de donde para N < §7!/6 se
puede sumar por partes con el Lema 1.2.1 y después aplicar el Lema 2.3.11 obteniendo,
para alguin N’ < 2N,

Sy < N~3/2 Z e(2mrvn? + m?) < m/15 RY/30 N =T/10

N<n<N’

Si N > 67'/6, escribiendo sent = (e —e™™) /2i y cost = (e +e~") /2 en F(t), podemos
agrupar estas funciones oscilatorias con la exponencial compleja en Sy reemplazando r
por r' = r £ §. Entonces, notando F(t) < t~2, la sumacién por partes da en este caso

Sy < NTPPEN)2 > e(2m'Vn? +m?) < m!/PRYIONTIT052,
N<n<N’

Al sumar sobre la progresion geométrica N € I, el resultado serda comparable al primer
término en cada caso, por tanto la contribucion de toda la suma en (2.34) es

Z /15 RL/30,,=T/10 | Z /18 RU/30,,~27/105-2 o R1/305-11/30
m<d—1 m>5—1

lo cual prueba (2.34) para el valor escogido de §. O

Pasemos ahora a ver algunas aplicaciones de la gran criba. Comenzamos estimando
la cantidad de primos en un intervalo.

Teorema 2.3.14. Sea w(N) el cardinal de los primos menores o iguales que N. Para
todo N,M € Z" se cumple

(M + N)—n(M) < (24 0(1)) g ¥

donde o(1) tiende a cero cuando N — oo.

El teorema de los niimeros primos afirma que en el caso M = O(1) se puede cambiar
la igualdad con la constante 1 en lugar de 2. M.N. Huxley prob6 que esta igualdad
también es correcta si M = O(N") para algiun o < 12/7.
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Corolario 2.3.15. Se tiene 7(N) = O(N/log N).

Demostracion. Consideremos
Z={M<n<M+N:n#£0(p) Vp<Q}.

Es obvio que Z contiene todos los primos que son mayores que (), mientras que hay
menos de () que son menores que (), por tanto

7(M+ N)—n(M)<Z+Q.

Como se excluye una clase por cada primo, h(p) = 1/(p—1)=p Lt +p2+p3+...,
con la notacion del Teorema 2.3.8. Por tanto, para ¢ libre de cuadrados, h(q) es la suma
de los inversos de todos los niimeros con los mismos factores primos que ¢. Asi pues

IO Zé —logQ+ O(1).

q<Q q<@Q
Eligiendo por ejemplo Q = v'N /log N en el Teorema 2.3.8 se obtiene el resultado. [J

Siguiendo esta idea de primos en intervalos, una conjetura muy antigua es si hay
infinitos primos gemelos, esto es, primos cuya diferencia es 2. La gran criba permite dar
una cota que es del orden de magnitud esperado y obtener lo que se llama el teorema
de Brun que afirma que la serie de los inversos de los primos gemelos converge. V. Brun
fue el pionero de los métodos de criba y su prueba es muy anterior a la introduccion de
la gran criba.

Teorema 2.3.16. Sea G el conjunto de los n € ZT tales que n y n + 2 son primos
(gemelos) y sea my(N) el cardinal de G N [1, N|. Existen dos constantes positivas Cy y
Cs tales que

N 1
mMSOqE v 2T
peG

En la demostracion apelaremos al siguiente lema. Con técnicas bien conocidas de
teoria analitica de numeros [IK04, §1| se deduce una férmula asintotica.

Lema 2.3.17. Sea d(n) la funcion que cuenta el nimero de divisores (positivos) de n,
entonces

> w?(n)d(n) > Nlog N.

n<N
Demostracion. Vamos a emplear que

(235) ST ) = S dn) — S 3 ditn).

n<N n<N p<+v/N n<N/p?



98 CAPITULO 2. SUMAS E INTEGRALES OSCILATORIAS

Se tiene
OIS HRESY (X +0(1) = Nog ¥ +0().
n<N KI<N
Un razonamiento similar sirve para tratar an N/p? d(p?n) imponiendo que k o [ sean

divisibles por p? o cada una de ellas por p. Modulo p? estoes 0-1, k-0 y p-p, lo que
hacen 2p? posibilidades entre las p* totales. En los casos p = 2,3 se obtiene

> d(n :—NlogN+O( ).y > d(n :—NlogN+O( ).

n<N/4 n<N/9

Para el resto de los primos usaremos simplemente que d(p’n) < 3d(n), porque cada
divisor de p*n dividido por 1, p o p? da un divisor de n. Entonces, deducimos a partir

de (2.35)

Z,tf(n)d(n) > (1 ————— 32]9 2>NlogN+O( ).

n<N p>5
Todo lo que resta comprobar es que ZP>5 p~2 < 5/54 = 0.09259 ... Para ello usamos
que p~2 <log(1+p~2)+ sp~* y por tanto

Zp <logH —|— Z 4 =log 2; logg—log%o—i-%(g(él)—Zn_‘l),

p>5 p>5 n>5

donde se ha empleado la féormula producto de Euler (1.33). Con (1.19) podemos evaluar
((2) y ¢(4) y comprobar que la tltima expresion es algo menor que 0.092. O

Demostracion del Teorema 2.3.16. Sea
Z={ne[l,N]:n#0,-2(p) ¥p<VN}

Entonces, con la notacion del Teorema 2.3.8, h(2) = 1 y para cada 2 < p < v/N se tiene
h(p) = 2/(p — 2). Entonces para q < v N

plg

Sumando por partes en el Lema 2.3.17, se tiene

> hlg) > (log N)*.
a<VN

Evidentemente my(N) < Z 4+ v/N y el Teorema 2.3.8 con @ = [v/N] prueba la primera
parte del enunciado.

La segunda parte se deduce de la primera mediante sumacioén por partes. Concreta-
mente, escogiendo en el Lema 1.2.2 g(n) =1/ny ¢, =1sin € Gy ¢, =0 en otro caso.

De esta forma C(N) = my(N). O
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