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Prefacio

Estos son unos apuntes sin pretensiones. Unos sencillos resiimenes de lo explicado en clase con
hojas de ejercicios y enunciados de exdmenes resueltos. Su propdsito es servir de guia para el
estudio.

Con variaciones, se han usado en cursos de un cuatrimestre para estudiantes de ingenieria
de telecomunicaciones. En la actualidad, estos son estudiantes cuyos conocimientos previos de
matematicas no son de primer nivel y que, al parecer, solo necesitan para el resto del grado
adquirir cierta soltura, mas préactica que tedrica, con el dlgebra y el célculo.

No son aconsejables estas notas para grados como el de fisica o el de matematicas, porque
el rigor es bajo y se han suprimido practicamente todas las demostraciones.

Madrid 14 de enero de 2024

Fernando Chamizo
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Capitulo 1

Numeros reales y complejos

1.1. El principio de induccién

Esta seccion inicial es singular dentro del curso porque es mas tedrica, ocupandose de un
método para demostrar féormulas que involucran nidmeros naturales. Recuerda, estos son los
nimeros que sirven para contar:

N={1,2,3,4,5,...}

y constituyen el conjunto de niimeros mas basico de todos.

El principio de induccién dice que habremos probado que una propiedad (férmula) se cumple
para todos los n en N si completamos las dos tareas siguientes:

1. Verificar que se cumple para n = 1.
2. Suponiendo que es cierta para n, deducirla para n + 1.

La suposicion de que la propiedad es cierta para n se suele llamar hipdtesis de induccion

La idea que hay debajo es una versién sofisticada del “y asi sucesivamente” que se usa en
muchos razonamientos. Si tengo unas fila de fichas de dominé y se cae la primera, entonces
se cae también la segunda y después la tercera, y asi sucesivamente. El primer punto de la
induccién asegura que se comience el proceso y el segundo asegura que continta en cada paso.

Para probar por induccién la férmula

1
1+2+3+--~+n:n(n2+) para n €N,
primero comprobamos que es cierta para n = 1. Esto es tan sencillo, sustituyendo, como decir
que se cumple 1 =1-(1+1)/2.
Para simplificar, llamemos .5, al primer miembro de la férmula. Lo que me pide el segundo
punto de induccién es que suponiendo S, = n(n + 1)/2 sea capaz de deducir la igualdad



Niimeros reales y complejos
Sp41 = (n+ 1)(n + 2)/2. Para ello busco una relacién entre S, y Sp4+1 que, claramente, es
Sn+1 = Sn + (n+1). Asi, se tiene

ur n(n + 1)
2

(n+1)(n+2)

Sn+1:5n+(n+1) B

n
++) =+ (5+1) =
v ya hemos completado la deduccién que nos pedia el segundo punto. El paso senalado con HI
es en el que se estd usando la hipdtesis de induccién, la suposicion.

Una pequena variante del método de induccién es cambiar en el primer punto n = 1 por
n = ng con ng otro nimero natural (o incluso entero). Entonces la prueba solo se aplicara a
n > ng. Es como si en las fichas de dominé empujamos la que esta en el lugar ng, en ese caso
solo se caerdn las que la siguen. La motivacién de esta variante es que algunas férmulas carecen
de sentido para ciertos valores pequenos o, al revés, son mas naturales empezando por n = 0,
o incluso mas atras.

Por ejemplo, probemos por induccién

n
1 n+1
161:[2(1_1452):2” para n > 2.

Esta férmula no tendria sentido literal para n = 1 pues el simbolo inicial indica tomar el
producto cuando k se incrementa desde 2 hasta n.

Para n = 2 es cierta, pues se reduce a (1 — 1/2%) = (2 + 1)/4. Llamemos al producto P,.
Suponemos P, = (n+ 1)/(2n) y queremos deducir P, 1 = (n + 2)/(2n + 2). Para ello, como
antes, relacionamos P, y Ppi1:

o (n+1)2 2n+1)

1 ) in+1 n? + 2n n+ 2
(n+1)2

Puit = Pu(1-

Otro ejemplo consiste en demostrar que n® + 2n es siempre multiplo de 3. Se cumple
obviamente para n = 1. Por otro lado, la igualdad

(n+12+2n+1)=n+2n+3n*+n+1)

muestra que si suponemos que n® + 2n es miiltiplo de 3 entonces (n + 1)3 + 2(n + 1) también
lo sera, completando la induccion.

Aunque el principio de induccién suene muy tedrico, tiene que ver con el diseno de muchos
algoritmos que reducen un problema a otro anterior mas sencillo. Si te gusta programar, quiza
te suenen las funciones recursivas, que se llaman a si mismas. Por ejemplo, si queremos disenar
una funcién fact que calcule el factorial de un niimero natural, n! =1-2-...---n, en vez de
un bucle se pueden escribir simplemente dos lineas, una que devuelva 1 si n = 1 (primer paso
de induccién y otra que devuelva en el resto de los casos nxfact(n-1), lo cual corresponde al
segundo paso de induccion salvo desplazar la n, porque indica como obtener el caso n a partir
del caso n — 1.



1.2. Conjuntos de nimeros y sus operaciones

Ya conoces los nimeros naturales N = {1,2,3,4,...}, los nidmeros enteros, que anaden
los negativos y el cero, Z = {0,—1,1,-2,2,-3,3,...}, los racionales Q = {fracciones} y los
reales R, que imaginamos como puntos de una linea. En principio también deberias conocer
los complejos C, que seguramente te pareceran algo raro que “no existe”.

Aunque histéricamente las cosas sean méas complicadas, se pueden entender Z y Q co-
mo extensiones de N que solventan el problema de que no podamos efectuar algunas de las
operaciones elementales.

+ — X -
Si | No | Si | No
Si | Si | Si | No
Si | Si | Si | Si*

OolN|Z

(*) Salvo por cero

En principio R parece innecesario porque podemos hacer las mismas operaciones elemen-
tales que en Q, pero ya los antiguos griegos descubrieron que en algunas de sus construcciones
geométricas aparecian longitudes que no eran racionales, por ejemplo la diagonal de un cua-
drado de lado 1.

Dentro de la teoria actual, intuitivamente los reales completan los “huecos” que quedan
entre los racionales y esto esta relacionado con tomar limites, lo cual es una necesidad bésica
del anélisis matematico.

Sin entrar en las complicaciones de la teoria, seguramente sepas que al dividir una fraccién
se obtienen cifras decimales que se acaban o que se repiten indefinidamente. Por ejemplo:

1 2
3= 0,125, % =0,5645454 . . ., - = 0,285714285714 . ..

Sin embargo, te puedes imaginar un nimero decimal que ni se acaba ni se repite, por ejemplo
« = 0,101001000100001 . . .

Este nimero esta entre 0,1 y 0,2, que son racionales, y también entre 0,101001 y 0,101002, que
siguen siéndolo. Podemos imaginar infinidad de pares de niimeros racionales por debajo y por
encima de «, pero nunca lo alcanzaran. De alguna manera, los racionales dejan “huecos” y «
estd en uno de ellos.

Por otro lado, C proviene de la necesidad de resolver ecuaciones algebraicas (hallar raices
de polinomios). Al menos es lo que dirfa un matemético, pero eso no hace justicia a la cantidad
de aplicaciones que tienen en fisica e ingenieria no relacionadas directamente con esta nece-
sidad. Como veremos, geométricamente C se asocia a un plano mientras que sabemos que R
corresponde a una recta.

1.3. Desigualdades y acotacion

Los ntmeros reales muchas veces se representan como los puntos de una recta horizontal, lo
cual les da una ordenacién natural (méas grande cuanto més a la derecha) y permite establecer
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Niimeros reales y complejos

desigualdades. La distancia entre dos puntos a,b € R es |a — b| donde las barras representan el

valor absoluto:
T six >0,
2| =

—x siz<O.

Una desigualdad estd compuesta por dos expresiones ligadas por los simbolos, <, <, < o0 >.
Sumando o restando a ambos miembros de una desigualdad una misma cantidad, resulta otra
equivalente. Por otro lado, si multiplicamos ambos miembros por un ntimero real positivo, la
desigualdad se conserva, pero si es negativo, cambia el sentido de la desigualdad. Por ejemplo,
al multiplicar —2 < 3 por 5 se obtiene —10 < 15, que sigue siendo cierto. Al multiplicar por
—5 se cambia el sentido a 10 > —15. Dicho sea de paso, dos desigualdades similares se pueden
sumar, pero, en general, el resto de las operaciones fallan.

Un problema tipico es hallar para qué valores de un parametro real x se cumple una
desigualdad. Siempre puedes seguir el procedimiento de estudiar los casos que corresponden a
diferentes signos de los denominadores o de los argumentos de los posibles valores absolutos,
aunque a veces hay atajos.

Por ejemplo, determinemos los valores x € R tales que

r+1 <6
r+11 —

Discutimos dos casos:

1. Si x > —11 podemos quitar el denominador para obtener x + 1 < 6x + 66 que produce
x> —13.

2. Sixz < —11 el denominador es negativo y al quitarlo se cambia el sentido de la desigualdad
y resulta z < —13.

No se considera x = —11 porque el primer miembro no tendria sentido. En el primer caso,
x > —13 es superfluo si imponemos z > —11. Es decir, tenemos el intervalo (—11,00). De la
misma forma, z < —11 no aporta nada en el segundo caso una vez que sabemos z < —13. En
forma de intervalo, (—oo, —13]. En total, el resultado es

x € (—00,—13] U (—11, 00).

Otra forma de proceder es escribir el enunciado como 1 — 10/(z + 11) < 6, esto es, —1/2 <
1/(z+11). Siz+11 > 0, es obvio que se cumple, lo que da el intervalo (—11,00) y si z+11 < 0,
estd claro que debe cumplirse z + 11 < —2 de donde se obtiene (—oo, —13].

Otro ejemplo es hallar los valores x € R que verifican
|z —4| < |z +1].

Analicemos primero la solucién discutiendo casos. A la derecha y a la izquierda de x = 4 y
xz = —1 hay que cambiar de definicién en alguno de los valores absolutos, lo que da lugar a
tres situaciones:



1. Sixz < —1 entonces |[x —4| = —x+ 4y |z + 1| = —x — 1. Al sustituir se obtiene 4 < —1,
que no se cumple, por tanto no hay soluciones en este caso.

2. Si—1<z<4entonces |t —4| = —x+4y|r+ 1] =2+ 1. Al sustituir se sigue = > 3/2.

3. Si4 < x entonces |[r —4| =z —4y |z+ 1] =z + 1. De nuevo se cancela la variable y se
obtiene 0 < 5 que se cumple siempre.

La conclusién es que la desigualdad se verifica para
(3/2,4) U[4,00) = (3/2,00).

Una manera més rapida de llegar a la solucién es escribiendo el enunciado como d(z,4) <
d(x,—1), donde d indica la distancia en la recta real. El punto a medio camino entre 4 y —1
es (4+(—1))/2 = 3/2, asi que la solucién son los puntos en el lado de 4, el de la derecha, a
partir de este punto medio.

Dado A C R, se dice que A esta acotado superiormente y que C es una cota superior si se
cumple z < C para todo x € A. De la misma forma, se dice que esta acotado inferiormente y
que c es una cota inferior si se cumple ¢ < x para todo x € A.

Si solo se dice que A estd acotado, sin especificar, se entiende que lo esta superior e infe-
riormente.

Por ejemplo, A = [—3,2023) estd acotado. Una cota superior es por ejemplo un millén y —3
es valida como cota inferior.

La propiedad que tiene R de rellenar los “huecos” de Q, lo que se llama completitud en
matematicas, se traduce en este contexto en que todo conjunto acotado A tiene un supremo y
un infimo:

= El supremo es la cota superior minima, denotado mediante sup A. Si sup A € A, se dice
que es mdximo.

= Kl infimo es la cota inferior maxima, denotado mediante inf A. Si inf A € A, se dice que
es minimo.

SiA={1/n: neN}={1,1/2,1/3,...}, se tiene que supA = 1 y es maximo porque a
partir del segundo elemento todos son menores que 1. Por otro lado, como 1/n se va haciendo
cada vez més pequeno sin anularse, inf A = 0. El infimo es 0 porque no existe ninguna cota
inferior ¢ > 0, ya que 1/n se hace tan pequeno como queramos y a la larga tendriamos 1/n < ¢,
contradiciendo que es cota inferior. No hay minimo porque 0 ¢ A.

Intuitivamente, el supremo de un conjunto es el nimero que estd por encima y pegado a
él y el infimo, lo mismo, pero por debajo. Asi en un intervalo finito el supremo y el infimo son
sus extremos superior e inferior.

Para A = [—3,2023) se tendria inf A = —3 y sup A = 2023. El primero es minimo y no
hay maximo. Considerando A = {z € Q : 2% < 2} vemos que si no se hubieran inventado
los niimeros reales este conjunto acotado no tendria supremo e infimo, ya que sup A = /2 e
inf A = —v/2, que no pertenecen a Q. Para A = [—4,1/2] N Q, el infimo es —4, y es el minimo,
y el supremo es v/2. No hay méximo porque v/2 no esté en Q.
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Un ejemplo un poco més complicado es

_{x2+1

Tl R}.
22111 TE

Procediendo como en un ejemplo anterior de desigualdades, escribimos la fraccién del enunciado
como 1 —10/(x? + 11). Esta expresién serd més pequeiia cuanto méas restemos y esto equivale
a que el denominador sea lo menor posible, lo que ocurre para x = 0. Asi pues, inf A =
1 —10/11 = 1/11 y es minimo. Por otro lado, serd mayor cuanto menos restemos, lo que
corresponde a tomar z muy grande. Se tiene sup A = 1 y como nunca se llega a 1, no hay
maximo.

1.4. Los nimeros complejos

Una vez que hemos completado con R todos los huecos de QQ, parece que no es necesario
inventar mas numeros. Sin embargo en bachillerato te hablaron de los nimeros complejos, C,
una extensién de R que constituye un choque frontal con la abstraccién. Seguramente tienes la
sensacién de que el resto de los conjuntos de niimeros existen y estos no. En cierto modo, todas
las construcciones matematicas son artificiales. Mas alla de las discusiones filoséficas sobre su
existencia en el mundo real, el caso es que son muy importantes en ingenieria, para estudiar
temas bien concretos (ondas, circuitos, filtros...) y es totalmente necesario que sepas trabajar
con numeros complejos.

La forma habitual de introducir C es como el conjunto {z + iy : z,y € R} donde i es
“algo” que cumple 72 = —1.

Dado un nimero complejo z = x + iy, con z,y € R, se dice que = es su parte real y que y
es su parte imaginaria. A veces se denotan con R(z) o Re(z) y con $(z) o Im(z). Asociado
a un numero complejo z estd su conjugado Z que se obtiene cambiado la parte imaginaria
de signo. Esto es, si z = x + iy, siempre con z,y € R, se cumple Z = =z — iy. El conjugado
respeta las operaciones elementales, que repasaremos a continuacién, es decir, z1 & z9 = Z1 +7%9,
Z1 22 =Z1- 22y 21/ = Z1/Za.

Aunque utilices calculadoras u ordenadores para hacer cuentas, es importante que conozcas
la mecénica de las operaciones elementales en C. Esencialmente lo que tienes que saber es:

= Sumas y restas — triviales.
= Multiplicacién — emplear ;2 = —1.
= Divisién — multiplicar por el conjugado del denominador.

Respecto al dltimo punto, observa que para z =  + iy se tiene z -z = 22 — i2y? = 2% 4+ ¢2. El
método para hacer divisiones se basa en que con la multiplicacién por el conjugado se consigue
que el denominador pase a ser real.

Por ejemplo, si 21 = 14+ 2i y 20 = 3 — i, no cuesta nada calcular z; + 20 = 4417y
z1 — 20 = —2 4+ 3i. Para la multiplicacién se operan de la forma habitual los paréntesis:
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2129 = 3 — i+ 6i — 2i®> = 5+ 5i, donde se ha usado i2 = —1. La divisién, hecha muy despacio,

serfa:
21 142 B+9)(1+2) 3+6i+i+2* 1 T

w»  3—i 32412 10 ~10 10"

Mucho tiempo después de que se introdujeran los niimeros complejos, se llego a la idea de
que era conveniente asociarlos a vectores en R?. El ntimero complejo z = x + iy corresponde
al vector (x,y). La longitud de este vector es, por el teorema de Pitdgoras, v/z2 + 32, la raiz
cuadrada del producto zZ que usamos en la divisién. Esta longitud del vector es lo que se
llama mddulo o wvalor absoluto del nimero complejo z y se indica con |z|. La suma y resta
de vectores es coherente con la suma y resta de ntimeros complejos, por tanto se cumple la
llamada desigualdad triangular que dice que la longitud de la suma de dos vectores no puede
medir mas que la suma de sus longitudes. En una férmula, |21 + 22| < |z1] + |22/

En principio, dibujar en el plano los niimeros complejos parece arbitrario. Las cosas se
vuelven mas interesante si describimos el vector asociado en coordenadas polares en vez de en
coordenadas cartesianas. Esto es, especificando cudnto mide, r = |z|, y qué dngulo « forma con
el eje OX (la parte positiva del eje X). Este dngulo siempre se considera en sentido contrario a
las agujas del reloj y se expresa en radianes. Recuerda que 7 radianes es lo mismo que 180°. Por
supuesto, uno puede entrar en ambigiiedades con el angulo porque 0 indica lo mismo que 27.
La tradicién matematica es expresar los dngulos en el rango (—m, 7] o en [0,27). Aqui van
algunos ejemplos con asignaciones de r y «:

z T (6] z T «
i 1| 7/2 1+iv3 ]2 /3
-1 |1 T 3+4i |5 0,927295...
1—i| V2| —7/4 3—4i |5|-0,927295...

Las férmulas que relacionan (z,y) con (r,«) son simple trigonometria, las mismas que
expresan el cambio entre coordenadas cartesianas y polares:

T =Trcosaq, Yy = rsenaq,

que podemos invertir mediante r = /22 + y2, a“="arctan(y/x) con cierta precaucién en la
ultima férmula con respecto a lo que nos diga una calculadora porque nos dara los mismos
resultados para z y —z, aunque sus angulos son diferentes. Esto se debe a que hay una indeter-
minacién de un multiplo de 7 en el resultado de arctan y las calculadoras lo deciden siempre
reduciendo el rango a (—7/2,7/2). Algunos lenguajes de programacién incorporan una funcién
de dos argumentos llamada atan2, justamente para evitar esta ambigiiedad.

Segun las formulas anteriores, cada nimero complejo z = x 4 iy se puede representar en la
forma:

z=r(cosa+isena) con r=|z|.

La gracia de todo esto es que, en términos de mdédulos y dangulos, las multiplicaciones y divi-
siones son muy faciles:

= 2129 — producto de mdédulos, suma de angulos.

7



Niimeros reales y complejos

» 21/z9 — cociente de médulos, resta de dngulos.

El comportamiento de los médulos depende de la inesperada relacion |z122| = |21||22| v el de
los angulos, de las férmulas trigonométricas de adicién. También se cumple que z° se calcula
elevando el médulo a s y multiplicando el dngulo por s, aunque si s no es un nimero natural,
como veremos, aparecen resultados multiples.
La situacién es més clara cuando se utiliza la notacién exponencial basada en la enigmética
férmula
€' = cosa +isena

que justificaremos més adelante en el curso. Con ella,

. . . . ; 21 Tl il —
z = re'@ y se sigue inmediatamente 2129 = rlrge’(a1+a2), A Heilm—az)
) T2

Por ejemplo, podriamos calcular i/(1 + )% mediante

i eiﬂ'/2 1 im/t_

(1+1i)3 (\/iem/zx)?* T 2v2

i
4’

=

donde en el tltimo paso se ha usado cos(—m/4) = —sin(—n/4) = 1/1/2.

De la relacién e = (em)n con n € N se deduce la formula de Moivre
cos(na) + isen(na) = (cosa + isen a)”.
Por ejemplo, para n = 2 se obtiene operando
cos(2a) 4 isen(2a) = cos® a — sen? a + 2i sen av cos av.

Tomando partes reales e imaginarias se siguen las famosas férmulas del dngulo doble para seno
y coseno.
La simplicidad del célculo de potencias permite obtener algunos resultados espectaculares:

270 (674.311) _ omibTa 2m 1 /3
5 :

€ 2

La descomposicién 2023 = 674 - 3 + 1 corresponde a la divisién inexacta de 2023 entre 3 y su
propésito es cancelar el denominador con el divisor para quedarnos con el resto.

Para terminar, hagamos una pequena incursion en las potencias de exponente fraccionario.
No hay que perder de vista que hay ambigiiedad en el dngulo que se traduce en e'® = ¢ia+2mk)
para k € Z. Por ello, aparece cierta multiplicidad al extraer raices n-ésimas, ya que ei(@+2mk)/n
toma valores distintos dependiendo del k escogido. Cambiar k£ — k£ + n no tiene ningtn efecto,
por tanto cada z € C no nulo tiene n raices n-ésimas dadas por

pl/meilat2mk)/n con k=0,1,...,n—1.

Multiplicando los exponentes por m se tendria una férmula para z elevado a cualquier fraccién
irreducible m/n.



Para n = 2 se obtienen dos raices cuadradas, una y su negativa, porque " = —1. Esta
dltima férmula se considera una de las mas bellas de las matematicas.

Por ejemplo las raices cuadradas de z = 44 son:

Un célculo sencillo muestra que verdaderamente (v/2 + iv/2)? = 4.

Como —8 = 8¢€'", las raices cibicas de —8 vienen dadas por

{2efmramh)/3Y = 2e™B =1+4i0V3, 2e™ =-2, 2™ =143,

Si queremos comprobar el resultado, un calculo més laborioso muestra que (1 +iv/3)% = —8.
En realidad, basta comprobar (1 4 iy/3)3 = —8 porque el conjugado respeta los productos.

1.5. Ejercicios propuestos

1) Prueba por induccién 143 +5+---+ (2n — 1) = n? para n € N.

2 2 2
2) Prueba 5 + 5% +--- + @n—1)-(2nt1)

. : 2 1
prueba mas sencilla basada en que e~ &

3) Prueba por induccién que 12 +22 + 3% + - +n? = in(n + 1)(2n + 1) para n € N.

2n . .,
a1 para n € N. Puedes usar induccién o una
1

k+2°

4) Prueba por induccién que si k > 2 es par, 3% 4+ 7 es siempre divisible por 8.
5) Prueba que n(n? + 11) es siempre divisible por 6 para n € N.

6) Decide si {2 + (—1)" : n € N} tiene méximo o minimo.

7) Halla el supremo y el infimo de 21?2?11 ' ne Z}.

8) Halla el supremo y el infimo de {a) €Q:2<22< 9}. i.Son respectivamente maximo
y minimo? {Y si cambiamos 9 por 107

9) Busca un ejemplo de un conjunto A C R tal que sup A = oo, inf A = 0, no contenga a
ningin intervalo (a,b) y no posea minimo.

10) Halla todos los valores x € R que verifican 2;”;31 < %

11) Calcula el supremo de {1 — |2? — 3z + 2| : = € R}. ;Es maximo?

12) Decide si existe algtin = € R tal que |22 — 1| < |z| — 2.

13) Halla todos los valores x € R que verifican |z + 1| + |z + 2| > 1.

14) Dados a < b, explica por qué |z — a| + |y — b| < b — a no tiene solucién.

15) Halla la parte imaginaria de (3 +i)72 — 4(1 + 1)~ L.

16) Supongamos que z € C tiene parte imaginaria positiva. Explica por qué podemos

asegurar que (3z + 1)/(5z 4+ 2) también la tiene.

9



Niimeros reales y complejos

17) Dibuja el conjunto de los z € C tales que |3z + 1 + 2i|? < |3 + (1 + 2i)z|?.
18) Halla una férmula para |(2 +4)Z + 1|2 + |z — 2 — 4|? que solo dependa de |z|2.
19) Calcula la parte real e imaginaria de (2i)2022(y/3 — 7)2023,

20) Halla una férmula simplificada para (1 4 4)4*1 + (1 — )4+ donde n € N.

21) Aplicando la férmula de Moivre para n = 4 obtén una férmula para cos(4«) en términos
de cos a.

22) Calcula todas las raices ciibicas de 4v/2(1 + i) expresédndolas en términos de senos y
cosenos.
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Capitulo 2

Limites y series

2.1. Swucesiones

Intuitivamente, una sucesion es una lista indefinidamente larga de nimeros reales o com-
plejos:
S8 —
{an}or, = a1, a2, as, a4, as, ag, ...

Con mas rigor, es una regla que asigna a cada n € N un numero (real o complejo) a,. En este
curso, practicamente en todos los ejemplos esa regla sera una formula explicita o una férmula
que dice cémo construir un término a partir del anterior.

Por ejemplo, la férmula explicita a, = n(n? —1)/6 da lugar a la sucesién 0, 1, 4, 10, 20, ...

y la relacién b,+1 =2+ 1/b,, con by = 2 a la sucesion 2, %, %, %, ;—8,

Nos gustaria saber la evolucién de una sucesion, esto es, cual es su comportamiento a la
larga. Esta cuestiéon motiva el concepto de limite, que es el valor al que se acerca una sucesion.
Segun la definicién rigurosa de limite, lim a,, = ¢ con £ un nimero real o complejo significa que
por pequeno que sea un € > 0 que nos inventemos, a partir de un n se cumple |a, — ¢| < €. Es
decir, la distancia entre los términos de la sucesién y £ se hace arbitrariamente pequena. En ese
caso se dice que la sucesién es convergente y que su limite es £ o que tiende a £. Las sucesiones
que no tienen limite se dice que son divergentes. Otra notacién para lima, = £ es a,, — £.

En el primero de los ejemplos anteriores la sucesion no se acerca a nada y entonces no hay
limite, a pesar de ello indicaremos mediante lim a,, = co que crece indefinidamente, como se
aclara mas tarde. En el segundo no esté claro qué ocurre. Calculando unos cuantos decimales de
los primeros términos se obtiene 2, 2,5, 2,41666, 2,41379, 2,41428, 2,41420, 2,41421 y se atisba
la constante 2,4142 ... En realidad se acerca a 1+ /2 y entonces escribiremos lim b,, = 1+ /2.
La prueba de ello no es facil a este nivel. Una posibilidad es notar que la relacién by, 1 = 2+1/b,
se puede escribir de la forma enrevesada

V2 -1

n

bn+1_(1+\/§): (1+\/>_bn)

Tomando valores absolutos y usando que (v/2 — 1)/b, < 1/4, porque b, > 2, vemos que la
distancia de b, a 1 + /2 se va dividiendo por méas de cuatro en cada paso.
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Limites y series

Casi todo el rato operaremos con sucesiones de nimeros reales porque los complejos no
aportan mucha novedad. En cualquier caso, oo no es un numero, ni real ni complejo y entonces,
paraddjicamente, cuando escribimos lima,, = 0o (o decimos que a,, tiende a infinito) estamos
afirmando que no existe el limite, que la sucesion es divergente. Solo es una notacién para
indicar que la sucesién crece indefinidamente, lo cual es una forma especial de no tener limite.
Reservaremos esta notacién para sucesiones reales, aunque seria posible considerar un infinito
complejo entendido como |a,| — oco. Hay sucesiones, como a,, = (—1)", que no tienen limite
(an no se acerca a la larga a un mismo nimero) y no crecen indefinidamente. En ese caso
decimos simplemente que el limite no existe.

Los limites, cuando existen, respetan las operaciones elementales. Por otro lado, el simple
hecho de que limn = oo implica que casi todas las sucesiones convergentes que manejaremos
estaran construidas mediante operaciones elementales aplicadas a sucesiones que tienden a oo.
Esta situacién lleva a una especie de algebra del infinito que se resume en que para a € R se
tiene

a + 00 = 00, a- 00 = 00, — =0, — = 00,

donde en la dltima igualdad se exige a # 0. Estas relaciones deberian estar claras si pensamos
en oo como algo que crece indefinidamente y 0 como algo que se hace arbitrariamente pequeno.
Sin embargo, hay indeterminaciones, operaciones cuyo resultado puede variar segin el caso:

—, — 0 - oo, 00 — 00, o0, 0°, 1°°.

Las tres dltimas no son estrictamente operaciones elementales (sumas, restas multiplicaciones
y divisiones), pero conviene tenerlas en mente.

Lo que vamos a ver ahora son algunas técnicas habituales para enfrentarse a las indeter-
minaciones. Casi todo deberia ser repaso.

Las tres primeras son, en cierto sentido, equivalentes porque 0= T/o — o ¥ 0-00 =
é -00 = 2. Por tanto nos ocuparemos de la primera que es la mds comin en el caso de

sucesiones. La idea es dividir por algo (simplificar, en cierto sentido) para que los infinitos
pasen a ser numeros. Por ejemplo,

Comdasdn—1 . 2435 -1 240-0 2
lim ———— =lim n - — = -
5n3 +n2 + 2 5+1+ 2% 54040 5

La clave es que 2n3 domina a los términos del numerador y 5n° a los del denominador.
En esta misma linea

4n - on

3"+ (—4)"

1o no existe.

lim y lim
En el primer caso basta dividir por 4. Al hacer lo mismo en el segundo caso, nos encontramos
algo que va oscilando entre valores préximos a 1 y a —1, lo que contradice la definicién de

limite.
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Resolver la indeterminacién oo — 0o requiere operar de alguna manera para cancelar térmi-
nos similares. Un ejemplo sencillo es:

. 5n% 4+ 5 .
= 11m ——-— = 9.
n2+3 n?+3

4 1 4 2 _ 4 1
n* + ):h,m(n +5n°+6) — (n*+1)

s 2

Ejemplos menos intuitivos son la diferencia de raices cuadradas. En ese caso, la posible cance-
lacién la obtendremos al multiplicar y dividir por el conjugado (cambiar el signo de en medio):

(Vntl-vn)(Vntl+vn) 1

lim (vVn+1—+/n) =lim m-——— =0
( \F) vn+1+/n vVn+1+/n

in rminaciones oo n equivalen rqu m nsar en un

Las indete aciones 0o y 0° son e alentes porque podemos pensar en el segundo caso

que el 0 de la base es 1/00. Si escribimos co como €'°8> llegaremos a un limite del tipo 0 - co.
ufi ritm mo siempre en mateméaticas medianamente avanz neperiano. Por

Aqui el logaritmo, como sie e e atematicas medianamente avanzadas, es neperiano. Po

ejemplo,

logn
= 0

1/n _ ehm — el

limn
El célculo del limite del exponente se basa en que el logaritmo de una cantidad grande es
de orden mucho menor que dicha cantidad. Seguramente recuerdas de cursos anteriores cémo
calcularlo con la regla de L’Hopital. En cualquier caso, es algo muy sencillo si tienes en mente
que el logaritmo de un nimero grande intuitivamente es comparable al nimero de cifras de su
parte entera. Concretamente si n > 2 se tiene que logn estd siempre entre 0,5 y 2,5 veces el
namero de cifras de n.
Finalmente, la indeterminacién 1°° se relaciona con el nimero e a través de la siguiente
férmula, que justificaremos mas adelante en el curso,

lim abn = elfmbn(an—1) si ap — 1.
Por ejemplo,
2 2 _
n 3n 1\ n+5 . n%43n+41 . (n+5)(3n—6)
11 (;) _ ehm(n—i—5)(7n2+7 1) _ ehm Tzt — B
n2+7

Seguramente la inica novedad que encontraras en la técnica del calculo de limites de suce-
siones es el siguiente resultado llamado teorema de Stolz:
a Unt1 — @
lfm % = lfm -2t —on si b, =00 y bpt1 — by > 0 para n grande.
bn bn+l - bn
Tiene su principal utilidad para limites “raros” en que las sucesiones vienen dadas por sumas.
Por ejemplo, con a, = VI+V2+-+ Vnyb, = n2 4+ 1 tendremos

VIEV2Eee VL VT

li =
' (n+1)2 —n? o1
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Limites y series

Un poco mas dificil es la variante

) ny/n , (n+1)vn+1—nyn
lim = lim
VI+V24---+yn Vn+1

donde se ha tomado a,, = n\/ny b, = VI+V2+- 4 \/n en el teorema se Stolz. La dificultad
radica en que ahora obtenemos una indeterminaciéon oo — oo en el numerador, pero ya sabemos
que esto se trata multiplicando y dividiendo por el conjugado:

13— nd 2
lfm (nt1)°—n — lfm 3n”+ — fm

3 3
(n+1)Vn+1+nyn)Vn+l (n+12+nvn2+n (1+1)+ /142 2

donde los puntos suspensivos son términos de grado menor que 2.

Aunque suene raro, es posible saber que algunas sucesiones convergen sin calcular su limite.
Con un notacién que se explica por si misma, se dice que una sucesion {a,}5° ; es creciente
si ant1 > ap y que es decreciente si apy1 < an. La tnica diferencia con el lenguaje usual es
que en matematicas se aplican estos adjetivos también en el caso en que un término es igual
al siguiente. Asi las sucesiones constantes son las tnicas simultdneamente crecientes y decre-
cientes. También en consonancia bastante fidedigna con el lenguaje usual, se llama mondtona
a cualquier sucesion que sea o bien creciente o bien decreciente.

Un resultado afirma que una sucesion acotada y mondtona es siempre convergente. La idea
es bien sencilla: si es creciente el limite debe ser el supremo y si es decreciente, el limite debe
ser el infimo.

Algunas sucesiones definidas mediante una recurrencia dan ejemplos nada triviales de aco-
tacién y monotonia. Consideremos la sucesiéon definida mediante

an+1 = V2an, con a; = 1.

Los primeros términos, redondeados a tres decimales son 1, 1,414, 1,682, 1,834, 1,915. Veamos
primero que estd acotada inferiormente por cero y superiormente por 2, esto es, 0 < a,, < 2
para todo n € N. La cota inferior es obvia. Para la superior usamos inducciéon. Cuando n = 1
se tiene a; < 2 y suponiendo que para cierto n se cumple a, < 2 (hipétesis de induccién),
obtenemos a, 11 = v/2a, < V2 -2 = 2, terminando el proceso de induccién. Ahora veamos que
es mondtona creciente. Se tiene que

An+l1 = Ay & V2an > ap < 2(1”2@% &S 22> ag.

La acotacién y la monotonia asegura que la sucesién converge aunque no hayamos hecho ningtin
intento de calcular su limite.

En realidad si, por alguna razén, sabemos que una sucesién definida mediante una recu-
rrencia a,4+1 = f(ay,) converge, muchas veces podemos hallar su limite usando que lim a, 11 =
lim a,. La clave es que usualmente f es continua, un concepto que repasaremos mias tarde y
esto permite meter el limite dentro de la f y establecer la ecuacién ¢ = f(¢) donde ¢ es lim a,,,
el limite buscado.
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En el ejemplo anterior, se deduce ¢ = v/2¢ lo que, elevando al cuadrado, lleva a (2 — 20 =0
que tiene como soluciones £ = 0 y £ = 2. Evidentemente £ = 0 no es valido porque todos los
a, son al menos 1, entonces £ = 2.

En el ejemplo b,+1 = 2 + 1/b,, del principio de la seccién, se obtendria £ = 2 + 1/¢ que da
lugar a una ecuacién de segundo grado con soluciones £ = 1+ +/2. La tinica eleccién posible es
¢ =1+ /2 porque la sucesién es obviamente positiva.

Si aplicamos este método a casos no convergentes obtendremos resultados erréneos. Por
ejemplo an+1 = 3a, — 1 con a; = 1 se hace arbitrariamente grande y por tanto no tiene limite,
pero el argumento anterior conduce a ¢ = 1/2. Sin embargo, el mismo ejemplo con a; = 1/2
da lugar a la sucesién constante a,, = 1/2 y el resultado se vuelve correcto.

Aunque nos hemos centrado en las sucesiones de ntimeros reales nada impide considerar
sucesiones complejas. El infinito complejo se entiende como una sucesiéon cuyo médulo da lugar
a un infinito real. Las técnicas anteriores funcionan de manera similar salvo en lo relativo a las
potencias porque el logaritmo de un niimero complejo no estd univocamente determinado. Por
ejemplo, para todo k € Z se tiene e2*+1/2)™ — 4 hor tanto todos los valores (2k + 1/2)mi son
logaritmos de 7 y al escribir iV? estamos considerando en realidad infinitos nimeros complejos
al tiempo: e(Zk+1/ DmiV2 De esta forma, un nimero complejo elevado a otro a veces no tiene un
sentido concreto. A este respecto, recuerda que la raiz n-ésima de un nimero complejo tiene n
posibles resultados distintos.

Un ejemplo de oo/o00 es:

B4 —in+3+47 | 3+i—L43 345 0490 .
lim - —— = lim - nT_ — - =2+
(1—i)n?2+8+5i 1—z+% 1—440

El problema de las potencias de niimeros complejos no se aplica si el exponente es entero.
Por ejemplo:

2 . 2 2 . ) )
. (n =i\t lim(n2+1) (2= -1 lfm =2in~=2i o :
hm( 5 ) =e ( )("2+i ):e n2ri = e 2 = cos2 — isen 2.
n—+1

Es instructivo utilizar una calculadora o un paquete matemético que opere con nimeros com-
plejos y comprobar que para n grande se obtienen aproximaciones de este nimero tan raro.
2.2. Criterios de convergencia de series

Una serie no es mas que una sucesién dada por la suma de los primeros n términos de otra
sucesion {ap}2° . Es decir, corresponde a ai, a1 + a2, a1 + a2 + as,. .., las llamadas sumas
parciales. La notacién habitual identifica una serie con la suma de todos los términos y se

escribe
oo
E an,.
n=1

Ocasionalmente el limite inferior en la suma se sustituye por n = 0 o por n = ng cuando se
considera una sucesién que no comienza en aj.
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Limites y series

Se dice que la serie converge si ai, a1 + az, a1 + as + as,... se acerca a un limite £. En
otro caso, se dice que diverge. A diferencia de lo que ocurre con las sucesiones que hemos visto
antes, incluso para series sencillas, es dificil hallar el limite ¢, que identificamos con el valor de
la serie. Por ejemplo, las evaluaciones

1 2 <1 7 >, cosn 1
Yot Latar X, = loe(seny),
n=1 n=1 n=1

se escapan del nivel de este curso y causaria una pequena revolucién en matematicas que
alguien encontrara una férmula sencilla en términos de constantes comunes para Y oo ; 1/n3.

Dada la dificultad del problema de evaluacién del limite, nos contentamos con estudiar si
tal limite tiene sentido, es decir, si la serie converge o no. Desde un punto de vista practico, es
de esperar que si la serie converge podamos utilizar un ordenador para aproximar su resultado
sumando muchos términos, mientras que si no converge, tal esperanza es vana y hay que revisar
el modelo.

Incluso solo el estudio de la convergencia da lugar a problemas muy dificiles, incluso del
nivel de investigacién, para ciertas series de niimeros complejos o de ntimeros reales que invo-
lucran numeros de diferentes signos. Por ello, en toda esta seccién, sin indicarlo cada vez, nos
restringiremos a series reales con a,, > 0 para n suficientemente grande.

Una familia de series de las que sabemos decidir la convergencia son las series geométricas,
en las que cada a, es igual al anterior multiplicado por cierto r. Es decir, a, = Cr"™ con
C > 0 una constante. Claramente Y~ a, diverge para r > 1 porque las sumas parciales
crecen indefinidamente. Por otro lado, en los cursos de bachillerato se obtiene una férmula
para » >, Cr" vélida cuando r € (—1,1), concretamente Cr/(1 — r). En particular, la serie
converge en este caso. Si nos atenemos a 7 > 0 y eliminamos la constante, que es irrelevante,
la conclusién es

i o converge si0<r <1,
n=1

diverge sir > 1.

Para series mas complicadas hay ciertos criterios generales. En muchos cursos de anali-
sis, especialmente en los dirigidos a ingenieros, se exagera con la cantidad de criterios que
se introducen, cuando desde el punto de vista matematico muchos se pueden sustituir por
razonamientos no demasiado complicados. En esta seccién solo veremos cuatro criterios.

C1. Condensacién. Su alcance es limitado, pero permite decidir la convergencia de cierta
familia de series que se utiliza a menudo en combinacién con el criterio de comparacion.
Si ay, es decreciente a partir de cierto n,

oo o0
g a, converge — g 2"aon  converge.

n=1 n=1
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El ejemplo fundamental es > > ; 1/n®. Estd claro que la serie diverge para o < 0. En el
resto de los casos, 1/n® decrece y segun el criterio anterior, la convergencia equivale a la de

Zznﬁ io:Qla

n=1

que es una serie geométrica, por tanto convergers cuando 2!7® < 1, esto es, para o > 1. En
resumen,

i 1 converge si a > 1,
ne diverge sia < 1.

Este es un ejemplo que conviene tener en mente.

Estudiemos ahora la convergencia de la serie Y > ,(nlogn)~1. El hecho de comenzar en
n = 2 se debe a que log1 = 0 y el sumando correspondiente a n = 1 no tendria sentido. Segin
el criterio de condensacién, debemos estudiar

o0

1 = 1 1 1
S e =3 g~ e g
; 2" log 2™ = nlog2 log2 mn

n—

que diverge segun lo que hemos visto antes.

C2. Comparacién. Es el criterio mds poderoso una vez que conocemos unas pocas series
bésicas con las que poder comparar. Muchos de los criterios de convergencia de series estan en
realidad basados en el de comparacién aunque sus enunciados no lo sugieran. A menudo, antes
de utilizar otros criterios es conveniente simplificar el enunciado aplicando el de comparacion.

La idea es extremadamente simple, si para n grande b, > Ca, con C > 0y > 7 b,
converge, entonces » >, a, también lo hace (intuitivamente, si > >, b, no llega hasta oo,
tampoco puede hacerlo >">° , a,,). Reciprocamente, si b, < Ca,, y Y .-, b, diverge, entonces
> oo an también diverge.

La formulaciéon anterior es lo que se llama a veces comparacion directa, pero lo habitual
es utilizar la comparacion por paso al limite que es algo muy similar recogido en el siguiente
enunciado:

Si ap, y b, son dos sucesiones y ¢ = limay,, /by,. Si 0 < ¢ < oo (suponiendo la existencia del
Ifmite)

Zan converge <= an converge.

n=1

Ademas se puede afirmar lo siguiente en los casos extremos:

Sit=0, > °,b, converge = > >° a, converge,

Sil=o00, >0 b, diverge = > > a, diverge.
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Limites y series

Para aplicar el criterio, lo que se intenta es encontrar una serie b, sencilla que capture el
comportamiento de a,. A menudo se busca

lim 5= 1 que indicaremos con a, ~ b,
n
y corresponde al caso £ = 1 del criterio.
Por ejemplo,

00 2 00

2

n<+1 1 n°+1 1

—_— N~ = = ————  converge porque —  converge
nt+Tn  n? ;n‘l—l—?n ge porq Zrﬂ &

Para la serie > oo ; (5" 4+ 1)/(3" 4+ n?) lo natural es la comparacién con (5/3)" que es una
serie geométrica y sabemos que diverge.

Un ejemplo més complicado es > oo | (vn+1—+/n—1). Para decidir con qué comparar
empleamos el truco, ya usado en el cdlculo de limites, de multiplicar y dividir por el conjugado:

oo oo
(Vn+1—+vn—-1)(Vn+1++vn—-1)
vn+1l—vn-—-1
;( ; Vn+1l++yn—1 Z\/TL—|—1+\/TL—1
Ahora deberfa estar claro que a, ~ 1/(2y/n) = 1n=1/2. Ya conocemos las series 320, n™® y

al ser 1/2 < 1 se tiene que diverge.

Un ejemplo algo enrevesado de comparacién directa es > oo (n® + 3)/(2" — 1) (que en
breve se tratard de forma sencilla con el criterio del cociente). Intuitivamente 2" “gana” a
n?, que es irrelevante en comparacién, por tanto la serie deberfa converger. Pero no podemos
comparar con la serie geométrica y > | 1/2" ya que estarfamos en el caso lima, /b, = oc.
Tomamos artificialmente b, = 1/1,5", que todavia da una serie convergente y se cumple para
n grande (n? +3)/(2" — 1) < 1/1,5", ya que esto equivale a n? + 3 + (2/3)" < (4/3)" y a la
larga una potencia de base mayor que 1 siempre supera a cualquier potencia de su exponente
v (2/3)"

Otro ejemplo menos enrevesado pero conceptualmente mas dificil es > 7 | pj, 2 donde p,
indica el n-ésimo primo: p; = 2, po = 3, p3 = 5, etc. En principio te puede entrar el panico
porque no tenemos una férmula explicita para p,. Sin embargo, si lo piensas un momento,
estd claro que p, > n porque no todos los niimeros naturales son primos. De p,2 < n=2 y la
convergencia de Y 7, n~2 se deduce la de Yo p,, 2. Dicho sea de paso, en el siglo XVIII se
demostré que > p;, 1 no converge, pero eso escapa a las técnicas de este curso.

C3. Criterio del cociente. Es un criterio bastante mecanico especialmente adaptado para
casos en los que hay potencias o factoriales.
Suponiendo la existencia del siguiente limite o que es 0o,

0= 1im P implica Zzzl an C(?nverge .si <1,
Yoo ian divergesil >1 (ol =o0).

an n=1

El caso £ = 1 es dudoso, el criterio no sirve porque unas veces hay convergencia con £ =1y
otras no. Ejemplos de este caso dudoso son > oo ; 1/n, > >° | 1/n?. Ya sabemos que la primera
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diverge y la segunda converge. En realidad el criterio del cociente es dudoso a no ser que la
sucesion crezca o decrezca muy rapido.
Recuperando un ejemplo anterior, se tiene

2
® n? 43 y (Zﬁifj?’_l, (n+1)243 2°—1 1
2312"—1 converge porque 1mW—1m w713 .2n+1_1_§<1.
n= n__

En este y otros ejemplos, merece la pena aplicar comparacién primero para no entrar en calculos
innecesariamente complicados. En este caso serfa con > ° | n?/2" que permite una aplicacién
més limpia del criterio del cociente. Si el enunciado hubiera sido estudiar la convergencia de
o0 (n® —Bn +1)/(2" + 3n?), se pasarfa a Y o n®/2" por comparacién. Para esta tltima
serie de nuevo el criterio del cociente da la convergencia.

Un ejemplo que combina potencias y factoriales es > -, n!/n™. El limite a calcular es:

1)! 1)+t 1)In" n P—
PO Gl 74 Gl N PO € 0 L :11’m< n ) — MM — el o,
n!/n" nl(n+ 1)nt1 n+1

por tanto la serie converge. En la segunda igualdad se ha usado (n + 1)!/n! = n + 1. Esta
simplificacién de los factoriales habria sido imposible si partimos por ejemplo de la simple
variante Y 2 (n!+8)/(n™ +9). En ese caso es practicamente obligatorio utilizar el criterio de
comparacién para pasar a la serie Y 7, nl/n™.

C4. Criterio de la raiz. Es el criterio hermano del criterio del cociente. De hecho se puede
probar que si los limites de su enunciado existen, dan lo mismo. La diferencia practica es que
estd mas adaptado a potencias.

Suponiendo la existencia del siguiente limite o que es oo,

o2 an converge si £ <1,

¢ =1im ¥a, implica
Y P {Zfﬁzl a, divergesil>1 (0l =0).

De nuevo, el criterio no dice nada en el caso £ = 1.
. .z . [e’e) n , . . . .
Su aplicacién a la serie ), n/2" es algo méas compleja que la del criterio del cociente,
aunque, por supuesto, con el mismo resultado:

1/n

n 1 5

1
5 =3 lim e(log™)/n — 3¢ =3 <1 = la serie converge.
Para practicar, apliquemos el criterio a la serie
i <n2 +4
1 n2+2

lim

) n34+2023

En realidad, este es un ejemplo de abuso de los criterios. Esté claro que a,, > 1, por tanto la
serie no puede converger. Es decir, apelando al criterio de comparacion o al sentido comtn, es
inmediato. Apliquemos de todos modos el de la raiz:

. 214 ,2n?44046
o ellm(n2+2023/n)(2212—1) _ ehmnTJﬂ/" _ 62.

n? & 4\ n?+2023/n
lfm (7)
n? + 2
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Limites y series

Al ser e? > 1 se tiene que diverge.

En relacién con el ejemplo anterior, no es dificil ver que para que los criterios del cociente
y de la raiz den divergencia se debe tener lima, = oo, lo cual permite que a menudo por
inspeccion directa sea obvio a,, > 1 para n grande y, con ello, también sea obvia la divergencia.

2.3. Convergencia absoluta y condicional

Ahora abordaremos sin profundizar la convergencia de las series 220:1 an para las que no

se tiene a la larga a, > 0. Esta claro que si para n grande se tuviera a,, < 0 entonces usando
%) _ ) ; . . . . ,
Y1 Gn = — >~ (—ay) se podrian aplicar los criterios anteriores. El problema estd en el
resto de los casos y puede ser muy dificil estudiar la convergencia de una series cuando se
permiten signos o nimeros complejos. Pensemos por ejemplo en > 7, n~'cosn. Ya hemos
mencionado que se sabe incluso evaluar. Sin embargo nuestros conocimientos no alcanzan para
. o0 -1 . . .

obtener la convergencia. Sabemos que > 2, n™" diverge, pero cosn introduce unos signos que
podrian dar lugar a una cancelaciéon que llevase a la convergencia, como de hecho ocurre. La
naturaleza de tal cancelacién, a nuestro nivel, es misteriosa porque el patrén de signos de cosn

parece tener cierta regularidad ternaria que esporadicamente se rompe:
+, -+ +t+ - -+ ++ + - = =+ + +, - = =+, + +,...

lo cual estd relacionado con que 7 & 3. Para series de niimeros complejos el problema se agrava
porque hay infinitas direcciones posibles, algo asi como infinitos signos.
En este curso nos limitaremos a hacer unas observaciones generales y a ver un solo criterio.

La primera observacién es muy elemental:

[e.e]
lim|a,| #0 o no existe = Zan diverge.

n=1

La razon es simple: si anadimos términos que no tienden a cero las sumas parciales no se
pueden acercar a un nimero concreto.
Por ejemplo,

divergen.

> ”)n2 —Tn =2+ i)yn®—Tn
T; n2—|—8n+1 Y — B+in2+i
En el primer caso, |a,| no tiene limite porque para n grande alterna entre valores muy préximos
a2y a0. En el segundo caso |a,| tiende a |(2+1)/(3+14)| que, independientemente de su valor
numérico, estd claro que no es cero.
Otro ejemplo es una variante de una serie tratada antes:

2 /n? 4 4\ n?+2023
Z <n2 + 2) '
n=1
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Con un calculo muy similar al ya hecho, se tiene que lima,, = €? y por tanto la serie diverge.
También es el caso reemplazando n? + 2023 por n + 2023 porque lima,, = 1.

La segunda observacion es ligeramente mas profunda. Es algo asi como la mitad del criterio
de comparacién:

o0 o

Z lan| converge = Z a, converge.

n=1 n=1
Intuitivamente, si una serie converge sin signos converge, al incorporar la cancelaciéon inducida
por los signos o por las diferentes direcciones de los niimeros complejos las sumas parciales
no se pueden desbocar. Cuando se cumple la hipétesis de esta observacion, es decir, cuando
> o2 |an| converge se dice que Y 7 | ap, converge absolutamente. La convergencia absoluta es,
por tanto, mas que la convergencia, es la convergencia incluso sin signos.

Por ejemplo,
2. cosn i 1
Z 2 Y :
n=1 n n=1 (3 T 4@)”

convergen y lo hacen absolutamente, ya que > oo ; | cosn|/n? converge, por comparacién con
S0 1/n?y S0 1/|3+4i|™ = Y00, 1/5" converge porque es una serie geométrica con
r < 1. Supongamos que este ultimo ejemplo lo modificamos a

oo

1 > 1
ue lleva a considerar .
;(3+4i)"+n—2 q v Z|(3+4i)”+n—2

n=1

La convergencia de esta ultima serie, y por tanto de la original, se deduciria por comparacion
con Y 2, 1/|3 + 4i|". Nétese que no es una versiéon nueva de comparacién, pues una vez que
hemos tomado los médulos las series son reales y de términos positivos.

Las series convergentes que no son absolutamente convergentes, es decir, a las que no se
aplica la observacién anterior, se dice que son condicionalmente convergentes. La terminologia
se basa en que son convergentes a condicion de que dejes los signos como estan. El tinico caso
que se estudia en este curso es el de signos alternos, cubierto por el criterio de Leibniz:

Si an+1 < ay, paran suficientemente grande y lim a,, = 0, entonces y .~ ,(—1)"ay,, converge.

Por ejemplo, > >, (—1)"/+/n converge, gracias a este criterio, y lo hace condicionalmente
porque sabemos que > -7, 1/y/n diverge.

Un ejemplo més complicado es

o0

(_1)n+1 (n + 1>n
nn+1
n=1
El hecho de que aparezca (—1)"T! o (—1)" es irrelevante a la hora de aplicar el criterio de
Leibniz pues siempre podemos sacar un signo fuera de la suma. Lo importante es comprobar
las hipétesis:

(n+2)"t _ (n+1)"
(n_|_ 1)n+2 - pntl

ant1 < ap, & s ((n+ 2)n)n+1 < (n+1)*2,
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Limites y series

Extrayendo la rafz (n + 1)-ésima se obtiene (n + 2)n < (n + 1) que es cierto operando. Por
otro lado, a,, — 0 ya que, sin entrar en detalles, sabemos que (n+ 1)"/n™ — ey 1/n — 0. En
definitiva, la serie converge.

2.4. Ejercicios propuestos

1) Considera las sucesiones —%, %, —%, %, —% ...y 2,6, 12, 20, 30, 42... Busca férmulas
sencillas para el término general de cada una de ellas. La segunda estd relacionada con los

cuadrados.
2) Calcula el limite de a, = (n?+(—=2)"")/(n*+7) y de b, = (3" —4"45") /(3" 4 4™ —5).

3) Estudia si a, = (1 +v2n2 + n)/\/n2 +1yb,=+vnZ—n+2023—-+vn2—n+ 2022 son
convergentes.

4) Sean a,, = (n® —n? +1)?" y b, = n%". Calcula lim a,, /b, y lim arl/nQ.

5) Halla los limites de las sucesiones complejas a, = ((n? + )% —n)/n y b, = (%)M.
Quizé prefieras escribir el paréntesis de la segunda como (1 —i/n).

6) Sea a, la suma de los n primeros cubos, esto es, a; = 13, ay = 13+ 23, ag = 13 +23 4+ 33,
ay = 13 4+ 23 4 3% + 43, etc. Calcula lim a,, /n?.

7) Busca un ejemplo de una férmula sencilla para el término general de una sucesién
{an}22, tal que inf{a,} = —2, sup{a,} =1y lima, = 0.

8) Busca un ejemplo de una férmula sencilla para el término general de una sucesién
{an}22, tal que sea mondtona decreciente y cumpla inf{a,} = —2 y sup{a,} = 1.

9) Sea a,, la sucesién definida por a; = A, ap4+1 = 2a, — 1 para cierto A > 1. Prueba por
induccién que A es una cota inferior y deduce que la sucesion es creciente.

10) Si a, es como en el problema anterior, pero sin restricciones en A, prueba por induccién
que cualquiera que sea )\, incluso complejo, se cumple a,, = 1 4+ (A — 1)277 L,

11) Un algoritmo muy eficiente de origen antiquisimo para aproximar /2 consiste en
considerar términos de la sucesién a,1 = %an + a, 1 con a; = 2. Halla qué fraccién es ay
y comprueba con una calculadora que as — v/2 es pequeiio (ag ya da 24 cifras correctas).
Suponiendo que es convergente (véase el siguiente ejercicio), explica por qué lim a, = v/2.

12) Para a, como en el ejercicio anterior, comprueba que a,4+1 = %(an — \/5)2 Jan + V2 y
demuestra que v/2 es cota inferior. Explica también por qué es decreciente. En particular, al
ser mondtona y acotada, es convergente.

13) Si0<a, <1y > >, a, converge, jes siempre cierto que > oo, a2 converge? ;Y que
Yoo v/ a2 + ay, converge?

14) Estudia la convergencia de  °° il DI y de > a1

n=1 2n3—1 n=1 n2_(_1)n'
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15) Sea a, = (n + 2i)/(n* — i). Comprueba que la parte real de la serie > .°°  a, no
converge, pero la parte imaginaria si.

%) 3n_2kn

16) Halla todos los valores A € R para los que > _ 7 | 55— es convergente.

17) Sea a, = (n? + 1)*(1 +logn) con A € R. Estudia la convergencia de > °°  a, y de
S>> a, ! dependiendo del valor de \.

n=1"n

18) Halla el menor k € N tal que Y00 | (v/n+2023 — vn + 1)]C es convergente.

19) Recuerda la notacién de los niimeros combinatorios (Z) = ﬁlk)' Estudia la conver-

. -1 -1
gencia de 3200, (1) v de 302, ((5) +1)

20) Con la notacién del ejemplo anterior, prueba que » >, 137" (5:) converge y, sin em-
bargo, Y 2 127" (57?) diverge.

n+3 n+1
21) Estudia si las series Y~ % N D] % son convergentes.

22) Encuentra un ejemplo sencillo de dos series Y 7 an y > oo by tales que ninguna de
ellas converja 'y > .>°  (a, + by) converja condicionalmente

23) Estudia la convergencia absoluta de Zzozl(—l)"% y de Zzozl(—l)”%. JEs
alguna de ellas condicionalmente convergente?

oo (3+49)" 5o 2(3+8i)"
n=1 5716 n=1 2(5+73)"+1

24) Estudia si las series complejas )
mente.

convergen absoluta-
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Capitulo 3

Funciones continuas

3.1. Funciones elementales

En todo este capitulo consideramos solo funciones reales. No apareceran niimeros complejos.

En primer lugar, recordemos (o aprendamos) que la composicion de dos funciones consiste
simplemente en sustituir una en otra y se indica con un pequeno circulo:

(fog)(z) = f(g(x)).

En la composicion importa el orden y casi siempre fogy go f dan resultados diferentes. Por
ejemplo, si f(z) = sen(2z) y g(x) = log z, se tiene

(fog)() =sen(2logz) v (g0 f)(x) = logsen(2u).

Esencialmente, las funciones elementales son aquellas que aparecen en una calculadora
cientifica (como el seno, el coseno, la raiz, el logaritmo) y las que podemos construir a partir de
ellas mediante operaciones elementales (suma, resta, multiplicacién y divisién) o composiciones.

Para ser un poco mas precisos, esas funciones de las “calculadoras cientificas” se pueden
reducir a e®, logz, senx, cosx y arctanx, dando por supuesto que tenemos las constantes y
la funcién identidad, f(x) = x. En particular, todos los polinomios son funciones elementales
(porque vienen de operar constantes y la identidad con sumas y multiplicaciones) y /z vy, en
1 ve

general, ® también lo son porque coinciden con ez 187

alogx

El dominio de una funcion es el subconjunto de los niimeros reales donde esta bien definida
y la imagen de una funcién es el conjunto de valores que alcanza (puedes haber oido llamar
recorrido a la imagen en cursos anteriores). Se denotan mediante Dom(f) e Im(f). En férmulas:

Dom(f)={z e R : 3f(x)}, Im(f)={f(z) R : z € Dom(f)}.

Cuando se aplica todo el rigor matematico, la definicién de dominio tiene un sentido muy trivial
porque una funcién no deberia venir dada solo por una férmula sino también por un conjunto
inicial que es lo que se llama dominio en un contexto riguroso. Aqui y en las matematicas de
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Funciones continuas

bachillerato, estamos pensando en el dominio de manera diferente, como el subconjunto mas
grande de R en que tendria sentido nuestra formula para la funcion.

Es bien conocido que cada funcién real tiene una grafica, dada por el conjunto de puntos
(z,y) cony = f(x). Veamos para algunas funciones elementales bésicas, el aspecto de la grafica,
el dominio y la imagen.

fla) =V
Dom(f) = [0, 00)
i () = [0,)

Por definicién, la raiz cuadrada de los nimeros reales x > 0 se toma positiva, a pesar de que
tanto \/x como —/x al elevarlos al cuadrado dan x.

V\ f(z) =senx
\ /
\/\ \/ﬂ Dom(f) . R
1 Im(f) = [-1,1]
Recuerda que el argumento de las razones trigonométricas va siempre en radianes. Aunque

parezca una mania de matematicos, es algo necesario en andlisis porque operando con grados
las férmulas para las derivadas fallarian.

SOV A Dom(f) = R — {2(2k+ 1) kez)
| | | Im(f) = R

Aqui en los multiplos impares de 7/2 observamos asintotas verticales. Esto significa que la
grafica se acerca indefinidamente a rectas verticales en dichos puntos. La explicacién es que
tanz = senz/ cosz y en esos miltiplos impares obtenemos formalmente +1/0.

Se dice que una funcién f es periddica si f(x) = f(z+p) para algin p # 0. Normalmente se
llama periodo de una funcién periédica al minimo (si existe) de los p > 0 con tal propiedadlﬂ Con
esta definicién, sen x y cosx tienen periodo 27, mientras que tan x tiene periodo 7, por tanto
el periodo no se conserva por divisiones, ni tampoco por el resto de las funciones elementales.

1Si te gustan los detalles finos de matematicas, quizé te asombre que haya funciones periédicas no constantes
sin periodo en el sentido anterior. Por ejemplo, la funcién f que vale 1 para z € Q y 0 para z ¢ Q cumple
f(z) = f(x+1/n) conn € Z y el infimo de {1/n} es cero.
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i Im(f) = (0.00)

La funciéon exponencial tiene un crecimiento muy rapido. De nuevo, no hay nada maniatico
en usar como base un nuimero tan raro como e. Si no lo hiciéramos asi y escogiéramos por
ejemplo 10, habria férmulas que se complicarian mucho.

f(z) =loga
Dom(f) = (0, 0)
/ i) =

Recuerda que los logaritmos son siempre neperianos en matematicas superiores. En bachillerato
muchas veces se escribe Inx para distinguir el logaritmo neperiano, pero esa precaucion es ya
innecesaria. El crecimiento del logaritmo es muy lento y también lo es la aproximacién a la
asintota vertical dada por el eje Y, el logaritmo de una millonésima todavia no llega a —14.

El hecho de que el dominio y la imagen se intercambien en los dos tdltimos ejemplos esta
relacionado con que son funciones inversas una de la otra, es decir, que podemos deshacer
una con la otra. Con férmulas, f y ¢ son una la funcidn inversa de la otra si (fog)(z) =xy
(go f)(x) = = en los dominios correspondientes. Se escribe f = g7' vy g = f~!. A pesar de la
notacién, f~1 que representa la funcién inversa, no tiene en general nada que ver con 1/f.

Consideremos, por ejemplo,

r+1 _1+2x

f@ =15y )

x—1"

Claramente, Dom(f) = R — {2} y Dom(g) = R — {1}. Calcular la imagen es mads dificil. La
manera mas sistemética consiste en estudiar cudndo podemos despejar la x en y = f(z) y en
y = g(x). Algo més truculento, pero muy rapido, es reescribir las funciones como

3 3

f(a:)zl—i-x_2 y g(a:):2+x_1.

Las divisiones 3/(x — 2) y 3/(x — 1) pueden dar cualquier nimero excepto cero, por tanto se
obtiene inmediatamente Im(f) =R — {1} y Im(g) = R — {2}.

Si comprobamos las composiciones de f y g veremos que una estd deshaciendo a la otra,
que una es la funcién inversa de la otra, por ello se intercambian dominio e imagen:

142z 3z 2x+42 3z

Li2e g 3o 1+ Sz

1 -1 —2 —2
(fog)(x):fchinZ:xi:xa (Qof)(x):xiﬂil:xi:x'

z—1 z—1 r—2 z—2
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Como la funcién inversa de cualquier f, cuando existe, satisface f ( f _1(x)) = x, escribiendo
y = f~Y(z), una manera de hallarla es despejar la y en la ecuacién f(y) = x. En el ejemplo
anterior, si solo nos hubieran dado la f y nos pidieran f~!, los célculos serfan:

y+1

fly) == y—2:$ & y+l=azy—2xr & 142z=(x—1)y,

de donde y = g(z).

Dos funciones que normalmente no se consideran elementales son el valor absoluto |z| y
la parte entera |x|. La primera ya la conocemos y la segunda, como su nombre sugiere, es el
mayor entero por debajo de o igual a x:

|z] = méx{n <z :ne€Z}

Para los positivos da lo que todos esperamos, |2,3| = 2, |100,9] = 100, [2023] = 2023, mientras
que a mas de uno le sorprenderd |—1,3| = —2.
Un par de ejemplos (sin desarrollar aqui) que involucran estas funciones elementales son

o=y el =

el = e -1

que verifican
{Dom(f) =R -Z, v {Dom(g) =R —{1/2},
Im(f) = (1, 00) Im(f) = [1/2,00).

Es un buen ejercicio hacer un esbozo de las graficas para entender estos resultados.

3.2. Limite de una funcion

El concepto de limite de una funcién es una generalizacién del limite de una sucesiéon. Con
la notacién

lim f(x)

r—a

queremos indicar el valor (si existe) al que se acerca f(z) cuando x se acerca a a excluyendo
el valor © = a, que es lo que representa x — a.

La definicién rigurosa que uno podria encontrar en un texto avanzado de que el limite es ¢
es tan criptica como

Ve>030 >0talque 0 # |z —a| <d = |f(x) — ¢ <e.

La traduccién en palabras es que por pequeno que sea € siempre podemos conseguir que la
distancia de f(z) a ¢ sea menor que € en cierto entorno restringido de a, esto es, en un intervalo
(a — d,a 4+ §) sin el punto central.

Eliminar = a de la definicién permite que el limite pueda existir aunque f(a) no tenga
sentido. Por ejemplo, aunque f(x) = xsen% dé problemas al tratar de hallar f(0), se cumple
lim, 0 f(x) = 0 ya que para = pequeno, sea lo que sea sen% estd en [—1, 1] y al multiplicar
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por z obtendremos un nimero pequeiio. Por otro lado, si g(z) = sen i el limite lim, o g(z)
no existe, porque podemos encontrar niimeros pequefios, por ejemplo (N7)~! con N un entero
grande para los que g se anula y otros, como 2((4N +1)7)~!, de nuevo con N un entero grande,
para los que g es uno. Entonces g(x) no se acerca a una cantidad definida cuando x — 0.

Las funciones elementales tienen limite en los puntos en los que estan definidas. Esto no se
aplica a las funciones no elementales. Por ejemplo, no existe lim,_,2|x| porque para nimeros
cercanos a 2 un poco mayores, como 2 + 1075, obtenemos que la funcién vale 2 mientras que
para los que son un poco menores, como 2 — 1075, obtenemos 1.

La definicién de limite se extiende al caso a = oo (esto es, z — 00) simplemente copiando
el concepto ya conocido para sucesiones. También consideramos que lim,_,, f(z) = 0o tiene el
mismo sentido que alli: es una manera de indicar que no existe el limite, pero que sabemos que
al acercarnos a x = a la funcién toma valores arbitrariamente grandes (en valor absoluto).

Respecto a la técnica para hallar limites, se aplica lo mismo que sabiamos con las sucesiones.
Quizé lo tnico resenable es que la indeterminacién 0/0 es més comin en el contexto de las
funciones que en el de las sucesiones y que suele estar ligada a algtin tipo de simplificacion.

Por ejemplo, calculemos

41 1+az—1-
L= lim S50y o YT VIZE
z——1x%—1 z—0 xe’

Ambos son del tipo 0/0. En L; la simplificacién se consigue factorizando:

1) (22 — 1 2_ 1
L, = lim (e+D@ o+l a7 —wtl 3
z——1 (a: + 1)(3: — 1) -1 x—1 2

En Ly el factor e* es irrelevante porque lim,_,o 1/e* = 1 y el limite de un producto es el produc-
to de los limites. Una vez eliminado, la indeterminacién 0/0 persiste. No hay una simplificacién
directa y multiplicamos y dividimos por el conjugando para llevarla a cabo:
2 2
(Vi+z)" = (V1I-2) ) 2

Lo = lim = lim =1
27250 z(V1+z++V1-1z) e—=0/1+x++/1—x

Otro ejemplo, esta vez de 1°°, es

lim
r—2

— ? 1 x
( r )1/(1 2 = ehmx_}2 @=2 <m71> = eh/mxHQ 3;—24 = e_l
3x—4
r T in fuer nuestr nce mu imi ue involucran funciones tri-
Por ahora, estdn fuera de nuestro alcance chos limites que olucran funciones t
gonomeétricas, logaritmos y exponenciales. Para ellos emplearemos mas adelante derivadas.
u isi ue pu T Stri

Veamos, no obstante, uno basico que puede tratarse de una forma geométrica

a=senx
c
a b=z
c=tanx
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Funciones continuas

En el dibujo, b es un arco de la circunferencia de radio 1 que tiene dngulo x en radianes
(supuesto positivo), lo cual es lo mismo que decir que tiene longitud x. Sabemos que a y ¢
representan el seno y la tangente. Se cumple a < b < ¢. La primera desigualdad te parecerd
obvia y la segunda creible (se podria justificar con un argumento geométrico). Esto implica

senx

cosx < <1.

T

Aunque el dibujo lo hemos hecho solo para z > 0, estd claro que estas desigualdades funcionan
también para x < 0 porque las funciones cosx y (senx)/x son invariantes por x <> —z. Si z es
pequeno, cosx se acerca a uno, por tanto debe cumplirse

, senx
lim

z—0 X

=1.

Este resultado permite el calculo de limites mas complicados usando que las operaciones ele-
mentales respetan el paso al limite. Por ejemplo,

. 23(2+senx) ., 24senz 2
Im ———— = = lim ————5 = =~ =2.
=0 (22 —senx)3  2—0 (2 _ Senx) 1

x

Los limites laterales
lim f(x) y lim f(x)

z—at T—a~

se definen como el limite usual, pero anadiendo las condiciones > a y * < a, respectivamente.
Es decir, en el primer caso solo permitimos acercarnos a a por la derecha y en el segundo caso
solo por la izquierda.

Por ejemplo, f(z) = (x —1)/|z — 1| es 1 paraz > 1y es —1 para = < 1, por tanto

rz—1 , z—1
y lim 7‘:—

im —— =
a1+ |z — 1 a1 |z —1

Otro ejemplo un poco mas elaborado es:

1 1 1 T 1 1
= 1m =
Yo S e Ve ) T T yete

B T I Py Rl g =

Si los limites laterales no coinciden entonces el limite no puede existir porque por lados
diferentes no acercamos a diferentes valores. De hecho, la existencia del limite es equivalente a
la existencia de los limites laterales imponiendo ademads que sean iguales.

Por supuesto, hay funciones para los que los limites laterales no existen (en particular, sin
limite), como f(x) = sen(1/z) que no los tiene cuando x — 0%,
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3.3. Continuidad

Se dice que una funcién es continua en = a si existen f(a) y lim,_, f(z) y ambos
coinciden.

Intuitivamente, una funcién es continua si su grafica no esta rota, aunque para funciones
muy raras, como f(z) = sen% siz # 0y f(0) =0 que no tiene limite en cero y por tanto no
es continua alli, esta idea intuitiva tiene sus limitaciones.

Las funciones elementales son continuas en todos los puntos donde estan definidas. Ademas,
la continuidad es respetada por las operaciones elementales (salvo, como siempre, dividir por
cero) y también por la composicién. Asi podemos decir que f(x) = log(l + cosx) + 22 es
continua en todos los puntos excepto en x = (2k + 1)7 porque son los tinicos valores que hacen
que 1 + cosz se anule y entonces que el logaritmo no esté definido.

Muchas veces se usan funciones definidas a trozos como ejemplos o ejercicios en los que
comprobar la continuidad. Si consideramos

rz—1 six <1,
flz)=qA siz=1, con A una constante,

(logz)? siz>1

para z < 1 o para z > 1 tenemos funciones elementales y la continuidad esta garantizada. El
dnico posible problema esta en x = 1. Se cumple

Im f(z)= lim (z—-1)=0 ¥y lim f(z) = lim (logz)* = 0.

z—1— z—1— r—1+t z—1t
Por tanto existe lim,_, f(z) y es nulo. Para que coincida con f(1), debemos tomar A = 0.
Cualquier otra eleccién de A produce una funcién discontinua.

Esta situaciéon en la que existen f(a) y lim,_,, f(x), pero no coinciden se dice que corres-
ponde a una discontinuidad evitable. Bastaria con modificar el valor de f(a) para establecer la
continuidad.

Hay otro tipo de discontinuidades que reciben un nombre, son las discontinuidades de salto.
Ocurren cuando porque los limites laterales existen, pero no coinciden, impidiendo que exista
el limite. La funcién f(x) = (r — 1)/|z — 1|, considerada anteriormente, es un ejemplo de ello
y su gréfica ilustra la terminologia empleada.

Una funcién puede ser discontinua en muchos puntos, incluso en infinitos puntos incluidos
en un intervalo acotado. Asi f(x) = (—1)/#) definida para z € (0, 1) es discontinua en todos
los puntos {1/n}95°,. Incluso es posible construir una funcién f : R — R discontinua en todos
los puntos de R. El ejemplo tipico es f(z) =1siz € Qy f(z) =0si x € Q (que ya aparecié
en relacién con la periodicidad). No tiene limite en ningin punto porque dado un irracional
hay ntimeros racionales arbitrariamente cerca y viceversa.

Volviendo a ejemplos “normales”, consideremos

e Ve six >0, e Ve six >0,
f(x)y=<0 siz =0, y g(z) =<1 siz =0,
(x —senz)/z sixz <0 (1+e_1/$)_1 siz<0.
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Funciones continuas

El tdnico punto conflictivo es el cero porque en el resto estdn bien definidas como funcio-
nes elementales. Sabemos que lim, o+ e /* = 0 y que lim, yo(senz)/z = 1. Por tanto
lim, .o+ f(z) = 0 y lim,_,o- f(z) = 1 — 1 coinciden. Como también coinciden con f(0), la
funcién f es continua. Para g se tiene lim, ,,- g(x) = 0 porque e 1% 5 oo para x — 0~
y lim, o+ g(z) = lim, o+ e~/ = 0. Asf pues, lim,_,o- g(z) = lim,_,¢+ g(x) = 0, de donde
lim,_,0 g(x) existe y es cero. Sin embargo, su valor no coincide con g(0) = 1, por tanto g tiene
una discontinuidad en = = 0. Es evitable porque modificando g(0) a 0, la eliminarfamos.

Hay dos resultados sobre funciones continuas que son importantes en el desarrollo de la
teoria, aunque te parezca que dicen cosas bastante obvias. El primero, ademads, sirve de base a
un método en célculo numérico.

Teorema de los valores intermedios. Si f : [a,b] — R es una funcién continua
entonces cualquier valor entre f(a) y f(b) pertenece a Im(f).

Teorema de Weierstrass. Si f : [a,b] — R es una funcion continua entonces Im(f)
tiene supremo e infimo que son mdzximo y minimo.

Como ejemplo practico del primer resultado, estudiemos si la ecuacién

s, 3
1+ 22+ cosx

tiene alguna solucién y en caso positivo, aproximemos su valor.

Partimos de la funcién f definida por el primer miembro, que es continua (es una funcién
elemental y el denominador no se anula). Obviamente f(—2) < 0y f(0) > 0 entonces, por
el teorema de los valores intermedios, 0 € Im(f), esto es, existe r € [—2,0] tal que f(r) =
Hemos probado que la complicada ecuacién f(x) = 0 tiene al menos una raiz.

Para hallarla podriamos ir dividiendo sucesivamente el intervalo [—2,0] por la mitad que-
déandonos siempre con el trozo en el que los signos son opuestos en los extremos. Con ello
conseguiremos una aproximacion arbitrariamente buena de r. Este procedimiento se llama
método de la biseccion y es la aplicacién al calculo numérico a la que nos hemos referido. Los
primeros pasos serian:

[a, 0] fla) f(b) [a, 0] fla)  f(b)
[=2,0 = —734 15 [1,125, 1] = —031 0,18
[~ 2,—1] — —7,34 0,18 [—1,0625, —1] — —0,05 0,18
[-1,5,—1] — —247 0,18 [~1,0625, —1,03125] — —0,05 0,06
[-1,25,—-1] — —091 0,18 [—1,0625, —1,046875] — —0,05 0,008

Con esto obtenemos —1,0625 < r < —1,046875. Con una veintena de pasos obtendriamos
r = —1,04901... y la precisién se puede mejorar arbitrariamente a base de incrementar el
nimero de calculos.
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3.4. Ejercicios propuestos
Nota: Con |z] se indica la parte entera, es decir, el méximo de {n € Z : n < z}. Por
ejemplo, [2,8] =2, [3] =3, |-1] =-1, |-1,1] = —2.

1) Halla el mayor conjunto de nimeros reales (el dominio) en que se pueden definir, como
funciones reales, f(z) = /x — |z] —1/2 y g(z) = exp(1/ cosx).

2) Halla la imagen de las funciones del ejercicio anterior indicando en cada caso su infimo.
3) Halla el dominio y la imagen de f(z) = 1/log(4x — 422).

4) Sedice que f : R — Res parsi f(x) = f(—x) y que es impar si f(x) = — f(—x). Estudia
si el producto y la composicién de funciones pares o impares es par o impar considerando todas
las posibilidades.

5) Sean f(r) =tanx y g(x) = arcsen x. Muestra que para x € (—1,1) se tiene la igualdad
((fo g)(m))2 = 22/(1 — 2?). Comprueba esta relacién para algiin valor no nulo de z en el que
sepas calcular g.

6) Estudia si las siguientes funciones tienen limite cuando x — 1.

_ l1—=z
EEET

fala) = sen (7| (z — 1)), fg(g;):k’gﬂ 4 J

h@) 2 Lllogzx

7) Busca dos funciones sencillas tales que no exista su limite cuando x — 0, pero que exista
el limite de su suma.

8) Manipulando la funcién exponencial, busca una funcién sencilla tal que su limite cuando
x — 400 sea 2 y cuando x — —oo sea —1.

9) Calcula los siguientes limites laterales:

Vr—+v2—zx i |42% — 42 + 1
vr—vem2 m e Tl

’ es1/2+ 202 =3z +1°

7 _1 Ve
lim e* %%, lim
x—0~ z—1t ‘l‘ — 1‘

10) En el ejercicio anterior, calcula los limites laterales en la direccién opuesta, es decir,
r—=0",c—=1"yz—1/27.

11) Estudia la continuidad de las funciones f(z) = sen (rz—7|xz]) y g(x) = cos (rz—7[z]).
12) Estudia la continuidad de la siguiente funcién:
fo) = {etan(;mos(m)) S% Y
0 six € Z.
13) Calcula a y b para que la siguiente funcién definida a trozos sea continua:
1/log(z — 2?) siz € (0,1),

flx)=<14+acosx sixz <0,
b+ 1+ be” six > 1.
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Funciones continuas

14) Demuestra que si f : [0,1] — R es continua y su imagen estd en [0, 1], entonces
tiene un punto fijo, es decir, existe xo € [0,1] con f(zp) = xo9. Da un contraejemplo para f no
continua. Indicacién: Considera g(x) = f(x) — = para la primera parte.

15) Demuestra que la ecuacién  — senx — 2 = 0 tiene al menos una solucién y halla una
aproximacion suya con una precisién de al menos una cifra decimal.

16) Encuentra una funcién f : [0,1] — R que no sea continua, pero que alcance todos los
valores entre f(0) y f(1).
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Capitulo 4

Derivadas

4.1. El concepto de derivada

La derivada es la tasa de variacién de una funcién con respecto a su variable. En este curso
tal funcion y su variable seran reales y en un préximo curso de andlisis veras que considerar
variables complejas comporta méas de una sorpresa. Formalmente, se llama derivada de f en el
punto xg a

El denominador es lo mismo que (z¢+ h) — g por tanto realmente es la anunciada tasa de va-
riacién de la f con respecto a la x cuando los incrementos de de esta tltima son infinitesimales.
Aparte de f’, se utiliza también la notacion de Leibniz

Ty Pen=Lw) o fa)=L

/
f o dx x:xg.

Las derivadas son importantes porque aparecen en infinidad de modelos. Por mencionar
uno relacionado con la ingenieria de telecomunicaciones, un condensador funciona como un
conductor interrumpido para la corriente continua mientras que deja pasar més corriente al-
terna cuanto mayor sea su variaciéon de voltaje y la capacidad C' del condensador. De este
modo, la corriente I(t) y el voltaje V(t) se relacionan mediante I(t) = CV'(t).

La derivada también tiene un significado geométrico. Concretamente, f’(z¢) es la pendiente
de la recta tangente de la grafica de y = f(z) en el punto (J:o, f(aco)). Es decir, dicha recta
tangente es:

y = f'(zo)(x — z0) + f(x0).

La idea que sustenta esta féormula es simple: basta considerar la recta secante que conecta
(z0, f(20)) con (zo + h, f(zo + h)) y tomar h — 0.

Calcular derivadas de funciones sencillas con la definicién no es buena idea y mas adelante
veremos técnicas para evitarlo (que, con seguridad, ya conoces). De todas formas, para practi-
car, calculemos la derivada de f(z) = y/x en x = 4 mediante la definicién y usemos el resultado
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Derivadas

para hallar la recta tangente correspondiente. La derivada es

 VA+h—-v4 . (WA+R)?Z2-4 1 1
hmT = llr%— :}ILIH%] =
n

h—0 h=0 h(vV4A+h+2) (VA+h+2) 4

En g = 4 se tiene f(xg) = 2 y la recta tangente en el punto (4, 2) resulta

yzl(az—4)+2 esto es y:1x+1.
4 4

No todas las funciones son derivables. Una funciéon que no es continua en un punto xp no
puede ser derivable en xy porque f(xg+h)— f(zo) no tenderia a cero y solo una indeterminacién
del tipo 0/0 permite que el limite que define f’(z¢) exista. Por otro lado, hay funciones continuas
en un punto que no son derivables en él (incluso hay funciones muy complicadas que son
continuas en todo R y no derivables en ningiin punto). Un ejemplo tipico de funcién no derivable
en cero es f(x) = |x|. La razén es que limy,_q |h|/h no existe ya que los limites laterales son
distintos.

Para ilustrar las dificultades de aplicar la definicién, veamos la prueba de que la derivada
de f(z) =senx es f'(x) = cosz. Se tiene

+h) —senz
) = I sen(x
fiz) = lim .

Nos quedamos atascados porque no se ve cémo simplificar en esta indeterminacién 0/0. Aun-
que conozcas la regla de L’Hopital, aqui es inttil si no das por hecho que conoces de antemano
la derivada de f, que es justamente lo que deseamos calcular. Apelamos a la férmula trigo-
nométrica sena —sen b = 2 sen anb cos “T“’ y utilizamos que sabiamos a través de un argumento
geométrico que (sent)/t — 1 cuando t — 0. Con estas herramientas, ya podemos calcular el
limite anterior.

sen(h/2)

2sen(h)/2 h/2
f'(@) = lim sen(h/ )(Z’S(“ /):}Lii)r%)m%%cos(m—i—hﬂ):cosx.

Con un razonamiento parecido, se demostraria que la derivada de f(z) = cosz es f'(z) =
—senz. En realidad el razonamiento es idéntico si recordamos que sen(z + 7/2) = cos z.

4.2. Calculo de derivadas

Las funciones elementales estan construidas por unas pocas funciones ligadas por operacio-
nes elementales y composiciones, por tanto, sabiendo como se comporta la derivada respecto a
estas operaciones y composiciones seremos capaces de calcular la derivada de cualquier funcién
elemental apelando a unas pocas derivadas muy basicas.

Comencemos con las operaciones elementales. Las férmulas relevantes son:

_f'9—1d

(fx9)=f=xd, (f9)="Ffg+fd, (g)l e
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A pesar de que todos memorizamos estas férmulas, su significado no es tan dificil de entender.
Para deducirlas hay que expresar en la definicién de derivada el incremento de la operacion
en términos del incremento de las funciones. Sin entrar en detalles, la segunda depende de la
igualdad

(fo)(@+h) = (fg)(x) = (f(z+h) — f(x))g(x + h) + f(z)(g9(z + h) — g(x)).

Respecto a la composicion, la férmula correspondiente es la llamada regla de la cadena:

(fog) =(f"o9)d"

En palabras, al derivar una funciéon dentro de otra, debemos derivar la de fuera y multiplicar
por la derivada de la de dentro.

Teniendo en cuenta estas reglas, todas las derivadas de funciones elementales dependen de
que la derivada de una constante es nula (esto es trivial) y de las siguientes:

¢ — ax*l senr — COSZT

e — e* cosr — —senx
logx — 1/x

En realidad, hay cierta redundancia en esta tabla y se podria ser més escueto. La derivada
de 2 se deduce de la €® y log z porque z® = e*!°87 Incluso todas las de la primera columna
se deducen de la de €* o de la de log x, aunque todavia estd fuera de nuestro nivel hallarlas.
Por otro lado, ya sabfamos que la derivada de senx es cos z y escribiendo cos z = sen(mw/2 + x)
podriamos deducir la de cosz.

La derivada de tanx se obtiene derivando el cociente senz/cosx y resulta 1 + tan®x que
también es igual a sec?z = 1/cos? z. Las derivadas de las funciones trigonométricas inversas
también admiten férmulas explicitas:

! (arcsenz) = ! (arccosx)’ = !
1422’ RV VI =22

Se deducen aplicando la regla de la cadena. Por ejemplo, para f(z) = arctan z,

1 1
~ 1+tan® f(z) 1+ a2

(arctanz) =

tan f(z) =2 = (I+tan®f(2))f'(2)=1 = f'(2)

Para practicar, calculemos las derivadas de f(z) = sen 105 L. de g(x) = %% y de h(z) =

(sen2 242 cos? a:) sen? x4 cos* z. En f nos encontramos una funcién seno y dentro un cociente,
por tanto:

reoN logz\ logz\/ logz\1/x-x —logz 1—logx log
f(x) = cos = cos 5 = 5 COS .
x x x x x x

La derivada de ¢ es més dificil. El paso clave es reescribirla como g(z) = €8 %1% ysando

log= para que podamos emplear que es una exponencial con un producto dentro. Se tiene

sen (sen T

r=e
g (z) = €8T 5% (log x senx) =z + log x cos x)
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Una alternativa es lo que se llama derivacion logaritmica que consiste en derivar log g(z) =
(logx)senz y despejar ¢’ en ¢'(z)/g(x) = (logx senx)’.

La derivada de h es trivial si observamos antes de comenzar que es sen? z + 2 sen? x cos® z +
costz = (sen2 T + cos? x)z = 1, por tanto, h'(x) = 0. Si derivamos h tal como estd, sin

simplificar, el cdlculo seria

W(x) = (2senxcosz + 4 cos z(—senx)) sen® z + (sen’ x + 2 cos” ¥)2sen x cos ¥ — 4 cos® T sen .

Operando, todos los términos se cancelan.

Las técnicas para el calculo de derivadas no permiten que nos olvidemos del todo de la
definicién original porque hay ejemplos rebuscados de funciones tales que su derivada existe
y no es continua de modo que su valor en puntos conflictivos no se deduce de lo que ocurre
alrededor. Por ejemplo, f(z) = 22 cos(z~?) para x # 0y f(0) = 0, cumple f’(0) = 0 aplicando
la definicién. Sin embargo, para = # 0, por la regla de la cadena f’(z) = 2z cos(z2) +
2271 sen(272) que no tiene limite cuando = — 0.

4.3. El teorema de Taylor

Con la definicién inicial, para hacer derivadas teniamos que calcular limites dificiles. Una
vez que sabemos mas acerca del calculo de derivadas y lo hemos reducido a un algoritmo en el
caso de las funciones elementales, es natural proceder en sentido contrario y utilizar derivadas
para hallar limites.

El resultado més conocido al respecto es la regla de L’Hopital que afirma que si

0 !
lim @ es del tipo = o & y lim (@) existe o es oo,
z—a g(x) 0 o0 v—a g'(z)

entonces ambos limites coinciden. Ademas el resultado se extiende al caso @ = oo y también
al de limites laterales.

Las derivadas sucesivas de una funcién habitualmente se complican bastante, por eso, cuan-
do la regla de L’Hopital se aplica mas de una vez es a menudo conveniente hacer simplificaciones
eliminando las partes que no participan en la indeterminacion.

Un ejemplo que ya conociamos por un argumento geométrico es:

. senx . COoST
lim = lim
z—0 X L’H z—0 1

= 1.

Si la funcién fuera (sen'®” z)/2'%9 aplicar maquinalmente la regla de L’Hopital darfa lugar a
unos célculos imposibles porque hasta que no derivemos 100 veces 2'%° no se transformara en
una constante no nula. El atajo obvio es:

 senl® g . senx\ 100 . cosx 100
lim —0 = lim = [ lim =1.
z—0 100 =0 T LH \z—0 1
Otro ejemplo con simplificaciones menos obvias es:
2 2 -1
sen(log” x) , cos(log®x) -2z " logx

lim = lm
v=1 /22 — 23 + 2 — 1 LHa=1 (g — 1)/y/2% — 22 + 2
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que vuelve a ser del tipo 0/0. Derivar de nuevo llevaria a unas cuentas largas. Es mds sencillo
utilizar que cuando z — 1 se tiene 2 cos(log? z)z~! — 2y /22 — 2 + 2 — 1. Estas cantidades
que no participan en la indeterminacién (no se anulan) se pueden sacar fuera del limite para

obtener | )
2 1im 287 _ oy YT o
z=lx—10DH 2—1 1

La regla de L'Hopital requiere que las indeterminaciones sean del tipo 0/0 o oo/co. Cual-
quier otra hay que transformarla en una de ellas. Por ejemplo, xlogz es del tipo 0 - (—o0)
cuando x — 0T. Resolvemos la indeterminacién de la forma siguiente:

1
lim zlogx = lim [z =— lim x=0.

log z oo/oc0
= m ————-7=
z—0+ a—0+ 1/z LH z—o0t —1/22 T—0+

3

Ya sabfamos que las indeterminaciones exponenciales oo, 0° y 1 se reducfan a 0 - oo,
que se relacionan con 0/0 o co/oco como antes, pasando la indeterminacién al exponente. Por
ejemplo, el limite que define el nimero e hecho con la regla de L’Hopital (lo cual no es lo mas
conveniente), serfa:

=11 /02
log(i;&-zl/z) 1img— oo (1+1/z)” “(—=1/z*) 1

= e —1/22 =€ =e€.

lim (1 + l>z = lim (elog(lﬂ/ﬂc))ﬁ = Mmoo
X L’'H

T—00 T—00
En realidad un cambio previo x = 1/y, con y — 0, habria simplificado los calculos.

Las derivadas sucesivas de una funcién se denotan con superindices, entre paréntesis para
mas de tres derivadas. Se suelen usar niimeros romanos cuando se deriva menos de 5 o 6 veces,
entendiendo las comillas como fes. Es decir, f/, f”, f", f@), f@_§0 @O @) por
convenio f(© = f. algo asi como decir que no derivar es quedarse con la funcién. Con esta
notacion, a cada funcién f que tiene n derivadas en un punto a se le asigna el polinomio de
Taylor de orden n en a definido por

n (k)a "(a "(q (n)a
1(f.0) = 3 TP 0t = )+ Ty + By
k=0

que es realmente un polinomio de grado menor o igual que n.
Para f(z) = €® la férmula para T, (f,0) es muy sencilla por la facilidad al derivar repeti-
damente la exponencial:
1 1 1 1
T.(f,0)(z) =1+ % + 5332 + ix?’ +- 4 +mx”.
En cambio, para f(x) = tanz no hay nada tan simple porque las derivadas se complican
cada vez més. De f'(x) = 1+tanz, f(z) = 2tanxz+2tan?z y f"”(x) = 2+8tan’ x+6tan* z

se deduce

:EB

1 2 4
T3(f,0)(x) :0+ﬂm+0+§x :x+§.
Las derivadas de senx y cosx se repiten cada cuatro érdenes de derivacién y también dan

lugar a polinomios de Taylor manejables. Por ejemplo, para f(x) = senx se tiene

_\/g(x_ﬂ>_1(x_ﬂ)2+ﬁ(x_ﬂ)3+ 1 (x_z)f

™ 1
(s - Aoy
i\fg)@=5-73 3) 1 3 12 3 18 3
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El teorema de Taylor afirma que si f tiene n derivadas en a entonces

o £@) = Tulf.a)(@)

T—a (x — a)n

=0.

En su versién con resto, precisa que si f tiene n + 1 derivadas en un intervalo I que contiene
a a entonces

F(E)
(n+1)!

para cualquier x € I y cierto £ entre a y x que depende de ellos de una manera indeterminada.

)n—l—l

f(@) = Tn(f,a)(x) =

(r—a

De algin modo, lo que asegura el teorema de Taylor es que el polinomio de Taylor es el
polinomio de grado a lo mas n que mejor aproxima a la funcién en las cercanias del punto. La
version con resto cuantifica el error cometido.

Si tienes curiosidad por la teoria, te interesara notar que el limite que aparece en el teorema
de Taylor se deduce inductivamente de la regla de L’Hopital (por eso la hemos incluido en este
apartado) ya que T} (f,a) = T,,(f', a). Esto lleva a la pregunta de cémo deducir la regla de
L’Hopital (y el resto en el teorema de Taylor). Esta basada en el teorema del valor medio que
se aplica a cualquier funcién continua en [a,b] y derivable en (a,b) y asegura la existencia de
un € € (a,b) tal que

UL (C)

El teorema del valor medio tiene una interpretacion fisica que suena bastante convincente
y por eso no iremos mas atras. Interpretando la funciéon como el espacio y su variable como el
tiempo, dice que la velocidad media coincide con la velocidad instantanea en algin momento.
Si recorres 600 km en 6 h entonces en algin momento has ido a 100 km/h. Desde el punto de
vista de las demostraciones matematicas rigurosas esto no es admisible porque se basa en la
idea preconcebida de que la derivada, la velocidad instantdnea, es continua, lo cual deja de
ser cierto en algunas situaciones extranas. En realidad se prueba a partir del caso particular
f(a) = f(b), lamado teorema de Rolle que a su vez se deduce de que en algiin punto de (a, b)
debe haber un méaximo o un minimo, un punto £ en el que ni se sube ni se baja localmente, lo
que fuerza f'(§) = 0, es decir, a que haya una recta tangente horizontal.

Volviendo a temas menos tedricos, una de las aplicaciones del teorema de Taylor es el
calculo de limites. La llamada notacion de Landau representa con 0((:(: — a)") una funcién que
al ser dividida por (z — a)" tiende a cero cuando z — a. De esta forma, el limite en el teorema
de Taylor equivale a

f(@) = Tu(f, a)(z) + o((z — a)").

Si en un limite sustituimos f(x) por esta expresién y quedan términos con (z — a)” entonces
0((x — a)") es comparativamente despreciable y se puede omitir. En algunos contextos se
llama a este proceso aproximar por infinitésimos. La formula lim, ., f(x)g(x) =el con L =

limg—q g(x)(f(2)—1) que habiamos utilizado anteriormente para indeterminaciones 1 se basa
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en que t = ¢'°8? y para t — 1 se cumple logt =t — 1 + o(t — 1) por tanto, log f(z) se puede
sustituir con seguridad por f(x) — 1 si f(z) tiende a uno.

Por ejemplo, consideremos el limite aparatoso

. (2e* —2—22— x2)2 —sen(z")
L = lim 5 .
#=0 (log(1+z))” + tan(z®)

Si en el numerador sustituimos e por T,,(f, a)(z)+o((z —a)™) para n > 3 se tendrén términos
que no se cancelan con —2—2z—22. Con esa idea en mente elegimos n = 3. Para log(1+z) en el
denominador no hay problema de cancelacion y elegimos n = 1 que es el primero para el que T,
es no nulo. Sabemos, usando 71, que senx y tanz son = + o(z) y al sustituir = por 27 y %,
respectivamente, obtenemos términos comparativamente despreciables. En resumen, estamos

empleando

2 3

T = 1+x+%+%+o(w3), log(14-x) = z+o(z), sen(z’) =z +o(z"), tan(z®) = 28+0(2).

Sustituyendo y dividiendo por 25,

I — 1 (z3/3+ 0(23))? — 27 + o(27) . (1/3 + o(2?) /2%)” 1
=0 (24 0(:5))6 + 28 + o(x?®) =0 (1+ 0(x)/95)6 9

Se ha usado que, por definicién, o(z3) /23 — 0y o(z)/z — 0. Con mayor razén, o(z7)/z% y
o(x®) /25 también tienden a cero.

Con un poco de préactica, la gran mayoria de los limites de funciones que aparecen en los
exdamenes se pueden resolver a golpe de vista de esta forma y uno puede olvidarse de la regla
de L’Hopital. El precio que hay que pagar es que no es tan mecanico y, dependiendo de tus
habilidades matematicas, te puedes sentir més seguro con la regla de L’Hopital.

La aproximacién numérica de funciones con polinomios de Taylor no tiene tanto interés
practico hoy en dia porque todos disponemos de calculadoras y ademds los algoritmos que
utilizan estas no se basan en polinomios de Taylor (la razén es que solo garantizan buenas
aproximaciones cerca de un punto). De todas formas, examinemos la situacién aproximando
sen 3 utilizando T4(f,0) con f(z) = senz. Las derivadas ™ (0) con 0 < n < 6 son muy faciles
de calcular y resultan 0, 1, 0, —1, 0, 1 y 0. Entonces al evaluar Ti(f,0), que en realidad es un
polinomio de grado 5, en = 1/2 se deduce

I, 1 (1/2)*  (1/2)° 1841
T = _ = = 0,4794270. ..
(L 0G) =5 =5+ 50 = 3919 — AT
Con una calculadora se comprueba que sen = 0,4794255 ... asi que la aproximacién es muy

buena. Todavia més, sin evaluar el seno con una calculadora sabemos que el error es de la
forma —277(cos ) /5040 por la versién con resto del teorema de Taylor. De & solo sabemos que
estd entre 0 y 1/2 la estimacién burda 0 < cos ¢ < 1 prueba que la diferencia sen % —Ts(f,0) ( %)
es negativa y mayor que —1,551 - 107°. Esta cantidad estd muy cerca del error real.
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4.4. Maximos y minimos

El teorema del valor medio asegura que si f'(z) > 0 para x € (a,b) entonces f es estric-
tamente creciente en (a,b). De la misma manera, si f'(z) < 0, la funcién serd estrictamente
decreciente en (a,b). El calificativo “estrictamente” significa que se excluye la posibilidad de
que sea constante.

Si una funcién es creciente en (zg — 0, xg) y decreciente en (zg,zo + 0) para algin 6 > 0,
claramente f(xo) > f(z) en el intervalo (zg — d,z9 + 9). Se dice que la funcién alcanza un
mazimo local o relativo en x = zy. Este maximo, el valor de f(zp), podria no ser global o
absoluto. Es decir, nada garantiza que en un intervalo mayor siga cumpliéndose f(zg) > f(x).

De la misma forma, si una funcién es decreciente en (zg — d, o) y creciente en (zg, g + 0)
para algin 0 > 0, se dice que la funcién alcanza un minimo local o relativo en x = xg.

La relacién anterior con la derivada permite elaborar un procedimiento para hallar los
méximos y minimos locales y globales en un intervalo I = [a, b]. Debemos tomar en considera-
cién:

1. Los puntos criticos f'(x) =0, porque alli puede cambiar el crecimiento.

2. Los puntos probleméticos Af(z), #f(x), porque en ellos el anélisis no funciona.

3. Los extremos de I, porque podrian alcanzarse maximos o minimos globales alli.

Por ejemplo, consideremos f(z) = 2V/a® + 5v/22 en [—2,1]. Escribiendo la férmula como
22°/3 4+ 522/3 1a derivada de esta funcién es

1 1 1
f(z) = §0$2/3 + 3033_1/3 = gox_l/?’(x +1).

Por tanto, z = —1 es un punto critico y £ = 0 es problematico porque, formalmente, la derivada
da oco. En un esquema, el signo de la derivada es

et
-2 -1 0 1
En x = —1 se pasa de creciente a decreciente, por tanto se alcanza un méaximo local, que es
f(=1) = 3. En x = 0 se pasa de decreciente a creciente, por tanto se alcanza un minimo local,
que es f(0) = 0. Como Af’(0) habriamos pasado por alto este punto si solo nos fiamos de los
puntos criticos como candidatos a maximos o minimos. Finalmente, en los extremos se tiene
f(=2) = V4 =1587... y f(1) = 7. Como f(1) > f(—1) el maximo local en x = —1 no es
absoluto. Sin embargo el minimo local en & = 0 si lo es.
Este es un esquema de los célculos y cémo se materializa el resultado en una gréfica:

f(z) = 22°/3 4 52/3

f/(:E) — 10,.2/3 + %$—1/3

3
= W13z +1)
ceros: x = —1
Afx=0
extremos de I: x = -2, x =1
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El ejemplo anterior muestra que la informacién sobre crecimiento y decrecimiento es 1til
para representar graficas. Sin animo de ser exhaustivo, otras cosas que se suelen examinar con
este propdsito son:

= Cortes con los ejes. Puntos (0, f(0)) y (z0,0), con f(zo) = 0.
» Asintotas. Horizontales: y = lim, 1o f(z) y verticales: x = a con lim,_,, f(x) = oc.

= Concavidad y convexidad. Convexa: f” > 0, tasa de crecimiento cada vez mayor. Céncava:
f"” < 0 tasa de crecimiento cada vez menor. Los puntos de cambio se llaman puntos de
inflexion.

En la practica, la concavidad y convexidad a veces lleva a calculos demasiado complicados
y se omite. En términos generales, hay que conseguir un balance entre la informacién que
deseamos obtener y el esfuerzo que requiere.

Consideremos la funcién f(x) = 1 + 3z%e~? el tinico corte con los ejes es (0, 1), porque
f(0) = 1. Hay una asintética horizontal y = 1 porque z?e~* — 0 cuando z — +oo. No
hay asintotas verticales. Los cédlculos relativos al crecimiento y decrecimiento y concavidad y
convexidad estéan recogidos a continuacién junto con la grafica.

f(z)=1+3z%"

f'(x) = 6re™™ — 3z%e®

= 3x(x—2)e " 2
ceros: x = 0,2
f"(z) = (322 — 120 + 6)e™™
ceros:x:2—\/§,2+ﬁ 5

Consideremos ahora una funcién no derivable en algunos puntos definida por

#4220 -3]-5

/(@) z+1

El polinomio 2 + 2x — 3 se factoriza como (x — 1)(z + 3), resolviendo la ecuacién de segundo
grado. Por tanto |2 4+ 27 — 3| = —2? =2z + 3 parax € [-3,1] y |[z? + 22 — 3| =22 + 22 -3
para x ¢ [—3,1]. El corte con el eje Y es (0, —2) y al igualar la funcién a cero para x ¢ [—3, 1]
se obtienen dos cortes con el eje X, (—4,0) y (2,0), y ninguno si x € [—3,1]. Hay una asintota
vertical en x = —1 y no hay asintotas horizontales. La informacién sobre la derivada y la
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grafica son como sigue:

_p2_ —
Para x € [-3,1], f(z)= %
2
f'(x) = _g(giﬁ)g
ceros: x = (0, —2
30— -1
2 —_
Para x ¢ [-3,1], f(z) = %
2
fl(x) = £E0
A ceros de f'
Se alcanzan mdximos locales en x = —3 y = 0 y minimos locales en x = -2y x = 1.

Posiblemente los problemas de méximos y minimos que te resultardn mas complicados sean
los que requieren interpretar un enunciado hasta llegar a la funcién que uno desea estudiar.

Un ejemplo sencillo es la deduccién de que el rectdngulo con mayor area de perimetro 1
es en realidad un cuadrado. Si llamamos = e y a las longitudes de la base y la altura, el
area es A = xy, pero esta es una funcién de dos variables. La condicion del perimetro indica
2x 4+ 2y = 1y con ello podemos eliminar la y escribiendo y = 1/2 — x y llegando a la funcién
de drea A(x) = 2(1/2 — z). El intervalo natural es [0, 1/2] porque las longitudes no pueden ser
negativas ni la longitud de un lado puede superar a la mitad del perimetro. Los calculos son
muy sencillos y resumidos en:

1 1
A’(x):§—2x:0 =T =3, A= |
0 1/4 1/2

Entonces se alcanza un maximo en x = 1/4 lo que corresponde a que la base mida z = 1/4 y
la altura y = 1/2 — z tenga la misma longitud.

Un ejemplo algo mas complicado es disenar una lata cilindrica con tapas que tenga volu-
men 27 gastando la minima cantidad de material en su superficie. Tal superficie vendra dada
por el drea lateral y la de las dos tapas, es decir

S = 2nRh + wR? 4+ T R? con R =radio de las tapas, h = altura.

Para eliminar una variable empleamos que el volumen es 27 = mwR?h, entonces h = 2/R? y,
sustituyendo, llegamos a la funcién de una variable

S(R) = 2rR* + % para R > 0.
Su derivada es 47 R — 47 /R? lo que lleva al punto critico R = 1. Para R < 1 el signo de S’ es
negativo y para R > 1 es positivo, por tanto se alcanza un minimo. Asi pues, el disefio con el
gasto minimo tiene R = 1y h = 2/12 = 2. Este resultado difiere mucho de las dimensiones ha-
bituales de las latas de refrescos. Una razén principal para ello es que estas no son homogéneas
en absoluto: tienen la mayor parte de su masa en las tapas.
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4.5. Ejercicios propuestos

1) Estudia si las siguientes funciones son derivables en z = 0 definiendo f;(0) = 0.

2 1 rsenx

fi(z) = 2% sen —, fola) = 37Vl fs(z) =

@ |z

2) Estudia si f(z) = z|x|senz tiene una derivada segunda.

z2+1
441

tanx

3) Calcula la derivada de log

y de x
4) Halla la recta tangente a la grafica de f(z) = sen (72**) en z = 1.

5) Sea g(z) tal que (sog)(x) = 2z con s(z) = e* —e~?. Halla la derivada de g consiguiendo
una expresién lo mas explicita posible. Indicacién: Piensa en la diferencia (¢! +e7%)% — (et —e )2

6) Calcula la derivada de arctan g(x) y de arcsen g(x) donde g(z) = Va2 — 1.

7) Calcula los siguientes limites:

, 2P +3" -5 ) (tan )3 , (e —1)senx
lim ———, m— m .
a—1 22 41— 2 a—0 22° + 224 — 23 w0 (log(1 + ))
8) Considera los limites
, , 1 ~ z?sen 1
Li = 1lim , Ly = lim x sen —, L3 =lim —%.
z—0senx z—0 x z—0 senx

Se tiene L1 = 1y Lo = 0 (explica por qué) y por tanto Lg = L1Ly = 0. Sin embargo, al aplicar
directamente la regla de L’Hopital a L3 se obtiene un limite que no existe. jSabrias resolver
esta paradoja? Indicacién: Revisa el enunciado preciso de la regla de L’Hopital.

9) Para la funcién f(z) = ”C?;JE’T;QQ, halla los intervalos de crecimiento y decrecimiento y

los extremos y esboza su grafica.

10) Demuestra que 2% — 3z +C = 0, donde C es una constante, tiene a lo mas una solucién
€ [—1,1]. Halla los valores de C' para los que hay una solucién y los valores para los que no
hay ninguna.

11) Esboza la grafica de f(x) = |22 + 22 — 3| + |z + 2|.
12) Decide cuéndo es céncava y convexa la grafica de la funcién f(x) = 2 + 4 cos x.
13) Haz un esbozo de la grifica de f(z) = exp ((z? —1)71).

14) Demuestra la desigualdad e* > 1+ 2 parax € Ry o 'logaz < e~ ! para z > 0. En
cada caso halla un valor de x para el que se tenga la igualdad.

15) Halla el volumen méaximo que puede tener un cono (circular recto) inscrito en una
esfera de radio 3. Indicacién: Recuerda que el volumen del cono es un tercio del area de la base
por la altura.
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16) Halla la minima distancia del punto (3,3/2) a la parabola y = 222

17) Considera un tridngulo equildtero de lado 2 y un rectdngulo en su interior de manera
que uno de sus lados esté dentro de uno de las lados del tridngulo. ;Cudl es el drea maxima
del rectangulo?

18) Calcula el polinomio de Taylor de grado 4 de f(x) = cosz en xy = 7/4.

19) Calcula los polinomios de Taylor de grado 2y 3 de f(x) =23 +x+1en 29 = 1. ;Qué
ocurre si operas el polinomio de grado 37 Da una explicacién para ello.

20) Se sabe que la funcién f(x) = 4arctan(3x) + 4 arctan(2z) cumple f(1/6) = 7. Halla el
polinomio de Taylor en xyp = 0 de menor grado con el que se obtenga una aproximaciéon de m
con un error menor que 0,025.
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Capitulo 5

Integrales

5.1. El teorema fundamental del calculo

Si f es una funcién continua en [a, b] el concepto de integral f; f corresponde a dividir [a, b]
en subintervalos de longitud infinitesimal, multiplicarla por el valor de f en cada uno de ellos y
sumar los resultados. Con mds rigor, consideramos n subintervalos de longitud h,, = (b—a)/n
y definimos

b
/f: i A (f(a) + fla+ ha) + flat2h) + flat 3ha) +-+ £(B)).

n—-+00

Cuando f > 0 este limite representa el area bajo la gréfica de una funcién f(x). Si a > b se
define fff como — [, f.

La definiciéon anterior refleja bien el significado geométrico, pero es demasiado complicada
a la hora de obtener resultados explicitos. El teorema fundamental del cdlculo afirma esencial-
mente que integrar es lo contrario que derivar. Més concretamente, una de las formas de su
enunciado es que si f es continua en [a,b] entonces la funcién F(z) = [ f es derivable para
todo z € (a,b) y F'(z) = f(z).

Una funcién cuya derivada es una funcién dada, se dice que es una primitiva suya. Asi,
el resultado anterior asegura que ff f es una primitiva de f. En términos practicos, es mas
interesante una versién del teorema fundamental del calculo llamada regla de Barrow que se
resume en la formula:

b
/ f=g(b)—gla) con ¢ una primitiva de f.

Habitualmente se indica g(b) — g(a) con g(az)}z

Cuando se muestra la variable de la funcién a integrar, se anade al final dz. Es decir, se
escribe f; f(x)dx. Este dx, leido diferencial de z, es solo notacién, aunque mas adelante lo
haremos participar en algunas técnicas de integracién. Histéricamente, el simbolo [ es una
deformacion de una “s” refiriéndose a la suma que aparece en la definicién original y dx

representa la longitud infinitesimal de cada intervalo.
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Con la regla de Barrow, el calculo de integrales se reduce al de primitivas. Por ejemplo,
g(z) = £3/3 es una primitiva de f(z) = 2? y por tanto,

1
1,1 1 0 1
2 3
dzf = - — — = —,
/Ox T3 T3 37 3

Eso es un gran avance con respecto a la complicaciéon del limite de la definicion. Con poco
esfuerzo hemos visto que el 4rea bajo la parabola y = x2 sobre el eje  en [0, 1] es 1/3. Resultados
de este tipo ya eran conocidos por Arquimedes, pero requerian argumentos geométricos que
hoy considerariamos muy complejos.

Dos primitivas de una funcién difieren en una constante (esto es consecuencia del teorema
del valor medio). Con [ f se indican todas las primitivas de f, por ello su resultado se escribe
sumando al final una K que representa una constante arbitraria. En el caso anterior,

/dew:;wg—kK.

La terminologia al uso es llamar integrales indefinidas al cdlculo de todas las primitivas, esto es,
a [ f, porque no se especifican limites, e integrales definidas a las que responden a la definicién
original que requiere un intervalo donde integrar.

Segun el teorema fundamental del cédlculo o la regla de Barrow, obtenemos una tabla de
integrales leyendo la de derivadas al revés. De esta forma,

Javdx = ’Z[Q—J:—FK (a# —1), [coszdr = senz+ K,
[e*dr = €'+ K, [senzdr = —cosz+ K,
f%dm = log|z| + K, fﬁdw = arctanz + K.

Aqui hay algin comentario que hacer. En el primer resultado, lo que dice la tabla de derivadas

es que la derivada de % es ax®~!. Lo que hemos hecho es cambiar a por a + 1 y dividir entre

esta ultima cantidad. La derivada de logz es 1/x y no tiene sentido derivar logz en valores
. . - . b 1 .

negativos, sin embargo si tiene sentido calcular fa x~ dx con a y b ambos negativos y, por la

simetria, deberfa dar lo mismo que — [7,* 271 dz = log(—a) —log(—b), de ah el valor absoluto.

La regla de la cadena implica

/ f(9(2)d (@) de = f(g(x)) + K.

Las integrales que se deducen de la tabla y de una aplicacién mas o menos directa de esta
formula se suelen llamar integrales inmediatas. Si piensas que el nombre es un eufemismo y los
siguientes ejemplos te parece que estan fuera de tu alcance, todavia tienes una oportunidad de
llegar a los mismos resultados a través de la técnica de cambio de variable que veremos mas
adelante.

Consideremos

T dr dx CcoS T
L= ", L=[—"" I= 52)e0%) dy. T —/ de.
! /x2+1’ 2 /a:—5’ 3 /sen( z)e S (2+senx)?+1 v
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En la primera integral debemos ver x como la derivada de 22 4+ 1 salvo compensar un 2:

I = ;/3321“ - (2z) dz = %log(a:2+1)+K.
Hemos usado que uno partido de una funcién integra como el logaritmo del valor absoluto de
la funciéon siempre que tengamos la derivada como factor. Siguiendo esta idea y que la derivada
de x — 5 es 1, la segunda integral es mas sencilla y da log | — 5| + K.

La tercera la tenemos que entender como la exponencial de una funcién de la que casi
tenemos la derivada. Nos falta compensar un signo y un cinco:

1 1
Is = /sen(5x)ecos(5x) dx = ~F / (cos(5a;))/ecos(5“) dx = —gecos(5x) + K.

La ultima integral nos puede recordar a la primera, pero en realidad es diferente, porque cosx
no es la derivada del denominador sino solo de la parte que estd dentro del cuadrado. Por eso,
debemos pensar en [(1+ 2?)"!dz y el resultado es arctan(2 + senx) + K.

5.2. Técnicas de integraciéon

Hace no tantos anos, los temarios de un primer curso de analisis matematico dedicaban
bastante tiempo a desarrollar técnicas para integrar familias de funciones mas o menos compli-
cadas. Hoy en dia esto tiene menos sentido porque el acceso a software matematico simbdlico
es practicamente universal, incluso a través de sencillas aplicaciones online, y dicho software
es capaz de resolver muchas de las integrales que admiten férmulas explicitas y, en cualquier
caso, superar con creces a los que estudiaron muchas técnicas de integracién. De todas for-
mas, al igual que la existencia de calculadoras no ha propiciado que nos olvidemos de la tabla
de multiplicar, es conveniente disponer de un conocimiento somero de algunas técnicas de
integracion.

5.2.1. Integracion por partes

Sabfamos que la derivada del producto fg era f'g + f¢’. Despejando, eso se traduce en la

férmula de integracion por partes:
/fg’zfg—/gf’-

Casi nunca se enuncia asi, se suele escribir v = f, v = ¢g y como la notaciéon de Leibniz dice
du/dr = f"y dv/dx = ¢ se interpreta que du = f'dz y que dv = ¢'dx. De este modo,
el diferencial d pasa a ser méas que el residuo de una notacién histérica. Ahora actiia sobre
funciones derivandolas y anadiendo al final dz. Con esta notacién, la forma habitual de la
férmula de integracién por partes es

/udv:uv—/vdu.
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Hay varias reglas mnemotécnicas para recordarla. Por ejemplo, “un dia vi un viajero vestido
de uniforme”. La férmula serd tutil si tenemos un factor facil de integrar y otro ficil de derivar
de manera que en este proceso el nuevo producto simplifique la integral. Familias tipicas a las
que se aplica son todas las integrales de la forma [ P(z)e® dz, [ P(z)senz dz o [ P(z)cosz dz
donde P es un polinomio. Al tomar u = P reduciremos paulatinamente el grado y acabaremos
resolviendo la integral.

Por ejemplo, para hallar [ (22 — 1)e® dz elegimos u = x? — 1, dv = e®dz, obteniéndose

/(3:2 —1)e®dr = (2% — 1)e® — 2/3:6"” dx

porque du = 2z dz y v = €”. La integral [ ze® dz se trata de igual forma por partes, con u = z,
dv = e*dz, lo que lleva a ze® — [ e* = ze® — ¢ + K. En definitiva,

/(acz —1)e"dr = (2% — 1)e” — 2(we” — ") + K = (2* — 22 + 1)e” + K.

El procedimiento funciona también bajo cambios lineales en el argumento de la exponencial,
el seno o el coseno. Asi, con u =z y dv = e~*/2 dx debemos escribir du = 1dz y v = —2e~%/2,
por tanto

/:L“e_gc/2 de = —2ze /2 £ 9 / e 2y = —2pe /2 _ 472 4 K.

La integracién por partes también es 1til para hallar [ P(z)logz dz, con P un polinomio,
pero esta vez debemos escoger dv = P(x)dx porque logx no es “facil” de integrar (y, en
cualquier caso, complicaria la integral). A este respecto, una situacién un poco excepcional es
el caso P =1 en el que la aplicacién de la integracién por partes parece extrana porque solo
tenemos una funcién. Con u = logz y dv = 1du se sigue [logzdz = zlogz —x+ K. Un truco
similar funciona con las funciones trigonométricas inversas. Por ejemplo, con v = arctanz y
dv = 1dzx se tiene

d 1
/arctan:rdx = rarctanz — / 1::_7; = rarctanz — 5 log(1 + 2?).

Otro ejemplo un poco singular es I = [ e” cosz dz y sus variantes. Al integrar por partes
tomando u = €%, dv = coszdz, la integral se traduce en otra similar con seno y con una

segunda aplicacién de integracion por partes con u = e*, dv = senx dx reaparece la integral
original:

[—exsenx—/exsenxdx—exsenm— (—excosx—i—/excosxda;).

Se obtiene la relacién I = e®*senz + e* cosx — I salvo constantes de integracién, por tanto,
despejando, I = %e”(cosac +senzx) + K.
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5.2.2. Integracion de funciones racionales

Es posible calcular integrales de funciones racionales, esto es, de cocientes de polino-
mios P/Q, en funcién de la factorizacién de Q. No estudiaremos todos los casos, pero si los
suficientes como para dar una idea de la estrategia general.

Una reduccién previa es que si en P/Q el grado del numerador es mayor o igual que el del
denominador, llevando a cabo la divisiéon con resto de P entre (), pasaremos al caso en que el
grado del numerador es el menor. En una férmula:

/g:/c+/£2 si P=cQ+r.

Un ejemplo sencillo es P = 22 + 2 4+ 3, Q = z + 1, con cociente = y resto 3, en el que la
reduccion lleva casi inmediatamente a la soluciéon porque @) es de grado uno:

/a: +a:+3
r+1

Un ejemplo més complicado es

rdr +

*l’ 24 3loglzr +1| + K.

3

x
N
/;1:2—3;1:—1—2 o

Al dividir P = 23 entre Q = 22 — 32 + 2 se obtiene el cociente z + 3 y el resto 7z — 6. Por

tanto,
Tx —6 1 Tx—6
I = d — " dr=-z ——dx.
/(x—i—S) m+/x2_3x+2 z= g +3x+/$2_3x+2 x

Ahora tenemos que aprender a tratar la tltima integral.

La estrategia basica es la descomposicion en fracciones simples. Si el denominador se fac-
toriza como @ = (z — a1)(r — az) - - - (r — o) con o raices reales y distintas, entonces cuando
el grado del numerador es menor que n, siempre se cumple

P Ay Ao An

il + 4+t

para ciertos Aq, Ao, ..., A,.
Q r—a1 T—a T —

La manera de hallar los A; es igualar los numeradores y sustituir z = «;.
En el ejemplo que nos ocupa,
Tx—6 _ Tr—6 . A1 A2

= = —6=Ay(x —2) + Ag(z — 1),
12 @-D@-2 1-1 z-2 — @0=Al-2+A(r-])

Tomando x = 1, A; = —1 y tomando = = 2 se sigue Ay = 8. Las integrales resultantes son
inmediatas y obtenemos en total

1 -1 8 1
I—x2+3m+/<+ )dx:fx2+3x—log\ac—1|+810g]a:—2]+K.
2 r—1 x-2 2
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Si el grado de P es menor que el de (), obviamente nos saltamos el proceso de reduccion.
Por ejemplo, para calcular fﬁi dx pasamos directamente a la descomposicion en fracciones
simples

2%4‘17 20+ 1 7& AQ
224+z xxz+l) x4+l

= 2r+1=A1(x+1)+ Asz.

Tomando x =0y z = —1 se deduce A1 = A = 1 y, por tanto,

2 1 1 1
/xf::__xdx:/< +?)d:vzlog|x|—|—log|a:+1|+[(.

Si hay una o varias raices multiples (repetidas), se procede de la misma forma salvo que
las fracciones simples correspondientes a una rafz «; de multiplicidad m son

A; A; A;
J,1 + J,2 R J,m
r—oj (7 - q) (z —aj)™
Vedmoslo sobre un ejemplo. El polinomio @ = 2 + 2?2 factoriza como z2(x + 1) donde z,

que corresponde a la raiz @ = 0, aparece con multiplicidad 2. Si P es el numerador, entonces
buscamos una descomposiciéon

Q B+ oz 2 o+l

P 243:+1 A A A
r*+sr+1 1’1+1’2+ 2

Al igualar los numeradores, reduciendo a comun denominador,
z? +3r+1= Ale(l‘ + 1) + Al’g(x + 1) + A2$2.

Dando los valores x = 0 y x = —1 solo conseguimos determinar dos de los coeficientes. Para el
tercero, debemos comparar coeficientes o asignar otro valor que imponga una nueva condicion:

:c:O:>A172:1, r=-1 = Ay=-1, x:1:>5:2A171+2A1,2+A2:A171:2.

Con ello, ya podemos calcular la integral de la funcion racional correspondiente

2
o+ 3x+1 2 1 1 »
/x3+x2d”:/<x+x2—xﬂ)dﬂc:?loglxl—x —log |z + 1| + K.

El dltimo caso que discutiremos es el de raices complejas. Para mayor simplicidad, solo nos
ocuparemos de la situacién en que el factor que produce las raices complejas es 22 + 1. El resto
se reducen a este completando cuadrados. Asociado a este factor se anade a la descomposicién
en fracciones simples un términos de la forma (Mx + N)/(z? + 1). Este da lugar a integrales
inmediatas porque

M:E—I—N

1 2
2l M/ 2+1dx+N/ o xziMlog(as + 1)+ Narctanx + K.
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Por ejemplo, si queremos integrar (22 + z 4+ 1)/(23 + ) la factorizacién del denominador
z(x? 4 1) conduce a la descomposicién

222 4+z+1 A  Mz+N

2 _ 2
g . o = 20" +x+1=A1(z*+1)+ (Mxz + N)z.

Ahora solo tenemos una raiz que sustituir, con x = 0 se sigue A; = 1. Comparando coeficientes
o dando otros valores, obtendremos condiciones que determinan M y N. Por ejemplo, una vez
que sabemos A; = 1, mirando al coeficiente de 22 se obtiene 2 = 1 + M, estoes, M = 1y
haciendo lo mismo con los términos independientes, N = 1. Entonces,

222 +x+1 1 z+1 1 5
[T e = [ (G ) e = sl + S lon(a? 4 1) artan + K

En realidad, el caso general de raices complejas se podria hacer igual que el caso de raices
reales, pero nos llevaria a ciertas discusiones acerca de la definicién de la funcién logaritmo
sobre C.

5.2.3. Integracién por cambio de variable

En realidad lo unico que refleja esta técnica es lo que ya sabiamos de las integrales inme-
diatas relativo a la regla de la cadena, pero de una manera mas sistematica con la que es mas
dificil perderse.

Reinterpretamos la regla de la cadena en forma integral escribiendo t = g(x) y, consecuen-
temente, dt = ¢'(z) dx. Esto es,

/ £ (9(2)) g (z) dz = / Ft)dt = f(8) + K = f(g(x)) + K.

No hay que olvidar el dltimo paso, que consiste en deshacer el cambio. Para integrales defi-
nidas no es necesario pasar por la integral indefinida y deshacer el cambio, se puede actuar
directamente sobre los limites de integracion. La filosofia es clara: cada integral debe tener los
limites que corresponden a su variable. En una férmula,

g(b

b )
/ Fo@)g @ de= [ ft)dt= F(g() - f(9(a).

g9(a)
Es importante notar que los cambios de variable deben ser uno a uno, es decir, no podemos
aplicar un cambio de variable t = 22 cuando x € [~1,1] porque no podremos deshacer el
cambio, ya que cada valor no nulo de x correspondera a dos valores de t. En ese caso habria
que descomponer el intervalo en [—1,0] y [0, 1] y hacer el cambio en cada uno de ellos.

No hay férmulas mégicas para saber cudl es el cambio de variable més adecuado. La idea

bésica a tener en mente es que debes hacer cambios que quiten las cosas que molesten y que no
compliquen el diferencial. Por ejemplo, consideremos la integral que da el area bajo la grafica

de f(z) = (14 yx) "' en [0,4],
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Si no estuviera la rafz cuadrada serfa facil. Esto motiva el cambio = = ¢2 con el que tenemos
que cambiar dx por 2t dt resultando
— dt.
/ t+1

El cambio en los limites de integracién proviene de que t = /x y entonces x = 0y = = 4
corresponden, respectivamente a t = 0y a t = v/4 = 2. Esta es la integral de una funcién
racional. Como el grado del numerador y del denominador son iguales, lo primero que debemos
hacer es la divisién con resto 2¢ = 2(¢ + 1) — 2 que conduce a

2
2t = (2 —)dt_2t—21 t+ 1| =4—2log3.
/ t+1 /0 T oglt+ | o8

Calculemos ahora

x
-1
1= / ¢ dx mediante e* = t.
e

Despejando, = logt y por tanto dx = ¢t~ dt. De esta forma,

L[ t=1 [ A Ay
I_/(t+1)tdt_/<t+1+t)dt

La descomposicién en fracciones simples da t — 1 = Ajt 4+ As(t + 1) en los numeradores y con

t=0,t=—1sededuce A; =2y As = —1. Recordemos deshacer finalmente el cambio, porque
nuestra integral inicial era en z,
2
IZ/(t—i—l_t) dt =2log |t + 1| —log |t| + K = 2log(e” + 1) — z + K.

Es facil comprobar que al derivar el resultado se obtiene la funcién que hemos sometido a
integracién, en consonancia con el teorema fundamental del cédlculo. Por cierto, una forma
alternativa muy rara, pero muy rapida, de resolver la integral anterior es convertirla en una
integral inmediata multiplicando numerador y denominador por e~*/2

1 1x 1 —z T —x
122/633/24_6_55/2(26/2_26 /2)d.’13:210g(€/2+€ /2)+K

Deberia estar claro, usando las propiedades del logaritmo, que este resultado coincide con el
anterior.

Las funciones trigonométricas se utilizan en algunos cambios para quitar raices cuadradas
de polinomios de segundo grado aprovechando la propiedad sen? a + cos? a = 1. Por ejemplo,
supongamos que queremos calcular el drea bajo la grafica de f(x) = V1 — 22 en el primer
cuadrante. Este es el drea de un cuarto de circulo unidad, que nos deberfa salir /4. Aunque
Arquimedes ya conocia este resultado hace 23 siglos, da lugar a una integral que es todavia
demasiado complicada para nosotros. Con el cambio x = sent se tiene dx = costdt y el area

buscada es . /2 /2
/ \/l—xgdx:/ \/1—sen2tcostdt:/ cos® t dt.
0 0 0

A continuacién calcularemos esta integral con una férmula trigonométrica que relaciona el
coseno al cuadrado con el coseno.
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5.2.4. Algunas integrales trigonométricas

Solo consideraremos [ f con f(x) = sen™ z cos™ x. Distinguimos tres posibilidades, las dos
primeras no excluyentes:
Si m es impar, escribiendo sen™ 2 como (1 — cos? x)(m_l)/ 2sen z, al desarrollar la potencia
se obtienen integrales inmediatas. También se puede hacer un cambio ¢t = cos x.
Si n es impar el argumento es similar escribiendo cos™ z como (1 — sen?z)"~1/2 cos z.
También se puede hacer un cambio t = sen x.
Si m y n son pares, se aplican las férmulas trigonométricas
9 1 — cos(2x) 9 1 + cos(2x)
sen“r = ————= y cos’r=——->
2 2
las veces que sean necesarias hasta que aparezcan potencias impares a las que aplicar los casos
anteriores.

Por ejemplo, calculemos
I :/sen2xcos3:cdx e IQZ/COSQ.de

La primera es

S€H3 x sen5 €T

K.
3 5+

I = /sean(l — sen? x) (3-1)/2 cosrdr = / (senZ:c—sen4 a:) cosx dr =

Para la segunda hay que emplear la férmula de cos? z

1 + cos(2x) 1 1 1
I, = / f dr = 2/ (1 + COS(Z.Z‘)) dx = 513 =+ Z SQH(2CL‘) + K.

Estrictamente, no ha sido necesario aplicar el segundo caso con n = 1 porque la integral de
cos(2x) es inmediata.
Con Is podemos terminar el calculo del area de un cuarto del circulo unidad:

/2 11 /2
A= /0 cos? dt = 3% + Zsen(Zx) Z = %,

que es el resultado esperado.

5.3. Aplicaciones de la integral

Ya sabemos que la integral f; f para f > 0 indica el area sobre el eje = y bajo la grafica
de f(x) en el intervalo [a, b]. Un problema natural consiste en hallar el drea entre dos gréficas.

La férmula general es
b
A= / |f =gl
a
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En realidad, esta formula no es tan 1til porque no sabemos integrar valores absolutos con las
técnicas estudiadas. Mas bien es un recordatorio de que siempre debemos de integrar la funcion
que estd arriba menos la que estd abajo.

Por ejemplo, calculemos el drea entre las graficas de f(x) = 22 +2x + 4 y de g(z) =
23 4 322 — 3z — 2. Para averiguar los intervalos en los que una queda por encima de otra,
debemos estudiar dénde coinciden, lo que lleva a resolver g(x) = f(z) o, equivalentemente, a
factorizar g(z)— f(x). El resultado obtenido, junto con la representacién grafica, es el siguiente:

15

flz)=2?+22+4

g(x) =23 +32% — 3z — 2

g(x) — f(z) =23 + 222 — 52 — 6
=(x+1)(x—2)(x+3)

-

]
w
]
—
N+

\‘—‘/)/ 2

Es decir, g queda por encima en el intervalo [—3,—1] y por debajo en el [—1,2]. El drea
encerrada es entonces

A:/_;l(g—f)—l-/j(f—g):/_:(g_f)_/j(g_f>-

Sustituyendo g — f e integrando, se tiene

1, 2. 5 1 1, 2. 5 > 953
! —3——2—6‘ _(74 —3——2—6>‘ _ 299
17 TRt T s \g" Ty T 12

Algo un poco més cercano a la definicién de la integral es el cdlculo del area limitada por
la grafica de f(z) =senz y el eje x en el intervalo [r/3,37/2]. El eje x responde a la ecuacién
y = 0y el valor absoluto de la férmula se traduce en que todo lo que tenemos que hacer es poner
signos adecuados a la funcién para obtener resultados positivos. El cdlculo y su representacion
grafica son los siguientes:

1.0
T 3r/2
A:/ senxdx—i—/ (—senx)dr 0.5
w/3 T
:—cosx|:/3+cosx|iﬂ/2 In Sn
1 5 —0.5
— (1 7> 0+1) = =
(+Drosn=f

Simplemente cambiamos de signo la parte negativa para la integral corresponda al area.
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Cuando la superficie entre una grafica y el eje x gira alrededor de este eje en cierto intervalo
[a, b], se obtiene un sdlido de revolucion:

N

El volumen de tal figura geométrica viene dado por

b
V= 7T/ (f(x))gda:

Esta férmula resulta natural, recordando la definiciéon primera de integral, si notamos que cuan-
do h > 0 es muy pequeno, el volumen de la rodaja vertical entre x y « + h es aproximadamente
m(f (ac))Qh ya que el volumen del cilindro es el drea de la base (un circulo) por la altura.

Por ejemplo, f(z) = x en el intervalo [0, 1] da lugar a un cono cuyo volumen es

1
V:ﬂ'/ 22dy = =
0 3

Si recuerdas o buscas la férmula para el volumen del cono, V = 7R%h donde R es el radio de la
base y h la altura, veras que el resultado de la integral es coherente con ella porque en nuestro
caso R=h=1.

Para hallar el volumen cuando el sélido de revolucion se construye haciendo girar la grafica
alrededor del eje y, se utiliza la misma férmula, pero con la funcién obtenida al despejar la x
en y = f(x). Esto es légico, pues corresponde a intercambiar los ejes.

Por ejemplo, dada la pardbola f(x) = 22/4 en el intervalo z € [0,2]. La funcién f(x) varfa
en [0,1] y podriamos considerar los volimenes V, y V,, de los cuerpos de revolucién al girar
por los ejes x e y en estos intervalos. Los resultados serian:

21

2 5 1
1 2 T x’|2 2w 2 Y
_ (7 2) de — — v —_w/ 2 dy = 4r=—| =2m.
Ve 7r/0 12 T Mt y Y 0(\/5) y=dn | =2m

Una cosa muy chocante es que regiones infinitas pueden tener drea o volumen finitos. Este
es el andlogo de que una serie (una suma infinita) puede converger a una cantidad finita.

Por ejemplo, el drea bajo la grafica de f(z) = 1/22 en el intervalo [1,00) viene dada por
floo v 2dr = —:fl‘io = 1 donde se ha usado 1/00 = 0. Recordemos que el algebra del infinito
hay que interpretarla en términos de limites. Es decir, lo que estamos afirmando es que el area
bajo la grafica en el intervalo [1, N] se acerca a 1 cuando N crece indefinidamente.

Si cambiamos la funcién a f(x) = 1/z, el drea serd infinita, pero si consideramos el volumen
del sélido obtenido al hacer girar su gréfica alrededor del eje x en el intervalo [1, 00), el resultado
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esV = floo 272 dx = 7. Lo curioso de este ejemplo es que se puede probar que el 4rea lateral
del sdlido resultante es infinita y surge la paradoja de que si quisiéramos pintarlo necesitariamos
un area infinita de pintura, pero si lo suponemos hueco y vertemos la pintura en el interior,
nos basta con un bote de pintura de capacidad .

Mas alla de ser simples curiosidades matematicas, las integrales asociadas a regiones infini-
tas son relativamente comunes en los modelos de la fisica y la ingenieria, por ello les dedicaremos
una secciéon aparte.

5.4. Integrales impropias

En diferentes aplicaciones aparecen integrales fab fenlos que f(a) o f(b) no existenoa o b
son infinitos. Se dice que la integral es impropia. Tales integrales se entienden como limites.

Por ejemplo,
b b
/f—hm ;oo /fztgr;l+/tf si Bf(a).

El hecho de que en el segundo caso se escriba un limite lateral es solo para no salirnos del
intervalo ya que fuera de él f podria no estar definida.

Cuando el limite existe y es finito, se dice que la integral impropia es convergente y en caso
contrario se dice que es divergente.

Por ejemplo, la integral fol log x dx es impropia porque log0) = —oco. Por tanto, debemos
hallar )
lim log z dz.
t—0t

Utilizando integracion por partes con v = logx y dv = 1 dzx, ya habiamos visto que
1
logxdr =zlogx — | x—dx =xlogxr —x + K.
x
Entonces, la integral impropia es

= lim (-1 —tlogt+1t) = —1— lim tlogt = —1— lim

Ii 1 —
fm (log a:)t t—0+ t—0+ 10+ 1/t

’1 logt
t—0+

Con la regla de L’Hopital, es facil ver que el tltimo limite es cero, por tanto la integral impropia
converge y su valor es —1.

Una integral impropia que no converge es fi)2 z~2dx porque debemos entenderla como
lim;_,o- ff2 r2dry —x*1|t_2 tiende a infinito cuando ¢ — 0.

Una familia de ejemplos que generalizan los del final de la seccién anterior son I, =
floo x~%dx. Es facil ver que I, converge para o > 1 y diverge para a < 1.

Al igual que ocurre con las series, es posible estudiar la convergencia de una integral sin
necesidad de calcular su valor, esencialmente con una adaptacion del criterio de comparacion.
Solo enunciaremos un resultado para intervalos infinitos. Concretamente, si f : [a,00) — Rx>g

y g : [b,00) — R>q son funciones bien definidas tales que £ = lim,_, |« % cumple 0 < £ < o0

o8



. . . ’ . o0 [o¢] . . ’ .
(suponiendo la existencia del limite), entonces fa fy fa g tienen el mismo caracter. Es decir
o ambas son convergentes o ambas divergentes.

Por ejemplo,
] 1,2 +e % ) © dx
—5——dz  diverge porque — = .
0 x> +1 1 X
Esta dltima integral es lo que hemos llamado antes I7.

Variaciones de este criterio permiten tratar integrales impropias en intervalos finitos. Por
ejemplo, si se cumple g > f > 0 en [a, b] entonces la convergencia de f; g implica la de f; fy

la divergencia de f: f implica la de fab g.

5.5. Ejercicios propuestos

1) Muestra que [ |t|dt = z|z| para todo = € R.

2) Escribe an = 5oy + fal + o+ il como an = %(f(%)+f(%)+"'+f(%)> para
cierta f y utiliza el resultado para hallar el limite de a,, como una integral.

3) Empleando el teorema fundamental del calculo, muestra que la integral ff/Q cosectdt es

igual a log %;gg:i para x € [7/2, ).
4) Halla lim,_, 1 » loiz 5 13&. Indicacién: Da por supuesto (o prueba) [~ ljg’;t = oo y aplica

la regla de L'Hopital aislando la integral en el numerador.

5) Calcula la derivada de [<*F e~ dt.

senx
6) Intenta calcular primitivas de las siguientes funciones directamente, sin aplicar técnicas
especiales de integracion: fi(z) = tanz, fo(z) = (zlogz) ™!, f3(z) = (cos/xz)/\/x.
7) Utiliza el método de integracién por partes para calcular [ sen(logz)dx.
8) Halla [ (22 + 1)e* da.
9) Calcula una primitiva de f(z) = (z —1)(2log(z 4+ 1) — 1). Indicacién: Toma como partes
cada uno de los factores.

3z+3
2 —5r+4

10) Halla el drea encerrada entre la grafica de la funcién f(x) =
intervalo [2, 3].

11) Calcula f;g—iidx
12) Calcula [

y el eje X en el

+7
T35 O
13) Resuelve la integral f_72 (2 +v2+ w)_l dx empleando un cambio de variable.
14) Calcula [ (9e” + G_x)_l dr.
15) Halla el drea entre la gréifica de f(x) = vV2 — 22 y su negativa en el intervalo [0, 1].

16) Calcula [ f donde f(z) = e**/\/e* + 1.
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17) Calcula wa /% sent x da y foﬂ/ 2 costzdr y explica geométricamente por qué son iguales.

5 3

18) Encuentra una primitiva de cos® z sen” z.

19) Halla el valor de f03”/2 |sen z|3 dz.

20) Considera la parte de la pardbola y = 1 — 22 en el primer cuadrante. Halla el volumen

del sélido que genera cuando gira alrededor del eje X y cuando lo hace alrededor del eje Y.
21) Calcula el drea que limitan las graficas de f(z) =senz y g(x) = cosx para x € [0, 7].
22) Obtén la férmula para el volumen de la esfera de radio R empleando integrales.

23) Halla el drea limitada entre la pardbola y = %x2 y la recta 2z + 3y = 2.

24) Determina el volumen del sélido infinito obtenido al girar la grafica de la funcién
f(z) = (2 + 52 + 6)~/2 alrededor del eje X en z > 0.

25) Calcula el valor de fooo e V% dz explicando por qué es convergente.

26) Calcula [ 020(1’ +2)2% dz.

27) Decide si fooo %ﬁﬂ dx es convergente.

28) Estudia la convergencia de fooo 1—cosz

3/;7

dz. Indicacién: Nota que (1 — cosz)/z? tiene

limite finito no nulo cuando z — 0.
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Capitulo 6

Series de potencias

6.1. Radio de convergencia

Una serie de potencias es una serie del tipo
oo
S = E anz" con a, € C.
n=0

Este tipo de series aparece con frecuencia en problemas de fisica e ingenieria en los que z se
considera como una variable (compleja, en general). Aplicando el criterio del cociente o de la
raiz, se tiene que S converge absolutamente si

<t con =tm il o ym o/
¢ |an|
dando por supuesto que alguno de estos limites existen (si ambos existen, siempre coinciden).
Por otro lado, si |z| > 1/¢ es facil ver que |a,z|"™ — oo y por tanto S diverge.

A R = 1/¢ se le llama radio de convergencia porque S converge (absolutamente) en el
circulo |z| < R, llamado a veces circulo de convergencia absoluta, y diverge en |z| > R. Lo que
ocurre en la propia circunferencia |z| = R depende de cada caso y es, en general, muy dificil de
estudiar. Se admiten los casos extremos R = 0 y R = oo, provenientes de £ = 0 y £ = oo, que
corresponden a que la serie no converja para ningin z # 0 o que converja para todo z € C.

Por ejemplo, calculemos el radio de convergencia de >~ (1 + iyn1 (2” + 1)71z”. Se tiene

2n+1 1 n
PO T e | O] G ) B 2+1/2 -

lan] 7 (n+1)(2n+1) o (1+1/n)(1+1/27) =2

donde en la peniltima igualdad se han dividido numerador y denominador por n2". Por tanto,
el radio de convergencia es R = 1/2.

En la siguiente seccién, la serie Y ° 2" /n! tendrd cierto protagonismo. Comprobemos que
su radio de convergencia corresponde a uno de los casos extremos:
/(n+1)! n! , 1

=lim ——— =1 =0 = R=o0.
1/n! 1m(71+1)! T >

{ =1im
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Es decir, la serie converge para cualquier z € C.

Casi siempre que el limite de |a,+1/a,| exista, es mds cémodo decidir el radio de conver-
gencia a través del criterio del cociente, pero hay excepciones. La serie de potencias - ; n™z"
es una de ellas que también constituye un caso extremo. Se tiene ¢ = lim {/|a,| = limn = oo.

Asi pues, R = 0 y la serie no converge para ningun valor excepto para z = 0.

No entraremos aqui en las dificultades que derivan de que uno puede buscar ejemplos raros
en que ni el limite correspondiente al criterio del cociente ni al de la raiz existan (ni sean
infinito). Hay una manera de remediarlo que requiere el concepto de limite superior, que no se
ha tratado en el curso.

Una caracteristica muy importante de las series de potencias es que dentro del radio de
convergencia se comportan como “polinomios infinitos”, en el sentido de que se pueden su-
mar, restar, multiplicar, componer, derivar e integrar de la manera esperada, preservando la
convergencia.

Por ejemplo, consideremos f(z) =Y >, 2"/y/n cuyo radio de convergencia es R = 1 porque
lim v/n/+/n + 1 = 1. Por tanto, tiene sentido su definicién en |z| < 1y alli su derivada es igual
a > o0 v/nz""1 que también puede escribirse como > 00 o /n + 1 2™

6.2. Series de Taylor

Algunos polinomios de Taylor alrededor del origen cumplen que cuando el grado crece
indefinidamente, el error en la segunda version del teorema de Taylor tiende a cero. En esa
situacion, se establece una identidad entre la funcién y la serie de potencias que surge como
limite de los polinomios de Taylor, llamada serie de Taylor. Por ejemplo, para f(z) = e
sabfamos que T),(f,0) = 1+ 2/1! + 22/2! + --- + 2" /n! y se tiene

o0
x $n
=D
n!
n=0
para todo x debido a que el error, dado por efz™t! /(n + 1)!, tiende a cero, aunque no lo
comprobaremos.

En realidad, hay un bello teorema, fuera del &mbito del curso, que afirma que para funciones
que sean derivables al considerar su variable compleja, no es necesario entrar en consideraciones
sobre el error, siempre la serie de Taylor coincide con la funcién en el circulo de convergencia
absoluta.

Para el seno y del coseno también hay series de Taylor que convergen a estas funciones.
Concretamente,

3 5 7 0 n
r T T B (-1) o1
Se”—ﬂ‘§+a‘ﬁ+'“—zz Cnr "
y oo
2 4 6
B x x x (=" 5,
cosr=l-grtmat nzo @n)!



Los polinomios de Taylor alrededor del origen de estas funciones son faciles de hallar con lo
que sabemos. Lo tnico que hemos hecho es poner un ntimero arbitrariamente grande de térmi-
nos. Supongamos ahora que deseamos calcular un polinomio de Taylor, por ejemplo T1(f,0),
para f(z) = ¢®*. Esto conllevaria bastantes cdlculos porque no parece haber una manera sen-
cilla de derivar hasta diez veces esta funcién. Sin embargo, por lo dicho anteriormente, es licito
componer las series de potencias y asi, sustituyendo z? en €7, se tiene f(z) = > 0o ,z%"/nl.
Truncando esta serie de Taylor, que es una especie de polinomio de Taylor infinito, obtenemos
los de todos los grados, en particular,

33‘2 374 3:6 xB .%'10

Tw(f’o):1+ﬁ+a+§+ﬂ+ﬁ'

Veamos otro ejemplo. Por la suma de una progresién geométrica o por Taylor, sabemos que

1 o0
7:1+x+x2+x3+x4+...22x” para —1<z<]1.
11—z

n=0
El rango es consistente con que el radio de convergencia de la serie de potencias >~ ;2™ sea 1.
Componiendo con —z? e integrando entre 0 y x se obtiene

T g T LL’3 .’E5 e (_1)71
arctanx = — = 1—2?+a2* a4+ Nde=2—"—4+"—+... = ~ gt
[/ ) DI
De nuevo, calcular T,,(f,0) de f(x) = arctan z mediante la definicién parece trabajoso porque
no es evidente una férmula para f () aunque realmente existe. Por otro lado, integrando sin
componer, obtendriamos la serie de Taylor para —log(1 — x).

Para terminar, solo por si tienes curiosidad, estudiemos dos cabos sueltos tedricos que
habian quedado en el curso y que tienen que ver con la serie de Taylor de e®. El primero es la
misteriosa férmula e’® = cos a + i sen . Si definimos e* para z € C por su serie, esto es, como
> oo2 o 2"/nl, que tiene radio de convergencia oo, y hacemos lo mismo con sen z y cos z entonces
es facil ver que e’ da lo mismo que cosa + isena. El segundo cabo suelto es la prueba
de que la derivada de e* sea ella misma. De nuevo, definiendo e® por su serie y sabiendo
que las series de potencias se pueden derivar término a término, (e®) = Y °° nz""!/nl =
o0 2" /(n — 1)! = €®. El hecho de que al derivar el rango de n empiece en n = 1 refleja
que el término independiente desaparece.

6.3. [Ejercicios propuestos

1) Calcula el radio de convergencia de Y .~ (7 + 3in + 2")2".

2) Calcula el radio de convergencia de > 7, (2:) 2",

n2+3
3) Calcula el radio de convergencia de 7 (Z—Ig) 2"
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Series de potencias

4) Sea f(z) = e*. Comprueba que z(zf’(z))/ es igual a la serie )7 %2!2” y utilizalo para

mostrar (22 + 2)e* =Y o 7;72'2%

5) Halla el desarrollo de Taylor en cero de f(x) = (4 —2?)~! y calcula su radio de conver-
gencia.

6) Considera f(x) = log %_iz Usando las propiedades del logaritmo, halla el desarrollo de
Taylor en cero de f(z).

64



Apéndice A
Examenes resueltos

Originalmente habia varios modelos de exdmenes muy similares. Aqui solo se incluye uno de
cada. Para maés informacién, consiltense en https://matematicas.uam.es/~fernando.chamizo/
las paginas de los cursos correspondientes.

A.1. Primer parcial del curso 2022/2023

1) [3.5 puntos| Decide si la serie ; (253;'2_2 converge.
_ _(m)? _ ()2
Sean a,, = e ¥ b, = @ Se cumple
2n)! 1 1
T L0 L T S
by, (2n)! +2 1+2/2n)! 140

. . .z o0 o0 . . s .
El criterio de comparacién asegura que » > an y » .- b, tienen el mismo cardcter. Aplique-
mos a la segunda serie el criterio del cociente. Para ello, calculamos

TLEE R (s DYen)r (- (nt 1))*(2n)!
by (n)2(2n +2)! (n1)2(2n)!- (2n +1)(2n + 2)°

Los factoriales se cancelan en la iltima expresion y resulta

but1 _ . (n+1)2 ., n+1 ., 1+1/n 1

lim

be  2n+D@n+2) 22+ 1) 202+ 1/n) 4’
Segun el criterio del cociente, la serie converge porque es menor que 1.

e’/% cosx — el/*

e/r 41
estudia si la funcién definida por g(z) = sen (7 f(z)) si z # 0 y g(0) = 0 es continua.

2) [3.5 puntos] Considera f(z) = . Calcula los limites laterales en cero y
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Se tiene lim,_,o- e'/* = 0 porque 1/ — —oo. Entonces

, e/t cosz—et/r 0-1-0
lim = =
z—0— 67/3:4-1 0+1

De la misma forma, lim,_ o+ e 1/ = 0 porque —1/x — —o0 y se tiene, dividiendo por e’/

, e’/ cosx — el/* , cosz—e 8/t 10
lim = lim = =
z—0t e/ 41 e—0+ 1+4e 7/ 140
Segun lo anterior,
lim g(z) =sen(m-0) =sen0 =0 y lim g(z) =sen(n-1) =senmw =0
z—0~ z—0F

Como ambos coinciden, lim,_, g(x) existe y es nulo. Ademas, ¢g(0) = lim,_,q g(z), por tanto g
es continua en x = 0. Para el resto de los valores, ¢ es una funcién elemental bien definida (no
hay denominadores que se anulen, la exponencial es siempre positiva) y por tanto es continua
en todo R.

3) [1.5 puntos por acierto, -1 fallo, 0 blanco] Indica si es verdadero o falso.

V. D F. . Si a, cumple lfm a2 = 2 entonces existe lima,, y es V2 0 —V/2.

92022
v.| | F I B namero 22022@L ) ¥ (i — 3)222 1 (1 4 §)2023 o real.
— 1

Falso en ambos casos. En el primero un contraejemplo es a,, = (—1)"v/2. No existe lim a,,
pero lim a2 = 2. En el segundo, dividiendo, (i —2)/(1 — i) = (—3 — i)/2, entonces la suma de
los dos primeros términos es real (un nimero complejo mas su conjugado). Por otro lado, el
ltimo término es (1 + 4)20%% = (ﬁei”/4)2023 que 1o estd en R porque 4 no divide a 2023.

A.2. Segundo parcial del curso 2022/2023

1) [3.5 puntos] Dada la funcién f(z) = 5(x — 2)e® + 5 + V4 + 822, calcula f'(0) y f(0) y
escribe Ta(f,0)(z), el polinomio de Taylor de orden 2 en a = 0.

La funcién es f(x) = 5(x — 2)e® + 5+ 2(1 + 2902)1/2.
Por la derivada de un producto y la regla de la cadena,

f(x) = 5e% 4 5(x — 2)e” +2- 2 (14 22%) V240 = 5(z — 1)e” + 4x(1 + 222712,
Derivando los dos productos,
() = 5e® + 5(z — 1)e® 4+ 4(1 4 22272 — 22(1 + 222) 3?44,
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Asi pues, f(0) = =3, f(0) = =5y f”(0) = 4. Por tanto,

5 4
To(f,0)(x) = —3 — TEa 53:2 = —3 — 5z + 22°.

Observacién: Utilizando e* = 1+ x4+ %a:Q +...yV1i+xx=1+ %x ..., donde los puntos suspensivos
indican términos de orden superior, con los métodos del iltimo capitulo se llega a la solucién con muy

pocos célculos.

2) [3.5 puntos] Halla el drea bajo la gréfica de f(z) = (7 + \/5)71 y sobre el eje x en el
intervalo [0, 4].

La funcién es obviamente positiva, entonces tenemos que calcular su integral entre 0 y 4.
Para ello, el cambio més natural es x = 2 que da lugar a dz = 2tdt y corresponde a t = /.

Con esto,
L da VA ot dt 2 7
PR AN T O
o T+vVzr  J THE 0 T+t
porque t/(7+t) =1—7/(7+t). La dltima integral es inmediata:
2
A=2(t—Tlog \7+t1)(0 — 4~ 14log9 + 14log 7.

Observacién: El cambio t = 7 + y/z es menos obvio, pero lleva algo més rdpido a la solucién.

3) [1.5 puntos por acierto, -1 fallo, 0 blanco] Indica si es verdadero o falso.
V. . F. D El radio de convergencia de > o0 (2 + 3i)(4" + 5") 12" es 5.

V. . F. D El mfnimo valor que alcanza f(z) = |sen(rz)| + 3z en [—2,4] es —1.

El radio de convergencia es el inverso de lim |a,|'/". Como |2 + 3i|'/™ — |2 + 3i|° = 1, el limite es
lfm(4" +57) /" = 571 1fm ((4/5)"—1—1)71/” =51 porque (4/5)™ — 0. En el segundo apartado, f(z) >
1, porque el valor absoluto es siempre no negativo. Entonces se tiene f(z) > £(—2) = —1 = f(-2).

A.3. Final ordinario del curso 2022/2023

1) [1.5 puntos] Calcula el valor exacto de (1 + 1) + (1 —)°.
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El médulo de 144 es v/2 y su argumento /4, por tanto

. s i 91 97 )
(1+1)° = (\/ge /4) — 99/2,9im/4 _ 29/2(COS : 1 isen Z) 29/2(\[ n 7)

Como (1—1)? es el conjugado de (1+1i)?, las partes imaginarias se cancelan al sumar y resulta

29/2 29/2
+ 5 =2t421 =32

VZoV2

|
2) [1.5 puntos] Decide si la serie Z n')+1 converge.

Sean a — (2 b, = ni)? Se cumple
n = @nyiti ¥ On T @)l p

. an i (2n)! i 1 1
Iim — =1lim ——+*%— =1lim = =1.
by, (2n)! + 1 1+1/(2n)! 140

El criterio de comparacién asegura que Y > an ¥ 2o by tienen el mismo cardcter. Aplique-
mos a la segunda serie el criterio del cociente. Para ello, calculamos

o bu (0 )*@2n)! R (R G 1))?(2n)!
by (nh2(2n+2)! " (ah)2(2n)!- (2n +1)(2n +2)°

Los factoriales se cancelan en la ultima expresién y resulta

. bntt i (n+1)2 , n+1 ., 1+1/n 1
lim = lim = lim = lim = —.
bn, (2n+1)(2n + 2) 22n +1) 2(2+1/n) 4

Segun el criterio del cociente, la serie converge porque es menor que 1.

Ve _ e4/% cos g

ed/z 41
estudia si la funcién definida por g(z) = sen (7 f(z)) si  # 0y g(0) = 0 es continua en z = 0.

3) [1.5 puntos] Considera f(x) = c

. Calcula lim, ,o+ f(x), lim, ,o- f(z) ¥

Se tiene lim,_,o- €'/ = 0 porque 1/z — —oo. Entonces

3 e/t —etreosz 0—0-1
lim = =0.
z—0— 64/$+1 0+1

De la misma forma, lim,_,o+ e~ 1/ = 0 porque —1/x — —o0 y se tiene, dividiendo por et/

Va _ o4/ cog g ; e 3/ — cosx _0-1

lim = lim
z—0+ et/r 4 q om0t 14e 47 14 O

e
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Segun lo anterior,

lim g(z) =sen(m-0) =sen0 =0 y lim g(z) =sen(—m-1) =sen(—m) =0

x—0~ z—0t

Como ambos coinciden, lim,_,q g(x) existe y es nulo. Ademas, g(0) = lim,_,o g(x), por tanto g
es continua en x = 0.

4) [1.5 puntos] Halla la derivada de f(z) = (2z + 1)°3(2),

Se tiene f(z) = ecos(22)log(22+1) horque 22 4+ 1 = !°8(22HY) | Egto es una composicién de e?,
cuya derivada es ella misma, y de la funcién que aparece en el exponente, que se deriva como
un producto. Por la regla de la cadena,

2
/ _ cos(2x)log(2x+1) ( _
fl(x)=¢e ( 2sen(2z)log(2z + 1) + 211 Cos(2x)>.

1
5) [1.5 puntos] Calcula la integral / (2% —1)e” da.
0

Tomando como partes u = 2 — 1, dv = €%, dx, correspondientes a du = 2z dx, v = €%, se
tiene que la integral del enunciado es

1
(% —1)e”

1
—I=1-1 con I:/Qxexda:.
0 0

Una nueva integraciéon por partes eligiendo v = 2z, dv = e* dx, con du = 2dx, v = €%, lleva a

1
—/ 2e” dx = 2e — (26:0)
0

En definitiva, la solucibnes 1 — I =1—-2 = —1.

1 1
= 2.

0

I = 2ze”

0

6) [1.25 puntos por acierto, -0.75 fallo, 0 blanco] Indica si es verdadero o falso.

V. . F. D El coeficiente de 2% en el desarrollo de Taylor de f(x) = log(l — 2z)
alrededor del origen es —4.

V. Integrando y cambiando el signo en ﬁ =14x+22+2%+... (suma de una progresiéon
geométrica), se obtiene log(1 —z) = —z — $2? — 23 — Lo 4+ ... (visto en clase). Sustituyendo
x por 2z, el coeficiente de z* es —2%/4 = —4.

V. . F. D El conjunto dado por la imagen de f(x) = (1—6_’”2) cos(x?) tiene supremo,
pero no maximo.
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V. El conjunto estd acotado por 1 porque 0 < 1 — e —2? <1 y —1 < cos(z?) < 1. En

particular tiene supremo y de hecho es 1 porque f ( ) —1lconn€Z", n— +oo. No es

:E

méximo porque f(x) =1 es imposible ya que 1 — e™*" < 1y, consecuentemente, f(z) < 1.

A.4. Final extraordinario del curso 2022/2023

1) [1.5 puntos] Calcula el valor exacto de (i — 1)® + (1 —)8.

El médulo de 1 — i es /2 y su argumento —m/4, por tanto (1 —i)8 = (\/§e_i”/4)8
28/2¢72m = 24 — 16. Por otro lado, (i — 1)® = (=1)8(1 —4)® = (1 — i)8. Asf pues, la expresién
del enunciado es 2 - 16 = 32.

[e.o]

2 |
2) [1.5 puntos] Decide si la serie Z n)) converge.
Aplicamos el criterio del cociente con a, = % Usando la definicién del factorial,

2n+2)!=2n+2)2n+1)(2n)! y (n+ 1)! = (n + 1)n!, por tanto

Unt1 (2n + 2)! C (2n+2)2n+1)(2n)!  (2n+2)(2n+1)  2(2n+1)
an 57+ ((n + 1)!)2% 55 (n+1)2(nh)2a,  5(n+1)2  5(n+1)

Tomando limites,
Hman+1_1, n+2 4+2/n_4

= lim im .
an S5n+5  5+5/n 5

Segtn el criterio del cociente, la serie converge porque el resultado del limite es menor que 1.

3) [1.5 puntos] Estudia razonadamente la continuidad de la siguiente funcién en R

sen?(z?)

— six <0,
0 six =0,
f(@) = q g-1/a? si0<ax<1,

(%)1/(‘%1) six > 1.

Las funciones que definen f en los intervalos (—o0,0), (0,1) y (1,00) son continuas en
ellos, por ser funciones elementales sin singularidades. Por consiguiente, para deducir que f es
continua en todo R hay que comprobar que los limites laterales en z = 0y = = 1 (situados en
las fronteras de estos intervalos) existen y coinciden con el valor de la funcién.
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En z = 0, por la segunda definicién, f(0) = 0. Por otro lado, la primera y la tercera
implican

lim f(z) = lim (Sen(x2))2 :( lfm Sen(‘”2))2 - ( lfm ms(”’?))? —0

z—0— z—0~ L’H \z—0-— 1

lim f(z) = lim e /%" =0
z—07F f( ) z—07F
porque —1/x? — —oo. Por tanto, lim, o f(z) = 0 = f(0) y f es continua en x = 0.

En z = 1, la tercera definicién asegura f(1) = e~! y también trivialmente lim,_,;- f(z) =
e~ !, ya que no hay indeterminacién. Queda calcular el limite por la derecha con la cuarta
definicién. Utilizamos la férmula lim g(z)"(®) = ™ (s62)-1) (@) valida para indeterminaciones
del tipo 1°°, que es nuestro caso:

lfm o+l q)_L_ . —2a42
e z—17F (3171 z—1 __ ehmI*)l+ Bo—)(a-1) — 6_1

lim f(z) = lim

z—1t z—1+

)"

donde en el tltimo paso basta simplificar x — 1 y sustituir = 1. Entonces lim,_,; f(z) =
e~''= f(1) y f también es continua en x = 1.

4) [1 punto] Halla la derivada de f(x) = e21°8(®=23) en 2 = 2023 tratando de simplificar el
resultado lo mas posible.

2
Simplificando f antes de derivar, f(z) = (elog(x*%)) = (2 — 23)? porque la exponencial

y el logaritmo son funciones inversas una de la otra. La derivada es f'(x) = 2(x — 23) y
sustituyendo, f/(2023) = 2(2023 — 23) = 4000.

5) [1.5 puntos] Calcula el 4rea limitada entre la grafica de f(x) = (1 — 2%)e?® y el intervalo
[—1,1] del eje X.

Claramente la funcién es mayor o igual que cero en el intervalo indicado, por tanto el drea
1 .
es A= [ ,(1- 2?)e” dz. Tomando como partes u = 1 — 22, dv = €%, dx, correspondientes a
du = —2xdx, v = e, se obtiene

1 1 1
A=(1-2%e" L / (—2z)e" dx = / 2xe” dx.
- -1 1

Una nueva integracion por partes, eligiendo u = 2z, dv = e® dz, implica

1 1 1
A=2zxe®| — / 2¢” dx = (2ze” — 2e%)| = (2e —2¢) — (—2e7 ' —2e71),

-1 1 -1
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por tanto el drea buscada es A = 4e~ 1.

6) [1 punto por acierto, -0.5 fallo, 0 blanco] Indica si es verdadero o falso.

V. F. D Toda funcién que satisface 0 < f(z) < z? para todo z € R cumple
f(0) =0.
V. Para z = 0 se sigue f(0) = 0. Por la definicién de derivada, f/(0) = limy,_o w =

1y, 0 £y, segiin la hipétesis, 0 < | f(h)/h| < |h|. Por tanto, el limite es nulo.

V. . F. D El coeficiente de z® en el desarrollo de Taylor de f(x) = log (1 + 2$2)
alrededor del origen es —4.

V. Integrando en IJ%E =1—a+22 -2+ 2* — ... (suma de una progresién geométrica),
se obtiene log(1 + ) =z — %xQ + %mg — %CLA + ..., que se vio en clase. Cambiando z por 22,
el coeficiente de 28 es —21/4 = —4.

V. D F. . Toda sucesion positiva acotada superiormente por 1 es convergente.

. —n .
F. Por ejemplo a, = % 4 ¢ 4) explicitamente es {a,}3>; = 1, 9, 4v 9> 4+ 1»--+ Y DO

converge ya que oscila entre dos valores.

A.5. Primer parcial del curso 2023/2024

oo
6" —
1) [3.5 puntos] Decide si la serie nz_:l T g converge.
Definiendo a,, = ?;;—;22 vy by, = % se tiene
. an B ) n! ., 1—-2/6" 1
lim — = lim . = lim . —
bn 6" nl+2 1 1+2/n!

Por el criterio de comparacién, > 7, a, y > oo by tienen el mismo cardcter. Aplicando el
criterio del cociente a esta ultima:

n+1 | |
i Pl g 8T/ DY e S e
bn 6" /n! (n+1)! n+1
Por tanto converge.
2) [3.5 puntos] Halla todos los valores de = € R tal 2r 5 1
. un alla TOAOS 10S valores de T ales que —.
P ez r15) S 3
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Para x = —15 el primer miembro no tiene sentido y para el resto, la desigualdad equivale
a 6[s1| < |s2] con sy =2 —5/2y s9 = x + 15. Para x # —15 distinguimos tres casos:

a) [z < —15]. Se cumple s1, 55 < 0y 6s1| < |s2| < 6(5/2—2) < —z—15 < 3-5+15 < 5z

que contradice x < —15.

b) ‘—15<x§5/2‘. Se cumple 51 < 0, s2 > 0y 6]s1]| < [s2] & 6(5/2 —z) < z+ 15 &
3-5—15<7x < x>0y se obtiene (0,5/2].

c) . Se cumple s1,52 > 0y 6|s1| < |s2| & 6(z —5/2) <x+15 < br <3-5+15
& x < 6y se obtiene (5/2,6).

En total:

(31 (36) - 001

3) [1.5 puntos por acierto, -1 fallo, 0 blanco] Indica si es verdadero o falso.
V. . F. D Existe alguna a,, divergente tal que a,, < 2 y sup{a,} = 2.

1
n

Por ejemplo, a, = 2(—1)" — % Claramente, a, < 2 — = < 2. Se tiene sup{a,} = 2 porque

Qo = 2 — ﬁ — 2. No converge porque alterna valores negativos y positivos que se aproximan a —2 y 2.

1+40) 11+ 7
V. . F. D El ntimero ( +7Z) + + 'z es entero.

2 341
. i\ 14 ; 14 ; s — .
El primer sumando es (1—\%’) = (6”/4) = Tim/2 = edmi—in/2 — o=im/2 — _j y ¢] segundo es
11478 _ (A1474)(3—1) _ 33—11i4+21i+7 _ 404105 _ ;
3+ T T BrOGB— 0 = =45+ =4+ 1. La suma resulta 4.

A.6. Segundo parcial del curso 2023/2024

1) [3.5 puntos] Dadas las funciones f(x) = 3—2?, g(z) = 222 — 62+ 3, halla el drea limitada
entre sus graficas.

Ambas funciones representan pardbolas, la primera con las ramas hacia abajo (por el signo
negativo de x2) y la segunda con las ramas hacia arriba. Estudiemos dénde se cortan:

fz)=g(z) & 322-62=0 < 3z(z—-2)=0 < z=0,2

Por la mencionada interpretacién geométrica, la primera grafica debe quedar por encima en el
intervalo [0, 2]. Asi pues, el drea buscada es

2 2
A:/o (f(x)—g(x))dx:/o (—3x2+6x)d95:(—$3+3x2)‘§:_8+12:4-
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Examenes resueltos

2) [3.5 puntos| Considera la funcién f(x) = 5(3x + 1) seng —2log g _T_ T Calcula Ts(f,0),
x

esto es, su polinomio de Taylor de orden 2 en a = 0.

Usando las propiedades de los logaritmos, se tiene f(x) = 5f1(x) — 2f2(z) con
file) =B+ Dsens ¥ folx) = log(3 ) — log(3 +2).

La derivada de fi es f{(z) = 3sen% + %(3z + 1)cos %, utilizando la férmula para derivar
productos. Ademas, fi(z) = -3 —-2)"' - B+2)"'=(x—-3)"' - (z+3)~L. Con ello,

1 2
J'(0) =51(0) = 2f3(0) =5- 5 +2- 5 =3,
Derivando una vez mas, fY'(x) = cos 5+cos §—g(3z+1)sen 3y f3(x) = —(z—3)"*+(x+3) ">
Asi pues,

77(0)=5f(0) —2f/(0)=5-2—-2-0=5-2.

Completando estos calculos con f(0) = 0, se obtiene finalmente,

@x + L/(O) 2% = 3z + 5%

T>(f,0) = f(0) + 1! 2!

3) [1.5 puntos por acierto, -1 fallo, 0 blanco] Indica si es verdadero o falso.

1
V.D F. Secumple lim ogm/ —dt—l

S g2 logt
50c Togt I ) x/logx i log z 1
1 Y lim = lim ——m—— =_.
z—+oo 22/ logx LH w—>-+00 (2zlogx — x)/(logx)?  z—>+00 2logx —1 2
» i gsen(l/z)
V. D F. . La funcién definida por f(x) = 2°————= para z # 0y f(0) = 0, es
sen x

discontinua (no continua) en el origen.

1
lim f(z) = lim - lim wsen — = -0 = 0 (L'Hopital en el primer limite y seno acotado entre —1
o0 z=0senx -0
y 1 en el segundo). Entonces hmeO f(x) £(0) y la funcién es continua.

74



A.7. Final ordinario del curso 2023/2024

n)! + 2024

()2 converge.
n!

oo
2
1) [2 puntos] Decide si la serie Z (
n=1

. ! .
Las sucesiones a,, = % y b, = (n')i = (27’;) satisfacen

2024
—tim (14 =) =14+0=1.

(2n)!
Por tanto, > o2 a, y Y oo by, tienen el mismo cardcter (criterio de comparacién). Se cum-
ple b, > 1 porque b,, es un nimero combinatorio, entonces lim b,, no es nulo y la serie diverge.

|
@ — tm (2n)! + 2024
by, (2n)!

[También se puede aplicar el criterio del cociente comprobando lim(b,,4+1/b,) =4 > 1.]

10 81+ 1 1
2) [2 puntos] Calcula el valor exacto de T3 + 2Z++3Z. + E(l + )10,

Calculemos cada sumando. El primero y el segundo son divisiones de niimeros complejos
que se efectian convirtiendo su denominador en real multiplicando por el conjugado:

10 10(1 — 3i)

8i+1 (8i+1)(2—3i) 16i+24+2—3i
143  12+32 -

_ — 24
2+ 3i 22 4 32 13 T

=1-31 vy

En el dltimo sumando empleamos 14 = re® con 7 = |1 +i| = v/2 y a = 7/4 para obtener

95 5im/2

Sumando los tres resultados, se concluye que la solucién es (1 — 3i) + (2 +14) 4 2i = 3.

3) [0.5 puntos por acierto, -0.25 fallo, 0 blanco] Indica si es verdadero o falso.
V. D F. . Si ay, converge y sup{a,}5>; = 1 entonces lima,, = 1.

No se cumple en general. Por ejemplo, a, = 1/n satisface sup{a,}$2; = 1 (porque a3 = 1y es
decreciente) y lima,, = 0.

V. D F. . Toda sucesién acotada es convergente.

No se cumple en general. Por ejemplo, a, = (—1)" estd acotada (—1 < a,, < 1) y no converge porque
oscila entre dos valores.
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e % cosp — eV

e~4/r 41
g(z) = (2f(z) — 1)2 siz#0y g(0) =1 es continua en z = 0.

4) [2 puntos] Considera f(z) = . Estudia si la funcién definida por

Se cumple lim, g+ e~ /% = lim,_,(- €/* = 0 porque —1/z — —ocosiz — 0t y 1/z = —o0

si x — 07. Con ello se calculan los limites laterales de f:

(6*1/$)4cosw—671/‘” B 0*-1-0 B

lim f(x) = lim

z—0+ z—0T (6—1/96)4 +1 0t 41
y, multiplicando numerador y denominador por e*/*,
cosx — 3/ . CcosxT — (el/x)3 1-03
lim f(z)= llm ———— = lim i = .=
z—0— 2—0- 1+ /= z—=0~ ] 4+ (el/x) 1+0

De aqui se deduce lim,_,o+ g(z) = (2:0—1)? = 1 y lim,_,,- g(x) = (2-1—1)? = 1. Entonces
lim, 0 g(x) = 1 y como este valor coincide con g(0), es continua en x = 0.

z—1)

5) [2 puntos] Calcula la recta tangente a la grafica de f(z) = 2! +sen( enx = 1.

La féormula para la recta tangente asegura que la recta buscada es
y=fW@-1)+fQ1).

Obviamente, f(1) = 1' = 1. Por otro lado, f(x) = e(Hsen(x*l)) gz Horque 8% = g, v la
derivada es, usando la regla de la cadena y la derivada de un producto,

f(z) = ¢(1Hsen(z—1) 87 (1og 2 4 sen(x — 1) log z)’
—1
— plsen(z—1) (l + cos(x — 1) log = + sen(z ))
T T

Utilizando log 1 = sen 0 = 0 se obtiene f/(1) = 11(1 + 0) = 1. Sustituyendo en la férmula
se sigue finalmente que la ecuacién de la recta tangente es y = x.

6) [0.5 puntos por acierto, -0.25 fallo, 0 blanco] Indica si es verdadero o falso.

1 Tt
V. D F. . Se cumple lim 08T / ——dt = 2.
2

z—+oo 2 logt

Iy @dt ) z/logx , log = , 1 1

1 = =_.
oo 2logx — 1 x—»r-s{loo2—1/log:c 2

If = 1
s x?/logx 1'H oo (2zlogx — x)/(log x)?

1
V. D F. . El valor de la integral / redrese—1.
0
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Tomando como partes u = x y dv = e*dx con v = €%, se obtiene que la integral del

1
enunciado es igual a xex}é - / e’ dr = (ve" — egc)|(1J =0—-(-1) =1
0
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