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Ideas que subyacen a la Teoria de Galois

De forma poco precisa pero ilustrativa, se puede afirmar que la Teoria de Galois estudia
las “simetrias” de las soluciones de ecuaciones algebraicas £"+a,,_12" ' +...+a12+ag = 0.

El resultado mas conocido de esta teoria, y con el que a veces se la identifica, es que
si n > 4 hay ecuaciones para las que = no se puede despejar a partir de los coeficientes
en términos de sumas, restas, multiplicaciones divisiones y radicales, por tanto no existe
ninguna férmula de este tipo que resuelva la ecuacién general de grado n > 4. En realidad
este resultado es algunos anos anterior al famoso trabajo de Galois y fue probado en
1826 por Abel (Ruffini habia obtenido con anterioridad una demostracién poco rigurosa).
Como veremos, la contribucién de Galois fue dar condiciones necesarias y suficientes para
la resolubilidad por radicales en términos de un grupo, el grupo de Galois, que refleja las
“simetrias” de las soluciones de la ecuacion. En la practica suele ser dificil verificar estas
condiciones para una ecuacion dada porque el grupo de Galois puede ser muy complicado
de calcular, pero desde el punto de vista matemaético la relaciéon entre grupos de simetrias
y resolucién de ecuaciones es muy reveladora, permitiendo perfeccionar y aclarar ideas de
Lagrange, Gauss, Ruffini y Abel.

81. El grupo de Galois.

Descomponiendo el polinomio P(z) = z™ + 12" 1 4. ..+ a1z +ag = 0 en factores,
es facil comprobar que sus coeficientes se pueden expresar como polinomios simétricos de
las raices 1,2 ..., x, (se tiene por ejemplo ag = (—1)"z123...2p Yy —Gp—1 = T1 + T2 +
...+ xy), por tanto cualquier permutacién de las raices deja invariantes los coeficientes.
El grupo de Galois se define como el conjunto formado por las permutaciones que son
compatibles con las relaciones algebraicas que pudiera haber entre las raices. Por ejemplo,

las raices de 2+ 23+ 22+ +1 son x; = 2™/

, Ty = 2%, 3 = 13, 14 = o7 y la permutacién
que intercambia 1 y x2 no se incluye en el grupo de Galois porque si x; pasa a ser xs
entonces o = x1 - 1 debiera pasar a ser xo - x2 = x4 y no a x1. De hecho no es dificil
comprobar que sélo hay cuatro permutaciones validas. Como en general no hay relaciones
entre las raices, el grupo de Galois suele ser el grupo S,, de todas las permutaciones de n

letras.

62. Grupo de Galois y resolucién de ecuaciones.

Resolver P(z) = 0 implica pasar de los coeficientes que son invariantes por todas las
“simetrias” (permutaciones) a las raices que son intercambiadas por ellas. El grupo de
Galois mide el niimero minimo de simetrias para que una funcién de las raices se pueda

escribir en términos de los coeficientes. Concretamente, Galois demostré que una funcién



racional (cociente de polinomios) de las raices se puede escribir como una funcién racional

de los coeficientes si y sélo si es invariante por el grupo de Galois.

En las formulas clasicas para resolver las ecuaciones de segundo, tercer y cuarto grado
se usan radicales para ir rompiendo poco a poco las simetrias de los coeficientes. Por
ejemplo, al resolver 22 + bz 4+ ¢ = 0 aparece v/b2 — 4c que pasa de la funcién simétrica
b2 —4c = (w1 +12)% — 42125 a la no simétrica /b2 — 4¢c = &(x1 — x2). Un ejemplo un poco
mé4s complicado es la ecuacién de tercer grado 23 + px + ¢ = 0 cuya solucién viene dada

3l q ? v p /3 q q?  p?
x_\/2+\/4+27 3/\/ 2 TV tar

Obteniéndose las tres raices a base de elegir los tres posibles valores (complejos) para la

por

raiz cubica.
Si llamamos x1, T2, x3 a las raices de la ecuacion anterior,
3 _ _ _
2 +pr+q=(x—z1)(x —22)(x —x3) = p=2x102+ 103+ Tox3, ¢ = —T1T2T3.
De nuevo, obsérvese que p y g son invariantes por S3 (en el sentido de que no varfan al

cambiar 1, T3, T3 POT Ty(1), To(2), To(3) CON T € S3), mientras que algunos célculos prueban

que

¢ 1
1 + o7 = —@(331 — x9)? (21 — x3)° (z2 — 3)°

y por tanto y/q2/4 + p3/27 sélo es invariante por Az (permutaciones pares). Por otra parte

2 3 1 2 2
7 %4—12)—7:2—7(3714-@524-@373)3 con(:cos§+isen§

implica que la raiz cibica de esta expresiéon no es invariante por nada distinto de la iden-
tidad.

La idea fundamental de Galois es que los radicales reducen las simetrias de una forma
muy particular que queda fielmente reflejada en la estructura del grupo de Galois.

63. Radicales, grupos v la ecuacion general de grado n.

Supongamos ahora que tenemos una formula para resolver la ecuacién general de
grado n (cuyo grupo de Galois es S,,) y que 7 = ¥/ A es uno de los radicales més interiores
(podemos suponer p primo porque W =/ ), es decir, A es una funcién racional de los
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coeficientes y por tanto simétrica en las raices x1, o, ..., T,; asi pues rP es invariante por

Sy,. Consideremos el homomorfismo (pruébese que lo es)

®:S, — (C-{0},")

o — T'(:UU(I),.TU(Q), .. .xa(n))/r(axl,xz, .. ,.Tn).

Noétese que o € Nuc @ si y sélo si r es invariante por o. Si ¢/ haroto algunas simetrias, hay
elementos en la imagen distintos de 1; como ademds (q)(a))p = 1 (porque rP es invariante
por S,,), se deduce que la imagen de ® estd formada por las raices de la unidad de indice

p, esto es

2 2
Im® = {1,(, ¢2,¢3,. ..,(p_l} con ( = cos ll + isen—w.
b b

Como Im® (con la multiplicacién) es isomorfo a Z,, por el teorema del isomorfismo se
tiene
Sy /Nuc ® =~ 7Z,,.

Recapitulemos todo lo hecho: Hemos partido de la expresion A que es invariante por
Go = S,, y hemos demostrado que {/A es invariante por Gq; = Nuc® y que si G1CGy se
debe tener Gy/G1 = 7Z,. Todo este proceso se puede repetir al anadir un nuevo radical
“reduciendo” Gy a G2 con G1/Gs = Z, y asi sucesivamente hasta llegar a {Id} que
corresponde a una expresion que no es invariante por nada y de la que podemos despejar
las raices. Todo esto queda resumido en el siguiente resultado:

Si la ecuacion de grado n es soluble por radicales, existe una cadena de grupos
Go=5,D0G;1 DGy D...D G, ={1d}
tales que cada uno es subgrupo normal del anterior y G;_1/G; = Zy,, 1 <i < m.

Para las ecuaciones de grados n = 2,3 y 4, las cadenas son
Sy D {Id}, S5D> A3 D {Id}, SyD A4 D ((1,2)(3,4),(2,3)(1,4)) D> {Id};
pero no existe ninguna cadena similar en el caso n = 5. La idea es que ésta debiera
comenzar por S5 O As y como As no tiene ningiin subrupo normal no trivial no podemos

completar esta cadena, y por tanto no existe una solucién con radicales para la ecuacién

quintica general. Lo mismo ocurre siempre que n > 5.

La demostracién de que As (y en general A,,) no tiene subgrupos normales no triviales
es un poco tediosa pero no excesivamente complicada. Esencialmente, se prueba que
si o € As, o # {Id}, entonces {r~'o7 /7 € Az} = A5 y por tanto no existe ningtin
{Id} # H;AE, tal que 771H7 = H para todo 7.
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64. El teorema de Galois.

A pesar de que una parte de las ideas de la seccion anterior estan implicitas en el
trabajo de Abel sobre la imposibilidad de resolver la quintica por radicales, fue Galois
quien puso de manifiesto la estrecha relacion entre la resolubilidad por radicales y la teoria
de grupos. Su resultado principal contempla ecuaciones cuyo grupo de Galois no es nece-
sariamente S,, y permite dar una condiciéon necesaria y suficiente para que las raices de

una ecuacion se puedan expresar mediante radicales.

Teorema (de Galois):La ecuacion P(z) = 0 se puede resolver en términos de sus
coeficientes con expresiones obtenidas por composicion de funciones racionales y radicales
si y solo si el grupo de Galois, GG, tiene una cadena de subgrupos G = Gy D G1... D
Gm-1 D G, cada uno subgrupo normal del anterior y con G,, el grupo trivial, de modo
que Gi_l/Gi ~ /,, con p; primo, i =1,2...,m.

v



1. Cuerpos y sus extensiones

§1. DEFINICION DE CUERPO.

Un sorprendente teorema que demostraremos mas adelante implica que la suma, resta,
multiplicacién y divisién de raices de polinomios da lugar a nuevas raices de polinomios.
Asi, por ejemplo, como 1 + v/2 y v/3 — 2 son raices de polinomios con coeficientes en @,
concretamente de 2 — 2z — 1 y 22 + 4z + 1, entonces (14 v/2)(v/3 — 2) es también raiz de
un polinomio con coeficientes en @, concretamente de z* + 822 — 1022 — 82 + 1 = 0. Esto
sugiere que la estructura algebraica natural para estudiar raices de polinomios es aquella
en la que podemos sumar, restar, multiplicar y dividir (salvo por cero), la cual corresponde
a la idea intuitiva de cuerpo.

DEFINICION: Un cuerpo, K es un anillo tal que K — {0} es un grupo abeliano con
respecto a la multiplicacion.

Para aquellos que tengan problemas para identificar la definicién anterior con su sig-
nificado intuitivo, se recuerdan los conceptos de anillo y de grupo que ya se introdujeron
el curso pasado.

DEFINICION: Un anillo, A, es un conjunto dotado con dos operaciones cerradas, ® y
® (suma y multiplicacion), de modo que se verifican las siguientes propiedades:

i) A es un grupo abeliano con respecto a @.
ii) ® es una operacion asociativa en A.

iii) Se cumplen las leyes distributivas (a ®b) @ c = (a®¢c)® (b®c¢) y c® (a ® b) =
(c®a)® (c®Db).

DEFINICION: Un grupo, G, es un conjunto dotado con una operacién cerrada, *, tal
que se verifican las siguientes propiedades:

i) * es asociativa: g x (hx f) = (g*h) * f.
ii) Existe el elemento neutro: Je € G/e xg=gxe=gVgeGq.
iii) Existe el elemento inverso: Vg € G 3h € G / hxg=gx*xh=ce¢.

NOTA: Si ademéds x es una operacién conmutativa (g« h = h* g) se dice que el grupo

es abeliano o conmutativo.

Obsérvese que intuitivamente un anillo (conmutativo) es un conjunto en el que pode-
mos sumar, restar y multiplicar; mientras que un grupo abeliano es un conjunto en el que

podemos sumar y restar (sumar el inverso).



NoTA: En estas notas se usaran las letras K, A y G para designar cuerpos, anillos y
grupos respectivamente, sin indicar explicitamente que lo son siempre que ello no dé lugar
a confusion. Ademads, en este curso solo se consideraran anillos conmutativos y unitarios,

es decir, en los que ® es una operaciéon conmutativa y tiene elemento neutro.

Es conviente recordar también que en un anillo puede haber elementos con inverso
multiplicativo, y se les llama unidades. También es importante recordar que un ideal, I,
de un anillo (conmutativo), A, es un subconjunto de A cerrado con respecto a la suma y
tal que si a pertenece a A y x pertenece a I, entonces su producto pertenece a I.

Muchas veces se indican los ideales por sus generadores, asi I = (2) en Z son los
nimeros pares, y (2,3) son todas las combinaciones lineales enteras de 2 y 3. No es dificil
ver que (2,3) = 7. La notacién A/I indica las clases de equivalencia mddulo el ideal,
por ejemplo, ZZ/(2) (escrito también ZZ/27Z o a veces Zy) son las clases de niimeros pares
e impares. Estas clases tienen de nuevo estructura de anillo, de hecho en este ejemplo

forman un cuerpo.

Veamos algunos ejemplos de cuerpos y anillos:

Ejemplo 1. @ es un cuerpo.

Ejemplo 2. 7 es una anillo.
Ejemplo 3. 7Z es un grupo abeliano con la suma.

Ejemplo 4. 7 no es un grupo con el producto (porque no existe elemento inverso).
Su estructura se conoce con el nombre de semigrupo.

Ejemplo 5. C' = {a+b\/§/a, be Z} es un anillo con respecto a la suma y el producto
habituales.

Para comprobarlo, obsérvese que la suma y el producto estan bien definidas en C,
es decir, 0, € C = a+8 € Cyaf € C. Porquesia =a+b0/2y = c+dv2
entonces o + 3 = (a +¢) + (b+d)vV2 € C y aff = (ac + 2bd) + (ad + bc)y/2 € C. Una
vez realizadas estas comprobaciones, las propiedades i), ii) y iii) de la definicién de anillo
estan garantizadas porque se cumplen en R y C' C IR.

Ejemplo 6. C' = {a + bﬂ/a,b € Q} es un cuerpo con respecto a la suma y el
producto habituales. A este cuerpo se le denota con Q(v/2) (el porqué de esta notacién

quedara claro mas adelante).

Se puede demostrar que C’ es un anillo procediendo como en el ejemplo anterior
porque alli no usamos la hipétesis de que a y b eran enteros (sélo que la multiplicacién
era cerrada para ellos). Asi pues sélo falta comprobar que C’ es un grupo abeliano con
respecto al producto. Obviamente el producto es conmutativo y asociativo (porque C’ es
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un anillo conmutativo) y tiene elemento neutro 1 =1+ 0v/2. Ademds como

1 _a—b\/i_ a B b
a+bv2 a?—202 a?—2b2 a2 2b2

V2e

también existe elemento inverso.
Ejemplo 7. Si p es primo Z/pZL es un cuerpo.

Recuérdese que Z/pZZ son las clases de congruencia médulo p: 0,1,...,p — 1, es decir,
todos los posibles restos al dividir por p.

Este cuerpo se suele denotar con IF,,. Es un cuerpo con un ntimero finito de elemen-
tos. A pesar de que existen otros cuerpos finitos seguramente es demasiado prematuro

introducirlos ahora.
Obsérvese que en IF, se cumple 1+ 14 14 2 Y85 + 1 = 0. Esta propiedad es tan

importante a la hora de clasificar los cuerpos que requiere una definiciéon especial.

DEFINICION: Diremos que un cuerpo tiene caracteristica n si n es el menor niimero

que el cuerpo tiene caracteristica cero.

Asi por ejemplo IR y Q) tienen caracteristica cero y IF, tiene caracteristica p.

Ejemplo 8. Dado un dominio de integridad, D, (esto es, un anillo conmutativo con
unidad tal que ab = 0 = a = 06 b = 0), el cuerpo de fracciones de D es el conjunto

de expresiones de la forma r/s con r,s € D, s # 0, bajo la relacién de equivalencia
r/s ~ t/u < ru = ts. Notese que D se puede identificar con los elementos de la forma
r/1. Intuitivamente, el cuerpo de fracciones de D es el cuerpo que resulta si permitimos
dividir en D. Por ejemplo, el cuerpo de fracciones de Z es Q.

Ejemplo 9. Si A C Ces el anillo A = {n+m\/=2 /n,m € Z}, entonces A/(1++/=2)
es un cuerpo de tres elementos.

Nétese primero que n +mv/—2 = n —m + m(1 ++/—2) = n— m, y por tanto basta
considerar clases cuyos representantes sean nimeros enteros. Por otra parte, n = n +
(1-v=2)(1++v=2) = n—3. Asi pues A/(1 + v/=2) = {0,1,2} (es ficil comprobar
que estas tres clases son distintas). Con ello hemos demostrado que A/(1 + /=2) es

practicamente idéntico a IF3. En general, si un primo p es suma de un cuadrado y el
doble de un cuadrado, digamos p = n? + 2m?, se puede demostrar que A/(n + m+/—2) es

“isomorfo” a IF,,.



§2. POLINOMIOS.

Un polinomio es una expresién de la forma a,z™ + a,_12" "' + ... + ag donde z es

una indeterminada y los coeficientes a; pertenecen a un anillo.

El conjunto de todos los polinomios sobre el anillo A (con coeficientes en A) en la inde-
terminada x se denota con A[z] y tiene una estructura natural de anillo. Se dice que A[z] es
el anillo de polinomios sobre A. Abreviaremos la notacién (A[z1])[z2], ((Alz1])[z2]) (3],

etc. escribiendo simplemente A[x,x3], Alx1,ze,x3], etc. Obsérvese que estos anillos

corresponden a los polinomios de varias variables.

DEFINICION: Si P € Alz], P = a,a™ + ap_12™" 1 + ... + ap con a, # 0 diremos que
P tiene grado n y se escribe grad P = n o también OP = n. Si P = 0 escribiremos

formalmente 0P = —oo.

Proposicién 2.1: Si A es un dominio de integridad, A[x] también lo es. Ademas si
P,Q € Alx]

1) 0(P + Q) < max(9P,0Q) 2) 0(PQ) = 0P + 0Q.

DEM.: Las propiedades 1) y 2) se siguen facilmente de la definicién de grado (ejercicio).
Por otra parte si A[z] no fuera un dominio de integridad, entonces existirian Py Q€
Alz] — {0} tales que PQ = 0 y esto contradice 2). i

Si A es un dominio de integridad, por la proposiciéon anterior tiene sentido considerar
el cuerpo de fracciones que se denota con A(x). Es decir

A(z) = {P/Q/ P,Q € Alz], Q #£0}.

Proposicién 2.2: Si K es un cuerpo, K[z] es un dominio euclideo. Mds concreta-
mente, si P,QQ € K[z] con Q # 0 entonces existen dos polinomios C' y R determinados

tinicamente tales que

P=QC+R con O0R < 0Q.

El principal interés de los dominios euclideos es que se puede definir el maximo comiin
divisor y se tiene el “algoritmo de Euclides” para hallarlo. A pesar de que estos conceptos
seguramente son ya conocidos por el lector, los recordamos aqui.

DEFINICION: Si P, Q € K|[x] se dice que D € K[z] es un méximo comin divisor de P

y Q si D|P, D|Q y cualquier otro divisor comiin de P y @ divide a D.

NoTA: Recuérdese que un dominio euclideo es en particular un dominio de ideales
principales (todo ideal se puede generar con un elemento), de modo que el méximo comiin

divisor de P y () también se puede definir como un generador del ideal (P, Q).

* Para una definicién mas formal véase el libro de A. Clark p.203.
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Proposicién 2.3: Dados dos polinomios en K[x| no simultaneamente nulos, tienen
un maximo comiin divisor y es iinico salvo unidades. Es decir, si D1 y Dy son dos maximos

comunes divisores de P y @) entonces D1 = kDy con k € K — {0}.

Proposicién 2.4: Si P,(Q € K[z] — {0} y D es su madximo comin divisor, entonces
existen A, B € K|z] tales que

D = AP + BQ.

La demostracion de estas dos tltimas proposiciones se basa en el algoritmo de Euclides

que consiste en hallar el maximo comun divisor aplicando repetidamente el siguiente lema

Lema 2.5: Sean P,() € K[z] y sean C' y R como en la Proposicién 2.2. Si D es un
maximo comiin divisor de P y () entonces también lo es de (Q y R.

DEM.: De P = QC + R se deduce que S € K|[z] es divisor comin de Py @ siy s6lo
siloes de Q y R. Como los divisores comunes coinciden, también coinciden los maximos

comunes divisores. i

DEM.(de la proposicién 2.3):

Dados P, = Py P, = Q en Klz] con Q # 0, definamos P3 como el polinomio R en
la Proposicién 2.2. Ahora repetimos el proceso para definir Py a partir de P, y P y asi

sucesivamente, es decir
Py =PC1+ P, P2=PC+P, P3=PC3+ D,

Como 0P, > 0P3 > 0P, > ..., el proceso anterior termina con cierto P, = 0 y por tanto
P,_o = P,_1C,_5. La aplicacién repetida del Lemma 2.5 implica que un maximo comin
divisor de P y @ es también un maximo comun divisor de P,_; y 0, y obviamente éste
debe ser P,_1 0 kP,_1. B

DEM.(de la proposicién 2.4):

Como ya indicamos en la demostracion de la Proposicion 2.3, aplicando el Lema 2.5

se tiene
P=QCi+P, Q=PCy+ Py, ...Pp3=PFP,2C, 3+D, P, 2=DC, >+D.

La pentltima igualdad permite escribir D en términos de P,,_3 y P,_2, concretamente
D = P,_3—P,_5C,,_3; la antepeniltima igualdad permite escribir D en términos de P,,_4
y Po_3, D =(14+Cp_3C,_4)P,_3—Cy_3P,_4, y asi sucesivamente. Iterando este proceso
se obtiene finalmente la igualdad que asegura la proposicién. Wi

Ejemplo . Calcular el maximo comiun divisor de P = z* + 23 — 522 + 42 + 3 y
Q = z3 — 62 + 9, y expresarlo de la manera indicada en la Proposicién 2.4.
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Procedemos con el algoritmo de Euclides:

ot 42 -5 tdr +3=(23 - 62+ 9)(z+ 1) +2*+x -6
23 —6r+9=(2>+x—-6)(z—1)+x+3
2+ —6=(z+3)(r—2).

Por tanto el maximo comin divisor es x + 3, ademés

r+3=—(r—1)(2*+2—-6)+2°—6x+9
=—(z—1)(z*+2° =52 + 4z + 3 — (z + 1)(z® — 62+ 9)) + 2° — 62+ 9,

de donde z + 3 = (1 — )P + 22Q.

Noétese que la demostracién de la Proposicién 2.4 se puede repetir paso por paso en
otros dominios euclideos. Asi por ejemplo, en 7, si d es el maximo comin divisor de a y
b, entonces la ecuacién d = ax + by tiene solucién con x,y € Z (de hecho tiene infinitas).

La demostracion de la Proposicion 2.4 puede usarse como algoritmo para calcular el
inverso en algunos cuerpos definidos como cocientes de anillos por ideales. Para mayor

claridad veamos primero un ejemplo en 7.
Ejemplo 1. Hallar el inverso de 8 en Z/297.

Como el maximo comun divisor de 29 y 8 es 1, segin el andlogo de la Proposicién 2.4
en 7 se tiene que 1 = 29n + 8m se cumple para ciertos n,m € Z, por tanto 1 =8-m y m
es la clase que buscamos. Para calcular m y n se puede proceder usando el algoritmo de
Euclides como en la demostracion de la Proposicion 2.4. Concretamente

29=8-3+5
(42 ecuacién) 1 =3 —2-1
izziiz _ (32 ecuacién) 1=3—(5—-3-1)-1=5-(=1)+3-2
5=9.141 (22 ecuacién) 1 =5-(-1)+ (8 -5-1)-2=8-2+5-(-3)
L —1.240 (12 ecuacién) 1 =8-2— (20 —8-3) -3 =129 (=3) + & - 11.
Asi pues podemos tomar n = —3 y m = 11 y se concluye que 11 es el inverso de 8.

Veamos ahora un ejemplo con polinomios. Obsérvese que los razonamientos son

analogos a los del ejemplo anterior.

Ejemplo 2. Sean P =z*+ 23+ 22 +z2+2+1y Q = 22+ + 2 + 1. Calcular el
inverso de @ en Q[z]/(P).



Como comprobaremos inmediatamente con el algoritmo de Fuclides, el maximo comiin
divisor de Py Q es 1, asi pues 1 = AP+ BQ para ciertos A, B € Q[z] y por tanto 1 = BQ,
con lo cual B es el inverso de Q. Calculemos A y B procediendo como en el ejemplo

anterior:

P=Q-2°+ (z+1) .
(22 ecuacién) 1 = Q
Q=x+1)-z+1 = )
(12 ecuacién) 1 = Q — (P — 2°Q) = —zP + (2> + 1)Q.
r+1=1-(x+1)+0

Por tanto el inverso de @ es x3 + 1.

Otra propiedad interesante de los dominios euclideos es que son de factorizacion tnica,
es decir, al igual que en Z todo nimero se puede descomponer en factores primos, también

se cumple

Proposicién 2.6 : Todo polinomio de K [z]| se puede descomponer como producto de
polinomios ireducibles, ademas esta descomposicion es tinica salvo el orden de los factores
y multiplicacién por elementos de K — {0}.

NoOTA: Recuérdese que un polinomio, P, es irreducible si no puede escribirse como
P =QR con 0Q,0R < OP.

Ejemplo . El polinomio P = 2% — 6z + 7 es irreducible en Q[z] porque no se puede
escribir como a(x—a1)(z—as) con ai, ay € Q; sin embargo P no es irreducible en Q(v/2)[x]
porque P = (z — 3+ v2)(x — 3 — V/2)

En C[z] la cuestién de irreducibilidad de un polinomio es muy sencilla gracias al
siguiente resultado

Teorema 2.7 (Teorema Fundamental del Algebra): P € C[x] es irreducible <
0P < 1. Equivalentemente, todo polinomio no constante de C|z] se puede descomponer
en factores lineales.

Si K # C, en general es muy dificil saber si P € K[z] es irreducible. Un criterio que
es de utilidad en algunos casos es el siguiente.

Proposicién 2.8 (Criterio de Eisenstein): Si P = a,2" + a,_12" 1 +... +ag es
un polinomio con coeficientes enteros y p es un primo tal que pfa,, pla; si0 < i <ny
p?fag entonces P es irreducible en Q[x].

DEM.: Por el Lema de Gauss (véase mas abajo), si P no es irreducible se puede
escribir como P = (byz! +b_12! 71+ .. 4 bo) (cma™ + Cn—12™ 4. .. o) conl+m =n

y bi,c; € 7. Tgualando los coeficientes de los términos del mismo grado, se tiene

ap = bocg, a1 = bico +boci, az = bacy + bicy + boca,



Por hip6tesis plag pero p?fao, asi pues p divide a by 0 a ¢y pero no a ambos simultdneamente.
Supongamos por ejemplo que p divide a by, entonces por la segunda igualdad, p|b; y por
la tercera p|by y en general p|b; 0 < i <[, lo que implica que p divide a todos los a; lo que
contradice nuestra hipétesis pfa,,. B

Damos también otro criterio de irreducibilidad que es muy simple pero efectivo (la

demostracién se deja como ejercicio).

Proposicién 2.9: Sea P € Z[z] ménico y sea P € I¥,[z] el polinomio que resulta al
reducir los coeficientes médulo p. Si 0P = OP y P es irreducible en TFp[x] entonces P es
irreducible en Qz].

OBSERVACION: El reciproco, en general, no se cumple. Por ejemplo, P = 2% + 2 + 1

es irreducible en Q[z] pero no lo es en IF;.

Ejemplo 1. El polinomio ® — 172% + 105 es irreducible en Q[z], porque al tomar
médulo 2 obtenemos z3 + 22 4+ 1 y si este polinomio se pudiera descomponer en IF, se
podria escribir como (2?4 ax +b)(x — ¢) pero esto es imposible porque ni x ni x — 1 dividen
azd+x241.

Ejemplo 2. (Polinomio Ciclotémico) Gauss demostré que si p es primo el polinomio
(ciclotémico) P = oP~1 + 2P=2 + ...+ z + 1 es irreducible en Q[z]. A pesar de que no es
posible aplicar directamente el criterio anterior, si P es irreducible Q = (z + 1)P~! + (z +
1)P=2 4+ ...+ (z+ 1) + 1 también lo es (ejercicio) y como

DL () (P) g p p
Q= s 1-1 =z " + Wk + 5) % +...+ b2 x4+ 1)

el criterio de Eisenstein es aplicable sobre @ (ejercicio).

Ejemplo 3. Como consecuencia del ejemplo anterior deducimos que Q[z]/(P), donde
P =Pt 4+2P~24 4+ 241, es un cuerpo. Para ello basta comprobar que todo elemento
no nulo tiene inverso multiplicativo. Si @ ¢ (P), como P es irreducible en Q[z], el méximo
comtn divisor de Py Q es 1 y existen A, B € Q[z] tales que 1 = AP + BQ. Asf pues, B
es el inverso de Q y existe siempre que que @ # 0. En general, si P es irreducible en K|[z],

K[z]/(P) es un cuerpo.

Hay cierta falta de simetria en los criterio anteriores, porque partimos de un polinomio
en Z[z] y concluimos que es irreducible en Q[z]. Gauss demostré que en ambos anillos el
concepto de irreducibilidad es el mismo.

Lema 2.10 (de Gauss): Si P € 7[z] es irreducible en 7ZL[x] también lo es en Q)[x].

DEM.: Si P = PP, con P, P, € Q[x] multiplicando por cierto niimero natural, n,
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que cancele todos los denominadores tenemos que
(2.1) nP = (blxl bt L+ bo)(CmT™ + Cr_12™ 1 4. 4 o) con b;,c; € 7.
Supongamos que n es el menor nimero tal que nP se descompone en Z[z]. sin =1 el
lema estd probado. Supongamos que n > 1, sea p un divisor primo de n, entonces no todos
los b; ni todos los ¢; pueden ser divisibles por p (ya que en ese caso podriamos simplificar
por p en (2.1) reduciendo n a n/p). Sean b; y c; tales que pfb;, pfc; pero p|b,, plcs si
r < i,s < j (podria ocurrir que i,j = 0), entonces igualando en (2.1) los coeficientes de
grado ¢ + j se tiene
Na;yj = bH_jCo + bi+j_161 + ...+ bicj + ...+ boci+j

y de aqui se deduce que p|b;c; en contra de nuestra hipdtesis p{b;, pfc;. B

Un polinomio de A[x] se puede considerar también como una funcién A — A sin més
que sustituir la variable indeterminada por elementos del anillo.

DEFINICION: Se dice que o € A es un cero o una raiz de P € Alz] si P(a) = 0.

Proposicién 2.11 (Regla de Ruffini): « es un cero de un polinomio de K|x| si y

solo si x — « divide a ese polinomio.

DEFINICION: Sea @ un cero de P € K[z]. Se dice que « tiene multiplicidad n si
(= a)"|P y (z = a)"THP.

NOTA: A un cero de multiplicidad uno se le suele llamar cero simple.

Corolario 2.12: EIl nimero de raices de P € K [x] contadas con su multiplicidad es
menor o igual que OP.

DEFINICION: Se dice que un polinomio de K |[z] es ménico si su coeficiente de mayor
grado es 1.

Supongamos que un polinomio moénico P tiene 0P raices, entonces por la Regla de
Ruffini se descompone en factores lineales

—1
P=z"4a, 12" " +...4ap=(r—a1)(x —az)...(z —ayp)

y operando en el segundo miembro e igualando coeficientes, se tiene que los coeficientes se

pueden expresar en términos de las raices con la férmula a,,_; = (—1)kak(a1, g, ...,0p)

donde oy, es un polinomio en ay, as, ..., «a, igual a la suma de todos los posibles productos
de k de estas variables. Por ejemplo

0'1:C¥1+C¥2+...+C¥n, 02:a1a2+a1a3+...+an_1an, Op = 0102 ...0,

Notacién: A og(x1,22,...,2,) se le suele llamar polinomio simétrico elemental de

grado k y n variables.

En general se dice que un polinomio en varias variables es simétrico si queda invariante

bajo cualquier permutacién de sus variables.
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El siguiente resultado justifica por qué a los o se les llama elementales

Teorema 2.13: Cualquier polinomio simétrico sobre un dominio de integridad se
puede expresar como un polinomio sobre dicho dominio cuyas variables son los polinomios

simétricos elementales.

NoOTA: Aunque no lo haremos aqui, es posible probar la unicidad de esta expresion.

DEM.: Sea P € Dlzq, o, ..., x,] simétrico. Apliquemos el siguiente algoritmo:
1) Seleccionar el monomio kzi'z5?...z%" (algunos «; pueden ser nulos) que tiene

mayor grado en x1, si todavia hubiera varios escdjase entre ellos el de mayor grado en x2
y si hubiera varios el de mayor grado en x3, etc. Por la simetria de P se tiene ay > ag >
... > ay (ejercicio).

2) Sea Q = P — ko' 052" .02, Entonces P = ko{" " “0y? " ..o +Qy
ahora se repite todo el proceso con () hasta llegar a QQ = 0.

Obsérvese que el monomio selecionado en 1) no aparece en @) y que el algoritmo
siempre termina porque al aplicarlo sucesivas veces o bien el grado en z; se ha reducido o
ha quedado igual, y en este tltimo caso el grado en z5 se habra reducido o habrd quedado
igual, etc. (Ejercicio: dar una demostracién detallada de esto). W

Ejemplo Escribir el polinomio P € Q[x1,x3, 23] dado por
P = x%xz + .’17%.’173 + x%xl + .’17%.’173 + x%xl + x%xz + 2z, + 229 + 223
en términos de los polinomios simétricos elementales.
Segtin el proceso descrito en 1) debemos escoger el monomio 22z, por tanto oy = 2,
as =1, az = 0 y se tiene
(2.2) P=o0ci00+Q con Q= —3x1x973 + 221 + 279 + 273.
(Recuérdese que 01 = 1 + Ty + T3 y 03 = T1T2T3).

Ahora repetimos el proceso con () escogiendo el monomio —3zixox3 lo que implica
a1 = as = ag = 1 y por tanto
(2.3) Q= —-303+ @ con @ = 2x1 + 25 + 223.
Obsérvese que Q = 2071, asi pues de (2.2) y (2.3) obtenemos finalmente
P =009 — 303 + 201.

El teorema anterior tiene gran importancia histérica en el desarrollo de la teoria de
Galois y la teoria de grupos en general. Para ilustrar su interés demostraremos el siguiente
resultado

Corolario 2.14: Si P € Q[x] es un polinomio moénico que se descompone en C[z]

como

P:(;U—al)(l'_a2)"'($_a”)’
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entonces para cualquier () € Q[z] el polinomio

Py = (z — Q(a1))(z — Qa2)) .. - (z — Qo))
pertenece a Q[x].

DEM.: Los coeficientes de Py son ap—j, = (—1)%0% (Q(c1), Q(a2), - .., Q(an)), lo que
considerando los a; como variables define un polinomio simétrico de Q[ay, a, ..., ay]. Por
el teorema anterior, a,_j se puede escribir como un polinomio con coeficientes racionales
evaluados en o1 (a1, g, ..., an), oo, as,...,ay),...etc, y estas dltimas cantidades son

racionales porque coinciden, salvo un signo, con los coeficientes de P.

Ejemplo . Las raices de P = 2% — 2 son V/2, V/2(—1+4V3)/2 y V/2(—1 —iV/3)/2.
Tomando Q = z? + z se tiene que

(z— V4 —2))((x — V4 (=1 —iV3)/2 = V2 (-1 +iV3)/2)-
(z— VA (=14+iV3)/2 — V2 (~1 —iV3)/2)

es un polinomio de Q[z]. En particular se deduce que /4 + +/2 es raiz de un polinomio

con coeficientes racionales.

§3. EXTENSIONES DE CUERPOS.

Una de las ideas bésicas que aparece en el trabajo de Gauss en ciclotomia es que re-
solver una ecuacién algebraica requiere a veces pasar por las soluciones de otras ecuaciones
auxiliares, y una vez que hemos “extendido” suficientemente el niimero de cantidades cono-
cidas podremos factorizar la ecuacién original. Mas adelante, Galois demostraria que la
naturaleza de estas extensiones queda fielmente reflejada en la estructura de cierto grupo.

DEFINICION: Decimos que el cuerpo L es una extension de K, si K es un subcuerpo
de L, es decir, K C L y las operaciones + y X en K coinciden con las de L.

La notacién que se usa habitualmente para designar una extensién es L/K o también
seusa L : K.

Aunque la definicion anterior es satisfactoria en casi todos los casos que apareceran en
el curso conviene al menos mencionar otra definicién un poco mas general y mas conveniente

desde el punto de vista abstracto.

DEFINICION: (generalizada) Decimos que el cuerpo L es una extension de K, si existe
un monomorfismo f : K — L.

OBSERVACION: Un monomorfismo es una funcién inyectiva que preserva las opera-

ciones del cuerpo. Esto podria dar la idea de que ambas definiciones son idénticas, pero no
es exactamente asi. Por ejemplo, es obvio que C es una extension de IR con la primera y la
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segunda definicién, pero si escribimos los elementos de IR usando un sistema de numeracién
que utilice letras en vez de nimeros y llamamos IR’ al conjunto formado por esas nuevas
sucesiones de simbolos, en rigor no podemos afirmar que IR’ C € porque C es un conjunto
de nimeros y IR’ lo es de letras. El lector podria argiiir que IR y IR’ son esencialmente
lo mismo (isomorfos), y que IR’ est4 incluido en C en el sentido de que existe una funcién
inyectiva de IR" en C; con lo cual estaria usndo la segunda definicién. Aunque estas distin-
ciones no tendran relevancia en general, apareceran de forma natural al estudiar cuerpos

de descomposicion.

Si tanto L como K pertenecen a un cuerpo mayor, muchas veces lo mas comodo para
definir L es decir qué cantidades nuevas anadimos a K, esto motiva la definicién siguiente.

DEFINICION: Sea M /K y C un subconjunto de M, se llama subcuerpo generado por C,

y se escribe K(C'), al menor subcuerpo de M que contiene a K U C.
Ejemplo 1. Q(v2) = {a +bv2 /a,b e Q}.
Ejemplo 2. IR(i) = C.
Ejemplo 3. Q(v2,v3) D {a+bv2+ ¢vV3+dV6/a,b,c,d € Q}. De hecho, en breve

veremos que ambos conjuntos son iguales.
Destacamos varios tipos de extensiones de cuerpos:
DEFINICION: Se dice que una extensién, L/K, es
1) simple, si L = K(«) con o € L.

2) algebraica, si todo « € L es algebraico sobre K, es decir, existe un polinomio
P € K|z] tal que P(a)) = 0.

3) trascendente, si no es algebraica.

Ejemplo 1. Q(v2)/Q y Q(z)/Q(a?

Nétese en el segundo caso que Q(x) =

Ejemplo 2. Q(z)/Q y R(z,y)/R(z

Ejemplo 3. (Lindemann 1882) Q(w

son simples y algebraicas.

Q(z*,7) = (Qz?))(2).

son simples y trascendentes.

/Q es trascendente. En el préximo capitulo vere-
mos una demostracién de este hecho.

OBSERVACION: Una extension puede ser simple aunque aparentemente esté generada

por un conjunto de varios elementos. Asi por ejemplo, Q(v/2,v/3) es simple porque como

veremos en un préximo ejemplo, Q(v/2,v3) = Q(v2 + V3).
El siguiente teorema es casi trivial, pero ocupa un papel destacado en la teoria.

Teorema 3.1: Si L/K es una extension de K, entonces L es un espacio vectorial
sobre K.
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Este resultado no seria tan importante si no tuvieramos maneras de calcular dimen-
siones y bases. De ello tratan las proposiciones siguientes, pero antes de enunciarlas es

conveniente introducir algunas definiciones.

DEFINICION: A la dimensién de L como espacio vectorial sobre K se le llama grado
de L/K y se escribe [L : K]. Si el grado es finito se dice que la extension es finita, en caso

contrario se dice que es infinita.

DEFINICION: Si v es algebraico sobre K, se dice que P € K[z] es el polinomio minimo

de o si P es monico, a es un cero de P y no hay otro polinomio de grado menor con estas

caracteristicas.

No es dificil demostrar que el polinomio minimo, P, de « estd iinicamente determinado,

y ademds cumple (ejercicio)
1) P es irreducible 2) Qe K[z], Qo) =0 = P|Q.
Ejemplo . El polinomio minimo de v/3 sobre Q es z* — 3 y sobre Q(v/3) es 2 — /3.
Proposicion 3.2: Si K C L C M entonces
[M:K|=[M:L]L:K].

De hecho, si L/K y M/L son finitas y {x1,x2,...,2.}, {y1,Y2,...,Ys} son sus bases,
entonces {x1y1,x1Y2, ..., TYs} es una base de M /K.

Proposiciéon 3.3 : Toda extension finita es algebraica.

Proposicién 3.4: K(«)/K es finita si y solo si «a es algebraico sobre K. Ademas en
ese caso [K(a) : K| = n donde n es el grado del polinomio minimo de «, de hecho

2 -1
K(a):{)\0+)\1a+)\2a +...+)\n_1a” con )‘zGK}
Antes de dar la demostracion de estas proposiciones veamos algunas consecuencias.
En primer lugar deduciremos el teorema que anunciamos en la primera seccion:
Teorema 3.5: Si K C C, los niimeros algebraicos sobre K forman un cuerpo.

NoOTA: La hipétesis K C C no es realmente necesaria. Lo tnico importante es que K
se pueda incluir dentro de un cuerpo en el que todo polinomio factoriza y esto es siempre
posible aunque la demostracion se sale fuera del contenido de este curso.

DEM.: Tenemos que demostrar que si a y 8 # 0 son algebraicos, o + 3, a — 3, af3
y a/f también lo son. Por la Proposicién 3.3 basta demostrar que K («, 3)/K es finita.
Pero por la Propoposicién 3.2

[K (v, ) : K] = [K(a, ) : K(B)][K(B) : K]

y los dos términos del segundo miembro son finitos por la Proposicién 3.4 W
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Ejemplo 1. La Proposicién 3.4 asegura que [Q(v/3) : Q] = 4 y ademéds
Q(V3) = {a+bV3+cV9+dV27 /a,b,c,d € Q}.
Noétese que no es en absoluto trivial probar que el segundo miembro es un cuerpo sin

usar esta igualdad. El mismo resultado se podria haber deducido de la Proposicién 3.2

considerando las extensiones Q(v/3)/Q(v3) y Q(v/3)/Q.

Ejemplo 2. El propésito de este ejemplo es comparar los cuerpos Q(v/2,v/3), Q(v2 +
V3), Q(v2), Q(V3) y Q. En este y en otros casos es conveniente representar las ex-

tensiones con un diagrama como el que aqui se adjunta. Las letras cursivas indican los

correspondientes grados.

Los polinomios minimos sobre @) de v/2 y v/3 son 22 —2

y 2 — 3 respectivamente. z2 — 2 es también el polinomio

Q(\/i’ \/§) minimo de v/2 en la extensién Q(v/2,v/3)/Q(V3), ya que

e/ ‘ a \c si factorizase en Q(v/3) se tendria /2 =+ sv/3 con r, s €
(Q( ) Q@ y esto no es posible (basta elevar al cuadrado). Estas

V3 consideraciones permiten concluir que d = f = e = 2.
( ) La Proposicién 3.2 asegura ab = cd = ef = 4, por tanto

b ¢ = 2 y las tnicas posibilidades para a y b son b = 4/a
f d y y
con a = 1,2,4. No6tese que a = 4 es imposible porque
Q0 V24+V32Q (de nuevo basta elevar al cuadrado).

Veamos que a = 1 y b = 4, para ello considérense los polinomios (a:— (V2+ \/5))2 -3y
22 —2. Ambos estan en Q(v/2+/3)[z] y ambos son distintos y tienen a x = /2 como raiz,
por tanto su maximo comiun divisor en Q(ﬂ+ \/3) [x] es & — V2, asi que V2 € Q(\/E-F \/5)
v V3 =(V2+V3) —v2 € Q(vV2+/3). Esto permite concluir Q(v/2 + v3) D Q(v2,V3)
y como Q(v2 + V3) C Q(v/2,V/3) es trivial, se tiene que ambos cuerpos son iguales o
equivalentemente, a = 1 y por tanto b = 4.

Ejemplo 3. Calcular el polinomio minimo de V2 + /3 sobre Q.
Por el ejemplo anterior [® (\/5 + \/3) : Q] = 4, asi que el polinomio minimo, P, debe
tener grado 4. Digamos que es P = z* + ax3 + bz? + cx + d, entonces
(V2+v3)" +a(v2+v3)* +b(vV2+V3)" + ¢(vV2 + V3) +d = 0.
Operando obtenemos una expresién de la forma A + Bv2 + Cv/3 + Dv6 = 0. Como

1,v/2,1/3,7/6 son una base de Q(ﬂ, \/3) = Q(ﬂ + \/5) (ver Proposicién 3.2), entonces
los coeficientes A, B, C'y D (que dependen de a, b, ¢ y d) deben ser nulos. Esto nos lleva

al sistema de ecuaciones

A=494+5b+d=0 C=9+c=0
B=1la4+c=0 D =20+2b=0,
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cuya solucién es a =c =0, b= —10, d = 1; por tanto P = z* — 1022 + 1.

Otra manera méas sencilla de proceder en este caso es considerar el polinomio ) =
(x — v/2)% — 3. Obviamente /2 + /3 es una raiz de Q, pero Q = 22 — 2v/2z — 1 ¢ Q|z].
Para eliminar los radicales podemos “multiplicar por el conjugado”, asi P = (2% — 222 —
1)(z? + 222 — 1) es un polinomio en Q[z] que tiene a /2 + /3 como raiz, ademds
oOP = [Q(ﬁ + \/3) : Q] = 4 implica que es el polinomio minimo.

Ejemplo 4. Consideremos el polinomio P = x2 + 3z + 3 € Q[z], y sea o una de sus
raices. Como P es moénico e irreducible (por Eisenstein), es el polinomio minimo de « y
segtn la Proposicién 3.4 todo elemento de Q(«) es una combinacién lineal racional de 1,
a y o?. El propésito de este ejemplo es escribir 1/(« + 1) de esta forma, es decir, hallar
a,b,c,d € Q) tales que

= a + ba + ca.

a—+1

Sea () = x + 1, como P es irreducible el maximo comtn divisor de Py Q es 1 y por
la Proposicién 2.4 existen A, B € Q[z] tales que

1= AP + BQ.

En nuestro caso es facil ver que puede tomarse A = —1 y B = 22 — x + 4. Dividiendo por
Q@ y sustituyendo «, se tiene finalmente

1

=4—a+a’
a+1

Ejemplo 5. Calcular el grado del polinomio minimo de /7 en Q(v/2).

Por la Proposicion 3.4, el problema se reduce a calcular
a = [Q(V7,V2) : Q(v/2)]. Designemos por n el grado de
Q(/7,v/2)/Q, entonces por la Proposicién 3.2 se cumple
n = 5a y n = 3b donde b es, como indica el esquema, el
b/ \a grado de Q(V/7, v/2)/Q(¥/7). Esto implica que 3 divide a a
y 5 divide a b. Por otra parte, P = 22 — 7 es un polinomio
de Q(¥/2)[z] (y también de Q[z]) tal que /7 es uno de sus
ceros, asi pues el grado del polinomio minimo es menor o
3 5 igual que 3, es decir, a < 3. Como ya hemos probado que
3 divide a a, se tiene que a = 3. De hecho, este mismo

Q0 argumento ha probado que b =5y que n = 15.
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A continuacién daremos la demostracion de las tres proposiciones anteriores. Obsérvese
que en todas ellas el punto crucial esta en la estructura de espacio vectorial.

DEM.(de la Proposicién 3.2): Nos restringiremos al caso en que las extensiones son

finitas (el otro queda como ejercicio). Toda la proposicién se reduce a probar que B =
{z1y1,T1Y2, ..., TryYs} es una base de M/K.

1) B es un sistema de generadores: Si z € M entonces como M es un espacio vectorial
sobre L con base {y1,y2,...,Ys}

(3.1) Z=Ay1+ Aoy2 + ...+ As¥s con \; € L.
Pero, de la misma forma, como A\; € L
(3-2) Ai = [i1T1 + fi2T2 + .o+ fip Ty con p; € K.

Sustituyendo (3.2) en (3.1) se obtiene que z es una combinacién lineal de elementos de B

con coeficientes en K.

2) Los elementos de B son linealmente independientes:. Supongamos que tenemos una

combinacién lineal nula

i: XS: Aijriy; =0 con \;; € K,

i=1 j=1

entonces podemos reescribirla como

=1

J=1

Los términos entre paréntesis pertenecen a L y los y; son una base de M/L, por tanto
T
i=1

Como los z; son una base de L/K, se concluye finalmente \;; = 0. B

DEM.(de la Proposicién 3.3): Sean L/K y a € L, entonces como L/K es finita hay
alguna combinacién lineal no trivial nula entre los elementos 1, a, a2, a3, ...; esto es,
existen \; € K no todos nulos y n € IN tales que A\, o™ + Ap_10" 1+ ...+ Xja+ Ao =0,

por tanto « es algebraico. i

DEM.(de la Proposicién 3.4): Considérese el conjunto

A= {)\0 + Mo+ )\2&2 + ...+ )\n_la”_l con \; € K}
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Obviamente a € Ay A C K(«a), si demostramos que A es un cuerpo se tiene K (a) = A
(porque K («) es el menor cuerpo que contiene a o). Esta claro que A es cerrado por sumas
y restas, basta ver que también es cerrado por divisiones (la multiplicacién se reduce a dos
divisiones: a-b=a/1/b). Sia,b € A entonces a/b= Q1(x)/Q2() donde Q1 y Q2 # 0 son
polinomios de grado menor que n. Sea P el polinomio minimo de a;, como Q)3 < P = n,
(2 y P son primos entre si y por la Proposicién 2.4 existen A, B € K|[xz] tales que

1= AP + BQ,.

Multiplicando por @)1, dividiendo por (s y susituyendo «, se tiene

Q1(a)
Q2(a)

(3.3) — Qu()B(w),

y por la Proposicién 2.2 @;B = PC + R con R < P = n, lo que sustituyendo en (3.3)
prueba el resultado.

Finalmente, para comprobar que [K(a) : K| = n, basta ver que no existe ninguna
combinacién lineal no trivial nula. Si pg + pro + ... 4+ ppa® con k < n, entonces « seria

raiz de un polinomio de grado menor que n, lo cual es una contradicciéon. W

Quiza el lector esté un poco asombrado por el ejemplo 2 en el que demostramos que
Q(v/2,V/3) es simple. Terminamos este capitulo mencionando un sorprendente teorema
del que se deduce que éste no es un caso aislado, sino que casi todas las extensiones en las

que uno piensa normalmente son simples.

Teorema 3.6 (del elemento primitivo): Si K tiene caracteristica cero y L/K es

finita, entonces es simple.

NoTA: En realidad se puede extender el teorema a cuerpos de caracteristica positiva
siempre que se cumpla cierta condicion, que definiremos mas adelante, llamada “separa-
bilidad”. Hay una versién més fuerte (y aparentemente muy distinta) de este teorema en
el libro de Stewart, p.210.
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Hoja 1

1) Demostrar que Z/67 no es un cuerpo. Hallar las unidades.

2) Hallar el inverso multiplicativo de 5 en Z/217Z usando el algoritmo de Euclides
3) Demostrar que

i) {n+mv/3/n,m € Z} es un anillo.

ii) {a +bv3 /a,b € Q} es un cuerpo.

iii) {a +bv/3 /a,b € Q} no es un anillo.

*iv) {a + bv/3 + c{°’/§/a, b,c € Q} es un cuerpo.

4) Hallar el méximo comtn divisor de P = x% + 623 + 1322 + 122 +3 y Q = 2% +
522 + 922 4+ 82 + 2, y escribirlo en la forma AP + BQ.

5) Hallar el generador ménico del ideal I = (23 + 1,22 + 1) en IFy[z].

6) Demostrar que si la caracteristica de un cuerpo no es cero, entonces es un nimero
primo.

7) Demostrar que Q[z]/(x* — 52 + 6) no es un dominio de integridad.

8) El polinomio f = z® — 3z + 1 es irreducible en Q[z]. Sea 8 = z* — 322 + 22 + 3 €
Q[z]/(f). Hallar ! y B2 expresandolos como combinacién lineal de {1,7,72}.

9) Demostrar que en ZZ y en k[z| (k un cuerpo) hay infinitos irreducibles no asociados.

Observacién: Sea k un cuerpo, todo polinomio de grado 1 es irreducible y un polinomio
de grado 2 6 3 es irreducible si y sélo si no tiene una raiz (un cero) en k. Se dice que k
es algebraicamente cerrado cuando todo polinomio irreducible en k[x] es de grado 1. (i.e.
cuando todo polinomio de grado> 1 tiene una raiz).

10) Si k es un cuerpo finito no es algebraicamente cerrado.

11) Estudiar la irreducibilidad de P = 22 + 1 en F3[z], F5[z], F7[z], F11[z], F13]z]
y IFi7[z]. Intentar inducir (sin demostracién) una regla general que permita decidir la
irreducibilidad de P sin calcular sus raices.

12) Hallar todos los polinomios irreducibles de grado< 4 en IFy[z]. ;Cudntos irre-
ducibles hay de grado 2, 3 y 47

13) Demostrar que ]]5‘2[317]/(362 + x 4+ 1) es un cuerpo con cuatro elementos. Dar sus

tablas de suma y producto. (Nétese que esto prueba que existen cuerpo finitos distintos
de IF)).
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Hoja 2

1) Decir si son irreducibles en Q[z] los polinomios
322 — 7z — b, 62> — 3z — 18; 3 —Tr + 1.
2) Demostrar que z2 — z + 1 es irreducible en IF3[z].

3) Demostrar que z° — 22 + 1 es irreducible en IFa[z].
4) Los siguientes polinomios son irreducibles en Q[x]
z® — 3z + 3, wP~t 4 2P %4 ..+ +1 (con p primo), 2% — 62 +2
2 +1, zt+1, 2+ 34+ 1
5) Hallar en Q[z] el polinomio ménico de grado minimo (polinomio minimo) que tenga
a e 0 =2n/7, como raiz.
6) Demostrar que ™ — p (p primo) es irreducible en Q[z].
7) Decidir si los siguientes polinomios son reducibles en IR, Q y C.
i) z* 4+ 3246 i) z* 4+ 1

iii) o3 + 11"z 4 1313 i) 2t — 23—z —1

8) Demostrar que z° — 922 + 1 es irreducible en Q[x] (Sugerencia: ver problema 3).

9) Sea f = ap+ a1z + asx®+ ...+ apx™ en K[x] con ag,a, # 0. f es irreducible si y
sélo si agx™ + a12™ "t + agx™ "2 + ... + a, es irreducible.

10) Demostrar que 2z* + 422 + 1 es irreducible en Q[z].

11) Demostrar que un polinomio de la forma f = 2™ + px + p? es irreducible en Z[z].
Indicacion: Pruébese primero que no admite una raiz en 7, y que, por tanto, si f no es
irreducible f = gh con gradg > 2 gradh > 2. Demuéstrese finalmente que si g = > g;z°
y h = > hjzd, se tiene que g; = 0(p) Vi < gradg, h; = 0(p) Vj < gradh; de donde se
deduce en particular que p2|p = goh1 + g1ho (absurdo).

12) Escribir 23 + 23 + 23 y 23 + 23 + 23 en términos de los polinomios simétricos
elementales.

13) Sea sy = 2% + x5 + ... + 2F para 0 < k y 59 = k. Demostrar las “identidades de
Newton”

k—1
(_1)k+15k = Z(—l)ismk_i para 0 < k <n
i=0
k—1
(—1)F* sy = Z (—1)'siop—; para k > n
i=k—n

donde o; son los polinomios simétricos elementales. Indicacion: Definase o; = 0 parai > n
y apliquese inducciéon para demostrar simultdneamente ambas identidades.
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Hoja 3

1) Hallar el grado de las siguientes extensiones y decir de qué tipo son:
i) Q(V2)/Q(V2) i) QE7)/Q
iii) IR(V3)/IR i) R(v—-3)/IR
v) 7 (t) /7 (t%)  vi) Fr(t) /Iy
vit) Q(V3,V3)/Q  wiii) Q(v5,V5)/Q
)

iz) A/Q donde A son los nimeros algebraicos sobre Q.

2) Demostrar que una extensiéon de grado primo es simple.
3) Sea K (o, 3) una extension algebraica de K, n, = [K(o) : K], ng = [K(f) : K] y
n=[K(a,p): K]

i) Demostrar que mem(ng, ng)ln y n < nq - ng. ;Qué se puede decir si ny y ng son
coprimos?

ii) Mostrar un ejemplo con n, # ng en el que se cumpla n < n, - ng.
4) Hallar [Q(v/2, V/3) : Q.

5) Sean ay f en L/K tales que [K(«): K]=my [K(S) : K] = n. Demostrar que el
grado del polinomio minimo de 3 en K («) es n si y sélo si el grado del polinomio minimo
de a en K(3) es m.

6) Calcular el polinomio minimo de v/3 + /5 en Q(1/15).

7) Sea a una raiz de P = 2® —x — 2 € Q[z]. Escribir (a + 1)/(a — 1) como una
combinacién lineal de 1, a y o?.

8) Si K(a)/K es una extensién de grado tres, calcular [K(a?) : K|. Suponiendo que
el polinomio minimo de « es 3 + z — 1, hallar el polinomio minimo de a?2.

9) Calcular el polinomio minimo de V/9 + V/3 — 1

10) Calcular el grado del polinomio minimo de cos(27/p) sobre Q donde p es un
primo. Indicacidn: Héllese primero el polinomio minimo de ¢ = ¢2™/P,

11) Si n y m son enteros positivos y no son cuadrados perfectos, comparar los cuerpos
Q(vn, vm), Q(vn + vm) y Q(v/nm).

12) Demostrar que Q(v/3,v/5,v7)/Q es simple sin usar el teorema del elemento pri-

mitivo.

13) Hallar el grado de la extensién Q(v/'1+ v/3)/Q.
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2. Tres problemas clasicos

En este capitulo estudiaremos tres problemas que los antiguos gedmetras griegos no
supieron abordar. EI principal interés de tratarlos aqui es comprobar la profundidad
del lenguaje introducido en el capitulo anterior. Concretamente veremos que dos de estos
problemas clasicos (“La duplicacién del cubo” y “La triseccién del dngulo”) se vuelven muy
sencillos tras algunas consideraciones acerca del grado de ciertas extensiones; mientras que
un tercer problema (“La cuadratura del circulo”) requiere una demostracién complicada

pero que, de nuevo, sélo tiene sentido dentro del marco de la teoria de cuerpos.

§1. CONSTRUCCIONES CON REGLA Y COMPAS.

Los problemas que consideraremos tratan acerca de construcciones con regla y compas.
La utilidad de estos instrumentos en las construcciones geométricas clasicas queda limitada
de manera que la regla solo se puede usar para trazar una recta que pasa por dos puntos
conocidos, y el compas s6lo se puede usar para trazar una circunferencia de la que se

conocen centro y radio.

Una vez fijada una unidad de medida, digamos determinada por (0,0) y (1,0), como las
rectas tienen ecuaciones de primer grado y las circunferencias de segundo grado, todos los
puntos que se pueden construir como intersecciones sucesivas de ellas tienen coordenadas
que estdn en sucesivas extensiones cuadréticas. Por tanto, si (z,y) € IR? es un punto
construible con regla y compés entonces existe una cadena de cuerpos

(1.1) Q=LocLiCclyCc...CL,=1L
con [Lgy1: Lyl =2y x,ye L CR.

Con la ayuda de algunas construcciones geométricas sencillas conocidas desde la
antigiedad es posible comprobar que la suma, resta, multiplicacion, divisién y raiz cuadrada

de longitudes construibles con regla y compés, también es construible con regla y compas.
Todo lo necesario estd contenido en los siguientes diagramas:

a b
| — % Va
DR <L

<+ <>

a-b b

1. Construccién de a — b 2. Construccion de a/b 3. Construccion de /a.

De todo esto se deduce que cualquier elemento de un cuerpo real, L, para el que
exista una cadena de subcuerpos como (1.1) puede ser obtenido como coordenada de un
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punto construible con regla y compas, es decir, se tiene la siguiente caracterizaciéon que

tomaremos como definicién:

Un punto (z,y) € IR? es construible con regla y compds si y
solo si x e y pertenecen a un cuerpo L C IR tal que existe una
cadena de subcuerpos

Q=LycLiCcLyCc...CL,=1L
donde todas las extensiones son de grado dos.

También usaremos el término “longitud construible” para referirnos a aquellas longi-

tudes que pueden aparecer como coordenadas de puntos construibles.
Un sencillo resultado que sera crucial en el resto del capitulo es el siguiente

Lema 1.1: Siz es una longitud construible con regla y compds, entonces [Q(z) : Q)]

es una potencia de dos.

DEM.: Con la notacién introducida anteriormente se tiene z € L'y
n
[L:Q] = [[[Lk: Lp—a] =2"
k=1

Ademds x € L D @ implica que [Q(x) : Q] divide a [L : @] y esto prueba el resultado. Wi

Es importante notar que el reciproco no es cierto en general. Es decir, que existen

extensiones reales Q(z)/Q tales que [Q(x) : Q] = 2* con 2 no construible. No conocemos
ningin contraejemplo sencillo, lo cual parece natural porque la constructibilidad de x
involucra la estructura de los subcuerpos de Q(z), que puede ser muy complicada. De

todas maneras, intentaremos ilustrar brevemente la situacion:

Si « es el nico cero real y positivo de P = z* — 1023 + 2622 + 16z — 14, se puede
demostrar (usando teoria de Galois) que Q(«) no tiene subcuerpos propios, es decir, que
si@Q C M C Q(a), entonces M = Q 6 M = Q(«). En particular, a no es construible. Por
otra parte, como P es irreducible (por el criterio de Eisenstein), se tiene [Q(«) : Q] = 4.

Como fenémeno curioso, obsérvese que en el contraejemplo anterior podemos expresar
« en términos de radicales cuadréticos y cibicos resolviendo la ecuacién P = 0 (lo cual es
bastante complicado) y la no constructibilidad de a implica que no es posible suprimir los
radicales ciibicos a pesar de que [Q(«) : Q] = 4.

§2. LA DUPLICACION DEL CUBO Y LA TRISECCION DEL ANGULO.

Los dos problemas recogidos en el titulo se pueden formular de la manera siguiente:
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P 1: Dada la arista de un cubo, construir con regla y compas la arista de un cubo de
volumen doble.

P 2: Dado un angulo, hallar un método para trisecarlo con regla y compas.

Eratéstenes transmitié dos leyendas acerca del primer problema. Segin dijo, en cierta
obra trigica un personaje legendario proponia duplicar la tumba de su hijo que era ctibica
y tenia 100 pies de lado. También refiere como origen del problema que en Delos el oraculo
ordené duplicar el volumen del altar de Apolo (jpara acabar con cierta plaga?), lo cual
interes6 a algunos miembros de la Academia de Platéon quienes encontraron soluciones
valiéndose de curvas auxiliares (distintas de la recta y la circunferencia). También halla-
ron soluciones por procedimientos mecanicos que involucraban la regla y el compas pero
usandolos de manera no convencional. (Estos tipos de soluciones también eran conocidos

para trisecar el angulo).

El segundo problema es bastante natural desde el punto de vista geométrico, ya que
asi como la biseccién del dngulo (que es ficilmente realizable con regla y compés) permite
construir el octégono regular y el hexdgono regular a partir del cuadrado y del tridngulo
equildtero; la triseccion del dngulo permitiria, por ejemplo, construir el enedgono (poligono
de 9 lados) regular. Como veremos en capitulos posteriores, la constructibilidad con regla
y compas de los poligonos regulares esta estrechamente relacionada con la teoria de Galois.

Las proposiciones siguientes demuestran que ninguno de estos problemas tiene solucion.

Proposicién 2.1: Si la arista de un cubo es constructible con regla y compas, la del
cubo de volumen doble no lo es.

DEM.: Si pudiéramos construir un segmento de longitud a (la arista del cubo) y
otro de longitud a+/2 (la arista del cubo de volumen doble) entonces también podriamos
construir un segmento de longitud /2, pero como el polinomio minimo de /2 es z2 — 2,
se tiene [Q(V/2) : Q] = 3 y esto contradice el Lema 1.1. W

Proposicién 2.2: El dngulo de 60° no puede trisecarse con regla y compas.

OBSERVACION: En particular se deduce que tampoco se puede trisecar el dngulo de

120° y por tanto el enedgono regular no es construible con regla y compés.

DEM.: Sea el dngulo de 60° grados P/O\Q formado por los puntos construibles P =
(1,0), O = (0,0), Q = (1/2,V/3 /2).

Trisecar POQ equivale a construir (cos 20, sen 20°). Por la férmula del d4ngulo triple
o utilizando dos veces la férmula para cos(« + f3), se tiene

1
2 = c0s60° = 4 cos®20° — 3 cos 20°.
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Asi pues, cos20° es una rafz del polinomio P = x3 — 3z/4 — 1/8. Aplicando el criterio
de Eisenstein a 8P ((a: +1)/ 2) se deduce que P es irreducible, por tanto es el polinomio
minimo de cos 20° y se tiene [Q(cos20°) : Q] = 3, lo que contradice el Lema 1.1. |

NoTA: Aunque la demostraciéon de la imposibilidad de los dos problemas que nos
ocupan se atribuye a P.-L. Wantzel en 1837 (al menos en el Encylopedic Dictionary of
Mathematics de la Mathematical Society of Japan), es claro que los articulos finales en la
obra de Gauss Disquisitiones Arithmeticae indican que él ya conocia en 1801 la imposibili-
dad de trisecar el dngulo (y posiblemente de duplicar el cubo). Por otra parte, también es
claro que Abel (1802-1829) o Galois (1811-1832) podrian haber deducido ambas pruebas
de imposibilidad a partir de los conceptos introducidos en sus trabajos.

§3. LA CUADRATURA DEL CIRCULO

El altimo problema del que nos ocuparemos se conoce con el nombre de “la cuadratura

del circulo”, y tiene el siguiente enunciado
P 3: Dado un circulo, construir con regla y compas un cuadrado de igual area.

Resolver este problema para el circulo unidad llevaria a construir un cuadrado de lado
V/m. Por el Lema 1.1, basta demostrar que [Q(/7) : Q] no es una potencia de dos para
concluir que tampoco este problema tiene solucién. Esto no es sencillo en absoluto y, de
hecho, la cuadratura del circulo ha quedado como paradigma de dificultad e imposibilidad

en el lenguaje usual.

En esta seccion demostraremos que 7 es trascendente sobre @), es decir, no es raiz
de ningin polinomio de Q[z] y por tanto [Q(y/7) : Q] = oo. La demostracién de la
trascendencia de 7 es bastante misteriosa y se sale un poco fuera del contenido del curso,
no obstante es dificil resistir la tentacién de incluirla después de la relevancia histérica del
problema.

Antes de entrar en las demostraciones de trascendencia veamos el siguiente lema que

es una consecuencia sencilla del teorema de los polinomios simétricos.

Lema 3.1: Sea P = c, 2™ +cp_12" 1 + ...+ 1w + ¢ € Z[x] y sean ay,aa,. ..,y
sus raices en C. Si S(x1,x3,...,Ty,) es un polinomio simétrico con coeficientes enteros de
grado k (esto es 0S(z,z,...,z) = k), entonces c*S(ay, s, ..., o) € Z.

* Para el lector interesado damos algunas ideas que subyacen a la mayoria de las demostraciones de
irracionalidad y trascendencia: Si a€IR y encontramos una sucesién de enteros distintos, ng, con |a—ng|<
e(k) y €(k)—0, entonces obviamente & no es un entero. Si la sucesién es de nimeros racionales distintos,
ni/mg y |a—ng/mi|<e(k)/mp con e€(k)—0, entonces a no es racional (basta multiplicar por my y el posible
denominador de «). En general no es muy dificil demostrar que si |a—ny/mg|<e(k)/m}, con e(k)—0, entonces
a no satisface una ecuacién de grado r (véase ej. 3 Cap. 20, 1 edicién, “Calculus” de Spivak). Asi que, en
cierta manera, la trascendencia de un nimero a se “reduce” a encontrar buenas aproximaciones por racionales
(o enteros, si quitamos denominadores). Antes de la llegada de las computadoras este tipo de aproximaciones
para valores especiales de funciones como sen z, cosz, e, etc. tenian gran importancia para hacer cédlculos.
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DEM.: Factorizando P/c,, se tiene que

O'j(Oél, Qg, ..., an) = (—1)jcn_j/cn.
Por otra parte, el teorema de los polinomios simétricos (Teorema 2.13 Cap.1) afirma que
S(aq, @, ...,ay) se puede escribir como un polinomio (con coeficientes enteros) en los
oj(a1,az,...,ay), como el grado de este polinomio no excede k, multiplicando por ¢, se
cancelan todos los denominadores.

Las ideas principales para abordar la trascendencia de 7, de e y de algunas cantidades
relacionadas, estan contenidas en la demostracion del siguiente resultado

Teorema 3.2: Si P € Z[x] con OP = n y sus raices en C, ay, aa,...,ay,, Son no
nulas, entonces Ep = e® + e + ...+ e ¢ 7 — {0}.

DEM.: Definamos

P=Ye [Hp@ar v @= [T (P e

_ |
r=1 r (p 1)

donde p es un ntimero primo que se escogera mas adelante. Nétese que las integrales tienen
sentido aunque los «a,. sean complejos, de todas formas es siempre posible pasar a integrales

reales con el cambio 2’ =z — «,..

Gracias a la férmula

/003171"_16_”C oy — (p+k—1)!
o (-1 (p—1)!

se deduce que Q € Z y tomando p /P(0) se tiene p /Q. Un argumento similar con P, tras
el cambio 2’ = x — ., permite deducir que cada uno de sus sumandos es un polinomio en
;- con coeficientes enteros miiltiplos de p (nétese que P(z’ + ;) no tiene término inde-
pendiente). Asi pues, P puede considerarse como un polinomio simétrico en ay, g, ...,
multiplicado por p y el lema anterior asegura que ¢'?P € 7ZZ (donde ¢, es el coeficiente de
mayor grado de P), y ademads p|cPP.

La clave de la demostraciéon (véase la anterior nota a pie de pagina) es que si p es
grande el nimero racional P/Q aproxima muy bien a Fp y ambas cantidades no son
iguales, lo que llevara a una contradiccién si Ep es entero.

Si Ep € Z — {0}, tomando p > ¢, Ep se tiene p [cPPEpQ — PP y por tanto

rpP—le—

n n o K K
1< lea™| EpQ — P| = |cn] P\Ze / ﬁ(P 0)"da] < 2

Y
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donde, una vez fijado P, K; y K> son constantes. Notese que tomando p suficientemente
grande se llega a contradicciéon. W

Pequenas variaciones en la demostracion permiten probar un resultado mas general.

Teorema 3.3: Sean Py, Ps,..., P, € Z[x| tales que P = P, - Py -...- P, cumple
P(0) # 0, entonces dados k1, ka, . .., kn, € 7Z no simultdneamente nulos, k1 Ep, + kaFEp, +
...—I—kmEpm ¢Z—{O}

DEM.: Basta proceder como en el teorema anterior pero tomando

00 ;Up—le—ac

P = ZP@ con Pz — kz Z eai’r/ W (P(.’If))pdl'
i=1 r=1 Qi,r ’

donde ;1,05 9, ..,q;,, son las raices de P;.
Corolario 3.4 (Hermite, 1873): e es trascendente sobre Q).
DEM.: Témese P, =z —1, P, =2 —2,..., P,, = x — m en el teorema anterior. i
Corolario 3.5 (Lindemann, 1882): 7 es trascendente sobre Q.

DEM.: Si 7 fuera algebraico, im también lo serfa (donde i = /—1). En ese caso, sea
() € ZL[z] un polinomio con coeficiente de mayor grado ¢, y cuyas raices son ay = i, g,

..+ Qp. La férmula de Euler implica e** = —1 con lo cual

H (1 + eo‘k) =0.
k=1

Operando en esta igualdad se obtiene

1 + § eajl + E eajl +aj2 + E eaj1+aj2+aj3 + ... = 0
J1 Jj1<J2 J1<j2<Js

Si consideramos ¢ HkK(a:—ek) donde ey, denota todos los exponentes no nulos que aparecen
en al formula anterior, entonces P € Z[x]| (basta aplicar el Lema 3.1 a sus coeficientes).
La igualdad anterior se podria escribir entonces como

1+r+Ep=0

donde r es el nimero de posibles exponentes nulos, y esto contradice el Teorema 3.3. W

Decidir la trascendencia sobre ) de un niimero dado es, en general, muy dificil. Entre
los resultados mas espectaculares obtenidos desde la demostraciéon de Hermite, se encuen-
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tran el teorema de Lindemann y el teorema de Gelfond-Schneider que afirman, respecti-
vamente, que e* y o son trascendentes sobre Q cuando «, 3 # 0,1 son algebraicos con
[ irracional. Sus demostraciones utilizan en gran medida las ideas originales de Hermite.
De estos teoremas se deduce, por ejemplo, que e‘/g, 2v2 y e™ son trascendentes (ndtese
que e™ = i~2%). Por otra parte, la trascendencia de niimeros tales como e + 7, we 6 ¢, se

desconoce.
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Hoja 4

1) Decir cudles de las siguientes longitudes son construibles con regla y compés

VV2+V3, [ T+5V2, \/1+\/\/§+ V3, /8 emin/s,

2) Disenar un método sencillo para construir con regla y compds la longitud
1++3
V2o

3) Demostrar que los poligonos regulares inscritos en el circulo unidad de 7, 11, 13 y
19 lados no son construibles con regla y compas. Indicacion: Considérense las raices del

polinomio irreducible zP~! + zP=2 4+ ...+ +1 = (P — 1)/(x — 1) con p primo.

4) ;Es el pentdgono regular construible con regla y compds? Indicacion: Hallar
cos(2m/5) + cos(4m/5) y cos(2m/5) - cos(4m/5).

5) Decir si las siguientes extensiones son algebraicas o trascendentes.

Q(r,V3)/Q(V3),  QWmM/Q(r),  Qe)/Q(e® — e® + Te* + 100e — 1).

6) Demostrar que si « y [ son trascendentes sobre @), entonces o + o « - 3 son
trascendentes sobre ). Dar un contraejemplo a la implicaciéon: «, 3 trascendentes =-
a + [ trascendente.

7) Usando los principios de lo que més tarde serfa la teoria de Galois, Gauss demostré
(a los 19 anos) que

2 1 1 1/ 1 / /
6081_7;:_1_6+1_6\/17+E 34—2\/17+§\/17+3\/1 —\/34 =2V17 -2/ 34 + 2V17

Deducir que el poligono regular de 17 lados se puede construir con regla y compas.

NoOTA: Esta construccion geométrica es una de las pocas que habia escapado al ingenio
de los antiguos gedémetras griegos. Segun se dice, Gauss mandé que fuera inscrita en su
tumba.

8) Demostra que si los poligonos regulares de n y m lados son construibles con regla
y compas, también lo es el de mcm(n,m) lados. Concluir del ejercicio anterior que el
poligono regular de 204 lados es construible con regla y compés.

9) ;Se puede triplicar el cubo?
10) ;Se puede trisecar el angulo de 7/2™ radianes?

11) Supongamos que disponemos de una regla curva cuyo borde tiene la forma de la

grifica de y = 23 para x > 0. Esta regla esté sin graduar (aunque tiene marcado el cero)
y s6lo puede ser usada para trazar la curva que une dos puntos construibles, uno de ellos
situado en el origen de la regla. Demostrar que con regla, compas y regla curva se puede
duplicar el cubo. ;Se puede cuadrar el circulo? ;Y trisecar el angulo?
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3. Grupo de Galois.

Extensiones Normales y Separables.

La dimensién es suficiente en algebra lineal para clasificar (salvo isomorfismos) los
espacios vectoriales sobre IR, pero la situacion es bien distinta en lo que respecta a exten-
siones de cuerpos (que son espacios vectoriales con més estructura). Asi por ejemplo

Q(V2): Q] = [Q(V2+V3) : Q] = 4
y sin embargo, al menos en apariencia, Q(v/2)/®Q y Q(v/2 + v/3)/Q son bien distintas.

Ya antes de Galois se conocian diferentes versiones del teorema de los polinomios
simétricos (Teorema 2.13 del Capitulo 1) y por tanto que todas las raices del polinomio
minimo juegan un papel “simétrico” cuando las consideramos sobre ). Por eso no parece

descabellado decir que si Q(v/2)/Q y Q(v2 ++/3)/Q fueran “isomorfas” también lo serfan
L1/Qy L2/Q con

L1 = Q(V/2,iv2,—iv/2,V2) (=Q(V2,4))
Ly=Q(WV2+V3,V2-V3,—V2+V3,—V2-V3) (=Q(V2,V3))

porque L; estd generado por las raices del polinomio minimo de v/2 y Lo por las raices del
polinomio minimo de V24 +/3. Pero es evidente que L1 y Ly son “esencialmente” distintos
porque tienen diferente grado sobre Q.

Con esto hemos querido mostrar que podemos restringirnos a comparar cuerpos “simé-
tricos”, en el sentido de que contengan todas las raices del polinomio minimo de sus
generadores. Supongamos ahora que L; es como antes pero Ly = Q(v/2,v/3,V5) que
tiene el mismo grado que L; sobre ). También podriamos comprobar que L; y Ly son
bien distintos viendo que la “simetria”, o, que pasa v/2 a iv/2 y deja i fijo tiene orden 4,

concretamente

o(V2)=iv2, o(ivV2)=—-V2, o(-V2)=-iv2, o(-iv?2)=V2,
mientras que todas las “simetrias” de Q(ﬂ, V3, \/5) son de orden 2 porque corresponden
a cambios de signo de v/2, V3 y V5.

En este capitulo definiremos rigurosamente estas “simetrias” (automorfismos) de una
extension y probaremos que forman un grupo (el grupo de Galois). Siempre que la extension
contenga a cada elemento y su “simétrico” (que sea normal) y satisfaga una condicién
técnica (que sea separable), demostraremos que el grupo de “simetrias” refleja fielmente
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toda la estructura de la extensién. Este constituye el teorema fundamental de la teoria de

Galois.

§1. AUTOMORFISMOS Y GRUPO DE (GALOIS.

Aunque nuestro principal interés son los cuerpos, serd 1til tener las siguientes defini-

ciones en el marco general de los anillos

DEFINICION: Sean A y B anillos (conmutativos y unitarios) un homomorfismo de

anillos es una funcion ¢ : A — B que respeta la suma, la multiplicacién y el elemento

unidad, esto es
Z) QS(CLl + az) = ¢(CL1) + QS(CLQ) ZZ) ¢(a1a2) = ¢(a1)¢(a2) ZZZ) ¢(1A) = 1B-

DEFINICION: i) Si ¢ es inyectiva se dice que es un monomorfismo.

ii) Si ¢ es sobreyectiva se dice que es un epimorfismo.

iii) Si ¢ es biyectiva se dice que es un isomorfismo.

iv) Si ¢ es biyectiva y A = B se dice que es un automorfismo.

Los dos tltimos apartados de la definiciéon anterior sélo los usaremos para cuerpos.

DEFINICION: Los automorfismos (o isomorfismos) que dejan fijos los elementos de

cierto subcuerpo K, se llaman K-automorfismos (o K-isomorfismos).

DEFINICION: Dada L/K, al conjunto de K-automorfismos de L se le llama grupo de
Galois de L/K y se escribe G(L/K).

NoTA: Otras notaciones que se utilizan (por ejemplo en el libro de Stewart) en lugar
de G(L/K) son I'(L : K) y en cierto contexto K*.

Lema 1.1: G(L/K) es un grupo (con la composicion).

DEM.: La composicién es cerrada porque si o y 7 son K-automorfismos, es decir,
dejan fijo K, entonces o o 7 (que abreviaremos con o7) también deja fijo K. El resto
de las propiedades de grupo se siguen ficilmente de las propiedas de la composicién de

funciones. B

Ejemplo 1. G(Q(v2)/Q) = Z /2.

Un elemento, o, de G(Q(v/2)/Q) queda caracterizado por la imagen, a, de v/2, y se
tiene

a=0(V2) = a*=0(V2)0(V2) =0c(2) = 2.

Por tanto o puede dejar fijo a v/2 o puede mandarlo a —v/2. en el primer caso o es la
identidad y en el segundo caso es la conjugacién, conj.(a+bv/2) = a —bv/2 que obviamente
es un Q-automorfismo (porque conj.((a+bv/2)+(c+dv/2)) = conj.(a+bv/2)+conj.(c+dv/2),
etc) y tiene orden 2. Con ello hemos demostrado

G(Q(V2)/Q) = {Id, conj.} = 7Z/27.
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Ejemplo 2. G(Q(¥/2)/®Q) = {Id}.
Como antes, un elemento, o € G(Q(4/2)/Q) queda caracterizado por la imagen, a, de
\3/5, y se tiene
a=0(V2) = a®=0c(V2)o(V2)o(V2) =0a(2) =2.
Pero el tnico a € Q(\"n’/i) que cumple a® = 2 es /2, asf que o deja fijo a /2 y por tanto es
la identidad.

Con este ejemplo vemos que, en principio, el grupo de Galois no “distingue” entre
Q(3/2)/Q y la extension trivial Q/®. Mas adelante veremos que esto ha ocurrido porque
Q(+v/2) no contiene a las otras raices del polinomio minimo de /2 (diremos que la extension

no es normal).
El intento de recuperar la estructura de una extension a partir de G sugiere la siguiente
definicién
DEFINICION: Sea H un subgrupo de G(L/K), se dice que
{z € L /o(x) =z para todo o € H}

es el subcuerpo fijo por H y a veces se denota con H' o ut.

La definiciéon anterior tiene sentido gracias al siguiente resultado
Lema 1.2: Si H es un subgrupo de G(L/K) entonces H' es un subcuerpo de L

DEM.: Si z,y € H' entonces para todo o € G(L/K) se tiene o(z) =z y o(y) = v,
pero entonces o(z +y) = x +y y por tanto x +y € H'. Lo mismo se haria con el resto de
las operaciones.

OBSERVACION: Nétese que (Q(L/K))/ = K no es cierto en general, por ejemplo

G(Q(V2)/Q) = {1d} = (9(Q(V2)/Q))" = Q(V2).
El teorema fundamental de la teoria de Galois afirmard que esta igualdad (y de hecho una

mas general) se cumple bajo ciertas condiciones.

La préxima proposiciéon asegura que hay restricciones para definir los automorfismos
de G(L/K), y lasiguiente asegura que G(L/K) determina el grado de ciertas subextensiones
de L/K.

Proposicién 1.3: Sea L/K y P € K|[z]. Si « € L es un cero de P, entonces o(«)
con o € G(L/K) también lo es.

OBSERVACION: Esto implica que cada o € G(L/K) induce una permutacién actuando

sobre el conjunto {ai,®s,...,a,} de raices distintas de P en L. (Noétese que o(«;) =
o(aj) = o(lag —aj) =0 = o = «j).

37



Proposicién 1.4: Sea H un subgrupo finito de G(L/K). Si H' es el subcuerpo fijo
por los automorfismos de H, entonces

[L:H'=|H|.
De esta proposicién se deduce inmediatamente

Corolario 1.5: Sea L/K una extension finita y sea H un subgrupo de G(L/K),

entonces

) _[L:K]

OBSERVACION: Nétese que de estos resultados se deduce que a cada subgrupo de

G(L/K) se le puede asociar de forma univoca un subcuerpo de L conteniendo a K.

Ejemplo . Mas adelante demostraremos que

2
G(Qeos T2)/Q) = {14, 0,0%, 0%, 0%, 0%, 0% 07} = /32

donde a(cos 21—77r) = cos ?—77’ En este ejemplo veremos cémo se deduce la estructura de

@Q(cos 2%)/Q a partir de la informacién contenida en 7 /87.

Sea ¢ = e?™/17 como ( es raiz del polinomio (ciclotémico) irreducible z'¢ + 25 +
..+ x+1, se tiene

[Q(C) : @] = 16.
Obviamente Q(¢) # Q(cos 17) y Q(¢) D Q(cos 21’;) porque cos 17 = (¢C+¢71)/2, asf pues
Q) Q] =16, [R(C): Qleos 10)] > 1 = [Qcos 17) : Q] <8
27

Pero por la Proposicién 1.4 el grado de Q(cos 77) sobre el subcuerpo fijo por el grupo de
Galois es 8 y como este subcuerpo incluye a @ concluimos

27

[Q(cos 2) : @] = 8.

Por otra parte, Z /87 tiene subgrupos de orden 1,2, 4 y 8 que corresponden a

={Id}, H,={Id,¢*}, Hy={1d,0%c* 0%, Hs=3G(Q (cos—)/Q)
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Segtn el Corolario 1.5 se tiene

2w .
[H,,: Q] = (@cosy7) : @) _ 8 n=1,248.
n n

Por tanto
27
Q= Hi C H, C Hy C H :Q(cosl—7)
es una cadena de subcuerpos tal que todas las extensiones son de grado dos, en particular

coS %—7; es una longitud construible con regla y compés y, por tanto, el poligono de 17 lados

es construible con regla y compds. De hecho, hallando explicitamente los H], uno podria

obtener un método para construirlo.

NOTA HISTORICA: Los razonamientos con los subcuerpos fijos guardan una analogia

esencial con la demostracién original de Gauss de que el poligono de 17 lados es construible
con regla y compéas. Partiendo de ¢, Gauss construia polinomios en ¢ que eran invariantes
al cambiar ¢ por algunas de sus potencias. Por ejemplo ¢ + (% es invariante al cambiar ¢
por (16 y (+(¢* (13 + (16 es invariante al cambiar ¢ por (2 o por (!¢, Considerando sumas
y productos de estos polinomios, lograba una mayor invariancia (por ejemplo, ¢ + (6 y
¢*+¢13 son invariantes por ¢ — (!¢ mientras que (¢ +¢16) +(¢*+¢13) vy (C+ ) (¢H+¢13)
también lo son por ¢ — (!3) hasta llegar a cantidades que eran racionales (simétricas
en todos los (7). Partiendo de ellas pudo recuperar las expresiones polinémicas en (
resolviendo sucesivas ecuaciones de segundo grado, ya que sabiendo la suma y el producto

2

de dos nimeros se pueden calcular con una ecuacioén de este tipo. Con ello, expresé cos {7

en términos de nimeros racionales y sucesivas raices cuadradas.

Gauss dio condiciones necesarias y suficientes para la constructibilidad del poligono
de n lados, para ello, esencialmente, tuvo que calcular G(Q(cos 27”) /Q) (anos antes de
que Galois naciera) lo que conllevaba utilizar algunas ideas fundamentales de la teoria de
Galois (incluso la resolubilidad de ecuaciones por radicales se menciona en el Art. 359 de
las “Disquisitiones Arithmeticae” de Gauss).

Hablando en rigor, hay una parte de este cdlculo que Gauss no public6 (o al menos
no ha llegado hasta nosotros), ademds no esta clara la influencia de Gauss sobre Galois ni
de Lagrange sobre Gauss (véase §27 en “Galois Theory” de Edwards) y lo cierto es que el
trabajo posterior de Galois es més general porque se aplica a otras extensiones y permite
una solucién definitiva del problema de resolubilidad por radicales.

DEM.(de la Proposicién 1.3): Sea P = ap,2™ + 412" 1 4+ ...+ a1z + ao. Si o es un
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cero de P

0 :U(ana” +ap_10" g+ ao)

=a, (o(@))" + an_l(a(a))n_1 +...+ai0(a) + a9 porque a; € K.

Por tanto o(a) también es una raiz de P.
Para demostrar la Proposicién 1.4 necesitaremos el siguiente lema

Lema 1.6: Seanoy,o0s,...,0,€G(L/K) distintos, entonces el conjunto {o1,02,...,0,}
es linealmente independiente sobre L. Es decir, si A1, A2, ..., A, € L no son simultaneamente

nulos entonces A1o1 + Aaog + ...+ \,0, Do es la funcién idénticamente nula en L.
DEM.: Procedemos por reduccién al absurdo.

Sea A\1o1 4+ Aao2 + ...+ Aoy, con A\; # 0, la combinacion lineal més corta (con n més
pequeno) que produce la funcién nula en L, esto es,

(11) )\101(04)+)\202(a)+...+)\nan(a) =0 VYael.

Como « es arbitrario lo podemos sustituir por a3 donde 3 € L se escogera a continuacion,
por tanto

(1.2) Aoy (@)o1(B) + Azoz(a)o2(B) + ...+ Apop(a)on,(B) =0  Va € L.

Elijamos 3 tal que o1(8) # 0,(53), esto es posible por que o1 y o, son distintos. Multipli-
cando (1.1) por o, () y restandole (1.2) se tiene

MNoi(a) + Myoa(a) + ...+ A _jo_1(a) =0 VaelL

con \] # 0, pero esto contradice que hubiéramos tomado la combinacién lineal més
corta. B

DEM.(de la Proposicién 1.4):

a) [L: H'] > |H]|.
Sean {a1,as,...,q.} una base de L/H' y sea H = {01,09,...,0,} (por tanto r =

[L: H'l y n =|H]). Consideremos el sistema de ecuaciones

0'1(C¥1).771 + 0'2(041).712 + ...+ an(al)xn =0

01(@2)371 + 0'2(042).712 + ...+ an(az)xn =0

o1(ap)ry + o2(a)ze + ... + op(ay)x, = 0.
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Sir < n (esdecir, si[L : H'| < |H|) tiene una solucion trivial z1 = Ay, 22 = Ag, ..., Tp = Ay
de modo que
Aor(a;) + Aeoa(@;) + ...+ Apop(a;)) =0 1 <i<r,
pero como {ay, g, ..., .} es una base esto implica
Aor(a) + Aoz (@) + ...+ Ao () =0 Va € L.
Lo cual contradice el lema anterior.
b) [L: H'] < [H]

Sean {ay, g, ...,a.}, 'y n como en a). Tenemos que demostrar r < n. Supongamos

r > n, entonces el sistema

0'1(041).7]1 + O'l(az)xz + ...+ al(ar)x,n =0
(1.3) oa(ay)ry + o2(az)re + ... + oo(a )z, =0

o)y + op(a2)xe + ...+ op(a)x, =0

es compatible indeterminado. Ademads por el teorema de Rouché-Frobenius existen solu-
ciones no triviales, digamos 1 = Ay,x2 = Aa,..., 2, = A, y hay r — n de las variables
que se pueden elegir arbitrariamente (las soluciones dependen de r —n pardmetros). Quiza
reordenando las variables, podemos suponer que éstas son las » — n primeras. Definamos

Ai = 0'1()\1;) + 0'2()\1;) 4+ .. O'n()\,)

para 1 < ¢ < r. Como A, Ag,..., \-_, son arbitrarios, pueden escogerse de manera que
A; sea no nulo cuando 1 <4 < r —n (recuérdese que los o; son independientes).
i J

Como H es un grupo o(A;) = A; para todo o € H (ya que 00, = 005 = 0, = 05) y
por tanto A; € H'. Por otra parte

XT:AiO!i = XH:O'J' <2T:O'J_1(Olz))\z> = 0,
=1 1 =1

j:
donde la ultima igualdad esta justificada porque el término entre paréntesis es una de la
ecuaciones de (1.3) (nétese que a]-_l € H). Pero esto implica que {ay,as,...,a,} es un
conjunto linealmente dependiente sobre H' y por tanto no es una base, lo que contradice
nuestras hipotesis. i

§2. EXTENSIONES NORMALES.

Para que G(L/K) tenga informacion significativa acerca de L/K, los polinomios de
K[z] deben factorizar completamente en L[z]. Intuitivamente, se puede afirmar que como

41



las raices de un polinomio juegan un papel simétrico las necesitamos a todas para obtener

todas las “simetrias” que caracterizan a la extensién.
Un primer problema técnico es saber si un polinomio se factoriza en alguna extension.

Lema 2.1: Dado P € K|[z]| no constante, existe una extension finita, L/ K, tal que

P tiene una raiz en L.

OBSERVACION: Este teorema es trivial si K C C, porque en ese caso podemos aplicar

el teorema fundamental del Algebra, pero por ejemplo, si K =Foy P =224+ 2+ 1, el
lema asegura que existe una extensiéon de IF; que contiene a las raices de P lo cual no es

en absoluto evidente.

DEM.: Podemos suponer que P es irreducible (en otro caso témese uno de sus factores

irreducibles) y que 9P > 1 (Si 0P =1, L = K). Consideremos el anillo
L = K[a/(P).

Obviamente K estd “incluido” en L, o mas concretamente, existe un monomorfismo ¢ :
K — L. Ademéds L es de hecho un cuerpo, lo cual se puede deducir sabiendo que
(P) es maximal (usando teoremas del curso anterior) o directamente observando que la
Proposicién 2.4 del primer capitulo implica que VQ ¢ (P) 3A,B € K[z] / AP+ BQ =1y
por tanto el inverso de la clase Q@ = Q + (P) es B = B+ (P). Por ultimo, nétese que L/K
es finita y que T = x + (P) es una raiz de P (hablando en rigor, de su imagen en L[X]

inducida por ¢), ya que P(T) = P(z) coincide con la clase de cero en L. R

Ejemplo . Sea K = IF;. Segtn la demostracién del lema anterior, se tiene que
P = 22 + 2 + 1 factoriza en L = IFy[x]/(P) (considerando L como extensién de IF5).
En un ejercicio (véase la Hoja 1) habfamos visto que L = {0,1,Z,z + 1} (ndtese que
72 = —r — 1 =2 + 1, etc.). En dicho ejercicio también habiamos calculado las tablas de

suma y multiplicacién de este cuerpo de cuatro elementos. Llamandocaaxzy fax+ 1y

abreviando 0, 1 con 0 y 1, dichas tablas son

Qo |-
— o™ |R
o~ 2 W™
= R ~ Oflx
o o o oo
= Q0 = O =
— R O|R
Q= o™

0
0
1
(0%
B

\%Q’—‘O_i_

Obsérvese que usando estas tablas se tiene que a y 8 son raices de P porque

4+a+l1=p+a+1=1+1=0
BPrp+l=a+p+1=1+1=0
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Asi que podriamos escribir P = (x — a)(x — ) en L[z]. Més adelante llamaremos IF4 a
este cuerpo, L, que extiende a IFy de manera que P factoriza.

En las demostraciones de esta seccion apelaremos al siguiente lema que concreta mas

la idea de la demostracion del resultado anterior.
Lema 2.2: Sea L/K y sea P el polinomio minimo de o € L sobre K, entonces
Y K(a) — K[;U]/(P)

con Y(a) =T = z + (P), define un K-isomorfismo. En particular, si 8 € L es otra raiz de
P, existe un K-isomorfismo i : K («) — K() con i(a) = f.

DEM.: Por la Proposicién 3.4 del Capitulo 1 se tiene que a1, as € K(a) = a1 = Q1(w),
Qg = QQ(&), 1p = Qg(a) con 3Q1, < OP.

Es obvio que v deja fijo K (lo definimos asi) y que

Yo+ a2) = ¢ (Q1(a) + Q2()) = Q1(2) + Q2(2) = (an) + ¥(az).
Nétese que QQ1Q2 — Q3 se anula en «, por tanto es divisible por P y su clase en K|z]/(P)

es la clase de cero. Por tanto

P(a1)p(az) — P(araz) = Q1(2)Qa(v) — Q3(x) = 0.
Como v aplica el generador de K («) en el generador de K[z]|/(P) (siempre sobre K), es
un epimorfismo. Ademds ¢ () — ¢¥(az2) = 0 = Q1 — Q2 € (P) = P|Q1 — Q2 y como
0Q; < 0P, Q1 = Q2 y ¥ también es un monomorfismo. i

DEFINICION: Sea P € K[z] y L/K una extensién. Se dice que L es un cuerpo de
descomposicién de P, 9P > 1, si se verifican las condiciones:

a) P se descompone en factores lineales en L[x], esto es,
P=k(z—a1)(x—az)...(x —«a,) en L[x].
b) L/K es la menor extensién de K tal que se cumple a).

NoTA: Con la notacién de la definiciéon anterior, se tiene que el cuerpo de descom-
posicion de P es L = K(ay, g, ..., ).

Proposicién 2.3: Para cada P € K|z] existe un cuerpo de descomposicién de Py

ademas es tinico salvo K -isomorfismos.

DEM.: Para la existencia basta aplicar repetidas veces el Lema 2.1 hasta obtener un
L en el que P se descomponga en factores lineales © — a1, © — ag,...,z — «,,, entonces
K(ay,ag,...,a,) es el cuerpo de descomposicién de K.
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I Lo Para demostrar la unicidad salvo K-isomorfismos su-
pongamos que Lq y Ly son cuerpos de descomposicion de P.
Procedemos por induccion en 0P. Si QP =1 es trivial. Si
OP > 1, sea () un factor monico irreducible de P, entonces

\
K (o) K(p1)

>{ )( Q=(r—a))(r—a)...(r —a,) en Li[z]
G

Q= (x—pF1)(x—L2)...(x — By) en Lax].
Por el Lema 2.2 se tienen K-isomorfismos

i:K(ay) — Klz]/(P) 7:K(61)—>K[x]/(P),

por tanto K (ay1) y K(B1) son K-isomorfos por i~ 0.

L, es una extension de K («q) y también Lo puede considerarse que extiende a K (1)
por medio del K-monorfismo joi~oi: K(ay) < Ly donde j : K(1) < Lo es la inclusién.
Nétese que Ly y Ly son obviamente cuerpos de descomposicién de P sobre K () y como
a1 € K(ap) también lo son de P = P/(z — o). La demostracién se concluye por la
hipétesis de induccién (ya que 0P < OP). W

Ejemplo . El cuerpo de descomposicién de P = 22 — 2 € Q[z] es Q(v/2).

Ejemplo . El cuerpo de descomposicién de P = x* — 522 + 6 € Q[z] es Q(v/2,V/3)
(nétese que P = (22 — 2)(22 — 3)).

El concepto fundamental de esta seccién se recoge en la definicién siguiente

DEFINICION: Se dice que una extension, L/K es normal si todo polinomio irreducible
P € K|[z] que tiene una raiz en L se descompone en factores lineal en L[z].

La definicién de extensiéon normal parece ser mucho mas restrictiva que la de cuerpo
de descomposicion en el sentido de que, en principio, una extensién normal debe contener
los cuerpos de descomposicién de “muchos” polinomios. Sin embargo se tiene el siguiente
resultado

Proposicién 2.4: L/K es normal y finita < L es el cuerpo de descomposicion de
un polinomio de K|x].

DEM.:
=) Sea L = K(«ay,a2,...,a,). Sean Py, P,,...,P,, sus polinomios minimos sobre
KyseaP=P -Py-...-P,. Como L/K es normal, cada P; se descompone en factores

lineales y lo mismo ocurre con P; por tanto L contiene al cuerpo de descomposiciéon de P
y como L estd generado por la raices de P, coincide con él.

<) Sea L el cuerpo de descomposicién de ) € K|[z]. Basta demostrar que si o y 3
son raices de un polinomio ménico irreducible, € K[z], entonces « € L = € L.
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Por el Lema 2.2 existe un K-isomorfismo i : K(a) — K (). Por otra parte, L(«) es
un cuerpo de descomposicién de Q € K (a)[x] y también L(8) puede considerarse como otro
cuerpo de descomposicién teniendo en cuenta la “K-inclusién” K («) K (B) = L(pB).
La Proposicién 2.3 implica que L(«) y L(f) son isomorfos como extensiones de K (), por
tanto [L(«) : K] = [L(B) : K]. Si a € L, se tiene

es decir, B € L. R

Terminamos esta seccién con una proposicién que se serd fundamental en el calculo

explicito de grupos de Galois

Proposicién 2.5: Sea L/K normal y finita y sean My y My dos subcuerpos de L
conteniendo a K. Sii: My — My es un K-isomorfismo, entonces existe o € G(L/K) tal
que restringido a M coincide con 1.

De aqui se deduce un resultado mas fuerte que la Proposicién 1.3

Corolario 2.6: Sea L/K normal. Si P es un polinomio irreducible y a, 3 € L son
raices de P, entonces existe 0 € G(L/K) con o(a) = .

DEM.: Basta aplicar la proposicién tomando My = K («), My = K (f3) y el isomorfismo
1: M, — M5 del Lema 2.2. R

DEM.(de la Proposicién 2.5): Como [L : M;] < oo, basta aplicar repetidas veces que

si & € L entonces se puede extender a un K-isomorfismo 7 : My (o) — M(j) con cierto
B € L. El resto de la demostracién se dedica a construir .

Sea P el polinomio minimo de « sobre K y sea Pj; el polinomio minimo sobre My,
obviamente P;|P. Podemos suponer que dP; > 1 (en otro caso tomariamos i = i). Sea
P, = i(Py) (i actia sobre los coeficientes). P, es ménico e irreducible y divide a P, porque
P=P -Q1= P =iP)=1iP)-i(Q1). como L/K es normal, todas las raices de P,y
por tanto también las de P, estdn en L. Sea 8 € L con Py(f) = 0, por el Lema 2.2 se
tiene un Mi-isomorfismo, 71, y un Ms-isomorfismo, s,

11 :Ml(a) —)Ml[l']/(Pl), 19 MQ(B) —>M2[$]/(P2)
Por otra parte, ¢ induce un K-isomorfismo, 3,
ig : My[z]/(P1) — Ma[z]/(P2),
asi pues basta tomar i = iz_l oi30%1. B

Aunque dedicaremos casi toda la seccién 4 a dar ejemplos explicitos del cdlculo del

grupo de Galois, vemos cémo se aplican estos resultados en un caso sencillo:
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Ejemplo . Hallar Q(Q(C)/Q) donde ¢ = 27i/5,

Como la extension es simple y generada por (, cada o € Q(Q(()/Q) estd determinado
por su valor en (. Las raices del polinomio ciclotémico z* + 23 + 22 + z + 1 son ¢, ¢?, ¢3
y ¢*; asi pues, el Corolario 2.6 implica que existen Q-automorfismos o1, o2, 03 y 04 tales
que

a1(Q)=¢ () =¢, 03 =¢  0a(¢)=¢"
Con lo cual se tiene {o7,09,03,04} C Q(Q(C)/Q). Por otra parte, la Proposicién 1.4 con
H = G(Q(¢)/Q) implica |G(Q(¢)/Q)| <4, ya que [Q(¢) : H'] < [Q(() : @] = 4. Por tanto

la tinica posibilidad es

G(Q)/Q) ={o1,02,03,04}.

Notese que o7 =Id y que o3 genera al resto de los automorfismos, ya que

= (*=04(C)
73(¢) =02(3(¢)) = 02(¢*) = ¢* = ¢* = 04(0).

Q
[\V)
~~
I
~

|

Q
[\V)
—

Q
[\V)
—~
I
N—r
~

I

Q
[\V)
—~

[\V)
N—r
|

Por consiguiente G(Q(¢)/Q) = Z/AZL.

§3. EXTENSIONES SEPARABLES.

Una condicién técnica que necesitaremos mas adelante es que las raices de un poli-
nomio irreducible sean distintas, ya que en otro caso la informacién contenida en el grupo
de Galois puede ser muy pobre (véase la observacién que sigue a la Proposicién 1.3). A pe-
sar de que esta condicién técnica se cumple en todas las extensiones algebraicas relevantes
en este curso, tiene interés considerarla desde una perspectiva general.

DEFINICION: Se dice que un polinomio irreducible P € K|[x] es separable sobre K
si cuando lo descomponemos en su cuerpo de descomposicién como P = k(x — ay)(z —

as) ...(x — ay) todos los a; son distintos. En caso contrario se dice que es inseparable.

DEFINICION: Dado o € L algebraico sobre K, se dice que o es separable sobre K si
su polinomio minimo lo es, y se dice que L/K es una extensién separable si todo elemento
de L es separable sobre K.

Hay una condiciéon muy sencilla para saber si un polinomio es irreducible es separable
sobre K y esta condicién se satisface trivialmente cuando K C C. Antes de enunciarla

necesitaremos una definicion.
DEFINICION: Dado P = ana™ + an_12" "1 + ... + a1x + ag € K|x], al polinomio

P ' =na,z" '+ (n— 1ap_12" "%+ ... + 2002 + a1,
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se le llama derivada formal de P.

Proposicién 3.1: Un polinomio irreducible P € K|[x| es inseparable si y sélo si
P =0.
De aqui se deduce inmediatamente

Corolario 3.2: Si K es un cuerpo de caracteristica cero, todo polinomio irreducible
es separable.

Corolario 3.3: Si K es un cuerpo de caracteristica p > 0 entonces los tinicos
polinomios inseparables son de la forma

P=a,z" +a, 12" VP + . +az? + ag
cona; € K,0<1<n.

DEM.(de la Proposicién 3.1):

=) Como P es inseparable, existe « en el cuerpo de descomposicién tal que (z —a)?|P
y se tiene

P=(z—-a)’R = P' =2z —a)R+ (z—a)’R = z—a|P' yx— ajmed (P, P).
Si P' # 0 entonces 1 < dmed (P, P') < 9P y por tanto mcd (P, P') es un factor no trivial
de P, lo que contradice que sea irreducible.
<) Si P fuera separable
P=k(x—a)(x—az)...(xr —ay)

con «; # a; perteneciendo al cuerpo de descomposicién de P sobre K. Entonces

Pl)

P = Z p; donde  Pi(z) =
i=1

Como x — a1 |P; para 2 < i < ny x—ay /Py (porque o no coincide con ninguna otra raiz)
se tiene que z — ay [P’y por tanto P’ = 0 es imposible. i

Por el pequeno teorema de Fermat, a? = a para todo a € IF,, asi que todos los
polinomios de los que habla el Corolario 3.3 se pueden escribir como (nétese que en IFp,
(a+ b)P = aP + bP)

@™ + ap_ 12" VP 4 4 araP + ag =aPa™ +af_ 2" VP 4 4 aPeP + o)

=(anx" + ap_12" "t ..+ a1z + ag)?,

* Quiz4 al lector le sorprenda que no llamemos a P’ simplemente derivada de P. La razén para ello es
que en muchos cuerpos, por ejemplo en IF,, no tiene sentido el concepto de limite y con este nombre queremos
hacer hincapié en que la definicién es puramente formal y no tiene nada que ver con la definicién habitual a
pesar de comparte las mismas propiedades.
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y por tanto no son irreducibles, de donde se deduce que no hay polinomios irreducibles in-
separables sobre IFF,,. La situacion se puede generalizar un poco mds definiendo el morfismo
dado por “elevar a p”.

DEFINICION: Sea K un cuerpo de caracteristica p > 0, se llama morfismo de Frobenius
a la funcién ¢ : K — K dada por ¢(z) = zP.

DEFINICION: Se dice que un cuerpo K es un cuerpo perfecto, o bien si tiene carac-

teristica cero, o bien si tiene caracteristica p > 0 y el morfismo de Frobenius es un isomor-

fismo.

Ejemplo . Los cuerpos IF,, son perfectos, ya que el automorfismo de Frobenius es
¢ =1d (por el pequeno teorema de Fermat) y por tanto es un isomorfismo.

La misma demostracién que hemos hecho para demostrar que en IF';, no hay polinomios
irreducibles inseparables, combinada con el Corolario 3.2, sirve para demostrar

Teorema 3.4: Si K es un cuerpo perfecto, entonces todo polinomio irreducible es
separable.

Ejemplo 1. En cualquier cuerpo K C C o en IF, todo polinomio irreducible es sepa-
rable.

Ejemplo 2. Cualquier extension algebraica de IF;, es separable.

El teorema anterior combinado con la siguiente proposicién (que no demostraremos)

asegura que casi todas las extensiones que podamos imaginar son separables.
Proposicion 3.5: Sean K C L C M cuerpos y « algebraico sobre K, entonces
a) Si a es separable sobre K, K(«a)/K es separable.
b) Si M/L y L/K son separables, M /K es separable.

Como hemos comentado al principio de esta seccién, la no separabilidad de una ex-
tension constituye una dificultad para que la teoria de Galois sea ttil en dicha extension.
Afortunadamente, todos los resultados anteriores sugieren que los ejemplos de extensiones
no separables son un poco artificiales. Veamos uno.

Ejemplo . Consideremos la extensién IFy(t)/IFo(t?). El polinomio minimo de ¢ sobre
IF5(t2) es
P =%t P € TFy(t?)[x].
Se puede comprobar que este polinomio es inseparable con la Proposicién 3.1 o bien notando
que sus raices, t y —t, coinciden en F5(¢) (ya que —1 = 1 en IF3). Por tanto IFy(t)/IF2(t?)

no es una extensién separable.

Nétese que la extensién IFy(t)/IFy (%) es normal porque es finita y coincide con el
cuerpo de descomposicién de P (utilicese la Proposicién 2.4). Sin embargo G (IF2(t) /IF2(t2))
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es trivial porque la Proposicién 1.3 implica que o(t) = ¢ para todo o € G(IF5(t)/IF5(t?)).
De alguna manera, no tenemos suficientes raices distintas para que sus “simetrias” repre-

senten la estructura de la extensién.

§4. TEOREMA FUNDAMENTAL DE LA TEORfA DE GALOIS Y EJEMPLOS.

Recuérdese que los ejemplos al comienzo del capitulo hacian pensar que algunas
propiedades de las extensiones de cuerpos quedaban representadas por sus “simetrias”.
El teorema fundamental de la teoria de Galois afirma que esta representacién es “exacta”
cuando la extension es normal finita y separable, en el sentido de que existe una correspon-
dencia uno a uno entre subcuerpos y subgrupos del grupo de Galois, y entre subextensiones

normales y subgrupos normales.

Es muy conveniente recordar la formulacion intuitiva del teorema fundamental de la
teoria Galois dada en el parrafo anterior para entender el enunciado concreto, que es el
siguiente

Teorema 4.1 (Teorema fundamental de la teoria de Galois): Si L/K es
normal, finita y separable y M es un subcuerpo K C M C L, entonces G(L/M) es un
subgrupo de G(L/K) y M = (Q(L/M))/. Ademéds M /K es normal si y sélo si G(L/M) es
un subgrupo normal de G(L/K), en ese caso G(M/K) es isomorfo a G(L/K)/G(L/M).

OBSERVACION: Nétese que tras los resultados de la primera seccién (Proposicién 1.4)

el teorema implica [L : M| = G(L/M). En particular el grado de la extension es el orden
del grupo de Galois.

La demostraciéon no es muy complicada, una vez que se conoce todo el lenguaje y
resultados de las dos secciones anteriores.

DEM.: Por definicién G(L/M) es un subgrupo de G(L/K). Obviamente (Q(L/M))/ D
M. Procedemos por contradiccién suponiendo que existe x € (Q(L/M))/ — M. Sea P su
polinomio minimo sobre M, P se descompone totalmente en L y sus raices son distintas

porque L/K es separable, por tanto el Corolario 2.6 con K = M nos asegura que existe
o € G(L/M) tal que o(z) # x, lo que contradice = € (Q(L/M))/.

Veamos ahora que M /K es normal si y sélo si G(L/M) es un subgrupo normal.

=) Por la Proposicién 2.4, M = K(ay,as,...,a,) donde «; son las raices de un
polinomio P € K[z]|. Dado ¢ € G(L/K), por la Proposicién 1.3 se tiene o(M) = M y por
tanto 0|y € G(M/K), donde o es la restriccion de o a M. Esto define un homomorfismo
de grupos

¢:G(L/K) — G(M/K)

o— o|m
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que es sobreyectivo (por la Proposicién 2.5 con My = My = M) y cuyo nicleo es G(L/M),
por tanto el teorema del isomorfismo (véase el repaso de teoria de grupos del préximo
capitulo) implica que G(L/M) es un grupo normal de G(L/K) y que G(M/K) es isomorfo
2 G(L/K)[G(L/M).

<) Si M/K no fuera normal, entonces existe un polinomio, P, con dos raices «, 3 € L
tales que a € My f ¢ M. Por el Corolario 2.5 existe 7 € G(L/K) tal que 7(a) = .
Como 8 ¢ M y L/M es separable (por que L/K lo es), el Corolario 2.6 asegura que
también existe o € G(L/M) tal que o(8) # B, entonces 77 lo7(a) # a y por tanto
T 1G(L/M)T # G(L/M), pero esto contradice que G(L/M) sea un subgrupo normal de
G(L/K). m

Segtn lo visto en las dos secciones anteriores, si K tiene caracteristica cero o K = IF,
(0 incluso si K es una extension finita de IF,), entonces decir que L/K es normal, finita
y separable es lo mismo que decir que L es el cuerpo de descomposicién de un polinomio
sobre K con raices distintas. Esto sugiere la siguiente definicién

DEFINICION: Se llama grupo de Galois de P € K|x] al grupo de Galois de su cuerpo

de descomposiciéon sobre K.

Dado un polinomio arbitrario es realmente dificil, en general, calcular su grupo de
Galois incluso usando computadoras. Dedicaremos el resto de la seccion a calcular el
grupo de Galois de algunas extensiones normales, finitas y separables de las que tenemos
una descripcion bastante explicita (fundamentalmente, los cuerpos estaran generados por
combinaciones sencillas de radicales), lo que permite que los cdlculos se puedan llevar a
cabo.

Ejemplo 1. Calcular el grupo de Galois del (cuerpo de descomposicién del) polinomio
z*+ 23+ 224+ 2+1 sobre ), describiendo explicitamente todos los subcuerpos intermedios.

Como z* + 22 + 22 + 2+ 1 = (2° — 1)/(x — 1) (polinomio ciclotémico), sus rafces
son ¢, €2, ¢3, ¢* con ¢ = e?™/%; asi pues tenemos que calcular G = G(Q(¢)/Q). Cada
automorfismo en G estd determinado por su accién sobre ( y segtin el Corolario 2.6 existen

automorfismos o1, 02, 03, 04 € G tales que

a1(Q)=¢ 02(Q)=¢* 03(Q)=¢ 04(¢) =~

Como |G| = [Q(¢) : Q] = 4 ya no hay mas automorfismos, es decir,

G =6(Q)/Q) ={o1,02,03,04}.

* En principio hay un algoritmo (basado en la definicién de grupo de Galois del propio Galois) pero
requiere tantos cdlculos que es casi inviable en la préactica, incluso para grados pequenos. El lector interesado
lo puede encontrar en el apéndice a la segunda edicién de “Galois Theory” de I. Stewart.
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Veamos qué estructura tiene G. Obviamente o1 = Id, 03(¢) = 02(¢?) = (JZ(C))2 =t =

o4 = 2. También o3() = 02(¢*?) = (® = 03 = 03. Asf pues G es ciclico generado por o2

G =G(QQ)/Q) = (02) = {Id, 02,03, 05} = 7 /AL
(Recuérdese que, en general, la notacién (g1, ge,...) indica el subgrupo generado por
g1,92--.). Los tnicos subgrupos de G son {Id,o3} y el grupo trivial {Id}. Segin el
teorema fundamental de la teoria de Galois se tiene

G = {Id, 59, 02, 03} = G(QE)/Q) (= 7Z/47z)
H = {|Id, o3} = Gg(Q(¢)/M) (= %z/27)
H :|{Id} = G(Q(C)/QAC)) (={e})
donde M es un cuerpo intermedio con [M : Q] = |G|/|H| = 2. Como hay una correspon-

dencia uno a uno entre subgrupos y subcuerpos, el tinico subcuerpo entre Q y Q(() es
M = H'. Este cuerpo se puede calcular explicitamente usando la definicién

M=H ={zeQ)/o(x)=xz Vo€ H}.
Como H = {Id, o3}, y {1,(, (%, ¢3} es una base de Q(¢), se tiene
M = {a+b+cC®+d¢® [ o3(a+bC + e® +dC%) = a + b+ ¢* + dCP, a,b,¢,d € Q.

Un célculo prueba

o3(a+ b+ c® +d¢®) = a+ b¢* + o¢® + d¢®
= (a = b)¢ = bC + (d = b)¢* + (¢ — b)¢?

donde en la segunda igualdad hemos usado ¢* = —1 — ¢ — (2 — (3. Como {1,(, (2,3} es
una base de Q((),

2 2 3 4 3 2 a—b=a -b=b
oy(a+bC+cC*+dC°)=a+b(" +cC°+d(* &
d—b=c c—b=d.

Resolviendo este sistema se tiene finalmente

M={a+c(®+¢%) /a,ce @}
Como (2 + (3 = e*mi/5 4 57/5 = 2 cos(47/5), se puede escribir més explicitamente M =
Q(cos(4m/5)). Como H es un subgrupo normal de G (porque G = 7 /47 que es abeliano),
entonces M/Q es una extensién normal.

OBSERVACION: Quizs al lector le parezca que ®(cos(27/5)) es “otro” cuerpo interme-

dio, contradiciendo al teorema fundamental. en realidad, usando las férmulas de adicién
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de las funciones trigonométricas no es dificil probar que Q(cos(27/5)) = Q(cos(4n/5)).

Veamos ahora uno de los ejemplos mas completos que se pueden poner a este nivel.
Noétese como entra en juego de forma fundamental la Proposiciéon 2.5 que dice intuitiva-
mente que podemos obtener automorfismos en una extensién grande ampliando otros de

una extension menor mas sencilla. Esta situacion se repetird en ejemplos posteriores.

Ejemplo 2. Calcular el grupo de Galois (del cuerpo de descomposicién) del polinomio
z* — 2 sobre @) y calcular el niimero de subcuerpos intermedios, describiendo explicitmente

uno de ellos y diciendo si da lugar a una extensién normal.

Las raices de 2% —2 son ¥ /2 con k = 0, 1, 2, 3, por tanto su cuerpo de descomposicién
es Q(i, {1/5) En este, como en otros ejemplos, es conveniente “descomponer” la extension
en subextensiones normales que sean mas sencillas, consiguiendo que se repita de alguna

manera la situacién del ejemplo anterior. Por ello consideramos

L =Q(i, v?2)
|
M =|Q(i)
K=0Q

Nétese que L/M es normal (porque L/K lo es) y M/K también es normal porque M es
el cuerpo de descomposicién de 2 + 1. Antes de nada, calculemos [L : K] para saber el
orden del grupo de Galois

[L: Q(V2)] =2 (porque i ¢ Q(V2)) = [L: K] =[L: Q(V2)][Q(V2) : Q] = 8.

El calculo de G(L/K) se basa en calcular los grupos més sencillos G(L/M) y G(M/K),
intentando mas tarde unir ambas informaciones “pegando” ambos grupos.

Comencemos con G(L/M). Como [L : M] = [L : K|/[M : K] = 4, el polinomio
minimo de v/2 sobre M es z* —2. Cada automorfismo de G(L/M) est4 determinado por su
valor en v/2, lo que combinado con el Corolario 2.6 implica que G(L/M) = {o1,02,03,04}
con

a(V2)=V2  0a(V2)=iV2  o3(V2)=—-V2  0a(V2) = —iV2.
Como estos automorfismos dejan fijos M se cumple o, (i) = i, n = 1,2,3,4. Obviamente
o1 = Id y algunos calculos demuestran que o3 = 03 y 04 = 05. Simplemente para abreviar,
escribamos o en lugar de 5. Hemos demostrado
G(L/M) = (o) = {Id, 0,02 0%} = % /AL
Todos estos elementos estdn en G(L/K), ya que G(L/M) es un subgrupo de G(L/K), como

[L : K] = 8 nos faltan otros cuatro automorfismos, que vamos a conseguir “extendiendo”
un automorfismo de G(M/K).
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La extension M /K es normal, y por el Corolario 2.6 se tiene que G(M/K) = {Id, conj.}
donde conj. es el automorfismo dado por la conjugaciéon. La Proposiciéon 2.5 asegura
que podemos extender cada automorfismo de G(M/K) a G(L/K). Concretamente, existe
T € G(L/K) tal que 7|y = conj., esto es, 7(i) = —i. La proposicién no nos dice cuél
es el valor de T((‘/ﬁ) pero como sabemos que tiene que ser una rafz de z* — 2 (por el
Corolario 2.6). Quiza componiendo con s, o3 6 04, podemos suponer que 7(v/2) = v/2
(por ejemplo, si 7(v/2) = —+/2 tomarfamos 7 = 703 en lugar de 7). Con esto no sélo
hemos conseguido un nuevo elemento de G(L/K) sino que también todos los productos de
7 con los elementos ya calculados también estardn en G(L/K), concretamente

(o,7) CG(L/K).
En particular se tiene que
{14, o, o2 0 1,01, 0%, 037'} C G(L/K)

y como todos estos automorfismos son distintos y [L : K| = 8 se tiene que éste es el grupo
de Galois

g(L/K) = {Ida o, 0-27 0'3, T,0T, 0'2’7'7 0'3’7'} = D8-
El 1iltimo isomorfismo requiere alguna explicaciéon. Recuérdese que Dg es el grupo de

movimientos del plano (giros y simetrias) que dejan fijo un cuadrado ABCD. El grupo

Dg esta generado por el giro, g, de 90° y la simetria, s, por una de las diagonales

A B D A A B A D

Los grupos G(L/K) y Dg son isomorfos porque o puede identificarse con g y 7 con s, ya
que ambos son generadores de los grupos correspondientes con el mismo orden (cuatro y

dos, respectivamente) y satisfacen la relacién que caracteriza a Dg, que es 7o = o>7.

Para verificar las afirmaciones del parrafo anterior, es conveniente tener una tabla con
la accién de todos los automorfismos de G(L/K) y sus érdenes. También serd ttil disponer
de ella en el cdlculo de los subgrupos de G(L/K), por ello la damos a continuacién

i V2 i V2

v v
Id: i V2 (orden 1) T —i V2 (orden 2)
o i iv/2 (orden 4) oT:  —i iv/2 (orden 2)
o>: i —+v/2  (orden 2) o?r: —i  —v/2  (orden 2)
o3: i  —iv/2  (orden 4) o37: —i  —iv/2  (orden 2).
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Para hallar los subcuerpos de L tenemos que calcular los subgrupos G(L/K). Los
subgrupos de orden 2 de G(L/K) contienen un elemento de orden 2 y la identidad, y los
subgrupos de orden 4 estdn generados por un elemento de orden 4 (si es que son = 7ZZ/47Z) o
por dos de orden 2 que conmutan (si es que son 2 7 /27ZZ.® 77 /27Z). Con estas observaciones
y la tabla anterior, no es dificil comprobar que el reticulo de subgrupos (diagrama de
subgrupos indicando inclusiones) queda representado con el siguiente esquema

G(L/K) = (o,T) — orden 8
/N
(02, 07) — orden 4

Para mayor simplicidad hemos omitido el grupo trivial {Id} que estd contenido en todos
ellos.

Del esquema anterior deducimos que hay 8 subcuerpos, M, tales que K C M C L.

: . £ #
Algunos de ellos dan lugar a extensiones normales de K y otros no. Por ejemplo, (o) es un
subgrupo normal de G(L/K) (un subgrupo de indice dos es siempre normal) y por tanto
()" es una extension normal de Q. Sin embargo, (7) no es un subgrupo normal de G(L/K)

ya que o~ H{Id, 7}o # {Id, 7}, por tanto ()’ no es una extensién normal de Q.
!/

No es dificil comprobar que (o)’ = Q(i) y (r)’ = Q(+/2). Veamos, por ejemplo, la
segunda igualdad

(1 ={x e L/7(z) =z}

Como {1,i} y {1, v/2, v/22,v/23} son bases de M/K y L/M, por los resultados del primer
capitulo se obtiene una base de L/K multiplicando los elementos de estos dos conjuntos,
asi pues

t€Ll = a+bi+cV2+divV2+eV22+ fivV22+ gV + hivV23
con a,b,c,d,e, f,g,h € K. como 7 es la conjugacion
T(x)=2z & b=d=f=h=0,
y se tiene
(T)’:a+cx‘7§+e{4/2_2+g€/2_3/a,c,e,g€Q}:Q(f/ﬁ)

como habiamos afirmado.

Ejemplo 3. Calcular el grupo de Galois de Q(v/2,v/3)/Q.
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La extension es normal. Consideramos

L=®(v2,V3)

M =Q(v2)
|
Q

Las extensiones L/M = M (/3)/M y M/K = K(\/2)/K son normales de grado dos, de lo
cual se deduce (ver Corolario 2.6)

G(L/M)={1d,o} G(M/K) = {1d,o'}
donde ¢ y ¢’ son los automorfismos

O'I\/§—>\/§ O'/I\/§—>\/§.

o € G(L/K), pero tenemos que extender ¢’ con la Proposicién 2.5 para obtener un
automorfismo de G(L/K). Sea 7 € G(L/K) tal que 7|y = o’. en principio 7 podria enviar
V3 a /3 6 —/3 (las raices del polinomio minimo de v/3 sobre K), pero podemos suponer
7(v/3) = V/3 porque si éste no fuera el caso considerariamos o7 en lugar de 7. Con ello
tenemos que 0,7 € G(L/K) y

o(V3)=—V3, o(vV2)=Vv2, 1(V3)=V3, 7(V2)=-V2
Ahora podemos combinar estos automorfismos de todas las formas posibles , obteniéndose

{Id, 7,0, 70}. Como [L : K| = 4 estos son todos los elementos de G(L/K). Es muy sencillo
comprobar

G(L/K) = 7y X 5.
Como Zs sblo tiene tres subgrupos propios, ((0,1)), ((1,0)), ((1,1)), L/K sélo tienen
tres subcuerpos propios que son My = (1), My = (o), M3 = (ro)’. Los dos primeros
subcuerpos son Q(v/3) y Q(v/2), respectivamente (ejercicio). Hallemos M3

Msz={z €L /7o(z) =z}
{1,v2}, {1,4/3} son bases de L/M y M/K = {1,/2,V/3,v/2V3} es base de L/K, asi
pues

M3:{m2a+b\/§+0\/§+d\/§\/§/7'a(a:):a:, a,b,c,d € Q},
pero

o(z) =2 & a+bV2+cV/3+dV2V3=0a—bV/2 - cV3+dV2V3

lo que implica b = ¢ = 0 y por tanto M3 = Q(\/6).

Ejemplo 4. Hallar el grupo de Galois del cuerpo de descomposiciéon de P = 3 — 2
sobre Q).
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Las raices de P son v/2, wv/2, w?+/2, donde w = (—1 + i/3)/2, asi que el cuerpo de
descomposicién es Q(w, v/2). Consideramos

M = Q(w)

|
K=Q

entonces L/M y M/K son extensiones simples normales de grados 3 y 2 respectivamente.
De nuevo, por el Corolario 2.6, se tiene

G(L/M) = {ld,0,0%}  G(M/K) = {Id, conj.},
donde (4/2) = wv/2. Sea 7 € G(L/K) tal que 7|M =conj., entonces 7(v/2) = v/2 6 wv/2
6 w?{/2, pero siempre podemos suponer, quiza componiendo con o 6 o2, que ocurre el

primer caso. Es decir,

a(\?/i) = wv

W
W

S
S
I
S

o tiene orden 3 y 7 tiene orden 2, multiplicando potencias de ambos obtenemos 6 auto-
morfismos distintos que forman el grupo de Galois porque [L : K| =6

G(L/K) = {Id,0,0%, 7,01, 0°7}.

Es facil comprobar que el grupo no es abeliano y que actda sobre w y /2 como en la
siguiente tabla

V2

S

w w
\ 1 \ 1

d: w V2 (orden 1) T w? V2 (orden 2)

o: w wv2  (orden 3) or: w? wyY2  (orden 2)

02: w w?Y2 (orden 3) o?r: w?  Ww2Y2  (orden 2)

G(L/K) es isomorfo a Dg (compruébese la relacién 7o = 027) que a su vez es isomorfo
a S3. Los subcuerpos propios son My = (o)/, My = (1), M3 = (o1)' y My = (o?1)". Se
puede comprobar (ejercicio) que
Ml :Q(w)v MZ :Q(%% MgZQ(W\E/Z), M4:Q(w\3/§)7
y que como (o) es el tinico subgrupo normal, la tinica subextensién normal sobre K es
M/K.
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Sé6lo a modo ilustrativo, veamos un ejemplo en el que extender los automorfismos

requiere alguna consideracion mas precisa.

Ejemplo 5. Hallar el grupo de Galois del cuerpo de descomposicién de P = z* —2z2—1
sobre Q).

Resolviendo la ecuacién bicuadrada P = 0, se tiene que sus raices son +v/1+ v/2,
+1/1 — /2, asf que el cuerpo de descomposicién es

L:Q(\/1+\/§, \/1—\/5).
Antes de nada, intetemos simplificar los generadores, para ello nétese que
\/1+\/§-\/1—\/§:\/—1:i,

por tanto, definiendo o = /1 + /2 se tiene que las raices de P son «, —a,i/a,—i/a, y
L = Q(a,i). Obsérvese que « estd en una extensién de grado 4 que contiene a /2, eso nos

lleva a considerar

L =Q(i,a)
M = Q|(2} Vv2)
alo
kla

donde todas las extensiones son de grado 2.
El polinomio minimo de a en Q(v/2) es 2 — (1 + v/2), asi pues
G(L/M)={Id,o} o(a) = —a.

Por otra parte, G(M/K) se puede calcular como en el ejemplo 3

51(i) =—1 ﬁl(\/i) = \/5
G(M/K) = {1d, 1, B2, B1f2} con
52(75) =1 52(\/5) = —\/5.

Sean 71 y 1o € G(L/K) tales que T1|pr = 1y To|lm = P2. Como « estd en una
extension de grado 4, su polinomio minimo sobre @ es P, asi pues se tiene que 7;(a) €
{a,—a,i/a,—i/a}, i = 1,2; es decir, que en principio 71 y 72 podrian tomar cuatro valores

Es posible considerar otras extensiones, pero hemos elegido ésta porque en ella aparece de manera
natural el problema de la extensiéon de automorfismos.
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distintos, y componer con ¢ s6lo permite pasar de uno de los valores a otro. Cuando sucede
esto es que hay algunas extensiones de 1 y B2 que no son posibles, por ejemplo

() = a = n(a?) = o = n(V2) = V2
lo que contradice 12|y = f2. De la misma forma, (o) = —a, 11(a) = i/a, (o) = —i/a,
son imposibles, asi pues 71(a) € {a, —a}, T2(a) € {i/a, —i/a}, y, quizd componiendo con
o, siempre podemos suponer 71(a) = a y 72(a) = i/a. El grupo de Galois viene entonces
dado por
G(L/K) ={Id, 1,79, T17T2,0,07T1,0T2,0T1T2 }.
Noétese que no es abeliano
T1e(a) = 1 (i/a) = —i/a o1 () = To(a) =i/«

Aunque no lo haremos aqui, con un poco de trabajo se puede comprobar que G(L/K) = Dg.

Concluimos esta seccién calculando el grupo de Galois de la extensién ciclotémica
Q(¢)/Q donde ¢ = €27/n.

El caso n = p primo, es bastante sencillo.

Proposicién 4.2: Sin es primo, G(Q(()/Q) = {01,02, . -,Un_1} donde o : ( —
¢7.

DEM.: Claramente Q(() es el cuerpo de descomposicién del polinomio ciclotémico
P=x""142""24+ . . +1. Como P es irreducible y tiene a ¢ como raiz, [Q(¢) : Q] = n—1,
por tanto |G(Q(¢)/Q)| = n — 1. Por otra parte es claro que o; € G(Q(¢)/Q), porque su

efecto es enviar ( a otra raiz, (7, de P. R

Extender el resultado anterior al caso general (n no necesariamente primo) no es en
absoluto sencillo. Aqui s6lo daremos una demostracién suponiendo conocido el siguiente
lema (su prueba puede encontrarse en “Elementos de dlgebra abstracta” de A. Clark.

Lema 4.3: Sin > 2 entonces [Q(¢) : Q) = ¢(n) donde ¢ es la funcién de Euler,
QS(TI;) = an|n(1 - p_l)'

Recuérdese que ¢(n) da el nimero de enteros positivos menores que un nimero n y
primos con él.

Proposicién 4.4: Sin > 2, G(Q(()/Q) estd formado por los automorfismos o; :
¢ — (I donde 1 < j < n con j y n primos entre si.

Por ejemplo, como consecuencia se tendria

G(Q(e*™/1?)/Q) = {o1,05, 07,011 }.

Mediante la correspondencia o — j podemos asignar de forma tnica a cada elemento
del grupo de Galois de la proposicién anterior un elemento invertible de Z/nZ. Ademsds,
COmo 00y 7k, se puede reformular el resultado como
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Corolario 4.5: Sin > 2, G(Q(¢)/Q) = 7, donde 7} es el grupo de unidades
(elementos con inverso multiplicativo) del anillo 7Z/nZL.

DEM.(de la Proposicién 4.4): En este caso, no podemos asegurar que el polinomio

P=x""14+2""2 4+ . +1 sea irreducible (de hecho no lo es si n no es primo). Como las
raices de P son (,(?,...,(" !, lo tinico que podemos asegurar es

G(QEW)/Q) C {01,02, . --,Un—l}-
Si med(j,n) = d > 1, entonces o; € G(Q(C)/Q) ya que en ese caso o;(("/?) = e2™ii/d =1,
lo que es imposible porque (/% # 1. Asi pues

G(Q)/Q) € {oj /med(j,n) = 1}.
Como |G(Q(C)/Q)| = ¢(n) (por el lema) y el cardinal del segundo conjunto es también
¢(n), entonces la inclusién debe ser una igualdad. Wi

Ejemplo 6. Calcular Q( (cos 17)/@)
La relacién cos = (C+¢1)/2 con ¢ = 2™/ sugiere calcular primero G(Q(¢)/Q),

que segun los resultados anteriores es

G(Q(Q)/Q) ={ld = 01,02,03,...,016}
Se reduce a unos cuantos calculos comprobar que o3 genera todo el grupo, por ejemplo,

og = 039 porque

03(Q) = =03(0) = = 035(0) =¥ =¢"

= 03°(¢) = 05(03(03(€))) = *1¥ 1 =%

Asi pues

G(Q(C)/Q) = {o3) = Zss.

Obsérvese que [Q(¢) : Q(cos 2%)] = 2, asf que Q(cos 2Z) = H' donde H es un subgrupo
de orden dos. Noétese que este subgrupo es normal porque Zig es abeliano, por tanto (us-
ando el teorema fundamental de la teorfa de Galois) se tiene que la extensién Q(cos 2%)/Q

es normal y que

2T
G(0cos 27)/0) = G(Q(0)/Q)/H = Zs
De hecho, como podemos obtener automorfismos de G(®Q(cos 2Z)/Q) restringiendo al sub-
cuerpo Q(cos 17) los de G(Q(¢)/®Q), (por ejemplo o3 : ( — (3 actda sobre cos 2% =

(C+¢71)/2 como o3(cos 22) = ((3 + ¢ )/2—cos?77’)set1ene "

27

Q(Q(Cos %)/Q) =~ (o) con O'(COS 1—7) = T
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Hoja 5

1) ;Cuéles son los automorfismos de Q7 jy los IR-homomorfismos (homomorfismos
que dejan fijo R) de C en C?

2) Calcular G(Q(z,y)/Q(z +y,2y)) vy G(Q(z,y,2)/Q(x + y + 2,2y + 22 + yz, 2y2))
(Q(z,y) y Q(x,y, 2) denotan los cuerpos de funciones racionales en dos y tres variables
respectivamente).

*3) Calcular G(Q(z)/Q).

4) Recuérdese que el cuerpo de descomposicién, L, de P = 22 + 2 + 1 € IFo[x] es un
cuerpo de cuatro elementos. Hallar sus automorfismos y sus IFp-automorfismos, es decir,
G(L/IFy).

5) Hallar el cuerpo de descomposicién de 23 — 5 € Q|z].

6) Sea P € K|x| irreducible de grado tres, y sea L su cuerpo de descomposicin.
Demostrar que o bien [L : K] = 3 o bien [L : K| = 6.

7) Sea L el cuerpo de descomposicién de 2> + z — 1 € Q[z]. Hallar G(L/Q).
8) Hallar G(Q(v2)/Q(v2)), G(Q(V2+ V3)/Q(V3)), G(Q(V2)/Q).

9) Hallar Q(Q(\/g +7)/ (Q) poniendo especial cuidado en demostrar que realmente
cada “posible” Q-automorfismo en realidad lo es.

10) Sabiendo que G(Q(cos 2%)/Q) = {Id,0,0%,03,0% 0% 0% 0"} = Z/8Z donde

2 -1 3 -3 ) 27k 2
a(cos 1—7;) = O'(C +2C ) = ¢ 4_2( con ¢ = e2™/17 demostrar que cos 1L7E Q(cos 1—7;)
67k

2
y que a(cosi) = cos . Si H = {Id,o*}, comprobar que H' O Q(xy,72) donde
26w 2 26w

_ 2 _ 1 __
T1 = €Os {7 + cos I y Ty = cos {7 - cos T, Demostrar que, de hecho, H' = Q(z1, z2).

11) Si L es el cuerpo de descomposicién de z3 + 22 + 1 € IF2[z], demostrar que L/TFy
es simple. (Sugerencia: Si a es un cero de este polinomio entonces ? también lo es).

12) Sabiendo que G(Q(C)/Q) con ¢ = e>™/7 est4 generado por el automorfismo o :
¢ — (3, demostrar que |G(Q(¢)/Q)| = 6 y encontrar los elementos de G(Q(¢)/Q) que
dejan fijo a ¢ + (2 4+ 3¢ + ¢* + 3¢5 + 3¢5.

13) Demostrar que Y™ —z™ es irreducible en K (z™)[Y]. Si ademés K es un subcuerpo
de €, demostrar que las funciones oy, : K(z) — C(z) definidas por oy (f(z)/g(z)) =
f(e?kmi/ng) /g(e?*™/mx), con 1 < k < n, son homomorfismos y son los tinicos que fijan
K(z™).

14) Hallar G(Q(x)/Q(x")), G(C()/C(a")) y G(K (2)/K(x'%)) con K = Q(e2"i/?),

calculando en cada caso los cuerpos que quedan fijos por todos los automorfismos.

15) Demostrar que K; = IFy[z]/ (23 + 2z +1) y Ky = Fa[z]/(2® + 22 + 1) son cuerpos
de descomposicién de 28 — x € IFy[x]. Concluir que K y K> son isomorfos.
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Hoja 6

1) SKCMCLyI[L:K]|< oo, demostrar
i) L/K normal = L/M normal.

ii) L/K normal # M /K normal.

iii) M/K, L/M normales # L/K normal.
iv) L/K separable = L/M separable.

v) M/K separable # L/K separable.

2) Demostrar que dada una extensién finita M /K siempre existe un L, L D M D K tal
que L/K es normal. Al menor cuerpo con estas caracteristicas se le llama clausura normal

(o cierre normal) de M/K. Hallar la clausura normal de Q(+/5)/Q.

3) Demostrar que toda extensién de grado dos es normal.
4) Estudiar si Q(z)/Q(2®) es normal.
5) Si L es el cuerpo de descomposicién de P € K[z], demostrar que [L : K]|(9P)!.

6) Sea L = IF3(/z, ¢/y) y K = IF3(x,y). Demostrar que L/K es normal y [L: K] =
9 < oo, pero existen infinitos subcuerpos intermedios K C M C L. jPor qué esto no
contradice el teorema fundamental de la teoria de Galois?

7) Hallar una extensién separable y normal que no sea finita.

8) Probar que P = x® + 23 + 1 es irreducible en Q[z] y utilizarlo para demostrar que
la extensiéon Q(e?*/?)/@, es normal y de grado 6.

9) Si H y N son subgrupos de G(L/K) cuyos cuerpos fijos son H' = L1 y N’ = L,
calcular (0,7 /o € H, 7 € N)'.

10) Recuérdese (Ej.5-2) que si L = Q(z,y,2) y K = Q(x +y + 2,2y + vz + yz, xy2)
entonces G(L/K) = S3. Demostrar que ((1,2,3)) = K ((z1 — z2)(z1 — z3)(z2 — x3)).
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Hoja 7

1) Demostrar que si L es un cuerpo de descomposiciéon de un polinomio sobre @ y
G(L/Q) es abeliano, entonces M/® es normal para todo subcuerpo M, Q C M C L.

2) Hallar el grupo de Galois del cuerpo de descomposicién de P = (22 — 3)(z? + 3)
sobre @), calculando los subcuerpos intermedios.

3) Lo mismo para P = x° + 323 — 322 — 9.
4) Lo mismo para P = z* + 1.
5) Lo mismo para P = x7 + 4% — 2% — 4.

6) Calcular G(Q(v3 +v8)/Q) vy G(Q(V/3 +1/10)/Q), hallando todas las subexten-

siones normales, M/Q), de estas extensiones.
7) Sabiendo que L/Q es normal y [L : Q] = p, hallar un grupo isomorfo a G(L/Q).

8) Si G(L/Q) ~ Z/pqZL (donde p y g son primos distintos) con L/K normal, finita y
separable, jcuantos subcuerpos, M, hay con K C M C L?

9) Demostrar que si Q C M C Q(e?"/*¥) G(M/Q) es abeliano.

10) Si n no es divisible por un cuadrado se cumple que n| [Q(e27i/"°) : Q). Demostrar
que existe Q C M C Q(e*™/"") tal que [Q(e2i/"°) : M] = n.

11) Sabiendo que G(Q(e27*/257)/Q) ~ /2567, demostrar que el poligono de 257
lados es construible con regla y compds.
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4. GGrupos finitos y cuerpos finitos

§1. REPASO DE TEORIA DE GRUPOS.

La primera idea al incluir esta seccién era recordar algunos de los conceptos y resulta-
dos mas avanzados que se vieron el curso pasado, en particular los resultados de isomorfia
que damos a continuacion. A pesar de que sélo tendran un papel auxiliar en algunas de-
mostraciones del resto del curso, el lector debe saber y entender el primero de ellos y al

menos recordar los dos siguientes. El tltimo es de menor importancia.

Teorema del isomorfismo Si ¢ : G — G’ es un homomorfismo de grupos, entonces
Nuc ¢ es un subgrupo normal de G' y

G/Nuc ¢ = Im ¢.
1€ Teorema de isomorfia Si H<{G, N<{G y N C H, entonces
G/N/p/N = G/H.
22 Teorema de isomorfia Si H C G y N< G, entonces
HN/N = H/(HNN).
3€L Teorema de isomorfia Si Ny <t H1 < G, No<t Hy<1 G, entonces

Ni(Hy 0 H2)/N1(H1 NN,) = OVH2 /(A Ny)(Hy 0 Ny)-

§2. SERIES DE COMPOSICION Y GRUPOS SOLUBLES.

El teorema fundamental de la teoria de Galois es un arma muy poderosa que permite
traducir teoremas de teoria de grupos en teoremas de teoria de cuerpos. La principal mo-
tivacion de Galois fue el estudio de la resolubilidad por radicales de ecuaciones algebraicas.
En este estudio Galois encontré natural ir ampliando el cuerpo de partida con diferentes
radicales hasta llegar al cuerpo de descomposicién en el que la ecuacion se resolvia. De
alguna manera, él “factorizaba” el cuerpo de descomposicién en ciertos subcuerpos que
diferian uno de otro en un radical. Gracias al teorema fundamental de la teoria de Ga-
lois esto nos lleva al problema de “factorizar”, en algin sentido, el grupo de Galois en
ciertos subgrupos. En esta seccion introduciremos notacion y daremos ciertos resultados
que ponen en rigor esta idea. Aunque se trataran varios temas, lo Unico esencial para el
estudio de la resolubilidad por radicales son las definiciones de grupo simple y soluble, las
Proposiciones 2.4 y 2.5, y el Corolario 2.8.

DEFINICION: Sea G' un grupo finito, se dice que una cadena de subgrupos de G
{G}ZG()CGlCGz...CGn:G

es una serie normal si G;_1<\G; parat=1,2,...,n.
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OBSERVACION: Recuérdese que A<t B<tC' %A A< C, asi que G; no tiene por qué ser en

general un subgrupo normal de G.

Ejemplo . Z4 = {0,1,2,3}.

{0} c{0,2} c {0,1,2,3}
es una serie normal de G. También serie serie normal
(0} c {5,1,2,3).
Ejemplo . Para Dg = (o, 7'/04 =e, 72 =e, 70 = 037), dos series normales serian
{e} c (o) c Dg  {e} C (¢%) C (o) C Ds.
Los ejemplos anteriores sugieren que debiéramos definir algo asi como la serie normal

mayor, ese es el contenido de la siguiente definicién

DEFINICION: Se dice que una serie normal de un grupo G

{G}ZG()CGlCGQ...CGn:G,
# # #

es una serie de composicién de G si no puede ampliarse, es decir, si para ningtin 1 < <n
existe H tal que G;_1<{ H<1 G;.

Ejemplo . {0} C Z4 no es una serie de composicién de Z4 porque H = {0,2} amplia

esta serie normal.

Ejemplo . {0} C 7, es una serie de composicién de Z,, < n = p primo. Porque si n
no es primo existe un elemento distinto de 0 de orden menor que n y por tanto genera un

subgrupo, H, {0} C H C Z,,. H es normal en Z,, porque Z,, es abeliano.
£

De alguna manera, hallar la serie de composicién de un grupo es descomponerlo lo
mas posible. Guardando esta analogia, es natural pensar que existe algin resultado que
afirme que la descomposicion es tnica en algin sentido, ese es el contenido del teorema de
Jordan-Holder que damos a continuacién

Teorema 2.1 (Jordan-Holder): Si tenemos dos series de composicion para G

{G}ZG()CGlCGz...CGn:G
{e}=HyCH,CHy...CH, =G

entonces n = m y los cocientes G;/G;—1 H;/H;_1 son isomorfos pero quizd apareciendo
en distinto orden.
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DEM.: Definiendo los grupos

Ggmtr = Gq(Gg1 N H,y) ﬁqmﬂ' = Hy(Hg11 N Gr)
se tienen las siguientes series normales
{e}=Gy CGi1...CGmn C...CGap C...CGpm=0G

I I I I
Go G1 Go Gm

{e}=HyCcH,...CH,C...CHy,C...CHypp,=0G.
[l [l [l [l
Hy H, H, Hy,

Usando el tercer teorema de isomorfia se puede demostrar (ejercicio) que los cocientes de
la forma éum+v/éum+v_1 y meJru/meJru_l son isomorfos, por tanto, las dos series nor-
males anteriores tienen cocientes isomorfos (quiza en diferente orden). Por la definicién de
serie de composiciéon en estas series todos los grupos estan repetidos excepto G1,Ga, ..., Gy,
(en el primer caso) y Hy, Hs, ..., Hy, (en el segundo). Esto, y lo dicho anteriormente acerca
de los cocientes, prueba el teorema. W

Insistiendo en la analogia entre factorizacion y series de composicion, los “grupos

primos” serfan los que responden a la siguiente definicién

DEFINICION: Se dice que un grupo G es simple si no tiene subgrupos normales propios
(distintos del trivial y de él mismo).

NoTA: G simple < {e} C G es serie de composicién.
En este contexto el siguiente resultado parece bastante natural

Proposicién 2.2: Una serie normal {e} = Gy C G; C Gy... C G, = G es de
composicion < G;/G;_1 es simple, i =1,2,...,n.

DEM.: :>) Si Gz’/Gi—l no es simple = 3@/G¢_1<1 Gi/Gi—l = G_1< é<1 G; = noes
serie de composicién.

<) Si no es una serie de composicién = 3G G 1< GGy = é/Gi_1<1 Gi/Gi—1 =
G;/Gi_1 no es simple. W

Ahora daremos la definiciéon central de este capitulo que es la de grupos solubles,
intuitivamente son grupos que se pueden descomponer del todo

DEFINICION: Se dice que un grupo (finito), G, es soluble si tiene una serie de com-
posicion

{G}ZGQCG1CG2...CGn:G
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de modo que G;/Gi_1 = 7,,, con p; primo, i =1,2,...,n.

De la Proposicion 2.2 se deducen condiciones menos restrictivas que aseguran que un
grupo sea soluble, un ejemplo de ello es el siguiente resultado que algunos autores usan
como definiciéon de grupo soluble

Corolario 2.3: G es soluble si y sélo si existe una serie de normal
{G}ZGQCG1CG2...CGn:G
de modo que G;/G;_; es abeliano. En particular, todo grupo abeliano es soluble.

A continuacién damos los resultados que utilizaremos en el problema de la solubilidad
por radicales

Proposiciéon 2.4: Si G es soluble, H C G también lo es.

Proposiciéon 2.5: Sea N< G, entonces

G soluble & G/N y N son solubles.

Una definicién que tiene bastante interés en teoria de grupos (gracias a los llamados
“teoremas de Sylow”) es la siguiente

DEFINICION: Se dice que un grupo finito, G, es un p—grupo (con p primo) si su orden
es una potencia de p.

Ejemplo . Dg y Zg son p—grupos con p = 2 y p = 3 respectivamente.

Un importante (y nada ficil) resultado de teorfa de grupos afirma: Todo p—grupo de
orden mayor que p tiene un subgrupo normal propio. Conociendo este resultado, de la

proposicion anterior se puede deducir por induccién
Corolario 2.6: Todo p—grupo es soluble.
El otro resultado que utilizaremos el préoximo capitulo es
Teorema 2.7: Una serie de composicion para S, viene dada por
a)Sin=2 {e} CS,.
b)Sin=3 {e} C A3 C Ss.
c)Sin=4 {e} C{(1,2)(3,4)) C ((1,2)(3,4),(1,3)(2,4)) C Sy.
d)Sin>5 {e} C A, CS,.
Una formulacién casi equivalente de este resultado es
Corolario 2.8: A, es simple paran > 5, y S,, es soluble < n < 5.

Concluimos esta seccion con las demostraciones de la proposiciones 2.4 y 2.5
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DEM.(de la Proposicién 2.4): G soluble implica que
{G}ZG()CGlCGQ...CGn:G,
# # #

es serie de composicién con G; /Gy =2 Zp, .

Sea
{e}=GoNnHCGiNHCG:NH...CG,NH=H,
# # #

entonces definiendo H; = G; N H, se tiene (utilicese el segundo teorema de isomorfia)

H, , GinH _ GiNH L Gi-1-(GinH)

Hi_, Gi_1NH Gi_1n(G;NH) Gi_1

por tanto H es soluble. |

DEM.(de la Proposicién 2.5):

=) Por la Proposicién 2.4 N es soluble. Si
{G}ZGO C Gy CGz...CGn:G,

es serie de composicién con G;/Gi_1 = ZZ,,. Del primer y segundo teorema de isomorfia
se deduce (ejercicio) que

{e} = GyN/N c G{N/N C GaN/N...C G,N/N = G/N,

es una serie normal para G/N en la que todos los factores de grupos sucesivos son cierto
cociente de G;/G;_1 y por tanto, cada factor es trivial o isomorfo a Z,, .

<) De nuevo es un ejercicio con el primer teorema de isomorfia comprobar que si
{e}=NoCNyCNy...CN, =N {e}=Gy/NCG/NCGy/N...C Gp,/N=G/N
son series de composicién con N;/N;_1 = Z,, (G;/N)/(Gi-1/N) = Z,;, entonces la serie
{e}=NoC N CNy...CN,=N=GyCG1CGs...CG,, =G

también tiene esa propiedad y por tanto GG es soluble.

63. CUERPOS FINITOS.

A pesar de que la teoria de Galois cldsica se centra sobre extensiones finitas de @,

no queremos terminar estas notas sin hacer una breve mencion a la teoria en cuerpos

71



finitos. Su estudio no es una abstraccion innecesaria, ya que los cuerpos finitos aparecen
de manera natural en geometria algebraica, teoria de codigos y teoria de nimeros. En
algin sentido, Z se puede considerar a veces como un “limite” de IF, y por ello no es del

todo sorprendente su conexion con la aritmética.

Nétese que si L es un cuerpo finito, entonces su caracteristica es positiva (porque
(L,+) es un grupo finito), y como ya mencionamos en su dia, la caracteristica (si no es
nula) es siempre un nimero primo. El siguiente resultado limita el orden que puede tener

un cuerpo finito

Proposicién 3.1: Sea L un cuerpo finito de caracteristica p, entonces |L| = p™ para
algiin n > 0.

DEM.: Si la caracteristica es p, entonces la funcion

f:F, = L

es un monomorfismo, y por tanto L se puede considerar como una extensién de IF,. Sea
by,b2,...,b, con n = [L :IF,], una base de L sobre IF), (o si uno quiere ser muy riguroso,
una base sobre f(IF,)), entonces

L= {)\1[)1 + Aobg + .. )\nbn/)\z € ]Fp}
y L tiene tantos elementos como posibles valores de A1, Aa, ..., A, es decir, |L| =p™. R

El siguiente resultado nos da también una limitacién sobre la estructura de un cuerpo
finito

Proposicién 3.2: Si L es un cuerpo finito con |L| = q, entonces el grupo multiplica-
tivo, L* = L — {0} es ciclico e isomorfo a Z,_;.

DEM.: z € L* — 277! = 1 porque |L*| = |L — {0}| = ¢ — 1. Sea x( un elemento de
orden maximo, ng, en L*. Entonces, como L* es abeliano, el orden de cualquier elemento
de L* divide a ng (utilicese, por ejemplo, el teorema de estructura de grupos abelianos).
Por tanto, para todo € L* se tiene ™ = 1, pero esto implica que el polinomio z™*+! —z
tiene |L| = ¢ soluciones, lo que implica que ng+1 > ¢q. Como L* sélo tiene ¢ — 1 elementos
el orden de z(y debe ser ng = g — 1, lo que prueba el resultado. W

Con la siguiente definicién vamos a introducir una generalizacion de los IF,
DEFINICION: Se llama IF, con q = p™ al cuerpo de descomposicién de x? — x sobre IF,,.

El objetivo de esta seccién es el siguiente resultado, que afirma que los IF, son los
unicos cuerpos finitos y calcula el grupo de Galois de sus extensiones.
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Teorema 3.3: Si L es un cuerpo finito de caracterisitca p, entonces L es isomorfo
alF, con ¢ =p" = |L|, ademds G(IF,/IF,) es un grupo ciclico de orden n generado por el

automorfismo de Frobenius, ¢ : x — zP.

DeM.: Como L* es ciclico, todo elemento de z es raiz de P = 27 — z € IF,[z]
(aqui consideramos la “inclusién” IF, — L de la primera demostracién). como L tiene
exactamente ¢ = JP elementos, L es (isomorfo) al cuerpo de descomposicién de P sobre
IF,, esto es, a IF,. Obsérvese que L/IF, = IF,/IF,, es normal, finita y separable, por ser

cuerpo de descomposicién sobre IF,, asi pues
IG(IFy/IF,)| = [L:TF,] =n ( porque L = {A1by 4+ Aoba + ... A / A € Fp}),

por tanto basta probar que el automorfismo de Frobenius tiene orden mayor o igual que n.

Obsérvese en primer lugar que realmente ¢ es un automorfismo, ya que es monomorfismo
dx)y=9¢(y) =2 =y = (z—y)=0=>2—-y=0
y como ¢ : L — L con L finito, monomorfismo = epimorfismo. Ademads ¢ deja fijo IF,

por el pequeno teorema de Fermat.

Para ver que ¢ tiene orden> n, sea zy generador de ]F;, entonces x( tiene orden g — 1

y si el orden de ¢ es m, se tiene
r=¢™(z)=a" =2 =1=2p"—1>¢q-1=p"—1=>m>n
lo que concluye la demostracion. W
Ejemplo 1. G(IFg/IF3) = {Id, ¢, $*}.

Ejemplo 2. Para calcular G(IFg;/IFyg), obsérvese que segin el teorema G(IFg;/IF3) =
{Id, ¢, $?, $*} y viendo la definicién de TPy se observa que sélo ¢? (y la identidad) dejan
fijo a IFy, por tanto G(IFg1/IFg) = {Id, ¢?}. En general G(IF ur /IF,1) = (*).
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Hoja 8
1) Demostrar que no existe un epimorfismo ¢ : Sy — Z7 ni ¢ : Sy — Z5.

2) Calcular el orden de un grupo sabiendo que cuenta con menos de 100 elementos y
contiene a un elemento de orden 10 y a otro de orden 14.

3) Hallar todos los subgrupos de Dg (el grupo de movimientos del plano que dejan
invariante el tridngulo equildtero).

4) Demostrar que Sy no tiene ningin subgrupo normal de orden 3.

5) Hallar un grupo, G, y dos subgrupos suyos, H; C Hy C G de manera que H; sea
normal en Hy y Hs sea normal en G pero H; no sea normal en G.

6) Demostrar que Zg no es ciclico.

7) Estudiar si las dos funciones siguientes son homomorfismos y en caso afirmativo
decir de qué tipo

¢p1: 81— Ss ¢i(0) =0 oLy — 5 ¢o(T) =T
8) Demostrar que un subgrupo de indice dos es siempre normal.
9) Demostrar que en S, todo elemento de orden tres es producto de 3—ciclos disjuntos.
10) El grupo de cuaterniones, @, es un grupo de orden 8 no abeliano dado por
Q = {e,a,a? a3 b,ab,a’b, a’b}

donde a y b tienen orden 4 y se cumple b> = a? y aba = b. Demostrar que es soluble
escribiendo explicitamente una cadena de subgrupos {e¢} =Gy C G; C ... C G, = Q con
Gi/Gi—1 = 7Ly,.

11) Se puede demostrar que Dg y ) son los tnicos grupos no abelianos de orden 8.

Ya sabemos que Dg es isomorfo al grupo de Galois del cuerpo de descomposicién de z* — 2
sobre Q. Demostrar que () no es el grupo de Galois cuerpo de descomposicién de ningin
polinomio de cuarto grado. Sugerencia: Demostrar que () no es isomorfo a ningiin subgrupo

de 54.
12) Sea un grupo de orden n, G = {g1,92,---,9n}-
i) Dado g € G, demostrar que ay,(g;) = gg; define una biyeccién en el conjunto G.

ii) Demostrar que ¢ : G — Biyecciones de G definido por ¢(g) = oy, es un homo-
morfismo de grupos.

iii) Concluir que G es isomorfo a un subgrupo de S,, (Teorema de Cayley).

13) Sean 01,09 ...,0, los polinomios simétricos elementales en las variables indeter-
minadas x1, s, ..., T,. Sabiendo que Q(z1,x2,...,2,)/Q(01,02,...,0,) es una extension
normal finita y separable con grupo de Galois isomorfo a S,,, demostrar, aplicando iii) del
ejercicio anterior, que todo grupo finito es el grupo de Galois de alguna extension.

NoOTA: Este resultado es todavia una conjetura si se pide que la extension sea sobre Q).
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5. Resolubilidad por radicales

§1. EL TEOREMA DE GALOIS

A lo largo de todo este capitulo supondremos que todos los cuerpos que aparecen

son de caracteristica cero. Esta hipdtesis no es sé6lo una cuestion técnica para asegurar

la separabilidad, se puede comprobar que el teorema de Galois no es cierto para algunas
extensiones de IF,,.

DEFINICION: Se dice que una extension finita, L /K es radical si los elementos de L se

pueden expresar en términos de radicales, es decir, si existe una cadena de subcuerpos
K=LyclLiCclL,C...CL,
tales que L, D Ly L; = L,~_1( mg ai) con a; € Li_1,1=1,2,...,n, donde z = ™/a;

indica un elemento tal que x™ = «;.

DEFINICION: Se dice que un polinomio P € K[z] es soluble por radicales si su cuerpo
de descomposicion es una extension radical de K.

Obviamente en la definicién de extensién radical siempre podemos suponer L; # L;_.
También, quizéd introduciendo algunos cuerpos intermedios, podemos suponer que los m;
son primos ya que 2/z = {/%, es decir, L; = L,~_1( P\/a_,) con L; # L;_1. Notese ademas
que las raices de 7' — oy en su cuerpo de descomposicién son de la forma (¥ »/a; donde
¢ = ™/1 es una raiz p;—ésima de la unidad (i.e. una raiz ¢ # 1 de xP* — 1). Por tanto,
quizd anadiendo un subcuerpo intermedio que contenga a (, se puede extender L; a L
con L}/K normal. De la misma manera, tomando raices ps—ésimas de los generadores
de L y de la unidad, Lo se extiende, anadiendo radicales, a Ly con L5/K normal, y asi
sucesivamente. En conclusién, se puede suponer que L, /K es normal y contiene a las

raices p; —ésimas de la unidad, 1 <1 < n.

Las raices de la unidad tienen ciertas propiedades un tanto distintas de los otros
radicales, por ello conviene considerarlas aparte. Notese que todo lo dicho en el parrafo

anterior se resume en el siguiente lema
Lema 1.1: Si L/K es finita y radical, entonces se tiene una sucesion de subcuerpos
K=LyCL, CLyC...CL,
donde L,, D L, L,,/K es normal, L; = Li—l( P\z/oz_l) cona; € L1, p; primo, i =1,2,...,n,

y K es el cuerpo generado por las raices de la unidad (elementos del cuerpo de descom-
posicién de ™ —1) en L, en particular, K contiene todas las raices p;—ésimas de la unidad.

Gracias a los dos resultados siguientes, casi reciprocos, el teorema de Galois serd una
consecuencia del teorema fundamental de la teoria de Galois combinado con alguno de los
resultado de teoria de grupos del capitulo anterior.
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Lema 1.2: Con la notacién e hipétesis del Lema 1.1, se tiene que L;/L;_1 es normal
Y G(Li/Li—1) = Zyp,.

Lema 1.3: Si My/M; es normal y finita con G(My/My) = 7, entonces es radical.

Veamos ahora el teorema central de este capitulo

Teorema 1.4 ( de Galois): Sea L/K normal y finita, entonces L/K es una ex-

tension radical < G(L/K) es un grupo soluble.
Una formulacién equivalente del teorema es

Corolario 1.5: Un polinomio P € K|[xz| es soluble por radicales < Su grupo de
Galois sobre K es soluble.

OBSERVACION: Recuérdese que siempre estamos bajo la hipétesis char K = 0, en otro

caso estos resultados no son ciertos.

NoOTA: Recuérdese también que, con cierto abuso de notacién, se llama grupo de
Galois de un polinomio al grupo de Galois de su cuerpo de descomposicion.

DEM. (del Teorema de Galois): Las dos implicaciones se reducen a usar el teorema

fundamental de la teoria de Galois para pasar la informacion acerca de los subcuerpos a

los subgrupos y viceversa.

<) Si G(L/K) es soluble, entonces se tiene

{e} =Gy Cc Gy CGy...C G, =G(L/K)
con G;/Gi—1 2 Xy, 1=1,2,...,n. Por el teorema fundamental de la teorfa de Galois
L=G,>G,DG,...0G, =K

con G(G}_,/G}) = Ty, (porque |G(G)_1/G})| = [Gi : Gi—1] = pi), y el Lema 1.3 implica
que G_, /G es radical y, por tanto, L/K también.

=) Por el Lema 1.1 se tiene

K=LoCL CLyC...CLy.
Por el teorema fundamental de la teoria de Galois esto se traduce en la sucesién de sub-
grupos
{e} =G(Ln/Lyn) C G(Ln/Ln-1) C G(Ln/Lo) = g(Ln/[?)

Aplicando la segunda parte del teorema fundamental y el Lema 1.2, se tiene

G(Ln/Li-1)/G(Ln/L;) = G(L;i/Li—1) = Zy,,

por tanto G(L, /K) es soluble.

L/K y K/K son normales (K /K es el cuerpo de descomposicién de varios polinomios

de la forma z™ — 1), por tanto,

G(L/K) = G(L,/K)/G(Ln/L) v G(Ln/K)/G(L,/K)=G(K/K),
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y gracias a las Proposicion 2.4 y 2.5 del capitulo anterior sélo resta demostrar que Q(IZ' /K)
es soluble para concluir que G(L,,/K) y G(L,/L), y por tanto G(L/K), lo son. Pero
notese que K es el cuerpo generado por las raices de la unidad y por tanto G (IZ' /K) es
abeliano (porque o,7 € G(K/K), ¢ € K rafz de la unidad = o(¢) = ¢", 7(¢) = ¢* =
o7(¢) = 710(¢) = ("®) y en particular es soluble. W

Terminamos dando las demostraciones de los dos lemas que hemos utilizado

DEM.(del Lema 1.2): L;/L;_; es simple, asi que todo automorfismo estd determinado

por su accién sobre x = &y/a;. Las otras raices del polinomio minimo de z sobre L;_;
seran de la forma (x donde ¢ # 1 es una raiz de zPi — 1; ( € KcLi_i= (x € L; y por
tanto L;/L;_1 es normal. Ademds todo automorfismo ¢(x) = (x tiene orden p; y es obvio
que [L; : Lj—1] < p;, por tanto G(L;/L;—1) = (¢) = Zyp,. N

DEM.(del Lema 1.3): Como [Msy : M;] = p, debe cumplirse My = M;(x) para
cualquier x € My — M;. Supongamos primero que existe ( € M7 tal que (P =1, ( # 1.

Consideremos
w1 =2+ (P(x) + P (x) + ...+ P ()
donde ¢ es el generador de G(My /M), entonces

¢($1) = Cp_ll'l = I €M1 = My = Ml(l'l)
$(al) = (¢(1))" =2} = af € My,

por tanto z; = ¢/ con « € My y My = My (/).

Si¢ ¢ My y (€ M, entonces My = M;(¢) = M ({/1). Finalmente, si ¢ ¢ My, My,
G(M2(¢)/M1(C)) = G(M>/M,) por restriccién de los automorfismos a Mo y se aplicarfa
la primera parte de la demostracion para concluir M»(¢) = M1(¢)(¥a), y M2(¢)/M1(C),
My (¢)/M; radicales implica My/M; radical. B

§2. ALGUNAS APLICACIONES

En esta seccién veremos algunas aplicaciones a problemas clésicos de las ideas que
rodean al teorema de Galois. La primera es la méas conocida y afirma que no existe una
férmula general con radicales para resolver todas las ecuaciones de un grado dado, n > 5.
Esto cierra el problema de la solubilidad por radicales de las ecuaciones algebraicas, ya
que desde el siglo XVTI se conocen formulas para tratar los casos n < 4.

Teorema 2.1 (Abel): No existe ninguna extension radical del cuerpo generado por
los coeficientes de la ecuacion general de grado n > 5 que contenga a sus raices.

DEM.: Sea la ecuacién

I 12" Pt a0z 2. .t az+ag=0
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con coeficientes variables indeterminadas ag, a1, as, . . ., a,_1. Silas raices de este polinomio
SOn Ty, %, .., Ty, queremos demostrar que K (x1,%a,...,2,)/K(ap_1,0,_2,...,a0) NO €8

radical. Pero se tiene

Q(K(a:l,a:Q, consy)/K(ap_1,an_2,. .., ao)):g(K(ZUl,.TQ, cesy) /K (01,09, .. .,Un))%Sn

porque a,,_; = (—1)*0;(x1,x2,...,2y,), donde o; son los polinomios simétricos elementales,
y es evidente que K (01,09, ...,0,) es invariante sélo por las permutaciones de las n varia-
bles x1,xs,...,x,. Por el Corolario 2.8 del capitulo anterior se tiene que S, no es soluble

si n > 5 y el resultado se deduce del teorema de Galois. B

Notese que el resultado anterior afirma que no existe una férmula con radicales que
sirva para resolver todas las ecuaciones de grado n cuando n > 5, pero es obvio que hay
algunas que se pueden resolver con radicales (por ejemplo z°—a = 0). Galois no dio ningtin
ejemplo de una ecuacién que no fuera soluble por radicales. Esto no debiera extranarnos,
porque calcular el grupo de Galois del cuerpo de descomposiciéon de un polinomio es en
general muy dificil. Sin embargo, en el siguiente resultado emplearemos algunos artificios
de teoria de grupos para simplificar este calculo en un ejemplo explicito.

Proposicién 2.2: Sea L el cuerpo de descomposicién de P = z° — 6z + 3 € Q|x],
entonces L/Q) no es una extension radical, es decir, las soluciones de P = 0 no pueden

expresarse mediante radicales.

DEM.: P es irreducible por el criterio de Eisenstein y tiene tres raices reales y dos
complejas conjugadas (dibijese la grafica del polinomio), asi pues 7 = conj. € G(L/Q).
Como los elementos de G(L/®) permutan las cinco raices se tiene que G(L/Q) — Ss
(monomorfismo) y 7 (que intercambia dos raices) corresponde a una trasposiciéon. Si « es
raiz de P, 5 = [Q() : Q] = 5[|G(L/Q)|, y un teorema de teoria de grupos (Teorema de
Cauchy) implica que si p divide al orden de un subgrupo, H, de S, entonces H contiene
un p—ciclo. Finalmente, un 5—ciclo y una trasposiciéon cualesquiera generan todo Sy

(ejercicio), asi pues G(L/Q) = S5 que no es un grupo soluble. W

De la teoria del segundo capitulo se deduce que si L es una extensién real y finita de Q
que s6lo contine elementos construibles), entonces [L : Q] = 2. Si L/Q es normal, usando
las ideas de la prueba del teorema de Galois se puede demostrar el reciproco, concretamente

Proposicién 2.3: SiQ Cc L C IR y L/Q es normal, entonces [L : Q] = 2¥ < Los

elementos de L son construibles con regla y compas.

DEM.: Como [L : Q] = 2%, G(L/Q) es un 2— grupo. Por el Corolario 2.6 del capitulo

anterior
{G}ZGO C Gy CGQCGk:Q(L/Q)
con G;/G;_1 = 7. Por el teorema fundamental de la teoria de Galois

L=G,D>G|DG,...0G,=Q
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con [G_, : G;] = 2, lo que prueba el resultado. W

OBSERVACION: Si L/® no es normal el resultado puede no ser cierto. Por ejemplo, si
« es la raiz real y positiva de P = z* — 1023 + 2622 + 162 — 14, [Q(a) : Q] = 4 = 22, y
sin embargo a no es construible con regla y compéas, ya que se puede probar que el grupo

de Galois de P es A4 que no tiene subgrupos de orden 6 y por tanto Q(«)/Q no tiene
subcuerpos intermedios propios.

En el tercer capitulo enunciamos que [Q(e?™*/™) : Q] = ¢(n) donde ¢ es la funcién
de Euler (recuérdese que si n = p{"p3?...p%" con p; primos distintos, entonces ¢(n) =
pP  Hpr — D)py2 Y pe — 1) ... p%~(p, — 1), en particular ¢(p) = p — 1). De este resul-
tado y de la Proposicién 2.3 se deduce el siguiente bellisimo teorema de Gauss, quien lo
enuncié en el dltimo articulo de su obra maestra “Disquisitiones Arithmeticae” 30 anos
antes de que Galois diera sus teoremas. Aunque Gauss afirmé tener una prueba completa
y rigurosa de su resultado, sélo ha llegado hasta nosotros la demostracién que dio de una
de las implicaciones (la dificil desde el punto de vista actual). Para el autor de estas notas

éste es el teorema mas bello que ha visto nunca en Matematicas

Corolario 2.4 (GAuss): El poligono regular de n lados es construible con regla y
compas si y s6lo sin = 2¥pips ... p, con p; primos de Fermat distintos.

NoOTA: Para el que desconozca su definicion, se llama primos de Fermat a aquellos de

m . I Ve m .
la forma 22"+ 1, en honor a Fermat, quien pensé erréneamente que 22" + 1 era primo para

todo m € IN. El primer contraejemplo ocurre para m = 5.
Ejemplo 1. El poligono de 15 lados es construible porque
15=3-5=(2"+1)(2> + 1).
Ejemplo 2. El poligono de 380 lados no es construible porque
15=22.5-19  y5=22+41, pero 19 # 22"+ 1.
Ejemplo 3. El poligono de 289 lados no es construible porque
289 =17-17  17=2%+1.

pero no son primos de Fermat distintos.
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Hoja 9

1) Sea G soluble de orden n = pI'ps?...pom, si{e} =Gy C Gy C ... C Gy =G
con G; subgrupo normal de G;41 (i.e. es una serie normal) y G;11/G; abeliano no trivial,
demostrar que N < a1+ as + ...+ ay.

2) Demostrar que Zs X S3 es soluble. (Recuérdese que Zy x S3 = {(T,0) /T €
2y, o € S3} con la operacién (71, 01) - (T2,02) = (x1 + 22,0102))

3) Un teorema demostrado por Sylow implica que si p‘ |G|, p =primo, entonces existe
un monomorfismo ¢ : G, — G donde G}, es un p—grupo (grupo de orden p™, n > 1).

Sabiendo este resultado y que todo p—grupo es soluble, demostrar el Teorema de Cauchy:
“Si p primo divide al orden de un grupo, entonces existe un elemento de orden p”.

4) Demostrar que el grupo aditivo de IFpn es 7, x ™ V¢S x ZL,,.

5) Si L es el cuerpo de descomposicién de z3 + z? — 2 € TF3[z], hallar G(L/TF3).
6) Estudiar si el polinomio 22 + z + 1 es irreducible en IF3[z] y en Fg[z].

7) Halar todos los generadores del grupo G(IFas56/1Fy).

8) ;Cudntos subcuerpos hay entre IFy y Fos67

9) ;Cudl es el cuerpo de descomposicién de (z° — z) (22" — 1) € F3[x]?
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