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1. INTRODUCCION
Algunos lectores habran visto en libros de divulgacién el curioso cédlculo
e™V19% = 262537412640768743,99999999999925007 . . .

del que se deduce que e™163 dista de un entero menos de 10712, A esta cantidad
se le llama a veces constante de Ramanujan. En realidad Ramanujan nunca la men-
cioné (el nombre proviene de una broma del divulgador Martin Gardner [Gar]) pero
si trabajo con otras constantes relacionadas.

Hasta qué punto es esto una casualidad? Es dificil con tan pocos caracteres
crear un ejemplo no trivial de un nimero que se parezca tanto a un entero y el
lector ya imaginard sin mas que mirar el titulo que alguna teoria relacionada con las
formas modulares esta detras de este misterio. Jugando un poco con ella se obtienen
variaciones de esta constante mas feas pero mas espectaculares, como por ejemplo

\3/ e™v163 — 744 = 640319,99999999999999999999999939031 . . .

que dista de un entero menos de 1072* y que tomando logaritmos implica que
log (744 + 640320%)/4/163 es indistinguible de m hasta el decimal 31°. Este tipo
de aproximaciones de 7 son parte del contenido de [Ram]. Por rizar mds el rizo,
e™V163 1 196884 ¢~ "V163 dista de un entero menos de 4 - 10~28 y si restamos 744 a
esta cantidad y extraemos la raiz cubica, la distancia al entero més cercano pasa a
ser menor que 3 - 10740,

De la extrana cercania de la constante de Ramanujan a los enteros surge la
inevitable pregunta, ;por qué? ;a qué debemos este comportamiento? Y a medida
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que nos acercamos a la respuesta, lo que en un principio puede parecer una simple
curiosidad deja de ser tan simple ofreciéndonos a cambio nuevas posibles direcciones
con las que apaciguar nuestra sed de conocimientos. Nuestro propédsito aqui es dar
una explicacién para matemaéticos no especialistas y utilizarla como pretexto para
mostrar unas pinceladas de unos temas fascinantes relacionados de una u otra manera
con las formas modulares.

Intentamos que este articulo sea autocontenido en lo esencial (con los conoci-
mientos previos de un estudiante de matematicas) pero dejando la posibilidad de ir
mas alld a través de indicaciones y referencias.

2. RETICULOS

En el desarrollo de la teoria que deseamos presentar vamos a tratar con reticulos
en C del tipo
A ={nwi +mws : n,m e Z}

donde wy y we son ntmeros complejos que apuntan en direcciones distintas, y dire-
mos que son generadores de A. Es decir, nuestros reticulos pueden ser visualizados
como cristales bidimensionales o embaldosados cuyas teselas estan hechas con para-
lelogramos.

Denotaremos el reticulo anterior como [wy,ws]|. Por razones técnicas conviene
“orientar” estas presentaciones de los reticulos pidiendo que el dngulo de ws a wiq
sea siempre menor que 180° o lo que es lo mismo que Im(w; /ws) > 0.

Evidentemente los generadores no estan determinados por el reticulo, por ejemplo

Zli] ={ni+m : n,m € Z} =[i,1] = [i,1+ 2010i] = [7 + 5i,3 + 2i] = ...

(Cuando dos pares de generadores dan lugar al mismo reticulo? Muy sencillo, debe
existir un “cambio de base” entre ellos, pero para preservar que n,m € Z la matriz
de tal cambio de base debe operar en Z2?. Las matrices enteras con inversa entera
son las que tienen determinante +1 y si ademds conservan la orientacién (de ahi la
condicién técnica anterior) quedan reducidas al grupo de matrices

SLQ(Z):{(Z 2) :a,b,e,deZ, ad—bc:l}.

De esta forma [wy,ws] = [n1,72] si y sélo si
awy + bwy =m (1)
cw1 + dws =19

con a,b,c,d como en la definicién anterior. Dicho de otro modo, dos vectores de
generadores ¥, w € C? dan lugar al mismo reticulo si y sélo si v = @ para cierta
matriz v € SLa(Z).

Convengamos que dos reticulos son equivalentes si son iguales salvo multiplicar
por un nimero complejo. Geométricamente esto es girar la cabeza y mirar desde mas
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lejos 0 mas cerca. Esta relacion serd natural més adelante en el d&mbito de las formas
cuadréticas. Es decir, [wy,ws] ~ [w1/ws,1] y médulo esta relacién de equivalencia
cada reticulo es de la forma [z, 1] con z un elemento del semiplano superior

H={zcC : Im(z) > 0}.

Aun asf la ambivalencia continua y por ejemplo [i,1] ~ [5 + %, 1] como muestra un
sencillo dibujo.

: P o
R e S -
IS ~ %
H H H - -
: [ : -l e e el- e
Reticulo [z, 1] Reticulo [i,1 4+ ] Reticulo [$ + £,1]

De hecho [z,1] ~ [w, 1] si y sblo si v(z) = w con v € SLy(Z) definiendo la accién
de una matriz sobre un elemento de H de la forma obvia para que sea coherente
con (1):

az+b a b

fy(z)::CZer para 72(0 d) y zeH.

Un punto fundamental es que ’Y(T(Z)) = (v7)(2). Como en el dlgebra lineal, compo-
ner es multiplicar matrices.

Pero en la practica, ;qué cuentas tendriamos que ha-
cer para saber si dos elementos de H generan el mis-
mo reticulo? Aplicando varias veces la traslacién T'(z) =
z+1,T= ((1) %), 0 su inversa, conseguiremos llevar z a
la banda —1/2 < Re(z) < 1/2. Una vez alli, aplicando
la inversién S(z) = —1/z, S = (9 '), si fuera necesa-
rio, pasard a la zona |z| > 1 0 a |z| = 1 con Re(z) > 0.
Aplicando nuevas traslaciones e inversiones no es dificil
probar que el proceso termina (de ahf deriva una prueba
de que SLy(Z) estd generado por Ty S) y en un ndmero
finito de pasos obtenemos un v tal que v(z) estd en el

ORI U

- -7\_ dominio fundamental restringido F* que es el dominio
—“1+iV3 1443 Jundamental
2 2

F:={z€H : |Re(z)] <1/2, |z| >1}

omitiendo la parte de la frontera con Re(z) < 0.

3. FORMAS CUADRATICAS

Gauss dedicé gran parte de su obra maestra Disquisitiones Arithmeticae [Gau] a
crear una teorfa aritmética de formas cuadraticas (véase en [Ba 1] el contexto y un
resumen del contenido de esta obra).
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Las formas cuadrdticas binarias (primitivas) de discriminante —D son los ele-
mentos del conjunto

Qp ={az® + by +cy? : a € Z", med(a,b,c) =1, D = 4dac — b*}.

El discriminante de una forma no puede ser cualquier nimero ya que D = —b?
(méd 4), asi las posibilidades se reducen a —D = 0,1 (méd 4). Nosotros considera-
remos Unicamente las formas definidas positivas, es decir, con D > 0.

Al factorizar Q = az? + bxy + cy?> € Qp en C[z, y| se obtiene

_b+ivD

H.
2a

Q = a(z + zqy)(x + ZQy) con  zg
A la forma cuadrética @ le asignamos el nimero complejo zg v el reticulo [zg, 1].

Supongamos que () representa ciertos enteros,
esto es, que todos ellos admiten una expresion del
tipo Q(x0,y0) para ciertos zo,yo € 7Z, entonces
esta claro que ) o~y representa los mismos enteros
para cualquier cambio de variable lineal tal que
él y su inversa estén definidos sobre Z, es decir,
para cualquier v € SLy(Z) (de nuevo se excluye el
determinante —1 por razones técnicas).

Con esta motivacién, diremos que dos formas
Q1,Q2 € Qp son equivalentes, y escribiremos
Q1 ~ @2, si son iguales salvo un cambio de va-
riable en SLy(Z). Es facil ver que esto ocurre si y

CF. G solo si sus reticulos son equivalentes en el senti-
F. Gauss - . .
do de la seccién anterior. Por otro lado, sabiamos
que cualquier reticulo es equivalente a exactamen-
te uno de la forma [z,1] con z € F* y traduciendo esto al lenguaje de las formas
cuadréticas, cuando z = (b4 iv/D)/2a se tiene que

2

HD:{ax2+ba:y+cy2€QD : D =4dac—b*> con —a<b<a<c b 0<b<a=c}

es un conjunto completo de representantes de Qp/ ~. A su cardinal se le llama
nidmero de clases y se denota con h(—D). No es dificil deducir que h(—D) < co.

Nota histérica: Gauss impuso que b fuera par en su definicién de formas cuadréti-
cas pero esta condicion dificulta la relacién con otros temas y no se contempla en
la actualidad. Por otro lado, Gauss no siempre considera que los coeficientes sean
coprimos ([Gau] Art. 226) lo que da lugar a dos posibles definiciones del niimero
de clases. La literatura moderna prefiere la indicada aqui aunque la relaciéon con
la factorizacion en anillos de enteros conduce en muchas ocasiones a restringirse a
los llamados discriminantes fundamentales, aquellos para los que la condicién de
coprimalidad es superflua y por tanto ambas definiciones coinciden (esto ocurre por
ejemplo cuando D es libre de cuadrados).
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3.1. NUMERO DE CLASES UNO

Para D = 3 0 D = 4 jugando un poco con las condiciones impuestas a a, b, c
en Hp, tenemos que el numero de clases es uno. Con un pequeno programa o a mano
(iGauss calculé varios miles de nimeros de clases! [Gau] Art. 302), llegarfamos a la
siguiente lista con h(—D) = 1:

D=3, 4,7, 8, 11, 12, 16, 19, 27, 28, 43, 67, 163

(a menudo se omiten 12, 16, 27 y 28 por no ser discriminantes fundamentales).

La pregunta de si la lista es completa parece de naturaleza combinatoria elemental
pero no lo es en absoluto y tiene una peculiar historia [Go] desde Gauss hasta nuestros
dias en la que han participado temas tan dispares como la hipotesis de Riemann
generalizada, curvas elipticas o aproximacién diofantica. En 1952 K. Heegner, un
profesor de instituto, probé que no habia méas discriminantes con esta propiedad
pero su prueba no recibié la atencién merecida y el teorema fue redescubierto por
H. Stark en 1967.

Veamos aqui un ejemplo rapido de ntimero de clases uno en el contexto de las
representaciones por una forma cuadrética.

Consideremos Q = 2 + zy + 2y% € Q7. Si —7 es residuo cuadratico médulo un
primo p, existen a y b tales que b2 = —7 + 4ap, entonces Q' = ax? + bxy + py? € O
y se tiene Q ~ Q' porque h(—7) = 1. En particular Q y @’ representan los mismos
enteros. Notando que @’(0,1) = p hemos probado en unas lineas un resultado en
absoluto trivial:

—7 residuo cuadrético médulo p = 3z, y € Z tales que p = 2% +zy +2y>.

El argumento se puede invertir para probar el reciproco, salvo incluir el caso p = 7.
Por otro lado la ley de reciprocidad cuadrética permite caracterizar cudndo —7 es
residuo cuadratico en términos de congruencias, obteniéndose:

Los primos p de la forma 22 + zy + 2y? son exactamente p = 7 y los que
verifican p = 1,2,4 (mdd 7).

Con un poco méas de esfuerzo y notando que 4(z2 + 2y + 2y?) = (22 +y)? + 7y?,
es posible caracterizar los enteros de la forma z? + 7y? y expresar el niimero de
representaciones mediante una féormula sencilla.

Un andlisis similar se puede llevar a cabo siempre que h(—D) = 1.

3.2. MAS ALLA DEL NUMERO DE CLASES UNO

Cuando el nimero de clases es mayor que uno, en general no es posible dar una
férmula sencilla para el nimero de representaciones de un entero por una forma
cuadratica especifica, sino que debemos considerar todas las de Hp. A veces ocurre
una casualidad y las formas en diferentes clases representan nimeros en diferentes
clases de congruencias, permitiendo separar el nimero de representaciones. Todo es-
to tiene su explicacion dentro de la divisién que hizo Gauss de las formas cuadraticas
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en géneros ([Gau] Art. 230, 231). Ya Gauss y Euler (con otra motivacién) conocian
que habia al menos 65 casos buenos, con formulas cerradas para el nimero de repre-
sentaciones mediante 2 4+ Dy?, los llamados nimeros idéneos. Hoy en dia se sabe
que hay a lo mas otro ejemplo y se conjetura que tal nuevo ejemplo no existe pero
nadie ha conseguido probarlo.

Una vision mas amplia del concepto de niimero de clases la da la teoria de ideales.
En el caso de un cuerpo cuadratico imaginario los ideales son reticulos generados
por un par de enteros algebraicos. Las formas cuadraticas correspondientes a estos
reticulos tienen el mismo discriminante y el niimero de clases nos aporta informacion
sobre la factorizacién tnica en el anillo de enteros del cuerpo cuadratico. Asi cuando
el nimero de clases es uno se tiene factorizacion unica y a medida que crece estamos
mas alejados de ella (véase la dltima seccién).

4. POR FIN, FORMAS MODULARES

Esencialmente una funcién modular es una funcién homogénea (de grado cero)
en los reticulos considerados en §2. Es decir, verificando f([w1,ws]) = f([awr, aws]).
Seguin hemos visto, tal funcién puede considerarse que depende sélo de z = wy /wy €
H y debe cumplir f(y(z)) = f(z) para todo v € SL2(Z). Equivalentemente f es
invariante por 1"y S, en particular es 1-periodica en z y por tanto tiene un desarrollo
de Fourier, que exigiremos sea absolutamente convergente y de la forma

f(Z) — Z an€27'rinz (2)

n=—N

para algin N € Z (suponemos a_y # 0). En cierto sentido esto significa que per-
mitimos que esta funciéon holomorfa tenga un “polo” en ioco. Definimos por tanto
una funcidn modular como una funcién holomorfa en H de la forma (2) que satisface
ademds f(—1/z) = f(z). Nétese que es invariante por T'y por S y consecuentemente
por la accién de SLa(Z).

Una bella y sencilla aplicacién del principio del argumento ([Ap] §2.4) permite
probar que si f no es constante entonces N es el nimero de soluciones z € F* de
f(2) = ¢ para cualquier ¢ € C, con cierto convenio para las multiplicidades de i y
de (1+14/3)/2, en particular N € Z* y se deduce un teorema de Liouville modular:

Las tnicas funciones modulares acotadas son las constantes.

Para simplificar hemos divergido de la terminologia méas aceptada [Se| llamando
aqui funcién modular a un sustituto de las formas modulares de peso cero. Las
formas modulares de peso k responden a la definiciéon anterior con N = 0 pero
ahora exigiendo f(—1/z) = 2¥f(z), o lo que es lo mismo pidiendo que la funcién
sea homogénea de grado k en los reticulos. Anadiendo la funcién nula, las formas
modulares tienen estructura de espacio vectorial de dimensién finita sobre C para
cada k y es posible dar una férmula sencilla para su dimensién ([Se] VII §3).
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. Puede una definicién aparentemente tan rebuscada tener aplicaciones fuera de
la propia teorfa de formas modulares? La respuesta es un rotundo s{ y en [Za] se
discuten algunas de ellas de nivel asequible. Ademads siempre est4 el ltimo teorema
de Fermat para acallar cualquier duda y desde una perspectiva mas general basta
echar un vistazo a las publicaciones o a las bases de datos para darse cuenta de su
tremenda participacién e impacto en la teoria de ntimeros contemporanea.

4.1. SOLO HAY UNA FUNCION MODULAR

Es facil construir formas modulares de peso par k > 2 forzando las simetrias.
Unas de las méas famosas son las series de Eisenstein:

Ep(2) = ck Z :

_ (m+mnz)k
(m,n)ez?—{0}

donde se elige la constante ¢, = (2>, ﬁ)_l = %(k) para que Ej(icc) = 1.
Claramente Ej(z) es l-periédica y Ey(—1/2) = 2FEj(2). A partir de estas formas
modulares podemos crear otras, por ejemplo E3(z) — E2(z) que es de peso 12 y
ademds se puede probar que no se anula en H ([Ap|, Th. 1.14). Entonces cualquier
forma modular de peso 12 dividida entre ella dard lugar a una funcién modular.
Asi podemos considerar ,
() = —DEilE) 3)
Ei(2) — E§(2)
En principio esta eleccion es arbitraria pero en seguida veremos que otras construc-
ciones no generan funciones esencialmente diferentes.

Un ejercicio no sencillo pero asequible prueba que, salvo una constante, los coe-
ficientes de Fourier de Fj son una funcién divisor y por tanto enteros, y asi j(z)
es el cociente de dos series de coeficientes enteros. La del denominador, después de
alguna ingeniosa simplificacién (por eso se incluye el 1728) comienza por 1. En esta
situacion dividiendo los “polinomios trigonométricos infinitos”, se llega a que los
coeficientes de Fourier de j(z) son sorprendemente enteros. Calculando los primeros:

G(2) = e72™% £ 744 + 196884 €*™% + 21493760 e*™F 1 ... (4)

Segin la consecuencia del principio del argumento antes citada, N = 1 implica
que j define una aplicacién biyectiva del dominio fundamental restringido en C. En
el marco de las formas cuadraticas, este hecho se traduce en que j(zg) = j(2q/) siy
s6lo si Q ~ Q’.

En cierto modo j es la funcién modular mas sencilla porque, fuera de las cons-
tantes, tiene el menor valor de N posible. De hecho es la tnica funcién modular, o
dicho con mas rigor:

Todas las funciones modulares vienen dadas por polinomios en j(z).

La prueba, basada en el principio de induccién sobre el valor N, muestra cémo dicho
valor coincide con el grado del polinomio. Imaginemos por ejemplo que tenemos una
funcién modular con N = 7'y a7 = 2,010, entonces f(z) — 2,010(]’(2))7 tendrda N =6
y repitiendo el procedimiento llegariamos a una constante en el caso N = 0.



8 EL DIABLO DE LOS NUMEROS

5. (POR QUE €™V1!63 ESTA TAN CERCA DE UN ENTERO?

El resultado central que probaremos y que explica la constante de Ramanujan y
otras constantes relacionadas es el siguiente:

TEOREMA. Sean Q1,Q2,-.. Qu—p) representantes de las clases de Qp,
entonces el llamado polinomio de clases
h(-D)
Poe) = [[ (e —iza)
k=1
es un polinomio (mdnico) con coeficientes enteros.

El corolario inmediato es que si h(—D) = 1 entonces j(zg) es un entero para
cualquier Q € Qp. De todos los discriminantes con niimero de clases uno, el mayor
corresponde a D = 163 y en el caso Q = 2% +xy +41y% € Qy63, 29 = (1+iV/163)/2.
Al sustituir en (4) se obtiene

j(zq) = —€™V16% 4 744 — 196884 e ™V163 1 21493760 ¢ "2V ... € 7.

A pesar de que los coeficientes de Fourier son grandes, e ™"V 163 tiende tan rapido a
cero que es natural que los dos primeros términos ya den una buena aproximacion.
Usando que j(zg) = —640320° (véase la tabla mas abajo), se tiene

e™V163 ~ 744 + 6403203,

Esto explica todos los ejemplos de la introduccién. Por cierto, la razén de que j(zq)
sea un cubo perfecto tiene que ver con que {/j(z) “casi” es una funcién modular.

La eleccién del mayor discriminante hace que la parte imaginaria del zg corres-
pondiente sea lo méas grande posible acelerando asi la convergencia de la serie de Fou-
rier. Con D = 67 sélo obtenemos ™% = 147197952743,999998662 . .. que mejoramos
con un término més a e™V7 + 196884 "V = 147197952744,000000000000000991 . . .
(véanse otros célculos relacionados en la seccién 6).

Valores de j(zg) para Q € Qp con h(—D) =1y —D discriminante fundamental
D 3 4 7 8 11 19 43 67 163
j(zg) | 0 123 —15% 203 -—323 -—96% —0960° —5280° —6403202

5.1. LA ECUACION MODULAR

En este apartado vamos a construir polinomios ménicos de coeficientes enteros
cuyas raices son de la forma j(zg). En cierto modo la demostracién del teorema se
basard en extraer Pp de ellos empleando el maximo comun divisor.

En anteriores secciones hemos trabajado con matrices de SLy(Z), pero ahora
iremos un poco mas lejos considerando elementos de M,,, matrices enteras 2 x 2 con
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determinante n positivo. Dentro de M,, caben varias copias de SLz(Z) en el sentido
de que
M, = |J SLx(Z)s (5)

dEA,

es una particién, donde

A":{<g Z) :ad:n,a>0,0§b<d}CMn-

Sabemos que j(z) es modular, es decir, j(v(z)) = j(z) para toda matriz v €
SLs(Z), pero si en lugar de v tomamos A\ € M, en general j no tiene por qué sa-
tisfacer esta relaciéon y es aqui donde el conjunto A,, se transforma en un arma
poderosa para poder recuperar la preciada modularidad.

Para hacernos una idea pensemos en el caso n = 2, y consideremos §; = ((1) 8),
0y = ( ) y 03 = (2 0) en M. Tal y como el lector puede adivinar por la notacion
empleada estas matrices no estan escogidas al azar, sino que son los elementos de As.
Un célculo sencillo bastaria para comprobar que j(Z/ 2), j((z+1)/2), j(22) no son
modulares, sin embargo y esto requiere un poco mas de ingenio y un redoble de
tambor, la funcién j(z/2) 4+ j((z +1)/2) + j(2z) vuelve a ser modular. Nétese que la
traslacién z — z 4+ 1 permuta los dos primeros sumandos y deja invariante el iltimo
y de forma parecida actia z — —1/z.

En general, dado v € SLo(Z) v §; € A,, 6y es un elemento de M, y por
(5) admitird una expresién del tipo v/} para ciertos v, € SLy(Z) vy 0, € A,, de
modo que si §; y J; son elementos distintos, necesariamente ¢, y 5;- también lo
serdn. Por tanto para cualquier v € SLy(Z) existen 71,...7s € SLa(Z) tales que
{017,.--,0s7} = {md1,...,7s0s} donde A,, = {61,02,...,d5}. De aqui, la funcién
P(j(61(2)),...,7(0s(2))) es modular para cualquier polinomio simétrico P, ya que
cambiar z por y(z) se traduce en una permutacién de las funciones j(d;(z2)).

Aplicando este hecho a los coeficientes de

ﬁ(X—] H H( az—|—b)>’

=1 ad=n b=0
a,d>0

visto como polinomio en X, todos ellos seran modulares y por tanto polinomios
en j(z). Asi pues el producto coincide con algin polinomio ®,(X,Y) € C[X,Y]
evaluado en Y = j(z), al que llamaremos n-ésimo polinomio modular. Nétese que la
ecuacion modular, ®,(X,Y) = 0, establece una relacién entre X = j(nz) e Y = j(z).

Para ver que los coeficientes de ®,, estan en Z se utiliza el desarrollo de Fourier
de j(z), que tiene la forma j(z) = > po | aj €*™** con ay, € Z. Asi

(I)n(X7](z)): H H <X_ Z akak 27'rzkaz/d>’

ad=n b (méd d) k=-1
a,d>0
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donde ¢4 = €2™/% es una rafz d-ésima de la unidad. De aqui que los coeficien-
tes de ®,(X,j(z)) visto como polinomio en X tengan un desarrollo de la forma
S0y ek con by, € Z[(,) para cierto N. Los automorfismos de Galois
Cn +— (¢, med(r,n) = 1, permutan las series de j((az + b)/d) y por tanto fijan
los by, que estardn entonces en Z[(,] N Q = Z. Las potencias fraccionarias de e>7*
desaparecen puesto que al ser modular, cada coeficiente es invariante bajo z — z+1.

En resumen, los coeficientes de ®,,(X,j(z)) son polinomios en j(z) todos ellos
con coeficientes enteros, por lo que ®,(X,Y) € Z[X,Y], y teniendo en cuenta que
por (5) todo A € M, se puede escribir como v§ para ciertos v € SLa(Z) v § € A,
las soluciones de ®,,(X,j(z)) =0 son X = j(A(z)) con A € M,.

Consideramos ahora la restriccién del polinomio ®,,(X,Y) a la diagonal X =Y/,
U, (X) = ¢,(X, X), descartando el caso en el que n es un cuadrado puesto que si
n = m?2, entonces § = (’g 791) serfa uno de los elementos de A,, y cumplirfa 6(z) = z,
por lo que @, (X, X) serfa idénticamente nulo. Las soluciones de ¥, (X) = 0 son
aquellos j(z), z € H, para los que existe un A € M,, tal que A(z) = z y esta ecuacién
implica que z es de la forma zg. Reciprocamente cada z satisface por definicién una
ecuacién de segundo grado sobre Z, az? + bz +c = 0 con a > 0, por lo que siempre
podemos encontrar una matriz A € May2(Z) que fije zg, tomando por ejemplo
A= (bff z) con k entero, la matriz tendrd determinante positivo y A(zq) estard de
nuevo en el semiplano superior. Si de entre todas las posibles matrices elegimos una
cuyo determinante no sea un cuadrado, entonces bastaria ver que ¥,,(X) es ménico
para poder asegurar que j(zg) es un entero... algebraico. Se tiene

\I/n(j(Z)) _ H (6727riz 4= 6727riaz/def27rib/d + .. ) =cn e 2miNz +o.

donde los puntos suspensivos representan términos de orden inferior. Esta claro que
¢y debe ser una raiz de la unidad y como ademds ¢y es entero, pues ¥,, € Z[X], las
opciones se reducen a ¢y = %1 por lo que ¥,,(X) es ménico salvo un signo.

En el caso que nos ocupa, para zg = (1+iv/163)/2, la matriz A = (j 401) € M
satisface A\(zg) = zq, y por tanto W41 (j(2q)) = 0. Es decir, j(zq) es rajz de W4y y
por lo anterior entero algebraico.

Conviene senalar que incluso en los casos més sencillos, ¥,, es computacional-
mente dificil de calcular porque sus coeficientes son gigantescos. Por ejemplo, para
n = 2 se tiene

Uy (X) = —X* 4+ 2978 X3 + 40595175 X2 4 17496000000X — 157464000000000.

5.2. LA PRUEBA DEL TEOREMA

Antes de nada, veamos los dos primeros casos, D =4y D = 3.
Para Q = 22 +y? € Q4 se tiene zg = i mientras que para Q = 2% +xy+y? € Qs,
2o = w con w = (=1 +iv/3)/2. En la definicién de Eg(i) los sumandos (n + mi)~°
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y (—m + ni)~% son iguales salvo el signo, porque —m + in = i(n + mi), por tanto

Es(i) = 0. De la misma forma, como w(n + mw) = w(n —m) — m, los sumandos
(n+mw)~*y w(—=m-+(n—m)w)~? son también iguales y por tanto (1—w)E4(w) = 0.
Cuando sustituimos en (3) obtenemos j(i) = 1728 y j(w) = 0 y se deduce el teorema
para D =4y D = 3 que son casos de numero de clases uno.

El paso clave para deducir el teorema en el caso general es el siguiente lema con
sabor aritmético:

Sea Q € Op, U,(j(2q)) =0 < z? + Dy? = 4n tiene solucién (z,y) € Z2.

Una consecuencia es que o bien ¥,,(j(zg)) = 0 se cumple para todas las formas
de Qp o bien no se cumple para ninguna. Concluimos que Pp | ¥, si y sélo si
2% 4+ Dy? = 4n tiene solucién, mientras que si no hay solucién, Pp y ¥,, no tienen
factores comunes.

El lema parece muy profundo pero no lo es en absoluto. Suponemos que n no
es un cuadrado (si no, ¥,, es nulo). Del apartado anterior, j(zg) es raiz de ¥,, siy
sélo si existe v con dety =n y y(2g) = zg. Si escribimos los elementos de v como
incégnitas y resolvemos la sopa de letras dada por estas ecuaciones (dos ecuaciones
con 4 incdgnitas), veremos que las soluciones dependen de dos pardmetros enteros
e y ligados por 22 + Dy? = 4n. iEsa es toda la pruebal

En lugar de escribir los detalles del calculo, vamos a dar unos indicios geométricos
de por qué sale. Siy € SLy(Z) sabemos que y(zg) = zg equivale a Q oy = @ pero si
det v = n entonces v multiplica por n el rea de las celdas del reticulo correspondiente
a () y por tanto la equivalencia es con Q oy = n@Q. Fijémonos en Q = 2% +y? € Qy,
como @ = || - |2 en R2, los cambios orientables que fijan @ son los giros, que tienen
por matriz (5% ~51) v eso no deja muchas posibilidades enteras pues z = cos a,
y = sen « implica z2 4+ 32 = 1, pero el caso det y = n > 1 permite tomar multiplos y
las matrices serdn de la formay = (§ 7¥) con 2% +y? = n. Desde el punto de vista de
los ntimeros reales, pasar de Q4 a Qp es pasar de unas elipses a otras multiplicando
una direccién por \/D/4 y los nuevos “giros” en Qp estardn asociados a la ecuacién

x? + (y\/D / 4)2 = n. Renombrando las variables se tiene la ecuacion indicada.

Ahora pasamos a probar el teorema. Se procede por induccién. Ya hemos visto
que se cumple para 3 y 4 y queremos probarlo para cierto D > 4 suponiendo que se
verifica en los casos anteriores. Como cada j(zg) es raiz de algin ¥,,, siempre existe
un polinomio P € Z[z] mdnico con todas sus raices de esta forma tal que Pp | P.
Escogiendo P de grado minimo lo que hay que probar es que toda raiz j(zg) de
P cumple Q € Qp, de esta forma se deduce Pp = P. Para ello procederemos por
reduccién al absurdo suponiendo @ € Qps con D’ # D para alguna raiz j(zg).

Si D' < D entonces usando la hipétesis de induccién, Pp: € Z[z] implica P =
P/mcd(P, Pp/) € Z[z] y Pp | P contradice que el grado sea minimo. Si D’ > D se
puede probar (en seguida indicaremos cémo) que existe n tal que 2% + Dy? = 4n
tiene solucién mientras que x* + D'y? = 4n no la tiene. Por el lema ¥, (j(z2q)) # 0
y P = mcd(P,V,,) vuelve a contradecir la minimalidad del grado.
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El tinico cabo suelto es que para D < D’ hay que encontrar un entero n tal que
22 + Dy? = 4n tenga solucién y x? + D’y? = 4n no la tenga (para D = 3, D' = 12
tal entero no existe pero estamos bajo la hipétesis D > 4). Digamos por ejemplo
que D es impar, entonces D = 3 (mdd 4). Tomando n = (D + 1)/4 la primera
ecuacion tiene solucién z = 1, y = 1 y la segunda no tiene solucién a no ser que
D' = D +1 o0 que D+ 1 sea un cuadrado. Si ocurre alguna de estas situaciones
tomamos n = (D + 9)/4 o n = (D + 25)/4. El tnico problema apareceria si D + 1,
D +9y D+ 25 fueran los tres cuadrados pero tal cosa es imposible (los cuadrados
pares se espacian més de 20 a partir de 42). En el caso D par se procede de forma
similar asignando a n el valor D/4, (D +4)/4 o (D + 16)/4.

Con mas trabajo se puede demostrar que de hecho los factores irreducibles de
los polinomios ¥, son polinomios de clases y hay una férmula sencilla debida a
L. Kronecker ligando ambas familias de polinomios (§11 [Cox], [Za]).

6. MAS NUMEROS CASI ENTEROS

Ya hemos mencionado que —D = —163 es el discriminante mayor en valor abso-
luto con niimero de clases 1, por tanto produce en este sentido el mejor ejemplo con

e™VD casi entero. El mayor discriminante con nimero de clases 2 es —D = —427 y el
teorema implica que j ((1 +i\/427 )/ 2) tiene que ser raiz de un polinomio ménico de
segundo grado con coeficientes enteros y por tanto se expresard mediante niimeros
enteros y una raiz cuadrada. De hecho se tiene®

,(1 + 11/427
gl —

5 ) = —5280°% (236674 + 30303v/61)"

y podemos jugar con este valor como hicimos en el caso D = 163. Ahora 427 es
mucho mayor en valor absoluto y la aproximaciéon por los dos términos —em™VA2T L 744
de la serie de Fourier serd mejor. De esta forma se construyen nimeros casi enteros
tales como:

e™V427 _ 999421027517377348595712000v/61 =
7805727756261891959906304743,999999999999999999999987388 . . .

que se mejora al dividir entre 52803:

e 427 _ 744

52808 — 6789639488444631V 61 =

53028779614147701,999999999999999999999999999999999914322 . . .
o todavia mas al extraer raices ctbicas:

VemVa2T _ 744

—30303v6l =
5280

236673,99999999999999999999999999999999999999999999987253 . . .

LEl valor estd tomado de http://mathworld.wolfram.com/j-Function.html.
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En la teoria de formas modulares abundan las identidades asombrosas debido a la
rigidez impuesta por la estructura analitica compleja (o algebraica, si se prefiere) que
impide que construyamos muchas formas modulares sin que haya relaciones entre
ellas. Parte de esas identidades tienen que ver con los llamados g-productos (aqui ¢
es €2™#). Por ejemplo, se puede probar, aunque no es facil, que la funcién

(1+256e277 P(2))°
eQﬂ'izP(z)

F(z) = con P(z)= H (1+ EQM"Z)24

es invariante por la accién de SLy(Z). Ademds con un poco de paciencia se deduce
que F(z) = e 2™= 4 744+ ... por tanto el teorema de Liouville modular aplicado a
j(z) — F(z) implica j(z) = F(z). Tomando los primeros términos del producto P se
consiguen aproximaciones de j(z) sin tener que enfrentarse a su misterioso desarrollo

de Fourier. Por ejemplo, para z = (1 +iy/163)/2 sabemos que j(z) = —640320° y
con solo el primer factor del producto y extrayendo la raiz ctbica se obtiene

1—256e 7™ 163(1 —e T 163)24
e—7r\/163/3(1 — eV 163)8

= 640320,0000000000000000000000000000743198 . . .
Incluso con discriminantes pequenos, por ejemplo 7, se consiguen resultados casi
enteros visibles tomando sdlo el primer factor:

1—256e ™VT(1— e TV7)24
6771'\/?/3(1 _ e—ﬂ\ﬁ)s

= 15,00000868 . . .

Cualquiera puede construir sus propios ejemplos con las recetas aqui explicadas
y retar a su paquete matematico favorito a que calcule un niimero suficiente de cifras
decimales que desvele su naturaleza casi entera.

7. EpiLocO

El experto posiblemente encontrara en las paginas anteriores omisiones que juz-
gard inexcusables. Le remitimos a la introduccién donde se indican el objetivo y las
limitaciones del articulo. No obstante, utilizaremos esta tltima seccién para exci-
tar la curiosidad del lector no especialista mencionando brevemente algunos de los
conceptos omitidos deliberadamente en nuestra exposicion.

Curvas elipticas y multiplicacion compleja

Las formas modulares estdn vinculadas a las curvas elipticas, curvas ctubicas
no singulares que guardan una estrecha relacion con las funciones elipticas y las
integrales elipticas que se estudiaron durante el siglo XIX. En teoria de niimeros son
especialmente importantes las definidas sobre Q, las cuales con cambios de variable
adecuados siempre se pueden reducir a la forma candnica

y? =a2® + Az + B,

con A y B racionales (o incluso enteros).
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Si tomamos un polinomio F irreducible, F(z,y) = 0 define una curva algebraica,
a partir de la cual se obtiene una superficie compacta sobre C llamada superficie de
Riemann de F. La superficie de Riemann asociada a una curva eliptica es un toro
complejo.

La forma ma&s simple de construir un toro 7' es a partir de un paralelogramo
P cuyos lados opuestos identificamos. Si P es el paralelogramo en C de vérti-
ces 0,w1,ws,wy + wo entonces la “forma” de P estd determinada por z = wj/wo
que podemos suponer que estd en el semiplano superior (intercambiando wy y wo
si fuese necesario). De este modo el conjunto de nimeros complejos de la forma
nwi + mws es un reticulo A generado por wy y wo y el toro T obtenido a partir de
identificar los lados opuestos del paralelogramo P es el cociente C/A, aqui el cociente
se hace de la manera obvia: z; ~ 29 < 21 — 29 € A. Por lo tanto el toro, considerado
como una superficie de Riemann, estd determinado por el nimero complejo z y dos
toros Ty T” serén isomorfos si y sélo si A ~ A’.

(A)l w1+ %

0 ()

El toro complejo C/A hereda la estructura de grupo de (C,+). En la curva
algebraica esta ley de grupo se expresa con funciones racionales en las coordenadas
v los coeficientes, por tanto en una curva eliptica definida sobre QQ al operar puntos
de coordenadas racionales se obtienen puntos del mismo tipo.

Dado un reticulo, es posible encontrar una curva, y a la inversa, cada curva
produce un tnico reticulo salvo isomorfismos. Dado A = [wq,ws), si definimos

01215Z$, U2=35Z$7

a A le corresponde la curva eliptica y?> = 2% — viz — vo, donde los coeficientes

dependen del reticulo y la funcién j se puede relacionar con ellos,

691203
E:y =a3—vz—v o jwrfwy) = ———2—.
Y D Hrfw2) = 5o
Inversamente, dada la curva y? = 23 4+ Az + B, calculando %, obtenemos

un nimero complejo que corresponde a j(z) para algin z € F*, de donde podemos
encontrar el reticulo que salvo equivalencias, corresponde a la curva.

Hay otra relacién mas profunda entre curvas elipticas sobre Q y formas modulares
que ha sido la base para la demostracién del Ultimo Teorema de Fermat. En cierto
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modo las formas modulares explican cémo hay que “pegar” todas las informaciones
de las curvas reducidas médulo p donde p recorre los primos. Algunos ejemplos
explicitos pueden verse en [Kol, [Rab].

Algunos reticulos tienen una simetria especial llamada multiplicacion compleja
que consiste en que se aplican en si mismos al multiplicar por un niimero complejo
(no real). Esto es lo que ocurre por ejemplo con Z+1iZ multiplicando por cualquier z
del propio reticulo y no ocurre en Z+i+/27Z para ningtin z € C—R. Los reticulos con
multiplicacion compleja estan ligados a las extensiones cuadraticas imaginarias de
Q y todos los del tipo [z, 1] tienen esta propiedad. Un reticulo con multiplicacién
compleja esta casi determinado, salvo equivalencias, por su anillo de endomorfismos,
en el sentido de que el nimero de posibilidades esta acotado por el nimero de cla-
ses. Por ejemplo, a = (1 + Z\/@)ﬂ es zg para cierta ) en Q63 que tiene nimero
de clases uno, por tanto [«, 1] es el tinico reticulo salvo equivalencias con anillo de
endomorfismos Z[a]. Esto implica que sélo hay una curva eliptica E, salvo isomor-
fismos, con End(E) = Z[a]. Por otro lado, si j(a) € C no fuera racional, aplicando
un automorfismo de C a los coeficientes de E obtendriamos una nueva curva con el
mismo anillo de endomorfismos. Este esquema permite dar una prueba “rapida” de
que j(a) € Q (véase [Sh] §4.6 p.108) y por tanto de que e™V153 es casi racional dando
por supuesto conocimientos sobre curvas elipticas y lo suficiente de teoria de ideales
en extensiones cuadraticas para deducir que un reticulo estd determinado salvo equi-
valencias siempre que su anillo de endomorfismos sea un dominio de factorizacion
Gnica.

Factorizacion, ideales y formas cuadraticas

En Z[i] hay una teorfa de factorizacién en primos similar a la de Z pero si
intentamos reproducir esta teorfa por ejemplo en Z[y/—5] decretando que un ntimero
es primo si y sélo si es divisible por s{ mismo y la unidad (salvo signos) en seguida
encontramos dificultades como

3-7=(142V-5)-(1—-2V-5)

donde el primo 1+2+v/—5 no divide ni a 3 ni a 7 pero sf a su producto. La explicacién
moderna es que cada nimero z € Z[\/—5] tiene asociado el reticulo [2] = [2v/=5, 2]
y definiendo la multiplicacién de reticulos como el (menor) reticulo que contiene a
los productos de los generadores, se puede concluir

[B] = [1+2vV=5,3]-[3,1 —=2vV=5] y [1+2V=5]=[1+2v=5,3]-[1+2V-5,7].

Entonces 3 y 142+/—5 tienen un factor en comiin [1+2+/—5, 3] que no vemos porque
no corresponde a un ndmero, es un ideal (un reticulo). Admitiendo la factorizacién
en ideales todo vuelve a funcionar como en Z.

Gauss considerd en lugar de reticulos las formas cuadréticas y definié una ma-
nera extrana de multiplicarlas, que llamé composicion ([Gau] Art. 235). Las clases
de reticulos corresponden a clases de formas cuadraticas que con la composiciéon
adquieren una estructura de grupo abeliano de orden el niimero de clases. Cuando
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este grupo, llamado grupo de clases, es trivial la correspondencia entre reticulos y
numeros de verdad es biyectiva.

Cuerpos de clases y funciones modulares

Aunque los ideales constituyen la manera més simple de resolver los problemas
de factorizacién, la teoria de cuerpos de clases permite salvar nuestra intuicion y
“ver” como ntimeros los factores comunes inexistentes en Z[/—5] en el apartado an-
terior a cambio de introducir nuevos elementos en el anillo (de cierta forma canénica
y minimal en la que no entraremos). En nuestro ejemplo la teoria dice que los pro-
blemas con la factorizacién desaparecerdn si se extiende Z[v/—5] al anillo de enteros
de K = Q(v/-5,7(v/=5)) que es igual a Z[i,r] con r la razén atrea. Se dice que
K es el cuerpo de clases (de Hilbert). En Z[i,r] ya se puede definir el (méximo)
comiin divisor de 3 y 14 2y/=5 y es 1 —r — ir. En los anillos de enteros de cuerpos
cuadraticos imaginarios siempre hay que anadir un valor especial de la funcién j al
cuerpo [Coh] pero no se sabe bien cudl es el andlogo para el caso cuadritico real? y
esta pregunta es parte de la lectura que se hace del 12° problema de Hilbert [Ba 2].

La teoria de cuerpos de clases excede este burdo ejemplo de factorizaciéon y por
resumir su propésito en una linea intenta representar propiedades aritméticas en el
grupo de Galois de una extension de cuerpos. Por dar un ejemplo concreto, en el caso
anterior Gal(K/Q(y/=5)) es isomorfo al grupo de clases. Una de las motivaciones de
la teorfa es generalizar la ley de reciprocidad cuadrética.
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