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Resumen: Los números primos constituyen uno de los conceptos matemáticos más antiguos y elementales. A pesar de su aparente sencillez, la riqueza de sus propiedades y la dificultad de algunas preguntas inmediatas acerca de ellos han fascinado y ocupado a matemáticos profesionales y aficionados desde tiempo inmemorial. Nuestro propósito en este artículo es despertar en el lector esta fascinación por medio de un viaje histórico de más de dos mil años a través de algunos de los resultados más destacados y de sus artífices.
Anteayer
Una nueva forma de entender los números

En los albores de la cultura griega, hace unos 25 siglos, vivió Pitágoras de Samos, uno de los personajes más conocidos y a la vez más misteriosos de las matemáticas. Su figura está envuelta en leyendas y apenas hay indicios de que sea autor de los resultados que se le atribuyen. Fundó una escuela conocida como Hermandad Pitagórica, los miembros de la cual, entre otras cosas, se interesaron por los números naturales, pero lo hicieron de forma distinta a como lo habían hecho anteriormente egipcios y babilonios. Fueron más allá de la utilidad de los números, no sólo los usaron para dar respuesta a ciertos problemas que se planteaban en la vida cotidiana, sino que intentaron entender su esencia. Era la primera vez que los números se utilizaban para algo más que contar y calcular, y era también la primera vez que se consideraban como objetos en sí mismos, llegándose incluso a atribuirles propiedades místicas. Debido al secretismo que practicaba la secta pitagórica y a que estamos refiriéndonos a tiempos protohistóricos, es muy difícil saber a qué nivel de conocimiento matemático llegaron. Lo cierto es que la relevancia que dieron los pitagóricos a la numerología les hizo distinguir conceptos tales como los de número primo o número perfecto. Además la influencia de la escuela pitagórica es indudable sobre quizá la obra con mayor proyección científica de todos los tiempos: los Elementos de Euclides.

Euclides y los primos. ¿Cuántos números primos hay?
De Euclides conocemos que fue profesor de matemáticas en el Museo de Alejandría, la escuela del saber más brillante de su tiempo. Las leyendas dicen que fue un anciano amable, modesto y gentil; una de ellas cuenta que cuando uno de sus alumnos le preguntó para qué servía estudiar geometría, Euclides ordenó a su esclavo que le diera unas monedas “ya que debe ganar algo necesariamente con lo que aprende”
.
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La obra maestra de Euclides, los Elementos, es una de las más famosas y propagadas de toda la historia: se estima que ha tenido más de un millar de ediciones; de pocos libros se puede decir lo mismo, probablemente sólo la Biblia tenga mayor número de publicaciones. Este hecho llama la atención si tenemos en cuenta que es una obra científica pura, es decir, no demandada por las grandes masas de lectores. Su rigor lógico, origen del moderno pensamiento matemático, hace que sea una obra única, el libro de texto con más influencia de todos los tiempos, el más usado en las escuelas para enseñar geometría; sin embargo, mucha gente desconoce que los Elementos no son sólo un libro de geometría: tres de sus trece libros (o capítulos) están dedicados a la teoría de números, son el VII, VIII y IX. En ellos aparecen definiciones como las de número primo, número impar y número perfecto. 

Como todos los números naturales mayores que 1 se pueden descomponer de manera única en factores primos, éstos, los números primos, son las piezas centrales de la teoría de números, tanto como las palabras para formar una frase o el arroz para hacer una paella. Euclides se planteó la pregunta de cuántos números primos hay y obtuvo la respuesta mediante la que algunos consideran una de las más bellas y elegantes demostraciones de las matemáticas. La podemos encontrar en la proposición número 20 del libro IX de los Elementos: “ningún conjunto de números primos los incluye a todos”, es decir, hay infinitos primos. La demostración es bien conocida: supongamos que sólo hay una cantidad finita de números primos
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 no sería divisible por ninguno de ellos y por tanto, o N es un nuevo primo, o es divisible por algún primo que no hemos considerado. Así cualquier cantidad finita de primos puede ser incrementada y por tanto hay infinitos números primos.

Los números perfectos
Euclides definió como número perfecto a “aquel que es igual a sus propias partes” y considerando que para Euclides “parte” quería decir divisor distinto del propio número, la definición se transforma en: “un número natural es perfecto si es igual a la suma de todos sus divisores menos él mismo”. Por ejemplo el 28 es perfecto, porque es suma de 1, 2, 4, 7 y 14. Hay pocos números perfectos y están muy separados unos de otros. El 6, 28, 496 y 8128 son los únicos menores que 10000. 

San Agustín en su obra La ciudad de Dios, afirma que Dios decidió crear el mundo en 6 días para poner de manifiesto la perfección del orbe y además observa: “El 6 es un número perfecto en sí mismo y no porque Dios creara todas las cosas en seis días. Lo cierto, es más bien lo contrario; Dios creó todas las cosas en seis días porque ese número es perfecto. Y continuaría siéndolo incluso si la obra de los seis días no existiera” 
. 

En el libro IX de los Elementos Euclides enunció el siguiente teorema sobre los números perfectos, “si 
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, entonces N es perfecto”. Gracias a este resultado obtener números perfectos lleva a buscar primos de la forma 
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- 1, más conocidos como primos de Mersenne
. La búsqueda de los primos de Mersenne continúa en la actualidad. Hoy en día, cuando los matemáticos encuentran con los ordenadores un nuevo primo grande ¡lo hallan entre los primos de Mersenne! El último obtenido hasta hoy
 es 224036583-1.
¿Cómo podemos encontrar números primos?
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Realmente la búsqueda de números primos es un problema que ha estado siempre presente en la historia de las matemáticas. Ya se planteó en la Antigua Grecia, donde Eratóstenes de Cirene, un astrónomo casi contemporáneo de Euclides, ideó un método para ir aislando progresivamente los números primos. Se parte de los números naturales ordenados de manera creciente, de este conjunto se van apartando los números que son múltiplos de 2, los que son múltiplos de 3, los de 5, (el 4 lo habríamos apartado con el 2), los de 7 y así sucesivamente. Si esto se hace en una tabla en la que los números están ordenados en 6 columnas, se puede observar que los números compuestos, (los que no son primos), se encuentran en columnas y diagonales. 

La teoría de números y la “Edad de Plata” de la matemática griega: Diofanto
El periodo de esplendor que atravesó la matemática griega en los tiempos de Euclides, (siglo III a. C.), fue seguido por una época de decadencia hasta la llamada “Edad de Plata” de la matemática griega, en torno al siglo que va del 250 d. C. al 350 d. C. Al principio de este periodo nos encontramos con Diofanto de Alejandría; de cuya vida poco se sabe. Es conocido por ser el autor de la Aritmética, tratado de 13 libros de los que sólo han llegado hasta nuestros días los 6 primeros. Esta obra no tiene nada en común con la matemática griega tradicional, sino que muestra una rama esencialmente nueva que se asemeja al álgebra babilónica. En la Aritmética encontramos la resolución exacta de ecuaciones determinadas e indeterminadas, pero no a modo de explicación sistemática. Es una colección de unos 150 problemas, todos ellos resueltos en términos de ejemplos numéricos concretos. El problema que más aparece es encontrar la solución de ecuaciones indeterminadas con coeficientes enteros, como por ejemplo 2x + 3y = 15. En honor al autor de la obra este tipo de ecuaciones se denominan ecuaciones diofánticas.

Muchos siglos más tarde un ejemplar de la Aritmética de Diofanto cayó en manos de Fermat. Éste quedó tan fascinado por toda la sabiduría que contenía sobre los números que lo tomó como guía en el mundo de las matemáticas y constituyó su gran fuente de inspiración.

 Ayer
El gran reto de Fermat
Pierre de Fermat nació en la Francia de comienzos del siglo XVII, estudió derecho en Toulouse y trabajó en el parlamento local, primero como abogado y después como miembro del consejo. Las matemáticas eran su gran afición, a ellas dedicaba sus ratos libres, tanto que algunos autores lo han llamado el “príncipe de los aficionados”. Los problemas de la Aritmética de Diofanto le maravillaron, le encantaba resolverlos, además en ellos encontró gran cantidad de conocimiento sobre los números (desde los tiempos de Diofanto hasta la época de Fermat la teoría de números había permanecido inmóvil). 

Al estudiar matemáticas, Fermat buscaba la satisfacción propia de resolver un problema sin pretender dejar para la posteridad los descubrimientos que hacía, por ello casi todos sus resultados los dejó sin probar. 

Profundizando en el libro II de la Aritmética, Fermat llegó a una serie de cuestiones relacionadas con el teorema de Pitágoras y las ternas pitagóricas (conjuntos de tres números que satisfacen la ecuación dada por el teorema de Pitágoras), y a partir de aquí descubrió algo que se les había pasado por alto a los griegos. Jugando con los exponentes encontró la siguiente ecuación, 
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, y afirmó que no tiene solución con enteros positivos si n es un número natural mayor que 2. Esta afirmación es mundialmente famosa, es el último teorema de Fermat. Nuestro “príncipe de los aficionados” tras dar el enunciado anotó en su edición de la Aritmética, “poseo una prueba en verdad maravillosa para esta afirmación a la que este margen le viene demasiado estrecho”. Es un misterio saber si Fermat tenía la solución de este problema o simplemente se equivocaba, pero lo cierto es que esta afirmación ha tardado más de tres siglos en ser demostrada. Muchos matemáticos han querido resolver el “enigma de Fermat”: Euler demostró el caso n=3 , Sophie Germain, la brillante matemática francesa del siglo XVIII capaz de luchar contra la discriminación que existía en aquella época hacia las mujeres, tomando como única arma su conocimiento y hallazgos matemáticos, intentó probar algo para muchos casos a la vez. Se centró en los números primos p (hoy llamados primos de Germain), tales que 2p + 1 también es primo. Probó que para todos los casos en los que el exponente sea un primo de Germain, de existir una solución para la ecuación de Fermat, alguno de los números x, y o z debe ser múltiplo del exponente. El caso n=5 fue probado por Dirichlet y Legendre independientemente y el caso n=7 por Gabriel Lamé. Los números primos desempeñan un papel importante en la demostración del teorema, ya que para probarlo es suficiente demostrar que la ecuación no tiene solución para exponente 4 y exponente primo. Por ejemplo, si el exponente fuera 6 basta probar que la ecuación no tiene solución cuando el exponente es 3, ya que si 
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. Esto se puede generalizar ya que todo número compuesto mayor que 2 o tiene un divisor primo impar, o es múltiplo de 4, y por tanto cualquiera de sus potencias se podrá reescribir como potencia de un primo impar o como potencia de 4. 

A mediados del siglo XIX Lamé y Cauchy, por separado, creyeron haber demostrado el último teorema de Fermat, pero Kummer probó que esos trabajos fallaban en la factorización única en primos, y para solucionar este problema introdujo los números ideales. Desde este momento hasta 1955 no se produce ningún avance; sin embargo, en dicho año se obtiene lo que desempeñaría un papel crucial en la demostración y más aún, en la teoría de números: dos jóvenes matemáticos japoneses, Yutaka Taniyama y Goro Shimura (y más tarde André Weil) conjeturaron que toda curva elíptica es modular. Sin entrar en detalles, esto significa que a partir de curvas cúbicas, como 
[image: image11.wmf]1

3

2

+

=

x

y

, contando el número de soluciones módulo cada primo (véase el lenguaje de las congruencias más adelante) se pueden construir funciones complejas con una cantidad sorprendente de simetrías. En 1986 Gerhard Frey afirmó (y Kenneth Ribet probó) que si el último teorema de Fermat no fuera cierto, entonces habría un contraejemplo a la conjetura. Así pues, quien lograra probar la conjetura conseguiría el premio de demostrar el teorema de Fermat. El hombre que llevo a cabo tal gesta fue un matemático de Princeton, Andrew Wiles, en 1995. El teorema de Fermat es importante por todas las matemáticas que ha generado su demostración, no por lo que dice en sí mismo; la prueba de la conjetura de Taniyama-Shimura-Weil trae consigo un gran triunfo para los matemáticos ya que posibilita el trabajo conjunto en los mundos elíptico y modular y además alienta a la demostración de otras conjeturas que unen distintas galaxias del gran cosmos matemático. 

¡Las conjeturas de Fermat y los números primos cautivan y capturan al “análisis en persona”!
Otro importante teorema de nuestro genio francés es el conocido como pequeño teorema de Fermat que dice “para cualquier número entero a y cualquier primo p que no lo divida, 
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 es divisible por p” . Por una carta de Fermat a Mersenne sabemos que este teorema es consecuencia de sus investigaciones sobre números perfectos pero como era habitual en él, enunció el teorema sin demostración. El primero en publicar una fue Euler. La prueba que dio es sorprendentemente elemental, procedió por inducción
, si a=1 se comprueba trivialmente que el teorema es cierto, lo siguiente es verificar que si el teorema es cierto para a=k siendo k un número natural, entonces también es cierto para a=k+1 , para probar esto utilizó la siguiente versión del binomio de Newton, 
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 y como el primer sumando del segundo miembro de la ecuación es divisible por p por la hipótesis del pequeño teorema de Fermat, entonces todo el segundo miembro es divisible por p y queda demostrado el teorema por inducción para todos los valores de a.

Euler también demostró otra famosa afirmación de Fermat sobre los primos. Sabemos que todos los primos mayores que 2 pueden clasificarse en dos categorías, los de la forma 4k + 1 y los de la forma
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. Una importante distinción entre estas dos familias de primos viene dada por el siguiente enunciado probado por Euler casi un siglo después de la muerte de Fermat , “un primo de la forma 4k + 1 se puede expresar como la suma de dos cuadrados perfectos de manera única, mientras que un número de la forma 
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 no puede descomponerse de ninguna forma como suma de dos cuadrados perfectos”.

Fermat también estudió los números de la forma 
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, hoy conocidos como primos de Fermat: 3, 5, 17, 257 y 65537. Percatándose de que los primeros números de esta sucesión eran todos primos, conjeturó que todos lo eran. Un siglo más tarde, nuestro próximo protagonista, Euler, demostró que el siguiente número de Fermat no era primo, y hoy en día el saber si existen o no más primos de Fermat es un problema que aún permanece sin resolver.

Se cuenta de Leonhard Euler que poseía una intuición y una memoria tan grandes que podía realizar de cabeza todo el grueso de un cálculo sin tener que utilizar lápiz y papel. En toda Europa lo conocían como “el análisis en persona”, y el académico francés François Arago dijo: “Euler calculaba en apariencia sin ningún esfuerzo igual que los hombres respiran o que las águilas se sostienen en el aire”
. La teoría de números parece haber sido para Euler una disciplina especial. En su juventud, se dedicó al cálculo diferencial e integral, que en ese momento constituía una nueva área de investigación y era el tema de moda. 

Se atribuyen el entusiasmo y el interés de Euler por la teoría de números a la buena “propaganda” que sobre esta materia hacía Christian Goldbach, con quien coincidió en la Academia de San Petersburgo. De la correspondencia entre ambos surgió la conjetura de Goldbach: “todo número par mayor que 2 es suma de dos primos”
. La primera relación de Euler con la teoría de números fue demostrar que el sexto primo de Fermat era un número compuesto, pero esto sólo fue el comienzo, la teoría de números se convirtió en una pasión para él y profundizó tanto en la obra de Fermat como este último lo había hecho en la de Diofanto. Cuatro volúmenes de las obras completas de Euler tratan de teoría de números. 
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Sobre los números perfectos, Euler regresó al teorema que Euclides había dado sobre ellos y demostró que la condición de suficiencia es también necesaria en el caso de los números perfectos pares. Con esta demostración Euler finalizó el trabajo que había empezado Euclides muchos siglos atrás. Este resultado puede verse como fruto de la genialidad de ambos matemáticos que ha sabido combinarse a pesar del transcurso de casi dos mil años entre la existencia de uno y otro. Aún con todo lo que Euclides y Euler descubrieron sobre números perfectos, quedan sin resolver algunas cuestiones, ¿existen infinitos números perfectos?, ¿son todos pares? Esta última pregunta fue calificada por Euler como muy difícil, así que podemos estar seguros de que es complicada, aunque los matemáticos han hecho progresos dando condiciones que debería tener un número perfecto impar en el caso de existir.

La distribución de los primos: lo continuo ayuda a lo discreto
A continuación vamos a emprender una excursión por la teoría analítica de números, disciplina que aplica las técnicas del cálculo o análisis al estudio de los números naturales. Lo que hace a esta unión tan sorprendente es que une lo continuo, el cálculo, con lo discreto, los naturales. La teoría analítica de números es uno de los grandes tesoros que esconden las matemáticas, un tema que empezó a hablar en voz alta en el siglo XIX pero cuyas primeras palabras pueden remontarse a Euler.

Ya hemos visto anteriormente que Euclides demostró la existencia de infinitos primos, pero la cosa no se queda aquí, conocer las características y distribución de los números primos ha sido un problema que ha cautivado profundamente a los matemáticos.

Euler cruzó el umbral de la teoría de números clásica para pasar a una línea más osada y analítica en el artículo Variae observationes circa series infinitas, donde sumaba series infinitas. En dicho artículo estudió la serie armónica
, de la cual sabía que diverge a infinito, y dedujo una sorprendente y portentosa relación entre los números primos y la serie armónica al demostrar que
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“donde -explicó- el numerador de la derecha es el producto de todos los números primos y el denominador es el producto de todos los números inferiores en una unidad a todos los primos”
. 

Las carencias lógicas de este argumento las subsanó Leopold Kronecker demostrando que
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 se llega a la fórmula de Euler. Este resultado, conocido como la identidad de Euler, es asombroso debido a que relaciona los números naturales, que conocemos bien, con los números primos, que forman una sucesión muy caótica. Además, al unir la serie armónica con los números primos se muestra que la conjunción entre el análisis y la teoría de números es posible.

De esta fórmula de Euler también se deduce la existencia de infinitos números primos. Esta conclusión no es nueva: como hemos visto antes, Euclides ya demostró la existencia de infinitos primos mucho tiempo atrás. Lo que hace importante esta consecuencia de la identidad de Euler es el ingenio de deducir la infinitud de los primos de la divergencia de la serie armónica.

En el mismo artículo estudió el comportamiento de la suma de los inversos de los primos, y vio que divergía. Nuestro genio lo demostró por medio de las series, haciendo manipulaciones audaces. En palabras de André Weil “se podría considerar que estas investigaciones marcan el nacimiento de la teoría analítica de números”
.

Euler también demostró que existían infinitos primos de la forma 4k+1, pero esto no es todo; llegó a conjeturar algo mucho más general, la existencia de infinitos primos en cualquier progresión aritmética a, a + b, a + 2b, a + 3b, …, a + kb, siendo a y b números primos entre sí. 

Euler no probó su conjetura, y de hecho no fue demostrada hasta 1837, año en que Dirichlet lo consiguió, (por eso es hoy conocida como teorema de Dirichlet).

A medida que avanzaba el siglo XIX, había una cuestión que cada vez intrigaba más a los teóricos de números. Este problema no era otro que la demostración del teorema de los números primos, o lo que es lo mismo, entender como están distribuidos los primos entre todos los números. En los últimos años del siglo XVIII, a la pronta edad de 14 años, el joven Gauss conjeturó que cuando x crece ilimitadamente, el número de primos menores o iguales que x, llamado 
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La demostración de esta conjetura, hoy conocida como teorema de los números primos, requirió casi cien años. Esta larga duración se debe a que matemáticos como Riemann y Tchebychev tuvieron que depurar las herramientas de la teoría analítica de números hasta que alcanzaron el nivel necesario para la gran misión que se pretendía realizar. Tchebychev dedujo que 
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En 1860 Riemann escribió una breve pero importantísima memoria en la que con técnicas de variable compleja, a partir de la identidad de Euler “despejó” 
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 cuyo primer término es similar a 
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. No se puede decir que Riemann probase el teorema de los números primos, porque en su memoria enuncia varias propiedades que no demuestra y tampoco está claro que en su fórmula para 
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 domine sobre los demás; sin embargo, lo que si es cierto, es dejó indicado el sendero que conducía a demostrar el teorema de los números primos. El honor de recorrer esta senda estaba reservado a Jacques Hadamard y a Charles de la Vallée Poussin, quienes en 1896 dieron independientemente demostraciones completas y rigurosas de que 
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 se acerca indefinidamente a 1 cuando x crece (el teorema de los números primos).

Pero ése no es el final de la historia. Riemann conjeturó que, una vez extendida adecuadamente la función 
[image: image33.wmf]z

 al plano complejo, todos los números 
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 en el semiplano derecho están en “fila india”. Ésta es la famosa Hipótesis de Riemann. Se puede demostrar que se obtiene el menor orden de error al sustituir 
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) si y sólo si la Hipótesis de Riemann es cierta. En otras palabras, que la conjetura de Riemann sea verdadera es equivalente a obtener el error óptimo en el teorema de los números primos. En definitiva, contar primos con precisión, demanda a gritos un resultado que involucra números complejos.

Lo fascinante del teorema de los números primos es de nuevo el tipo de relación que presenta entre lo discreto y lo continuo, la misma que Euler observó por primera vez en los resultados que hemos comentado antes, por ello, como ha apuntado algún autor
, aunque quizá Euler no merezca completamente ser llamado padre de la teoría analítica de números concedámosle claramente el ser su abuelo.

Gauss, el príncipe de los matemáticos
Acabamos de mencionar al joven Gauss, hemos dicho que conjeturó el teorema de los números primos, pero sus aportaciones a la teoría de números no terminan ahí. 

A Gauss se le ha conocido siempre como “el príncipe de los matemáticos”, es uno de los grandes genios de toda la historia, su talento destacó ya desde la infancia. Un día en la escuela el maestro con el objetivo de mantener a todos los niños callados durante un rato les mandó sumar todos los números del 1 al 100, casi inmediatamente Gauss acabó el ejercicio. El chiquillo lo había hecho haciendo el cálculo mental de sumar una progresión aritmética asociando parejas de términos que distaban lo mismo de los extremos
. Años más tarde, al entrar en la universidad, Gauss estaba indeciso sobre qué estudiar, dudaba entre filología o matemáticas. Finalmente se decidió por estas últimas debido a un brillante descubrimiento que hizo por esa época. Los griegos habían sido capaces de dibujar con regla y compás el triángulo, el pentágono y el polígono regular de 15 lados. Pues bien, Gauss consiguió construir con regla y compás un polígono regular de 17 lados y más tarde generalizó el resultado afirmando que un polígono regular de n lados se puede construir con regla y compás si y sólo si, 
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 donde r y s son enteros positivos y los primos
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 son números primos de Fermat. 

El maravilloso mundo de las congruencias
Dentro de la teoría de números el libro más importante de Gauss es Disquisitiones arithmeticae, que escribió cuando apenas tenía 24 años. Gauss dedicó el libro al duque de Brunswick, quien financiaba sus estudios, haciendo constar expresamente que gracias a él estaba realizando investigaciones en aquellas partes de la ciencia “que parecen más abstractas y con menos aplicaciones a la utilidad ordinaria, porque en la profundidad de su sabiduría, entiende que pueden aprovecharse por todos aquellos que aspiran a la felicidad y a la prosperidad de la sociedad.”
 

En este libro Gauss introduce las congruencias, que han sido utilizadas por todos los matemáticos a partir de entonces. Veamos en qué consiste esta teoría de las congruencias o aritmética de los relojes. Los números pueden pensarse como marcas de una recta que llega hasta el infinito. Para hacer finito el espacio de números, la aritmética de los relojes corta la recta en un punto y de aquí resulta un segmento que se cierra sobre sí mismo, con lo que ahora tenemos un anillo, (reloj). Si tenemos un reloj de por ejemplo 7 números será que hemos cortado la recta por el 7 y hemos cerrado el segmento resultante sobre el 0. El número 7 se hace equivalente al 0: los únicos números que están en la aritmética del reloj de 7 números son el 0, 1, 2, 3, 4, 5 y 6. En esta aritmética la adición no es exactamente igual a la usual, aquí 4 + 5 = 2, esto ocurre porque si empezamos en el 4 y avanzamos 5 espacios en la esfera del reloj se llega al 2. Esta aritmética al principio puede parecer un poco rara, pero como sugiere su nombre, la utilizamos a diario para hablar de la hora. Por ejemplo, las 15 son las 3; en este caso tendríamos un reloj de 12 números donde el 0 es equivalente al 12 y por tanto, las 3 equivale a sumar 3 al 12 que son 15. En esta aritmética también se puede multiplicar. Veámoslo con un ejemplo, en el reloj de 12 números, 
[image: image44.wmf]8

4

5

=

×

. Esta multiplicación se puede entender pensando que salimos del 0 y nos movemos 4 espacios 5 veces, al final llegamos al 8. Aunque éste es el modo de comprender la multiplicación, en la aritmética de los relojes también existen otras formas de interpretarla que simplifican los cálculos. Para calcular 
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 podemos hallar el resultado normal que es 20 y dividirlo entre 12, y observamos que el resto coincide con la respuesta que teníamos inicialmente, 8. Todo esto es equivalente a pensar que en el reloj damos una vuelta completa y avanzamos 8 nuevos espacios


.

Hablando en un lenguaje más técnico, decimos que dos números enteros a y b son congruentes módulo c, si el resto de dividir a entre c coincide con el de dividir b entre c, y se expresa así, 
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 (c). Si en la aritmética del reloj de 12 números hemos dicho que las 15 eran las 3, en el idioma de las congruencias se dice que 15 es congruente con 3 módulo 12, esto lo escribimos como 
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 (12). Observamos que en efecto, el resto de dividir 15 entre 12 coincide con el de dividir 3 entre 12. 

Apliquemos esta teoría de congruencias al pequeño teorema de Fermat. Éste decía que para cualquier número entero a y cualquier primo p que no lo divida, 
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 es divisible por p. Escrito en el lenguaje de las congruencias, el teorema equivale a decir que 
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 (p). Utilizando el teorema podemos comprobar si un número es compuesto; por ejemplo, 
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(12), si 12 fuera primo 
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 debería haber sido congruente con 1 módulo 12, así que de aquí se deduce que el 12 no es primo. 

Se nos puede ocurrir preguntarnos si el recíproco del teorema es verdadero, es decir, ¿si 
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(n), entonces n es primo? no tiene por qué serlo, por ejemplo 
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(561), 2 no divide a 561 y, ¡561 es compuesto! A los números compuestos, n, que satisfacen que 
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(n) se les llama pseudoprimos respecto a a. Si además n es pseudoprimo para todo a que no tenga factores comunes con él se dice que n es un número de Carmichael. Recientemente, en 1994, se ha demostrado que existen infinitos números de Carmichael, el más pequeño es el 561.

Por último, señalar que el pequeño teorema de Fermat aporta información sobre números tan grandes que posiblemente un ordenador nunca podría llegar a manejar.

Otra de las aplicaciones más sencillas de las congruencias es el cálculo de reglas de divisibilidad. Para ilustrarlo calculemos la regla de divisibilidad por 3. Primero recordamos cómo escribimos los números en el sistema decimal con un ejemplo, N=527 quiere decir que 
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. A continuación observamos que 
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(3), podemos multiplicar esta congruencia por ella misma y tenemos 
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(3), si volvemos a multiplicar el resultado por 
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(3) y así sucesivamente. Si nuestro número es 
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(3), ya que todas las potencias de 10 son congruentes con 1 módulo 3. De lo anterior se deduce que el resto de dividir un número N entre 3 coincide con el de dividir la suma de sus cifras por 3, por lo tanto si la suma de las cifras de un número es divisible por 3, el número también lo será. Por ejemplo 24 es un número divisible por 3 y la suma de sus cifras es 6. 

La regla del 9 que los más veteranos habrán aprendido en el colegio para comprobar el resultado de operaciones aritméticas, también es una aplicación de la teoría de congruencias.

La herencia de Gauss: nuevos primos para viejos problemas

Gauss fue pionero introduciendo nuevos primos que viven en el reino de los números complejos. Pero, ¿qué propósito tiene ampliar nuestros queridos y ancestrales primos dos mil años después de que Euclides escribiera acerca de ellos? ¿Es sólo una muestra del vicio generalizador de los matemáticos? 

La explicación más directa es que a veces conviene tener más primos para poder factorizar más cosas. Por ejemplo, supongamos que queremos estudiar el número de soluciones enteras (digamos positivas y negativas) de la ecuación 
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. Evidentemente, si el primer miembro fuera xy, todo sería muy fácil, obteniéndose las 102 soluciones dadas por 
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 con = 0,1,2,,101.

 La gran diferencia es que xy está factorizado y podemos compararlo con la factorización de 
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 sin dificultad. Si permitimos números complejos, se puede escribir 
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 y además 5 deja de ser primo, porque 
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. Esto nos lleva a las igualdades 
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 y la condición de que uno sea el conjugado del otro implica 
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. Por otra parte en los enteros complejos hay cuatro posibles “signos”: 1, i; es decir, números que podemos invertir, lo que permite ponerlos en x+iy y compensarlos en 
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 de 
[image: image73.wmf]101

2

2

5

=

+

y

x

, dadas por las partes real e imaginaria de 
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 con = 0,1,2,,101 y u = 1, -1, i, -i.
¿Por qué no envalentonarnos y aplicar la misma idea a otras ecuaciones? Si nuestro objetivo fuera el último teorema de Fermat, antes de llamar a los periodistas comenzaríamos probando con un miniejemplo para saber cómo las gastan estos nuevos primos. Consideremos 
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, con a y b enteros, los cuales sirven para factorizar el primer miembro como 
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. El segundo miembro es 
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, y con un poco de esfuerzo (que no haremos aquí) se puede ver que 2 y 3 son primos en el reino de los números raros. Esto es, ni 2 ni 3 se pueden escribir como zw con z y w en R distintos de 1 y 
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, es decir, x=6, y=0. Sin embargo, una simple inspección prueba que en realidad hay otras soluciones dadas por x=4, y=2.
¿Cómo ha podido suceder esto? ¿por qué Gauss puede inventarse nuevos primos y nosotros no? Examinemos la situación minuciosamente: Las nuevas soluciones provienen de la factorización 
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. Con algo de trabajo se puede probar que 
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 son primos, pero entonces 
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 son dos factorizaciones distintas del número 6. Esto no ocurre con los números de nuestros padres y abuelos, con ellos la factorización es única y no hay más que decir.
Razonando a partir de un ejemplo sencillo de David Hilbert, podemos tratar de entender la situación: imaginemos que sólo existieran los números
 5,9,13,17,21,25, entonces por ejemplo 9, 21 y 49 serían primos porque no tienen factores entre estos números. Pero la factorización no es única porque 949=2121. Evidentemente la manera de evitar esta aberración es inventar los números que faltan. Volviendo a nuestro ejemplo, puestos a inventarnos primos extraños, deberíamos añadir algunos que estuvieran dentro de 23 y de 
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. Pero, ¿qué tienen en común por ejemplo 2 y 
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Kummer nos diría que un primo ideal. Es un poco difícil explicar en pocas palabras este concepto tan abstracto, pero digamos que pasa por sustituir el hipotético primo común por una colección de números (un ideal) con ciertas propiedades comunes. Como hemos dicho antes, la creación de Kummer está estrechamente relacionada con el último teorema de Fermat y originada por éste. Kummer, con sus primos ideales, consiguió factorizar la ecuación de Fermat y probar que no tiene solución para muchos exponentes. Sin embargo, para otros exponentes no estaba muy clara la relación entre las soluciones ideales y las posibles soluciones enteras. Esto resultó un problema de tal magnitud que su proyecto no se ha llegado a completar todavía y la solución ha venido por bien distintos derroteros. 
Hoy
Es más difícil calibrar la altura relativa de los rascacielos cuanto más cerca se encuentra uno de ellos, por ello preferimos alejarnos un poco y que “hoy” signifique al menos hace un rato. A pesar de ello, es imposible ignorar que en la técnica de uso cotidiano los primos han invadido con pie firme las comunicaciones por la red de redes. Es cierto, no es un proyecto, ni un truco elegante, ni algo restringido a la NASA o la CIA. Resulta que cuando nos conectamos con nuestro banco o empleamos una tarjeta inteligente o cambiamos algunos ficheros de nuestra página web, la actuación de números primos gigantescos travestidos de impulsos eléctricos, es crucial.
Primos en la era de los ordenadores

La criptografía depende en gran medida de las llamadas funciones trampa, que se comportan como los candados: son fáciles de cerrar pero abrirlos requiere ciertos privilegios (una llave). Dos de los candados que se construyen empleando primos grandes (de cientos de cifras) son los siguientes:

El primer candado es la base del famoso criptosistema RSA que vagamente depende de que utilizar el pequeño teorema de Fermat para simplificar potencias requiere factorizar cuando el módulo es producto de dos primos
. De modo que los espías de hoy en día tienen que estar muy al tanto de los nuevos avances en métodos de factorización
. El segundo candado da lugar a un criptosistema sencillo y espectacular que no nos resistimos a describir.

¿Cómo decir un secreto a gritos en un lugar público sin que se entere nadie más que mi interlocutor? El método más natural, empleado por los quinquis desde la antigüedad hasta nuestros días, es usar un idioma extraño. Sin embargo esto plantea el problema de que alguien conozca el lenguaje o sea capaz de descifrarlo. Lo que es peor, si no me fío de mi interlocutor prefiero no enseñarle mi idioma secreto. Por poner un ejemplo más simple y real, supongamos que deseamos conectarnos con nuestro banco y para ello queremos usar un cifrado dependiendo de una clave (número secreto) que preferimos no transmitir para que nadie con un sniffer (programa para husmear los datos que circulan por la red) nos la robe, ni tampoco que esté previamente en la base de datos del banco, por si acaso fuera vulnerable a un ataque. En pocas palabras, necesitamos acordar un número en tiempo real, a distancia, por un canal inseguro y sin necesidad de transmitirlo. Aparentemente es imposible satisfacer simultáneamente tantas exigencias; sin embargo, W. Diffie y M.E. Hellman
 mostraron en 1976 que con nuestros amigos los primos se puede diseñar un método escandalosamente sencillo.

Para comenzar, necesitamos un primo p gigantesco, digamos de cientos de cifras, y un número g tal que 1<g<p (a ser posible tal que sus potencias den casi todas las horas en la aritmética del reloj de p horas). Estos datos podrían ser incluso públicos (aunque mejor disimularlos en las entrañas más recónditas de nuestro ordenador). Digamos que los interlocutores que quieren acordar una clave son A(na) y B(lanca). Ana se inventa en privado un número aleatorio grande, a, y envía a Blanca ga módulo p por el canal inseguro. Como nadie sabe tomar logaritmos de congruencias eficientemente, ni siquiera Blanca puede conocer a. De la misma forma, Blanca se inventa b y envía a Ana gb módulo p. Ana puede calcular el número 
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 (siempre módulo p) con lo cual ambas conocen la Clave = 
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 que nunca ha sido transmitida.

Una vez que tienen un número secreto hay cientos de formas de codificar la información, tan elementales
 que al PC de nuestra casa no le costaría ni un gruñido de disco duro y la conversación de A y B estará a salvo de cualquier C(otilla).


¡Si Eratóstenes levantara la cabeza!

Volvamos atrás, muy muy atrás y pidamos prestado a Eratóstenes su cedazo para tratar de contar primos. No seremos los primeros, Legendre ya se lo pidió una vez con el mismo propósito, pero eso fue hace doscientos años y no tendremos que esperar turno.

Digamos que escribimos los N primeros números en nuestra tabla; según el proceso de criba, la primera vez tachamos unos N/2 números (los múltiplos de dos) y después unos N/3 (los múltiplos de tres) pero en total no habremos tachado N/2+N/3 sino unos N/2+N/3-N/6 porque los múltiplos de seis están tachados dos veces. Con ello tenemos que los números no tachados serán unos N/3 (ya que 1-1/2-1/3+1/6=1/3) y por tanto hemos probado de forma sencilla que menos de la tercera parte de los números son primos. El problema con este método para acotar el número de primos es que la longitud de las cuentas aumenta exponencialmente, y con ello el error acumulado. Por ejemplo, para cuatro procesos de tachado (los correspondientes a 2, 3, 5 y 7) la proporción de números remanentes vendría dada por:

1-1/2-1/3-1/5-1/7+1/6+1/10+1/14+1/15+1/21+1/35-1/30-1/42-1/70-1/105+1/210,

y para diez procesos tendría más de mil términos. Sin embargo, en 1915 Viggo Brun ideó un método para conseguir cotas superiores con muchos menos términos. Evidentemente no es muy provechoso contar primos de esta forma cuando ya tenemos un resultado tan fuerte como el teorema de los números primos. Lo que hizo Brun fue aplicar su proceso de criba, en vez de a todos los números, sólo a aquellos de la forma n(n-2). Si 3<
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 y n(n-2) ha resistido todas las tachaduras que comienzan en un primo menor que 
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, entonces n y n-2 son primos. Así obtuvo ¡una manera de contar primos gemelos
! La cuenta no es muy precisa debido a los errores acumulados, pero fue suficiente para que Brun pudiera probar que la suma de los inversos de los primos gemelos es constante (aproximadamente 1’9021). Esto no quiere decir que necesariamente haya un número finito de ellos (un vaso de agua es igual a medio vaso de agua, más la mitad del medio vaso restante, más la mitad de lo que sobra,...).

A pesar de la naturaleza eminentemente elemental y combinatoria de la criba, su reverdecimiento desde Brun hasta nuestros días ha dado lugar a un complejísimo edificio técnico cuyos rincones más secretos están reservados a los expertos
. Los avances en varios problemas son espectaculares. Así, en relación con la conjetura de Goldbach se conoce desde 1973 que todo número par suficientemente grande es suma de un primo y de un número que o es primo o tiene dos factores primos (teorema de Chen). Por otra parte, todavía se desconoce si existe siempre un primo entre dos cuadrados consecutivos, pero sí que se sabe de su existencia entre n2 y (n+1)c con c ligeramente superior a 2 y n grande.

La marca del zorro 

A veces los espectadores de las matemáticas juzgan que constituyen una ciencia estática en la que no es posible la creación, otras veces le conceden el papel de ciencia aburrida de crecimiento uniforme, muy lejos de las grandes revoluciones en la biología o en la física, a las que nos tienen acostumbrados los suplementos científicos de los diarios. Hay multitud de ejemplos que permiten descubrir la excesiva simplicidad de estos argumentos, pero bastan tres palabras: Hipótesis de Riemann. Este problema constituye un agujero en la teoría de los números primos, que si se resolviera tendría innumerables consecuencias. Los denodados esfuerzos de muchos matemáticos de primera línea no han sido suficientes para tapar este agujero, pero sus desvelos se han traducido en algunos profundos resultados de los que podemos disfrutar toda la comunidad.

En relación con el teorema de los números primos, se ha conseguido reducir un poco (muy poco) el orden del término de error, gracias a que el desarrollo de un poderoso método para estudiar la cancelación de sumas trigonométricas (sumas de senos y cosenos) ha permitido ampliar ligeramente la región en la que sabemos que ζ no posee ceros. El resultado fue obtenido en 1958 independientemente por I.M. Vinogradov y N.M. Korobov
, y desde entonces no se ha mejorado. Por otra parte A. Selberg demostró en 1942 que una proporción positiva de los ceros están donde deben estar según la hipótesis de Riemann, es decir, en la línea 
[image: image92.wmf]it

+

2

/

1

. En 1989, J.B. Conrey probó que de hecho más del 40%. Por otra parte varios autores han probado diversos resultados que de una forma u otra reflejan que si la hipótesis de Riemann fuera falsa, no lo sería por tanto. En este sentido se conocen resultados para las funciones ζ correspondientes a primos en progresiones aritméticas que han permitido probar el teorema de Vinogradov: “Existe una constante C tal que todo número impar mayor que C se puede escribir como suma de tres primos”. 
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Por si estos incentivos fueran pocos, el Instituto Clay de Matemáticas ofrece un millón de dólares por cada uno de los problemas del milenio, entre los que se encuentra, cómo no, la hipótesis de Riemann. (Seguramente el estudiante al que Euclides dio una moneda cuando preguntó qué beneficio obtenía estudiando todo aquello, pensará desde el otro mundo que Euclides era un tacaño). Otro de los problemas del milenio está relacionado con otra función ζ, la de las curvas elípticas (ecuaciones cúbicas en dos variables). El famoso trabajo de A. Wiles del que se deduce el último teorema de Fermat ha permitido dar un paso de gigante en nuestro conocimiento sobre la función ζ asociada a curvas elípticas pero todavía algunas de sus propiedades constituyen un misterio. La teoría de números moderna está repleta de unas funciones llamadas modulares, que tienen unas simetrías muy notables y están muy relacionadas con las curvas elípticas. A cada una de ellas también se le puede asociar cierto tipo de funciones ζ (habitualmente llamadas funciones L).

Por mencionar otro tema candente, desde hace tiempo se conoce que los ceros de la función ζ guardan ciertas analogías con la distribución de cantidades asociadas a matrices aleatorias. Esta relación entre la función ζ y el caos ha atraído a físicos y matemáticos. 

En resumen, el siglo XX (y las migajas transcurridas del siglo XXI) ha sido de bonanza para el universo ζ. A pesar de que la hipótesis de Riemann está todavía sin demostrar, una colección de importantes resultados matemáticos y un millón de dólares, han hecho que profesionales, aficionados y espectadores no la pierdan de vista.

Y todo comenzó con 2, 3, 5, 7, 11, ...
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Es fácil: Calcular gx módulo p


Es difícil: Hallar x a partir de gx y p.





Es fácil: Multiplicar dos primos.


Es difícil: Factorizar el resultado.
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Distribución de los ceros de la función 











�	 [Bo], pág 141.


�	 [Si], pág 30-31.


�	 Marin Mersenne fue un padre franciscano que actuó de intermediario entre algunos matemáticos del siglo XVII como Fermat, Descartes o Pascal. Entre las cosas que difundió se encuentran estos números primos.


�	 Se descubrió en mayo de 2004.


�	 Ésta es una técnica de demostración muy usada en matemáticas. Véase [Si] p. 209-210, 303-304.


�	 [Si], pág 87.


�	 Esta conjetura permanece hoy sin probar.


�	 La serie 1+1/2+1/3+1/4+1/5+...


�	 [Du] pág 133.


�	 [Du] pág 142.


�	 �  [Du], pág 148.


�	 [Bo], pág 627.


�	 [Tor], pág 30.


�	 Nótese que todo el argumento radica en la existencia de una descomposición en ciertos primos complejos, llamados primos gaussianos en honor a su creador.


�	 Cada uno se obtiene sumándole cuatro al anterior.


�	 [Ro].


�	 [St1].


�	 [Di-He].


�	 [Ro], capítulo 8.


�	 Primos gemelos son aquellos que distan dos unidades, por ejemplo el 29 y el 31. Se desconoce si hay infinitos.


�	 Los rudimentos de los métodos de criba están descritos en el capítulo 10 de [Ci-Co].


�	 [Iv].
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