CONTAR CON LOS DEDOS Y CON INTEGRALES
FERNANDO CHAMIZO LORENTE

RESUMEN. Se pretende dar una breve introducciéon a la teoria
analitica de niimeros mostrando cémo el cdlculo infinitesimal y el
andlisis armdnico permiten tratar algunos problemas de caracter
aritmético y combinatorio. Con vistas a minimizar los prerrequisi-
tos, se incidird maés en las ideas generales que en los razonamientos
rigurosos completos.

Contar es una actividad basica, presente ya en los albores de la huma-
nidad y a la vez materia de un area tan compleja como la combinatoria.
Por otro lado es inseparable de la propia nocién de nimero natural y
estrechamente ligada a la teoria de niimeros.

Todavia hoy, tras 150 anos de historia y bastantes més si considera-
mos la contribucién de L. Euler, a muchos les resulta extrano el término
teoria analitica de niimeros. Si los niimeros naturales o los enteros con-
forman un conjunto discreto, ;jdonde aparece el analisis? Dicho sea de
paso, cuestiones parecidas mas profundas y concretas también surgen
en la parte algebraica: un geémetra podria preguntarnos qué senti-
do tiene considerar cohomologias o ciertas formas diferenciales en va-
riedades hiperbdlicas, las formas modulares, para resolver problemas
aritméticos.

Naturalmente estas preguntas no tienen una respuesta sencilla y
comprenderlas requiere un cierto nivel de conocimientos. Ademaés los
matematicos tenemos en general un problema con la divulgacién: no
sabemos mentir. La matemédtica contemporanea esta firme y afortu-
nadamente asentada en el rigor pero esta virtud a veces se convierte
en exceso cuando nos separamos del ambito de la investigacion o del
publico de los colegas cercanos. La mayoria de nostros aceptariamos
gustosos en aras de la comprensién de un area ajena una mentirijilla
piadosa definida como un teorema sin hipdtesis técnicas. Lo hacemos
a menudo al leer divulgacion en Fisica (en palabras de I. Stewart: “No
estoy sugiriendo que nos convirtamos en vendedores; pero si digo que
la prosperidad de Matematicas S.A. depende de la creacién de un buen
equipo de vendedores” [13]).

Nos proponemos aqui ilustrar un aspecto de la teoria analitica de
nimeros mostrando, con algunos ejemplos y eliminando el lastre de los
puntos mas técnicos, como a veces es conveniente contar con integrales.
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1. CONTAR CON LOS DEDOS NO ES TAN FACIL

Imaginemos las bolas de billar americano, distintas de la blanca, en
su posicién inicial. ;Cudntas hay? Es sencillo: una mano, otra mano
y otra mas, debido a la forma triangular 1+2+34+4+45=15. ;Y si nos
imaginasemos un billar gigantesco, digno de un libro de records, donde
el lado del tridangulo fuera 1007 Una cuenta bola a bola seria tediosa-
mente impracticable y ante la suma 14243+ - -+ 100 tampoco entran
ganas de utilizar los dedos para tomar lapiz y papel o incluso calcula-
dora. Tenemos sin embargo el truco genial que aplicé un jovencisimo
C.F. Gauss [1] cuando el maestro quiso mantener entretenidos a sus
alumnos:

1+ 2 + 3 + ... + 48 + 49 4+ 50
100 + 99 4+ 98 + ... 4+ H3 + 52 + b5l
01 + 101 + 100 + ... + 101 + 101 + 101 = 5050

Siendo matematicos se nos permite fantasear a voluntad, ;qué ocu-
rriria si tuviéramos un billar especial y espacial en el que una piramide
de base cuadrada, como las de Egipto, sustituye al tridngulo? Esto nos
llevarfa a calcular 12422432 +---4+100% y el truco de Gauss no sirve.
En general podriamos buscar una férmula para

N
(1.1) Sp=> _n.
n=1

Otros problemas que exigen contar es dudoso que tengan una so-
luciéon con una féormula cerrada sencilla, por ejemplo contar cuantos
primos hay menores que N (véanse en [8] algunas “férmulas exactas”),
y por ello es natural rebajar nuestras exigencias buscando una féormula
sencilla lo mas aproximada posible. En relacion con esto Gauss conje-
turo en 1849 que

Nodr

(1.2) w(N) := #{primos < N} ~ /2 Togi

donde ~ indica que el error relativo tiende a cero cuando N — oo. Este
resultado es el célebre teorema de los nimeros primos probado indepen-
dientemente por J. Hadamard y por C.J. de la Vallée-Poussin en 1896
(véase [4] para la prueba moderna y [12] y [10] para simplificaciones
notables), casi 40 anos después de que B. Riemann escribiera su famosa
memoria en la que esboza una demostracion a partir de propiedades
analiticas de cierta funcién meromorfa.

2. CONTAR CON INTEGRALES

La funcién que cuenta los enteros positivos hasta = es la parte entera

] =#{n <z : neZ"}
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que se extiende a los valores negativos de la forma habitual: como el
entero mas proximo a x menor o igual que z. Para contar con integrales

escribimos .

[z] = Op
1/2
donde 6, es la “derivada” de [z]. Nuestro profesor de Célculo I nos dira,
con razon, que tal derivada no existe. Admitamos la trampa pensando
en que si aproximamos [x] por funciones buenas, con infinitas derivadas,
entonces la igualdad anterior y el resto de la seccion es rigurosamente
cierta convenientemente ensuciada con limites por todos los sitios y
esquivando las discontinuidades. La derivada es local e invariante al
sumar constantes, entonces en este sentido

[e.e]
(2.1) Sp(x) = > oz —n)
n=—oo
donde ¢ es la delta de Dirac, la “derivada” de la funcién escalon que vale
. . . b .

0 en los negativos y uno en los positivos, es decir fa d=1sia<0<b.
Como las funciones regulares de verdad se aproximan localmente bien
por constantes, se debe tener ff fo = f(0) para a < 0 < b mientras que
la integral es cero si a y b tienen el mismo signo. Por supuesto tal § no
existe pero las distribuciones introducidas por L. Schwartz garantizan
que no hay problemas si integrando por partes volvemos al mundo real.
Esta propiedad fundamental de 0 revela, tras (2.1), a 0, como el nexo
entre sumar o contar e integrar:

2:2) > = [ 15,

Por ejemplo, veamos cémo calcular Ss:

N
SQZZTL2 :/
n=1 0

+

N+

N
2%6,(z) dv = N? — 2/ x[z] dx
0

donde se ha integrado por partes llegando a una integral fea pero de-
cente a la que el profesor de Célculo I no pondria ninguna objecién. En
promedio [z] es . — 1/2 y 2f0Nx(:1: —1/2) dx = (4N3 — 3N?)/6, por
tanto s ) N
_ 2N 3 +2/ zfo(z) dx
6 0

donde fy(x) es la funcién con promedio cero x — [x] — 1/2. Se cumple
f fo= fi+ K donde f; es la funcién 1-periédica de promedio cero que
vale (2% — z)/2 + 1/12 en [0, 1]. Integrando por partes una vez m4s se
obtiene

S

2N3 4+ 3N?+ N
SQI 6 .

iUna cuenta exacta obtenida con integrales! El mismo procedimiento
iterado funciona sobre (1.1) y las funciones f; coinciden en [0, 1], salvo
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multiplicar por j, con los llamados polinomios de Bernoulli ([10] §4.2).
La generalizacién de esta idea prueba la formula de sumacion de Fuler-
Maclaurin.

3. CONTAR CON ONDAS

Después de haber derivado funciones discontinuas nadie se asustara si
escribimos el desarrollo de Fourier de ¢,. Formalmente es
o

(3.1) Spla) = Y ik

k=—o00

Integrando se obtiene

B 1 <= sen(27kx)
[x]_x+7rkz; ——+C

donde C' es la constante de integracion. Comparando los promedios de
[z] — x y del sumatorio se deduce C' = —1/2. La férmula falla cuando
x € Z porque las ondas suaves no pueden localizar una discontinuidad
con precision infinita, pero a fin de cuentas parece superfluo querer
hallar la parte entera de niimeros que ya son enteros.

Con esta formula la suma puramente aritmética

> lg(n)]

n=a
que aparece al contar los puntos de coordenadas enteras bajo la gréafica
de una funcién estd ligada a estudiar las interferencias de una super-
posicién de ondas

(3.2) Z sen (27wkg(n)).

n,k
. Es éste un problema analitico o aritmético? Vamos a comprobar que
admite un tratamiento analitico y de nuevo contar nos lleva a usar in-
tegrales. Consideremos el problema desde una perspectiva mas general
buscando cancelacién en sumas del tipo

S = i i),

Para no tener problemas con las discontinuidades en los extremos siem-
pre se puede suponer que la suma es sobre todos los enteros multipli-
cando por una funcién buena ¢ que vale 1 en [a,b] y cero fuera de
l[a—1/2,b+ 1/2]. De nuevo pasamos del mundo discreto al continuo a
través de 6, mediante (2.2):
o0 [e%S)
5= 3 omem® = [ o), (o) do.
—0o0

n=—0oo
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Utilizando (3.1),

S = Z / (b(a:')e%i(f(x)’kx) dx.

k=—o00

Digamos que A < f" < B entonces si k ¢ [A, B] y suponiendo A y
B separados de los enteros para no tener problemas en los extremos,
la oscilacién de kz gana a la de f(z), ademds [ ¢(x)e ™™ dx tiende
rapidamente a cero cuando m — oo (intégrese por partes). De este
modo se prueba

(3.3) ie%iﬂ"): > /

A<k<B"Y ™

o0

(b(x)e%i(f(x)’km) dz + epe

donde e, indica un error menor que una constante. La evaluacion
o aproximacién de las integrales permite estudiar la cancelacion. El
proceso sera ventajoso si la segunda suma tiene menos términos que la
primera, intuitivamente cuando el tamano de la derivada sea menor que
el tamano del intervalo de sumacion. ;Y qué se puede hacer si no lo es?
El procedimiento es basicamente subdividir S en trozos mas pequenos y
elevar al cuadrado cada uno de ellos para que aparezcan incrementos de
las frecuencias. Esta técnica combinada con (3.3) es el método de van
der Corput para estimar sumas trigonométricas [7], veremos una idea
similar al estudiar la aproximacion diofantica en §6. En el problema de
contar puntos de coordenadas enteras bajo una gréafica es conveniente
tener en cuenta las dos variables de sumacién en (3.2) y hay métodos
muy sofisticados para estudiar las interferencias [9].

4. LA LEY DE RECIPROCIDAD CUADRATICA

Queremos contar las soluciones de 2 = p (mod ¢) con p y ¢ primos
impares distintos. Esta cuenta es muy corta, o bien hay dos solucio-
nes x = 4xy o bien no hay ninguna. Se suele denotar con el llamado
stmbolo de Legendre (’q—’) al namero de soluciones menos uno. La ley
de reciprocidad cuadratica establece una sorprendente simetria entre p

y 4

(4.1) (g) <%> — (—1)P- D@D/,

Las sumas de Gauss

3

(4.2) Gnla) =) e2riak?/n
k=

[y

permiten interpretar (4.1) como una igualdad trigonométrica. Si p es
un cuadrado médulo ¢, un cambio de variable en (4.2) implica G,(p) =
G,(1), mientras que si no lo es, como los cuadrados y no cuadrados dan
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todas las raices de la unidad las cuales suman cero (después de anadir
el 1), se tiene G,(p) = —G,(1).

Por otro lado es sencillo probar Gp,(1) = G,(q)G4(p) simplemente
escribiendo £ = Ap + pgq. Entonces la ley de reciprocidad cuadratica
equivale a la igualdad

(4.3) Gpe(q) = (_1)(p71)(q71)/4Gp<q)Gq(p)-

Experimentalmente es facil inferir una férmula exacta para G, (1) que
implica (4.3) pero la demostracién es sorprendentemente dificil y re-
quiri6 considerables esfuerzos por parte de Gauss [2]. Aqui seguiremos
[10] para evaluar G, (1) exactamente si n es impar utilizando aproxi-
maciones integrales inexactas y un poco de aritmética.

Si se considera f(z) = z%/ncon 0 <z < n/4dsetiene 0 < f'(z) < 1/2
y por tanto gracias a (3.3)

. n/4 .
Z 627rzk2/n :/ gb(l_)€27rm2/n dz + epe.
0

0<k<n/4

donde, como antes, e, indica un error menor que una constante. El
siguiente trozo de longitud n/4 de la suma (4.2) se puede pasar al rango
0 < k < n/4 porque para n impar,
nol 1) L+
( 2 ) = ( 2) — — -+ un entero.
n n 4

Ademas la simetria kK < n — k o k < —k mddulo n prueba que la
contribucion de los otros dos trozos es idéntica. En suma,

n/4 - n/4 ‘ )
Gn(l) :/ 627rm /n dr —I—’L_n/ €2ﬂz(x—1/2) /n dr + €.
—n/4 —n/4

Si ampliamos la integracién a todo R sélo se pierde una constante y
gracias a [ 2 dy = (1 +1)/2 se obtiene

IBEY

Gal1) = =

(1+i™)vn + eme.

La relacién nG, (1) = G,3(1) que se deduce escribiendo k = a + bn?
en (4.2) implica que si |ene| < K entonces |enc| < K/n e iterando se
concluye ey, = 0. Con este regate aritmético la férmula anterior se
transforma en la flamante evaluacién exacta

1+

Gn(1) = (1 +i")Vn

para n impar, de donde se deduce a través de (4.3) la ley de reciprocidad
cuadratica (4.1).
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5. EL TEOREMA DE LOS NUMEROS PRIMOS

Veamos ahora las lineas en las que se puede probar (1.2). El punto
de partida es el producto de Euler [5] para Rs > 1

(5.1) ((s)=JJa-p)""  donde ((s Zn

p
Su prueba se reduce a emplear (1 —p~*)™' = 1+ p~* +p 2 + ...
y la unicidad de la factorizacion. La importancia de (5.1) radica en
que relaciona la sencilla sucesion de los naturales a través de (, con
la aparentemente cadtica sucesion de primos. En cierto modo permi-
tird contar primos contando naturales.

La idea general es despejar m(/N) a partir de (5.1) y en este propdsito
apareceran las integrales. Es natural comenzar tomando logaritmos pa-
ra transformar el producto de (5.1) en una suma y derivar el resultado
para evitar los coeficientes de log(1 —p~%) = — > p~*/k. Asi

/f)) - ZA(TDn*S con A(n) _ {Ing S? n=p

k

S
(5:2) q 0 sin # p.

Este A(n) es la funcion de von Mangoldt ya considerada por P. Chebys-
hev a través de su suma
-3 A

n<z

Definiendo II(N) como () pero contando también las k-potencias
de primos con peso 1/k,

SAm) Y)Y e N () - 1)
BV Rl R A My

e integrando por partes

N N
dt N t)—t

sy T / (M) =N ot =
logt logN 9 tlog™t

Esté claro que ( ~ II(N), de hecho con un poco de trabajo se

prueba |7(N)—II(N )| < K+/N. Entonces, a través de (5.3), el teorema,
de los ntiimeros primos es consecuencia de () ~ x y el método para
probarlo pasa por despejar i(z) — x de (5.2), indirectamente con ello
habremos despejado m(N) de (5.1).
Es facil escribir (5.2) en términos de 1(z) — = procediendo como en
(5.3), llegdndose a
¢(s) 1

(5.4) /loo(w(t)—t)t_s_l dt = F(s) con F(s)= “5() 5o

. Coémo despejar el integrando a partir del valor de la integral que depen-
de de un parametro? Para funciones buenas que decaen en el infinito,
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el andlisis de Fourier tiene un instrumento que logra este propésito, la
formula de inversién de la transformada de Fourier f,

/ ) Ft)e*™ dt = f(y)  donde f(t) = / ~ F@)e 2 dy.

Intercambiando el orden de sumacién y cerrando los ojos al rigor, te-
nemos

(5.5) iz —y) = / e~ Mty gy
Si en (5.4) escogemos s = 1+ 2wit y efectuamos el cambio ¢t = e”

definiendo ¢ (z) — x = 0 para x < 1, se tiene formalmente

/OO (L) pyemmint gy — B(L 4 2mit).

650

o0

Sin abrir todavia los ojos, multiplicando por e?™_ integrando y usan-
do (5.5),

(5.6) LGN /OO F(1 + 2mit)e*™ dt.

ey 0o

Si una funcién decente la integramos contra una funcién que oscila
mucho entonces el resultado sera pequeno debido a la cancelacién y de
esta forma se puede probar que limi(e¥)/e? = 1 o equivalentemente
¥(x) ~ x, que como hemos visto implica el teorema de los nimeros
primos (1.2). Sin embargo no esta claro que la integral de (5.6) tenga
sentido. El analisis arménico tiene trucos para dar un significado a
transformadas de Fourier de funciones que no son buenas con tal de
que no tengan un crecimiento desmesurado, el principal problema es
averiguar si tiene sentido la propia funcién F'(1 + 27it).
Con este proposito observamos que

(5.7)
C(s):/loo%f)dxzs/loox[ﬁl dxzsil—i-s/loo[‘is—:fdx

y esta dltima expresién da sentido a ((s) y ¢’(s) para Rs > 0, s # 1,
y prueba que F'(1) estd bien definido. Lo tinico que puede estropear
la definicién de F(1 4 2wit) es que ((s) tenga un cero en Rs = 1.
. Por qué no ocurre eso? La demostracion es truculenta, intuitivamente
se basa en que ((1 + 4u) = 0 implicarfa por (5.1) que |1 — p~ ']
estd sesgado hacia |1 + p~!|, es decir que e¢™!°? se acerca a —1 en
promedio, pero esto significa que e?™“1°8P se acerca a 1 y de ahi se
puede deducir (1 + 2iu) = oo que es imposible segin (5.7).

A modo de epilogo, mencionaremos que la integral de (5.6) se puede
calcular “explicitamente” en funcién de los ceros de ((s), que son las
singularidades de F(s), ya que en variable compleja las funciones y sus
integrales, bajo ciertas condiciones de crecimiento, estan determinadas
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por sus singularidades. De esta manera contar primos equivale a calcu-
lar una integral y éste calculo depende de la localizacién de los ceros
de una funcién de variable compleja.

6. APROXIMACION DIOFANTICA

Si o € Q se sabe que n?a estd equidistribuido médulo uno, en par-
ticular si || - || representa la distancia al entero mds cercano entonces
|n?al| para n = 1,2,3,... da lugar a una nube de puntos que tiene
una distribucién uniforme en [0,1/2]. Sin embargo se desconocen las
propiedades finas de esta distribucion. Estamos interesados en saber si

(6.1) #{neZt : |n*a|| <n "} =00

con una constante dada 0 < o < 1. Si uno prefiere una cuenta finita
puede endurecer un poco el problema y acotar inferiormente, quiza en
una sucesion creciente de valores de N,

(6.2) H(N)=#{1<n <N : ||n*a| < N}
Para cualquier funcién 0 < ¢ < 1 buena con soporte en [—1/2,1/2]

se tiene
Z Z (N (na+m)).

n=1 m=—oc0

De nuevo preferimos sumar integrando con (2.2)

N) > Z/oo (N7 (n*a+ x))6,(x) do

que gracias a (3.1) se escribe como
/ (b—i-N Z¢ N m Z 2m’n2ma.
m=#0

Esencialmente qb es como si tuviera soporte compacto porque, integran-
do por partes, decae rapido para valores grandes, entonces si se prueba

(63) > zm

1<m<Nf’ =

para una constante e suficientemente pequena y una sucesion de valores
de N, se concluye que la cota buscada para (6.2) en esta sucesién de
valores es K N'77 en particular (6.1) serfa cierto.

Por la desigualdad de Cauchy

|5']2 < N2 Z Z Z 2mi((n+r)2=n?)ma

1<m<N9 |r|<N 1<n,n+r<N
N-1

< v S (2w el )
r=1

1<m<Ne
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Cambiando la variable £ = mr y escribiendo D para el niimero méaximo
de divisores de un nimero 1 < k < N°*t! se tiene

|S]” <2N*7'+2DN°"> >~ min(2N, |[20k] 7).
1Sk§NG+1

Tomemos N grande e igual al denominador de una convergente de
2cr, entonces |2a — a/N| < 1/2N? y en cada bloque de longitud N la
diferencia (2a—a/N )k no oscila significativamente. Con ello no es dificil
probar que el sumatorio contribuye una cantidad de orden N log N. En
definitiva se tiene
|S|* < KDN* 'log N

que prueba (6.3) para ¢ < 1/2 ya que el nimero de divisores de un
nimero grande es pequeno en comparacién con cualquier potencia po-
sitiva suya [8].

En resumidas cuentas, hemos probado (6.1) siempre que o < 1/2.
Esto era todo lo que se sabia durante casi 50 anos anos hasta que A.
Zaharescu [14] probé en 1995 (6.1) para o < 2/3, esto requiere nuevos
argumentos y otras integrales.
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