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Nota: Este documento es un resumen muy abreviado de algunos puntos principales de una parte del
capitulo 7 de [3] y un resultado del capitulo 8.

1. Un argumento poco riguroso de Euler
Un polinomio P con P(0) # 0 y raices 7y, +rg,..., +ry,, es de la forma
(1) pon(x—r1)(z+71) - (@ —10) (@ +70) = P2 (22 =72) - (22 =72) = pona®™ 4+ - -+ poz? +po.
Comparando coeficientes se cumple
n
(2) P2 = <_1)n71p2n Z 77?:17'132 o 'Tl%n71 y bo = (_1)np2n H Tl%'
k1<ko<-<kn—1 k=1
Entonces se tiene la siguiente férmula sencilla:

_P2
Po 7";%

(3)

Euler empleé el desarrollo de Taylor del seno para escribir

22zt af

senx
(4) S(x):1_§+a_ﬁ+"' con S(z)= ot

Lo que se dijo es que S tiene “raices” +km donde k € ZT y si se aplica (3) con pg = 1y
p2 = —1/3! se deduce

2 o

s 1

(5) = kzl =

Este resultado es jcorrecto! como demostraria después el propio Euler pero el argumento carece
de sentido porque se estd aplicando una identidad sobre polinomios a una funcién trascendente.



Lo que veremos en este capitulo es que las funciones enteras admiten una factorizacién en
términos de sus ceros y en lo mejores casos, como en el ejemplo de Euler, se comportan como
una especie de polinomios de grado infinito.

Antes de comenzar vamos a ver dos obstaculos principales que hay que tener en cuenta en
este proyecto.

En primer lugar, hay funciones enteras que no tienen ceros. Para ellas no hay factorizacion
posible, el argumento de Euler daria un absurdo por ejemplo aplicado a la serie de Taylor
de e¢*”. Todas son de la forma e con g entera por tanto las factorizaciones seran salvo multi-
plicacién por €9. El otro obstdculo tiene que ver con la convergencia. Si una funcién entera no
idénticamente nula tiene infinitos ceros {a,}° ;, necesariamente a,, — oo porque los ceros no
tienen puntos de acumulacién. En particular, el producto [[>7,(z — ay) andlogo al habitual
de la factorizacién de polinomios no tiene sentido, da infinito. Una soluciéon parcial es sacar
un factor infinito (—1)" [] a,, considerando en su lugar [[° (1 — z/ay). Lo malo es que hay
algo mas sutil: si los a, no crecen rapido, el producto se puede anular aunque ninguno de sus
factores lo haga. Por ejemplo para a, = n 'y z = 1/2, usando la desigualdad 1 —z < e™* si

x € [0,1] que proviene de la serie de Taylor de e~ %,

0 10~ = [T oo (-

porque la serie armonica diverge.

No podemos acelerar el crecimiento de los ceros porque estan fijados pero si se puede
acelerar el producto infinito introduciendo unos factores artificiales que no se anulan. De esta
forma se consigue que los productos solo se anulen donde deben. Por ejemplo, para a, = n

)—>0

S|

>

n=1

DN | =

probaremos

N
(7) lim (1 - 3>ez/” =0 siysolosi zeZ*.
—00 n

El factor e*/™ no sirve para nada mds que para que el producto vaya més rdpido y que un
teorema asegure que en esas condiciones es cero si y solo si alguno de sus factores es cero.

2. Productos infinitos

Con lo visto anteriormente, esta claro que algo debemos estudiar sobre la convergencia de
productos infinitos. Escribiremos los factores de estos productos como 1+ z,, porque estaremos
interesados en que a la larga tengamos un producto de niimeros que son practicamente unos.



Un convenio un poco chocante que se toma en variable compleja es definir

o0 N
(8) H(l + zp,) converge si A}l_r)nm H (1 + z,) existe y no es cero.
n=1 n=
ZnF#—1

Eliminar el valor cero esta relacionado con los problemas antes descritos (en [3, §7.1] hay més
comentarios). Cuando el limite se anula, se dice que el producto diverge a cero.
También se define un concepto de convergencia absoluta:

1 N
(9) nl;[l(l + z,) converge absolutamente si A}gnoog(l + |zn|) existe.

Todo lo que necesitamos saber sobre convergencia de productos infinitos esta recogido en
los dos resultados siguientes:

Proposicién 2.1. El producto [[;7 (1 + z,) converge absolutamente si y solo si y > | |z|
converge.

Proposicion 2.2. Si un producto converge absolutamente entonces converge. En particular es
cero solo cuando se anula alguno de sus factores.

En resumen, si solo estamos interesados en la convergencia absoluta, como serd nuestro
caso, los productos infinitos se comportan como los finitos y la convergencia es tan facil o
dificil como la de una serie.

Demostracion de la Proposicion 2.1. Esté claro que

N N
(10) T+ zal < T+ |20D),
n=1 n=1

entonces si el producto converge absolutamente la serie también converge. Por otro lado, la
desigualdad 1+ z < €%, que se sigue facilmente de que e* —x — 1 es creciente en R, implica

N
(11) H(l + |Zn|) < 622]:1 ‘zn|

n=1

De aqui, los productos parciales estan acotados superiormente y como forman una sucesién no
decreciente, convergen. a

Para referencia posterior, separemos la siguiente desigualdad finita:



Lema 2.3. Para z, numeros complejos cualesquiera y M > N enteros positivos, se cumple

N

M
(12) ‘H t+20) = [T (1 +20)

n=1

< X ol (eZatva ol 1),

Demostracion. El primer miembro es

N M N M
(13) ‘H(1+Z”)“ H (14 2p) —1‘ H (1+ |zn|) ( H (1+]zn|)—1)
n=1 n=N+1 n=1 n=N+1

donde la desigualdad se sigue pensando en el desarrollo de los productos y tomando el médulo de
cada sumando. En esta situacion, basta aplicar la desigualdad 1+x < e” — 1 antes mencionada.
O

Demostracion de la Proposicion 2.2. Por la Proposicién 2.1, la serie Y |z,| converge y en par-
ticular solo pueden existir un nimero finito de términos con z, = —1, digamos z, #* —1 para
n > Np. Si descontamos los factores con n < Ny, por la definicién (8) el producto no se anula,
asi que la parte final del enunciado es consecuencia de lo anterior.

La convergencia absoluta y la Proposicién 2.1 aseguran que las sumas parciales de |z,
estan acotadas, entonces se tiene para M > N > Ny por el Lema 2.3 con z,, = 0 para n < Ny

M N
(14) ‘ T[] +z)— JT (1420

n=~Np n=~Ny

< C( SN lanl 1>‘

La sucesién de sumas parciales es de Cauchy, pues |z, | converge por tanto cuando M, N — oo
el lado derecho tiende a cero y se deduce que los productos parciales comenzando en Ny son
una sucesion de Cauchy y por tanto su limite existe. Ademds, si en el Lema 2.3 tomamos
M — ooy z, =0paran < N con N grande, se sigue que el limite no es cero. O

3. Funciones enteras con ceros dados

En primer lugar, definamos los factores artificiales que mencionamos en el primer apartado
para evitar problemas con la divergencia a cero.
Para k € Z>q se llama k-ésimo factor primario o factor elemental a la funcién entera

(15) Ej(z) = (1 — 2)e=t#/2+2° 34428k

donde se sobreentiende Ey(z) =1 — z.
Una forma muy versatil pero un poco enrevesada de la factorizacién de funciones enteras
es la siguiente [1, VIL5]:



Teorema 3.1. Sea {a,}5°; una sucesion dando todos los ceros en C — {0} de una funcion
entera f repetidos con su multiplicidad y sea {k,}52, una sucesion de enteros de modo que

° r 1+kn

(16) Z (ﬁ) converge para todo r > 0.
an

n=1

Entonces existe una funcion entera g tal que
o

(17) f(z) = 2%/ I Br, (2/an)
n=1

donde k es el orden del posible cero de f en el origen. Ademds el producto converge absoluta-
mente y uniformemente sobre compactos.

Ya hemos senalado que |a,| — oo porque los ceros no son aislados. Esto implica que
tomando k,, = n es seguro que (16) se cumple. Con eso tenemos un enunciado méas limpio pero
menos econdmico, que es corolario de lo anterior:

Teorema 3.2 (Teorema de factorizacién de Weierstrass). Sea {a,}>2; una sucesion que da
todos los ceros en C — {0} de una funcion entera f repetidos con su multiplicidad. Entonces
existe una funcion entera g tal que

(18) f(z) = 2"/ [T En(z/an)
n=1

donde k es el orden del posible cero de f en el origen.

Veamos si asi conseguimos factorizar f(z) = sen z, como querfa Euler. Los ceros son +7mn
y la condicién (16) se cumple para k, = 1 ya que fijado r € RT se tiene 72> n"2 < co. Como
en z = 0 hay un cero de orden 1, el Teorema 3.1 asegura, agrupando +£n,

19 = 29O [ By () By (- =),

(19) senz = ze };Il 1(7rn) 1( 7rn)

Recordando la definicién (15), cada factor se simplifica a 1 — 22/(7n)?. En definitiva, hemos
probado

00 2
(20) sen z = ze9(?) 1- =),
};[1 ( 772n2>

si hubiéramos usado el Teorema 3.2 no se habria producido tal simplificacién. Esto estd rela-
cionado con que no hay unicidad en (17), podemos poner k, més grande de lo que necesitamos
si nos apetece pero eso complicaria el aspecto final.



Lo malo de (20) es que no sabemos quién es g. El Teorema 3.1 solo asegura que existe y
eso es natural porque, como habiamos senialado, la factorizacién solo puede hacerse moédulo
funciones de la forma e9 ya que estas no afectan a los ceros. Una teoria desarrollada por Hada-
mard permite limitar a polinomios las posibles g e incluso determinarlas con més informacion
sobre la funcién de partida siempre que no crezca muy deprisa. Uno de los resultados méas
representativos es el siguiente:

Teorema 3.3 (Teorema de factorizaciéon de Hadamard). Si para cierto p € Rt con parte
entera d, una funcion entera f con infinitos ceros satisface

(21) lim | f(z)le”1*" =0,

Z—00
entonces (17) se verifica con k, = d y g un polinomio de grado menor o igual que d.

A las funciones enteras que cumplen (21) para algin p se dice que son de orden finito. No
todas las funciones enteras lo son, un contraejemplo es cos e*.

Como cabe esperar, si f tiene solo un nuimero finito de ceros, el resultado es todavia valido
con la misma prueba, simplemente el producto en (17) serd finito en ese caso.

Para f(z) = senz = (e** — e7%*)/(2i) la condicién (21) se cumple por ejemplo con p = 1.1,
lo cual lleva de nuevo a que k, = 1 es una eleccién vélida y afina més (20) asegurando que
existen constantes A, B € C tales que

2

o0
22 — 2P ] (1- ).
(22) senz = ze H 5.2

n=1
La funcién S en (4) es entera completando su definicién en la singularidad evitable z = 0
con S(0) = lim, ,0S(z) = 1. En la férmula anterior, S(0) = 1 implica B = 0y S(z) =
S(—z) implica A = 0. Por tanto hemos probado la férmula de factorizacién del seno que
convenientemente empleada justifica el argumento de Euler:

(23) senz:zH(l—W)
n=1

Dicho sea de paso, Euler llegé a probar esta férmula sin la variable compleja del siglo XIX
con un bello argumento basado en que los polinomios (1 +iz/n)" tienden a e'*. El original se
puede encontrar en [2] y es totalmente legible, aunque a un lector moderno la falta de rigor le
inquiete un poco [5].

Otro ejemplo destacado es la funcién I'. No es homolomorfa pero 1/T si lo es: los polos de T’
dan lugar a singularidades evitables que son ceros. Se puede probar, aunque no lo haremos



aqui, que

e_ls‘p

(24) lfm

=0 tod > 1.
s|=o00 I'(s) para todo p

Como 1/T" tiene ceros simples en Z<g, el Teorema 3.3 permite escribir

(25) 1“(13) = geAstB ﬁ (1 + %)e‘s/n.
n=1

Sabemos que sI'(s) = I'(s + 1) tiende a 1 cuando s — 0, por tanto B = 0. La constante —A es
la llamada constante de Euler-Mascheroni que, hasta donde se sabe, no admite una expresion
sencilla. Escogiendo s = 1 y tomando logaritmos, con algunas manipulaciones sencillas [3, §7.4]
se tiene

) — _0.5772...

S|

N
(26) A=—y= lim (log(N +1)-Y

n=1

La férmula resultante para I' es

27 (s = T (14 2) e
o DR )

n—=
y permite probar algunos resultados interesantes. Por ejemplo, calculando —sI'(s)I'(—s) con
ella y recordando I'(1 — s) = —sI'(—s), se tiene la comparar con (23)

T

28 I'(s)I'(1 —s) =
(28) (1= 5) = s

que es la formula de reflexion de Euler. Por otro lado, escribiendo (27) como el limite de los
productos parciales y recordando (26) se puede deducir (véase [3, §7.4.1] para los detalles) la
formula debida a Gauss

, N*NI
(29) Lo = i D G )

Para la funcién ¢ de Riemann también se conoce que (21) es vélido para todo p > 1. El
Teorema 3.3 aplicado a la funcién entera (s — 1){(s) implica

00
eAs+B

an =S e
n=1 "




Se conoce A = log(2m)—1y B = —log 2. También se conocen todos los ceros a,, en el semiplano
izquierdo Rz < 0. Se conjetura que los ceros en el semiplano derecho cumplen Ra,, = 1/2. Este
es un problema abierto desde hace mas de 150 anos, llamado la hipdtesis de Riemann, cuya
solucién tendria consecuencias sobre lo que sabemos acerca de los nimeros primos. También
se conjetura que todos estos ceros son simples. Los avances en todo este tiempo sobre la
localizacién de los ceros han sido minimos, ni siquiera se conoce un € > 0 tal que los ceros en
el semiplano derecho satisfagan Ra, > €.

4. Demostracion de los resultados de factorizacién

Incidiendo en lo visto en la primera seccién, lo natural en (17) serfa escribir 1 — z/a, como
factores en el producto infinito, esto es, Ey(z/ay) pero ello no asegura la convergencia. El tinico
proposito de introducir los factores primarios (15) es conseguir que Ej, (z/a,) esté tan cerca
de 1 para a, grande que el producto necesariamente converja. el siguiente resultado muestra
como esta cercania a 1 aumenta con k.

Lema 4.1. Dado k > 0, se verifica
(31) |Ep(z) — 1] < |z|F+? para todo |z| < 1.

Demostracion. Un cilculo prueba que Ej(z) = —2Fexp(z + 2/2 + -+ + z/k). Esté claro con

ello que E,(Cn)(O) =0 para 1 < n < k porque Ej, tiene un cero de orden k en z = 0 y pensando

en la serie de Taylor de la exponencial, Elin) (0) < 0 para n > k. Esto implica que la serie de
Taylor de Ej es de la forma

oo
(32) Ex(z)=1+ Z anz" con ap <0.
n=k+1
Entonces para |z| <1
oo o0
(33) |Ep(2) — 1] :( > anz"‘ <= 37 anleM = 21 - E(D)
n=k+1 n=k+1
y como Ej(1) = 0 se deduce el resultado. O

Demostracion del Teorema 3.1. Veamos primero que el producto converge absolutamente para
cada z. Sea r = |z| y escribamos

(34) [[E.z/an) = ] Benz/an) ] (1—1—(Ekn(z/an)—1)).
n=1

lan|<r |an|>r



En el segundo miembro el primer producto es finito. Por el Lema 4.1

(35) B, (2/an) =1 < b, con b, = ( r >1+kn

|an|
v la Proposicién 2.1 y la Proposicién 2.2 aseguran que el segundo producto converge y lo hace
absolutamente, porque Y |b,| converge.

Para la convergencia uniforme sobre un compacto K, sea r tal que |z| < r para todo z € K.
Por el Lema 2.3 con M — oo y (35)

00 N

(36) [T B (z/an) = TT Bulz/an)| < C(eXnmnmlel —1),
n=1 n=1
lan|>r lan|>r

Por la convergencia de )_ |b,|, esta cantidad se acerca a cero cuando N crece independien-
temente de z y entonces la convergencia es uniforme sobre K. En particular (34) define una
funcién holomorfa que se anula exactamente en la sucesién a,. De esta forma, f dividida entre
este producto y z* es entera y sin ceros por lo cual es de la forma €9, ya que C es simplemente
conexo. 0

La clave para demostrar el Teorema 3.3 es probar que las funciones enteras que no crecen
mucho no pueden tener ceros que crezcan poco. Hay varios resultados de este tipo que inicial-
mente se desarrollaron para entender los misteriosos ceros de la funcién ¢ de Riemann. El que
emplearemos aqui es:

Proposicién 4.2. Sea {a,}22, una sucesion que da todos los ceros en C—{0} de una funcion
entera f repetidos con su multiplicidad. Si f cumple (21) entonces > |a,| P~ converge para
cualquier € > 0.

Demostracion. Supongamos f(0) = 1, lo cual se puede conseguir siempre reemplazando f por
27k f y dividiendo por una constante. Esto no modifica los a, ni un valor admisible de p. Si
llamamos N(r) a la funcién que cuenta con multiplicidades el nimero de ceros de f en |z| <,
la formula de Jensen afirma que

TN 27 )
(37) /0 t(t) dt = 2171/0 log ‘f(re’e)‘ de.

Este resultado es bien conocido y asequible. Esencialmente lo que se hace para obtenerlo es
que si f no tiene ceros con |z| < r, y consecuentemente el primer miembro es nulo, se tiene
f = e9 en esta regién con g(0) = 0 y el segundo miembro es también nulo debido a la férmula
integral de Cauchy en la siguiente forma:

(38)

o 2 27 z

2m 2m
! / log ‘f(rew)‘ df = L Rg(re) do = 3‘%1/ 9(z) dz = Rg(0) = 0.
0 0 |z|=r



Se puede forzar que una funcién entera no se anule en un disco a base de dividir por factores
lineales y para cada uno de ellos (37) no es dificil. De esta forma se puede completar una
demostracién. Véanse los detalles en [4].

Por (37) se tiene que los n tales que 2™~ < |a,| < 2™ son a lo més

2m+1

1 N(t) 1 2m 2(m+1)p
N(2™) < dt < 2ty df =
(39) (%) < log2/m t - 27rlog2/0 ( ) log2 ’

donde para la segunda igualdad se ha usado (21) suponiendo m mayor que cierta constante
mo € Z". Entonces

sl 9(m+1)p

1 = 1
(40) ) e = > X Tl = > e oz 2

|an|>2m0 m=mg 2m-1<|q, |<2m m=my

que converge por ser una serie geométrica de razén 27¢ < 1.
La hipdtesis inicial f(0) = 1 es inocua pues si no se diera basta aplicar la demostracién
anterior a 2~ * f dividido por una constante. O

Un resultado auxiliar sencillo es una consecuencia del Lema de Schwarz:

Lema 4.3 (Lema de Borel-Carathéodory). Si f : D — {z D Rz < M} es holomorfa con
f(0) =0, entonces se cumple

(41) If(2)] < para todo z € D.

Demostracion. La transformaciéon de Mébius T'(z) = z/(z — 2M) aplica el semiplano Rz < M
en D y se cumple 7'(0) = 0 por tanto T o f estd bajo las hipétesis del Lema de Schwarz que

implica |T'(f(z))| < |z|. Empleando la desigualdad triangular y despejando |f(z)| se sigue el
resultado. 0

Demostracion del Teorema 3.3. Como d+1 > p, el criterio de comparacion y la Proposicion 4.2
aseguran que (16) se verifica con ky, = d.

Lo que resta probar es que g en (17) es un polinomio de grado menor o igual que d.
Por simplicidad supondremos £ = 0 y f(0) = 1, lo cual no restringe generalidad pues, como
antes, siempre se puede reemplazar f por 2 *f y dividir por una constante sin modificar d.
Escribamos (17) como

z) _ 1 _ f(z)
(42) e9?) = fr(z) la}gR Fale/an) con fr(z)= o or Eq(zjan)’

10



El producto en la primera igualdad es holomorfo en |z| < Ry fgr es entera y no se anula en
|z| < R. La convergencia uniforme sobre compactos permite tomar logaritmos y derivar d + 1
veces para obtener

fr(2) SR

Aqui se ha usado Efy(2)/E4(2) = 24/(z = 1) = 2% 1+ 2472 + ... 4 1 — (2 — 1)7L. Véanse los
detalles sobre la convergencia en [3, T.1.17].

Vamos a probar que si |z| < R/4 entonces el segundo miembro de (43) tiende a cero cuando
R — o0, de ahi se deduce que g(d“) = (0 y por tanto que g es un polinomio de grado a lo
mas d. Para el segundo sumando basta emplear comparacion

1 4\ d+1 1
(44) Z |a, — 2|3+ = <§) Z |y |3+

lan|>R lan|>R

que tiende a cero cuando R — oo por la Proposicién 4.2, ya que d+ 1 > p.

El primer sumando de (43) es mas complicado. Sabemos que fr no se anula en |z| < R por
tanto existe Fr holomorfa con fr = ef® y F r(0) = 0 y consecuentemente el primer sumando
es F glﬂ). Si D es el disco centrado de radio R/2, por la férmula integral de Cauchy se tiene
para |z| < R/4

(@) _<d+1>!/ Fe(w) | _(d+1)! R R as
(45) |F (z)‘—‘ o o oy e = 2y () ‘ﬁgﬂw}g(w)y

Recordando la definicién de fr en (42), esta claro que si |z| = 2R se cumple |fr(z)] < |f(2)]
y la condicién (21) implica que para R grande |fr(z)| < ef?”. El principio del médulo maximo
asegura que esta desigualdad es también cierta para |z| < R, donde la funcién Fg estd definida
y verifica e™® = |fg|. Con ello RFr(z) < RF si |2| < R. La funcién Fr(Rz) estd bajo
las hipétesis del Lema 4.3 con M = RP. Aplicdndolo con z = w/R y |w| = R/2 se deduce
|Fr(w)| < 2RP que sustituido en (45) implica que F I(%dﬂ), que es el primer sumando de (43),
también tiende a cero cuando R — oo. U
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