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2 CAPITULO 7. PRODUCTOS INFINITOS

Comenzaremos este capitulo, dilecto lector, con la discusion detallada y un punto
maniquea, y que tiene su aquél, de cémo se asigna valor a un producto infinito de
numeros complejos.

Pasaremos seguidamente a mayores para abordar el producto infinito de fun-
ctones holomorfas. La principal herramienta para «construir» productos infinitos
holomorfos es el teorema 7.13, llamado M de Weierstrass, que ilustraremos en pri-
mera instancia con tres preclaros productos infinitos: la funcién generatriz de las
particiones, el producto de Euler de la funcion ¢ de Riemann y la factorizacion de
Euler de la funcion seno.

Usaremos, y hasta abusaremos, del teorema M de Weierstrass para construir
funciones holomorfas con ceros dados, funciones meromorfas con polos y partes prin-
cipales en ellos dados y funciones holomorfas que interpolan entre valores dados.
Como ilustracién central de toda esta técnica se exhibird la construccién de la fun-
cion meromorfa I' como producto infinito.

Finalmente, como frutilla de la torta o guinda en el pastel, estudiamos las pro-
piedades algebraicas del anillo de las funciones holomorfas y el teorema de Bers, ese
que dice que isomorfia de anillos de funciones holomorfas equivale a biholomorfia de
los dominios subyacentes.

iPlanazo! jQue no se demore!

7.1. Productos infinitos de niimeros complejos

Supongamos que (z,)5 ; es una sucesiéon de nimeros complejos. Queremos «dar
sentido» al producto de todos los términos de esa sucesién. Procediendo andloga-
mente a cémo se define la suma de una serie, podriamos considerar la sucesién de
productos parciales

n oo
(]1;[1 Z]) n=1"
exigir que el limite de esta sucesion exista en C y asi definir, si fuera el caso, el (valor
de ese) producto infinito como ese limite. Y a fe que se podria definir de esta manera.

Pero para nuestros propdésitos ulteriores esta definicién tan natural adolece de
ciertas carencias. La primera es que en cuanto haya un cero entre los términos de la
sucesion a multiplicar, el producto asi definido seria 0, independientemente de todos
los demds términos. De manera que si el producto de (zp)n>2, no converge (por
ejemplo, z, = 2, para n > 2), el mero anadido a la sucesién de un primer término
21 = 0 lo harfa converger; pero serfa una convergencia ficticial.

Por otro lado, y en sentido opuesto, con este enfoque tan directo, podria ocurrir
que un producto infinito de niimeros valiera 0 sin que ninguno de los factores lo fuera.

'Pudiera parecer ésta una objecién bizantina, pero, créalo, lector, no lo es.

VARIABLE COMPLEJA IT  —version preliminar, 7 de marzo de 2018 — JjosE L. FERNANDEZ



7.1. Productos infinitos de nimeros complejos 3

Por ejemplo, si z, = 1/2, para n > 1, entonces la sucesién de productos parciales,
H?:1 1/27 = 2-n(n+1)/2 tiende a 0. Y eso no conviene, no, porque uno de nuestros
objetivos es formar productos de funciones holomorfas que se anulen exactamente
donde se anulen los factores.

Por todo esto, para introducir la nocién de convergencia de productos infinitos de
una sucesion (2 )n>1 de nimeros complejos distinguiremos, en alambicada casuistica,
varios casos, seguin aparezcan ceros o no entre los factores zj,.

1. SIN CEROS: z, # 0, para cada n > 1. Si

Iim zj existeyes#0,
n—oo
j=1
decimos que el producto infinito [[7; z, converge y que el valor de ese producto

infinito es
n

[o¢]
| | Zp = lim 2j .
n—+00 4

n=1 7=1

Silimy, oo H?ﬂ Zj no existe o existe y es cero, el producto infinito queda decla-
rado inexorablemente como no convergente.

2. NUMERO FINITO DE CEROS: si hubiera un ntimero finito de ceros (y al menos
uno) entre los términos a multiplicar, entonces decimos que el producto infinito
converge sélo si el producto infinito quitando los factores nulos converge (es decir,
por el caso (1. Sin ceros) si el limite de los productos parciales existe y no es nulo)
y declaramos entonces que el valor del producto infinito es 0.

3. INFINITOS CEROS: si hubiera infinitos ceros en la sucesién, de partida y sin
miramientos claudicamos y declaramos que el producto infinito no converge: simple-
mente no esta definido.

Observe el lector que, por su mera definicién, un producto infinito convergente
es cero si y sélo si alguno de los factores z, es cero.

Podemos compactar esta triple definicién en la siguiente:

Definicién 7.1 Sea (z,)n>1 una sucesién de numeros complejos. Decimos que el
producto infinito [[77, z, converge si y sélo si se cumplen las dos condiciones
siguientes

= sélo hay un ntimero finito de indices n con z, = 0 y, ademas,

lim zj existe y no es 0 (ni ooc) .
n—oo

=1

z; 70
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4 CAPITULO 7. PRODUCTOS INFINITOS

Para un producto infinito convergente, el valor del producto infinito es

n

o

H zn = lim H Zj;
n—oo

n=1

J=1

valor que serd 0 si y sélo si alguno de los z; es 0.

I'Z Nota 7.1.1. &1 Cuando todos los z, son no nulos, sélo en esta situacién, y si fuera el caso

que
n

lim H z; valiera 0 o valiera ooc,
n—oo
j=1
entonces hay gente que diria que el producto infinito diverge a 0 0 a coc, respectivamente. Atencion,
en esta situacién el producto infinito no converge. '

Reconozcamos, lector, todos a una y sin miramientos hipdcritas, que es ésta
una definicién poco agraciada .. .estéticamente hablando. Y, en primera impresién,
adusta y hasta agria de carédcter, a qué negarlo. Pero no se alarme, lector, porque
tan sdlo es una primera impresion, y que tras conocerla un poco su trato deviene
amable y hasta facil.

Observe lector que la convergencia o no de un producto infinito no depende de
sus primeros factores, es decir, que dadas dos sucesiones (z,)n>1 ¥ (Wn)n>1, si para
un cierto N > 1 se tiene que z, = w, para n > N, entonces Hzozl Zp, converge si y

s . o0
sélo si [~ wy, converge.

Para las series convergentes, como sabemos, el término general converge a 0; para
los productos infinitos convergentes, el término general tiende a 1:

o0

Lema 7.1 (Término general de productos infinitos) Si el producto [[,;°

verge, entonces lim, o z, = 1.

Zn COM-

DEMOSTRACION. Si z, # 0, para n > N, entonces se tiene que

H;'L:N j

1 )
H;'L:N Zj

y numerador y denominador convergen a una misma cantidad, que es no nula. W

Zn —

Una costumbre notacional: como la convergencia de un producto infinito deman-
da que su término general tienda a 1, es frecuente escribir los factores del producto
infinito en la forma

zn = (14 wy)

donde los w,, son nimeros complejos con firme voluntad de tender a 0.
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7.1. Productos infinitos de nimeros complejos 5

La convergencia a 1 del término general z, de un producto infinito no basta para
concluir la convergencia del producto infinito; consulte lector el ejemplo 7.1.3

Siguen, lector, unos cuantos ejemplos de sucesiones (zp)p>1 cuyos términos son
todos no nulos y que son no convergentes por razones diversas o son convergentes.

EJEmpLO 7.1.1

e}

1 1
- =3

n=1
Los z, son no nulos y tienden a 1. Como

n(n + 2)

—_— ara todon > 1,
mntmn+1) P =

Zn —

los productos parciales se escriben, cancelando factores,

1212_1.3 2-4 35 (n-=1m+1) nn+2)  1n+2
T 2753 14 n-n (n+1)(n+1) 2n+1°

De manera que

y el producto infinito converge a % '
EJEMPLO 7.1.2 Siz, =2, sin espary z, = 1/2 sin es impar, el producto infinito
no converge.

La sucesién de productos parciales es 1/2,1,1/2,1,..., que no converge. &

EJEMPLO 7.1.3 Siz, =n/(n+1) paran > 1, entonces [ [, | zn no converge ya que
lim;,— 00 H?:l zj = 0.

Los 2, son no nulos y tienden a 1. Los productos parciales son

- 12 n—-1 n 1
sz:, ..... . = , paracadan > 1.
2 3 n n+1 n—+1

De manera que lim,,_, szl 2z, = 0, y el producto infinito no converge. &

EJEMPLO 7.1.4 Si z, = (n+1)/n para n > 1, entonces lim, o H;’;l zj = 00c, Y
por tanto, el producto infinito no converge.

Los z, son no nulos y tienden a 1. Los productos parciales son

n
2 3 1
sz:,.f... n_.nt =n+1, para cada n > 1;
P 1 2 n-1 n
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6 CAPITULO 7. PRODUCTOS INFINITOS

De manera que limy, o [[f_; 2k = 00c, y €l producto infinito no converge. &

I’= Nota 7.1.2. &1 Hay quienes dirfan que el producto infinito del ejemplo 7.1.3 diverge a 0.
Esos mismos dirfan también que el producto infinito del ejemplo 7.1.4 diverge a infinito. jCosas! .#

Un ejemplo més, que nos dard algo de juego més adelante para contrastar alguna
que otra nocién.
EJEMPLO 7.1.5 Sea (an)n>1 una sucesion de nimeros reales positivos tal que limy, o ay, =
0.

Definimos una sucesion (z,)n>1 mediante

Zop—1 =1+ ap,
1 paran > 1.

1+a,’

22n

Entonces el producto [[;7 z, es convergente y, de hecho,
oo
H Zn = 1.
n=1

Ningun z, es cero. Denotemos con p, el n-ésimo producto parcial. Se tiene

p2n217

, paran>1.
p2n—1:1+an7

Y, por tanto, lim,— oo pn = 1. &

El logaritmo transforma productos en sumas y deberia, si lo tiene a bien, ser
capaz de trasladar la cuestién de la convergencia o no de un producto infinito en una
pregunta sobre la convergencia de una serie. Como el lector bien sabe, el logaritmo
«complejo» requiere cuidadoso manejo.

Lema 7.2 Sea (zp)n>1 una sucesion de nimeros complejos tal que |z, — 1] < 1,
para cada n > 1. Entonces el producto infinito [[77 z, converge si y solo la serie
Yo Lnz, es convergente.

Ln z significa la rama principal del logaritmo definida en el plano complejo C
salvo el eje real negativo y con argumentos entre —m y 7. En el enunciado se exige
que |z, — 1| < 1y, por tanto, que (z,) > 0, de manera que podemos tomar Ln z,.

Para que un producto [ z, converja hace falta que lim,, o 2z, = 1, de manera
que, en particular, ha de tenerse que |z, —1| < 1, para todo n > N, para un cierto N,
y entonces el lema nos dice que []77 2, convergerd siy s6losi Y~ \ Ln z, converge.
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7.1. Productos infinitos de nimeros complejos 7

DEMOSTRACION. Observe, lector, que z, # 0, para cada n > 1.
Si > >, Ln z, converge, digamos, lim,, o Y ; Ln z, = a € C, entonces expo-
nenciando se obtiene que limy,, oo [[he 2n = €* # 0, y [[72; 2n converge.

La implicacién en la direccidon contraria es algo més laboriosa. Supongamos que
H;’;l zn, converge, digamos a P # 0. En particular, lim,_,. 2, = 1.

Escribamos z, = rpe’" con 1, = |2,| y con 6, € (—m, 7). Como z, — 1, se tiene
que 1, — 1y que 6, — 0.

Como [[22, 7, = |P| # 0, se tiene que ¢'2n=1% = P/|P|, de donde como
lim;, 00 0, = 0, se deduce que Y 7 | 6,, converge, digamos a ¢, que es tal que e =
P/|P|. De manera que

m m
lim D Inz, = lim_ > (Inry +16,)
n=1 n=1
m m
= lim_ <1n(Hrn) +129n) = In|P|+16,
n=1 n=1
¥y >l Lnz, = In|P| + 1. |

7.1.1. Criterio de Cauchy para productos infinitos

Hay un criterio de Cauchy para la convergencia de productos de infinitos, andlogo
al criterio de Cauchy para la convergencia de series, que nos permite certificar que
un producto infinito converge sin necesidad de exhibir el limite de los productos
parciales.

Proposicién 7.3 (Criterio de Cauchy para producto infinitos) Sea (z)n>1

o0
una sucesion de niumeros complejos. El producto infinito H zn converge si y solo si

n=1

m
(%) para todo € > 0 existe N tal que ’ H zj — 1‘ <e,
j=n+1

para cualesquiera n,m tales que N < n < m.

DEMOSTRACION. Observe el lector que tanto la condicién (x) como la propia con-
vergencia implican que sélo hay un ndmero finito de ceros entre los z,. Asimismo,
registremos, lector, que la condicién (x) y la mera convergencia no dependen de cual-
quier numero finito de los primeros factores, podemos suponer y suponemos que no
hay ningin cero entre los z,.

Supongamos que el producto infinito converge. Denotemos [[72 2, = P # 0 y
sea p = infy,>; ‘ H?Zl zj‘ > 0. Acotamos, si 1 < n < m, como sigue:

‘ H Zj_l’:’]_[’?»’ ‘HZj—sz‘Sf‘sz—sz‘.
Pl =170 G5 Ga R S
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8 CAPITULO 7. PRODUCTOS INFINITOS

De donde se deduce que la convergencia de [[72; z, a P, cuando n — oo, implica
que para N suficientemente grande se cumple la condicién (x).

Supongamos ahora que se cumple (x). Observe el lector que, como consecuencia,
la sucesion de productos parciales estd acotada: sea v = sup,,>4 | H;‘:l 2j | Acotamos,
si 1 <n < m, de la siguiente manera:

‘Hz] Hz]‘—‘Hz]H H z]—1‘<u‘ H zj —

j=n+1

)

para concluir que la condicién (%) implica que la sucesién de sucesién H?’Zl zj (inde-
xada en n) es de Cauchy y, por tanto, converge, digamos a un cierto P. Resta s6lo
comprobar que P no es cero. Pero si usamos la condicién (%) con ¢ = 1/2, vemos
que, fijando el correspondiente N de (x) y haciendo m 1 oo, se tiene que

m
1§ C_
‘mgnoo H & 1‘§1/2’

J=N+1
y, en particular, 0 # limy, o0 [[72 n 1 2j, ¥, finalmente, 0 # limy, o0 [[72; 2;, pues
de partida y sin pérdida de generalidad habiamos podido suponer y supuesto que no
habia ceros entre los z,. |

Ya sabemos que si un producto infinito converge, entonces el término general
tiende a 1. Seguidamente vemos con ayuda del criterio de Cauchy (de series) que si
el término general tiende a 1 rapida y pertinentemente, entonces el producto infinito
es convergente.

Proposicién 7.4 Sea (z)n>1 una sucesion de niumeros complejos. Escribamos z, =
1+ wy, para cadan > 1.
Si 372wy, converge y Y oo | |wy|? < +o0, entonces [[oo zn converge.

Para la verificaciéon de la proposicion 7.4 apelaremos a la aproximacién, que se
recoge en el lema siguiente, de la funcién holomorfa Ln(1+ z) definida en D que tiene
desarrollo en serie de potencias de z:

0 n+1
1+2) :Z z", paratodozeD.

n=1
Lema 7.5 Se cumple que

|Ln(1+42) — 2| < |22, para todo z tal que |z| < 1/2.

DEMOSTRACION.
o0
1 1 |2|?
[Ln(1+2) —2[ <Y —[o]" < o] ZWL_m- m
n:2
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7.1. Productos infinitos de nimeros complejos 9

DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION 7.4

Como Y 0% | |w,|? < +o0, se tiene que |wy,| < 1/2, para n > M, para un cierto
entero M > 1. Obviando los primeros términos de la sucesiéon, podemos suponer que
|wp| < 1/2, para todo n > 1.

Como, entonces

| Ln(1 4 wy) — wy| < lw,|?  para cadan >1,

y como Y o2, |wy|* < 400, el criterio de Cauchy para series nos dice que > oo wy,
converge siy sélosi >~ Ln(14w,) converge. Por tanto, y > | Ln(1+wy) converge,

y exponenciando se deduce que [[>7; z, =[], (1 4+ wy,) converge. [ |

Un producto infinito puede converger sin que se den ninguna de las dos condi-
ciones de la proposicién 7.4. Veamos.

Tomemos en el ejemplo 7.1.5 a, = 1/y/n, para n > 1, y los z, alli definidos
que son tales que [[°7; z, = 1. Pongamos z, = 1 + w,, para cada n > 1. Tenemos
Wap—1 = ap, para cada n > 1, asi que > 7, lwy,|? = co. Pero, ademés,

a? 1

Wop—1 + Woy = —— = paran > 1;

l4a, n++n’

de manera que Y 2 | w, NO converge.

7.1.2. Productos infinitos de niimeros reales positivos.

Analizamos seguidamente la convergencia de productos infinitos de ntmeros
reales positivos.

Lema 7.6 (Convergencia de productos infinitos de nimeros reales positivos)

1) Si zyn > 0, para cada n > 1, entonces [[; (1 + x,) converge si y sdlo si
Y omey Ty < +00.

2) Si0 <z, <1, para cada n > 1, entonces [ [72 (1 — z,) converge si y sdlo si
S 1wy < +00.

n=1

Para su demostracién, y eventualmente en lo que sigue, usaremos la siguiente
acotacion elemental de la exponencial:

Lema 7.7 Para todo x € R se tiene que
1+x<e*.
Para todo x € [0,1/2] se tiene que
e <1—g<e®,
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10 CAPITULO 7. PRODUCTOS INFINITOS

DEMOSTRACION DEL LEMA 7.6. 1) Todos los factores 1+ x,, son > 1. La sucesién de
productos parciales []’ = 1(1 4+ ;) es monétona no decreciente. Asi que el producto
[[2: (1 +n) converge si y sélo la sucesién de productos parciales [[7_; (1 + ;) estd
acotada superiormente.

Como 1+ x < e* para todo x € R, tenemos que

n
H + ;) ) < X,

Por tanto, si Y _, x, < 400, el producto [[>2 (1 + x,) converge.

Reciprocamente: como los z,, son positivos se tiene que
n n
1+ij < H(l—i—xj), para todon > 1.

Por tanto, si el producto []>7 (1 + x,,) converge, entonces > o | &, < +00.

2) Todos los factores 1 — x,, cumplen 0 < 1 — z,, < 1. La sucesién de productos
parciales [[i_, (1 — ;) es mondtona no creciente. Asf que el producto [[;2 (1 — ;)
converge si y sélo si la sucesién de productos parciales H;l:l(l x;) estd acotada
inferiormente con cota inferior > 0.

Como 1+ x < e* para todo x € R, tenemos que

n
H 1—z;) <e” 251

Por tanto, si el producto [[72 (1 — ;) converge, entonces y - |, < +00.

Reciprocamente, si > ", &, < +00, entonces lim,, o z, = 0y z, < 1/2, para
n > N. Como e ?* <1 —z, para 0 < x < 1/2, se tiene, para n > N, que

]=1 J=1 J=N+1 J=1
N
> (H(l—x )) e 2Xm1% > )
j=1

Puesto que hemos encontrado una cota inferior estrictamente positiva de los produc-
tos parciales H?Zl(l — xj), se sigue que H?‘;l(l — xj) converge. [ |

El lema 7.6 dilucida la convergencia de []°7; y, donde los y, son nimeros posi-
tivos, en dos casos especiales: aquel en que ¥y, > 1, para todo n > 1, y aquel en que
€ (0,1], para cada n > 1.

Supongamos que (Yn)n>1 €s una sucesién de ndmeros positivos que querrfamos
multiplicar. Clasificamos los y,, en esta tarde primaveral, segin sean mayores o no
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7.1. Productos infinitos de nimeros complejos 11

que 1. Escribamos los y, > 1 como y, = 1 + z,, (asi que z,, > 0), y los y, < 1
como y, = 1 —x, (asi que estos x, también son x,, > 0), y menores que 1. Es decir,
pongamos T, = |y, — 1|.

Si >0 | xp < 00, tenemos por una parte que ]_[yn21 yp converge y por otra que
Hyn <1 Yn asimismo converge, asi que (compruébelo, lector) 77, yn converge. Aqui
hemos usado ambas partes del lema 7.6.

Asi que de que Y 27 x, = > 02 |yn — 1| < 400 se deduce que el producto
[1,2 yn converge.

Pero el reciproco no es cierto, a pesar del lema 7.6, es decir, de que [[>7; yn
converja, no se sigue que > " |y, — 1] < +oo. La razén es que de que el producto
[1,2 yn converja, no se deduce que los productos [1,.519n ¥ 11, <1 Yn converjan.

Veamos. Si en el ejemplo 7.1.5 ponemos a, = 1/n, para n > 1, de manera que
Yo =n/(n+1) y yan—1 = (n+ 1)/n, para cada n > 1, entonces se tiene que

0o
Hyn:17
n=1

pero 0 [yant1 — 1 = 3500 1/n =400,y 307 [yan— 1] = 3207, 1/(n+1) = +00
y, ambos, [[, <1 yn ¥ [],, <1 yn no convergen.
7.1.3. Comparacion de productos finitos

El siguiente lema, y el subsiguiente corolario, tratan ambos de acotaciones y
comparaciones de productos finitos de nimeros complejos y nos serdn de utilidad
para comprobar convergencia de productos infinitos.

Lema 7.8 Si z1,29,...,2, € C, entonces
n n
‘H(1+zj)—1‘ < I+ 10 1.
j=1 j=1

Y también, claro,
n

n
)HZj-l’ SH(l—i—‘Zj—l’)—l.
i =1

DEMOSTRACION. Como [[7_;(1+2;)—1= 37" 2j+> ;2 2+, tomando valor
absoluto,

‘H(l—kzj)—l‘ < Izl + Y el g+ =T+ 1)) - 1
j=1 i=1

i#j j=1 |

Corolario 7.9 Si z1,29,...,2zm € C, entonces para 1 < n < m se tiene que
m n
‘ [Ta+z)-J[a+ Zj)’ < exim Bl(e2omn ol 1),
j=1 J=1

VARIABLE COMPLEJA I —version preliminar, 7 de marzo de 2018 — JosE L. FERNANDEZ



12 CAPITULO 7. PRODUCTOS INFINITOS

DEMOSTRACION. Usando el lema 7.8,

n m n m
‘ (1+zj)—H(1+zj)‘ - \H(sz)\ ‘ I1 (1+zj)_1]
Jj=1 J=1 J=1 j=n+1
n m
<TIa+1sD ((TT a+1zh - 1),
j=1 j=n+1
La prueba concluye apelando a que 1 + x < €%, para todo x € R. [ |

7.1.4. Convergencia absoluta de productos infinitos

Sea (zp)n>1 una sucesién de nimeros complejos. Pongamos z, = 1 + wy, para
cada n > 1.

Definicién 7.2 Se dice que el producto infinito [[[2) zn = [[[Z,(1 +wy) converge
absolutamente si [ 172 (1 + [wy|) converge.

En virtud del lema 7.6 tenemos que la convergencia absoluta del producto H;’il Zn =
[[;2:(1 +wp) equivale a que 3772 [wy,| < +oc.

(e 9]

En términos, sélo de los z,: el producto infinito || -1

sty sélosi Y 7|z, — 1] < +o0.

zn, converge absolutamente

I’& Nota 7.1.3. &1 No, lector, la convergencia absoluta del producto H;’;l Zn, NO es la conver-
gencia de J[7Z, |2n[, no; sino la de J[7Z, (1 + [z — 1]).
o

La convergencia absoluta implica la mera convergencia. Es éste, de hecho, el
criterio méas util (y mas utilizado, oiga) para comprobar la convergencia de productos
infinitos.

Teorema 7.10 (Teorema bésico de convergencia) Sea (z,),>1 una sucesion de
. . . 7700 TT00
numeros complejos. Si Hj:1 zn converge absolutamente, entonces Hj:1 Zn converge.
En otros términos, si

[e%S)
(¥) Yl — 1] < 400,
n=1

entonces

o
H Zn converge .
=1
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7.1. Productos infinitos de nimeros complejos 13

Podemos escribir, y escribimos, este teorema en la forma alternativa

[e.e]

oo
Z |wy| < 00 = H(l + w,) converge.
j=1 j=1

El teorema 7.10 afirma que si z,, — 1 rdpidamente, en el sentido de que > > ; |z, —
1| < 400, entonces [[7 ;| z, converge.

DEMOSTRACION. La condicién (*) del enunciado nos da inmediatamente que sélo hay
un numero finito de ceros entre los z,. Por tanto, para probar convergencia podemos
suponer y suponemos que no hay ceros entre los z,.

Pongamos w, = z, — 1, paran > 1.

Apelemos al criterio de Cauchy para productos infinitos, proposicién 7.3. Para
enteros N,n,m tales que 1 < N < n < m se tiene, por el lema 7.8 y el lema 7.7, que

I -1 = TT avw)—1)< T Grlh-1<em( 3 lul) -1

j=n+1 j=n+1 j=n+1 j=n+1
m [ee]
:exp<Z\zjfl|>71§eXp( Z |zj71\)71.
j=n+1 j=N+1

Observe, lector, como en el tltimo paso hemos reemplazado el rango de sumacién de
n+1am porel de N a occ.

Finalmente, dado € > 0, tomamos ¢ > 0 definido por ¢’ — 1 = ¢ y a continuacién
fijamos un entero N > 1 tal que Z;’iNH |zj—1| < 0, para concluir quesi N <n <m

entonces
m
‘ H zj—l‘ < —l=¢,

j=n+1

que es la condicién de Cauchy.

Alternativamente, podemos deducir este teorema 7.10 como consecuencia de la
proposicién 7.4 sin mds que observar que si » ., |w,| < 400 entonces, primero,
> 02, wy, converge, y ademds como |wy| < 1 paran > N, para un cierto N, tenemos
que |wy|? < |wy,| paran > N, y, por tanto, que Y o0 | |wy,|? < +oc. [ |

Le anunciamos al lector que en el contexto de productos infinitos de funciones
holomorfas que nos ocupara seguidamente usaremos casi exclusivamente productos
absolutamente convergentes.

La convergencia de un producto no implica su convergencia absoluta, es decir, el
reciproco del teorema 7.10 no es valido.

EJEMPLO 7.1.6 Volvemos al ejemplo 7.1.5. Tomamos a, = 1/n para cada n > 1,
de manera que zop, = n/(n+1) y zon—1 = (n+1)/n, para n > 1.
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14 CAPITULO 7. PRODUCTOS INFINITOS

o0

n—1 Zn O converge absolutamente

Se tiene que [[2; z, = 1. Pero el producto []

pues
o0 oo
> leioa 1=
k=1 k=1

= +00.

=

&

En el siguiente ejemplo se analiza la convergencia absoluta y la convergencia de
ciertos productos infinitos que quizas, lector, puedan servir como piedra de toque
para contrastar tanto el lema 7.6 como el criterio del teorema 7.10.

EjemMpLO 7.1.7 Convergencia de [[;2 (1 +xy), donde (x)n>1 €s una sucesion de
nimeros reales.

Escribamos 1 4 2z, = /1 + 22 ¢¥», con 6,, € (—n/2,7/2), para cada n > 1.
Observe, lector, que ninguno de los factores es 0, de manera que tan s6lo hemos
de preocuparnos de si la sucesién de productos parciales

N

py = ]+ ) =

n=1

Mo
n=1"n = para N > 1,

converge o no, cuando N — oo.

Le presentamos, lector, dos juegos de hipdtesis que equivalen a la convergencia
de T2, (1 + wxy).

e Primero: [[°° (1 +1z,,) converge si y sélo si Y oo 22 < +o0y > oo 0, converge.
Esto se sigue directamente de combinar el lema 7.2 y la parte 1) del lema 7.6.

ee Alternativamente, [[°, (1 +12z,,) converge si y sélosi > 00 22 < +ooy D00 oy,

n=1*n
converge.

Para verificar esta segunda equivalencia bastard con comprobar que bajo la
. z . o0 2 o . 7 . o0
hipdtesis de que ) >~ x; < 400 entonces y >~ x, converge si y sélo si Y > 0,
converge.
Usando la acotacién (véase la nota 7.1.4)

1
(%) |z —arctanx| < Z:EQ’ para todo z € R,

se tiene, en particular, que
|Zy, — On| = |z, — arctanz,| < 2, paratodon >1,

y, por tanto, para 1 < N < M, que
M M M
DO SYAES o3
n=N n=N n=N
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7.1. Productos infinitos de nimeros complejos 15

El criterio de Cauchy de convergencia de sucesiones nos da el resultado.

Finalmente, lector, las sucesiones =, = 1/n, paran > 1y x, = (—1)"/y/n nos
confirman que las condiciones Y >, 22 < 400y >.°° | x,, convergente son indepen-
dientes. &

I’Z Nota 7.1.4. &1 La desigualdad () se deduce, por ejemplo, como sigue. Para z > 0, tenemos
T 2

m—arctanm:/ (1—;)du:/ Y
0 14 u? o l+u?

Para u > 0 se tiene que 2u < (1 + ©?), de manera que

x 2
x—arctan:cg/ u du:x—
) 2 1

En cuanto a convergencia absoluta del producto [~ (1 4 uz,,), observe, lector,
que [[o_;(1 + wx;,) converge absolutamente si y sélo si > > |zy,| < +o0.
Esta tltima condicién implica que Y_°° | x,, converge y que > oo 22 < +00. Y
estas dos condiciones equivalen a su vez, segin hemos visto mas arriba, a la mera

convergencia del producto [>7_; (1 + wxzy).

Si tomamos z,, = (—1)"/n, para n > 1, el producto infinito [~ (1 + wzy)
converge, pero no converge absolutamente. &

Reordenacién de factores, subproductos y convergencia absoluta.

Los productos absolutamente convergentes gozan de dos propiedades de las que
carecen, en general, los productos que son simplemente convergentes. En primer
lugar, los factores de un producto absolutamente convergente se pueden reordenar
arbitrariamente sin que esto afecte al producto resultante. Y, en segundo lugar,
cualquier subproducto de un producto absolutamente convergente es asimismo (ab-
solutamente) convergente. Recogemos estas propiedades en la siguiente proposicion.

Proposicién 7.11 Si[[>7 z, converge absolutamente y sio : N — N es una aplica-
cion biyectiva, es decir, una permutacion de N, entonces [[,2 Zo(n) también converge
(absolutamente) y, ademds,

(*) H Zn = H Za(n) -
n=1 n=1

Ademds, si (ng)k>1 es una sucesion creciente de naturales, entonces HZO:1 Zny
converge.
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16 CAPITULO 7. PRODUCTOS INFINITOS

DEMOSTRACION. La segunda parte del enunciado se sigue directamente de que

9] &)
D lzm =1 <D |z — 1] < +o0.
k=1 n=1

Respecto de la reordenacion, observe, lector, que

(o] (o)
D oy =1 =l — 1] < +00,
n=1 n=1

asi que el producto reordenado [0, Zo(n) COLVErge (absolutamente). Resta compro-
bar ().

Para esta comprobacién restante usaremos el siguiente lema, que podemos inter-
pretar como de continuidad en ooy de la permutacién o.

Lema 7.12 Sea o una permutacion de N. Podemos «determinar» una funcion m: N —
N tal que, para todo n € N, se tiene

o{l,2,...,m(n)} D{1,2,...,n}.
Ademds, m(n) > n, para cada n € N.

DEMOSTRACION. Simplemente, definimos m(n) = méx{oc=1(1),071(2),...,07(n)}.
De que 0{1,2,...,m(n)} tiene m(n) elementos se sigue que m(n) > n. [ |

Continuamos con la demostracién de la proposicion 7.11.

Para verificar (x) podemos suponer y suponemos que ninguno de los factores z,
es cero y entonces que [[>2 | z, = P # 0. Incluso, dividiendo si acaso el primer factor
por P, que [[72 2z, = 1.

Denotemos P, = HI:L:l 2k, para cada entero n > 1. Asi que lim,, ..o P, = 1. Y
sea N, = c{1,2,...,m(n)}, para cada entero n > 1.

Ahora, para cada entero n > 1, se tiene que

Zo(k) = Pn - H 2k -

k=1 k‘eNn;
k>n

Ademss, por el lema 7.8 y la acotacién 1 + z < e”, para x € R, tenemos que

‘ I1 zk—llgexp< 3 ]zk—1|>—1§exp<2\zk—1]>—l.

kENy; keNy; k>n
k>n k>n
Como > 72, |z — 1| < 400, deducimos que
lim H zr =1.
n— o0

keNn;
k>n
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7.2. Productos infinitos de funciones holomorfas 17

Como ademads lim,,_,o P, = 1, concluimos que

m(n)
lim ZJ@)::l.

n—00
k=1

Finamente, como ya sabemos que [[}~ Zo (k) converge, concluimos que

= ()
11 7o) = Jim I 2009 =1
k=1 k=1

En el ejercicio 7.8.3 se recogen algunas virtudes adicionales de los productos
infinitos absolutamente convergentes. Dicho queda.

7.2. Productos infinitos de funciones holomorfas

El teorema 7.13, de Weierstrass, es el criterio y teorema fundamental sobre con-
vergencia de productos infinitos de funciones holomorfas, asunto éste al que vamos
a dedicar con indecible entusiasmo e ilusién desbordada todo este capitulo.

Antes de enunciar este teorema de Weierstrass, introducimos, lector, un poco de
notacion y alguna definicién conveniente.

A. Conjunto de ceros de una funcion holomorfa

Para una funcién g holomorfa en un dominio €2, denotamos por Z(g) al conjunto
de ceros de g. Si g no es idénticamente nula, entonces, por el principio de ceros
aislados, Z(g) es un conjunto discreto de €2, es decir, un conjunto sin punto alguno
de acumulacion en ).

Denotamos por m(g, b) la multiplicidad de b € Q como cero de la funcién g; asi
que m(g,b) = 0 significa que g no se anula en b.

Conviene notar, lector, que si g1, go, . . - , g son funciones holomorfas en el domi-
nio {2, entonces

m(H?Z1 95, b) = Z?Zl m(g;,b), paratodobe Q.

B. Derivada logaritmica de una funcién holomorfa

Para una funciéon g holomorfa en un dominio 2, definimos su derivada lo-
garitmica D[g| como la funcién dada por

9'(2)
g9(2)

La funcién D[g] es holomorfa en 2\ Z(g) y meromorfa en todo €2, pues en cada cero b
de g la funcién D[g] tiene un polo de orden 1 con residuo m(g,b).

Dig)(z) = para todo z € Q\ Z(g).
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18 CAPITULO 7. PRODUCTOS INFINITOS

La derivada logaritmica aparece aqui, en el presente contexto de productos de

funciones, porque si gi, ..., gr son holomorfas en el dominio €2, entonces
k k
D[Hfj} => Dlfl.
j=1 j=1

La razén del término «derivada logaritmica» se debe a que, formalmente, D[g] se
obtiene tomando el logaritmo de g y luego derivando. En un entorno de cada punto
a donde la funcién g no se anula, podemos tomar un logaritmo holomorfo h de g, es
decir, una funcién holomorfa h tal que e = g en ese entorno y, entonces, Dlg| =K.

7.2.1. Criterio M de Weierstrass, para productos infinitos

El siguiente teorema, llamado clasicamente M de Weierstrass, es el criterio
fundamental para crear funciones holomorfas como productos infinitos de
funciones holomorfas.

Teorema 7.13 (Teorema M de Weierstrass) Sea (fn)n>1 una sucesion de fun-
ctones holomorfas en un dominio 2, ninguna de las cuales es idénticamente cero.

Supongamos que para cada compacto K C Q y para cada n > 1 existe M, > 0
tal que

CONDICION M: 1 — fu(2)| < M,, paratodo z € K,

y tal que Y7 M, < +oc.

Entonces, para cada z € Q el producto infinito [[,2 fn(z) converge absoluta-
mente.

La funcién F(z) £ [[52, fu(2), definida para todo z € Q, cumple:
1) HOLOMORF{A. F es holomorfa en €.

2) CONVERGENCIA. Si denotamos Fy(z) 2 [12_, fu(2) al producto parcial N-ésimo
de las fy,, entonces la sucesion (Fy)n>1 converge uniforme y absolutamente
sobre compactos de Q) hacia F', cuando N to oo.

3) CEROS. Z(F) =21 Z(fn), y mds ain,

m(F, z) = Zm(fn,z) para todo z € Q.
n=1

4) DERIVADA LOGARITMICA. Para cada z € w\ Z(F) se tiene que

=) F)
2 7m " F@

De hecho,
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7.2. Productos infinitos de funciones holomorfas 19

Observe, lector, que la sucesion (M,)5, de la condicién M puede, en general,
depender del compacto K. Quizds debiera notarse como M pero hemos preferido
simplemente M,, por no sobrecargar.

DEMOSTRACION. Para cada z € (Q, la convergencia absoluta del producto infinito
[1,2, fn(2) se sigue de la condicién M aplicada al compacto K = {z} y del teorema
7.10.

Prueba de 1) y 2). Fijemos un compacto K C Q y sea M, la sucesién asociada
a K que nos da la condicién M. Denotemos por H = Z;}il M; < +oo.
El corolario 7.9 nos da que para 1 <n <m y para z € K

1156 = [T = 55 (35 ).
i =1

Manteniendo fijo z € K y haciendo m 1 oo, deducimos que
|F(z) — Fp(2)| < e2i=1 M (ezﬁnﬂMi -1) < et (ez?;nJrle -1).

Esta acotacion nos da la convergencia uniforme de F,, a F sobre K, puesto que
Z;”;n 1 Mj — 0 cuando n — oo. Por consiguiente, tenemos 2) la convergencia
uniforme sobre compactos de F, hacia F'y, consecuentemente, 1) la holomorfia de F'

en todo 2, por el teorema 5.14.

Prueba de 3). Como, por la propia definicién de convergencia de productos infini-
tos, F'(z) = 0siysélosi fr(z) = 0 para algin n > 1, vemos que Z(F) = (o7, Z(fn).

Supongamos ahora que b es un cero de F'. Este b serd cero de un nimero finito de
las fi,. Reordenando los factores si fuera necesario podemos suponer que f;(b) para
1 <j < N,yque fj(b) # 0 para j > N. La supuesta reordenacién de factores es
inocua, en virtud de la proposicién 7.11.

Sea G la funcién holomorfa G(2) =[],y fj(2). Esta funcién G no se anula en b,
es decir, m(G,b) = 0.

El producto finito H(z) = vazl fj(z) tiene en b un cero de orden m(H,b) =
Z;V:l m(f;,b). Como F es el producto F = HG, tenemos que

N
m(F,b) = m(H,b) +m(G,b) = m(H,b) = Y m(f;,b),
j=1
como queriamos verificar.
Prueba de 4). Por el teorema de convergencia de Weierstrass, teorema 5.14, te-

Q
nemos que Fjy = F’, cuando N — oco. Por tanto,

Fy oz F!
Fy F
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20 CAPITULO 7. PRODUCTOS INFINITOS

Ahora bien, para cada N tenemos que si z ¢ Z(Fy), en particular, si z ¢ Z(F),

Fi(2) < fi(2)
Fy(2) ‘Z (2)

Por consiguiente,

F/(z) = 3 fé(z) ara todo z
F(Z)_; " P todo z € Q\ Z(F).

EJEMPLO 7.2.1

H(l—l—zzn):liz, para todo z € D.

Consideremos la sucesion (f,)n>0 de funciones holomorfas en D dadas por
fu(z) =142 paran>0yzeD.
Para r € (0,1) y para |z| < r, se tiene que

1= fal2)] <77,

y como »_ > 2" < 400, vemos que se cumple la condicién M del teorema 7.13 en

el compacto cl(ID(0,r)).
Asi que

o0

F(z) =[] +2"")
n=0
define una funcién holomorfa en D. Como Z(f,) = (), para cada n > 0, se tiene
que F' no se anula en el disco unidad.
Para N > 0, sea Fy el producto parcial Fy(z) = Hﬁ;l(l + 2%"). Por induccién,
se comprueba que para cada N > 1 se cumple

Fy(z)(1—2)=(1- z2N+1), para todo z € D,

y, por consiguiente, haciendo N 1 0o, deducimos que

1

F(z)= 1 , paratodo z €D
-z
es decir,
-~ n 1
H(1+22):1 , paratodozeD.
-z
n=0

Nétese que, de hecho,

oN+1_1

FN(z):1—|—z+z2—|—---+z2N+1_1: Z 23, paratodo z € D.
j=1
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7.2. Productos infinitos de funciones holomorfas 21

Al tomar derivada logaritmica de F' obtenemos que

z =, ong2t
= —_— ara todo z € D.
1—2 7;)1+Z2” par § &

7.2.2. Funcion P generatriz de las particiones

Consideremos el producto infinito en D, dado por

P(Z):Hl—lzj’

J=1

Para |z| <r <1y j>1, se tiene que
1

11—

| 2|9 ] 1 4
= — < — < rl.
1—2l| = |1—2/| — 1—r

’ 1

El criterio M de Weierstrass, teorema 7.13, nos da que P(z) es una funcién holomorfa
en D y ademés que P(z) # 0, para todo z € D.
Escribimos el desarrollo en serie de potencias de z de P(z) en la forma:

oo
P(z) = Zp(n) 2", paratodo z € D.
n=0

Simplemente, por ahora, p(n) es el coeficiente n-ésimo del desarrollo de la funcién
P(z). Observe lector, que p(0) = 1.

Una particion del niimero n > 1 es un conjunto de enteros > 1 cuya suma
da n. Al decir «conjunto» indicamos que el orden de los sumandos no es relevante.
Asi3 =142y 3 =2+1 son la misma particién de n = 3. A los sumandos se les
llama partes de la particion. El nimero 5 tiene las siguientes siete particiones:

O9=1+1+14+141+1
O9=1+1+1+2

5=1+2+2
5=1+1+3
5=2+4+3
5=1+4
5=5

Convencional y convenientemente, declaramos que el nimero de particiones del
nimero 0 es 1. Somos asi de generosos.
Podemos representar las particiones como listas. Una particién de n es una su-

cesiéon (Ry, Ra, ..., Ry,) de nimeros enteros R; >0y R, > 0 de manera que
m
D _iRj=n
j=1
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22 CAPITULO 7. PRODUCTOS INFINITOS

Aqui cada R; indica el nimero de veces que aparece la parte j en la particién. Por
tanto, m < n y la parte mayor de la particién es m. Con esta notacion, las siete
particiones de n = 5 de antes se escriben

5), (3,1, (1,2), (2,0,1), (0,1,1), (1,0,0,1), (0,0,0,0,1).

Fijemos un entero k£ > 1 y consideremos el producto parcial finito

L
Pu(z) =[] —
j=1

Esta funcién racional Pj(z) es holomorfa en D. Denotemos su desarrollo en serie de
potencias de z por

Py(z) = Zpk(n) z", paratodo z €D.
n=1

Desarrollando, para 1 < j < k,

o0
1—27 .
m=0

y multiplicando, vemos que
pr(n) = ‘nimero de particiones de n con partes de tamano < k’.

Como

1
P(z) = P,(2) H = Po(z)(1 + ‘términos de grado > n + 1°)

tenemos que

p(n) = pp(n) = ‘ntmero de particiones de n con partes de tamano < n’

= ‘ntmero de particiones de n’

Es por esto que a P(z) se le denomina funcién generatriz de las particiones:
su coeficiente n-ésimo, p(n), es el nimero de particiones distintas del nimero n.

Como P(z) no se anula en el dominio simplemente conexo I, podemos tomar un
logaritmo holomorfo In P(z), que, como P(0) = 1, queda univocamente determinado
si exigimos, y exigimos, que In P(0) = 0. Pues bien:

Lema 7.14
Zk:

1—2k’

para todo z € D.

=

(7.1) nP(z) =)
k=1
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DEMOSTRACION. Para cada m > 1, consideramos la funcién g,,(z) = In(1/(1 — z2™),
que vale 0 en z = 0. Cada funcién g¢,,(z) es holomorfa en D y se desarrolla en
potencias de z como

1
Z% ZFm . para todo z € D.
k=1

Observe, lector, que |gm(z)] < gm(]z]), para todo z € D.

Tome nota, asimismo, lector, de que

-1 1 1
2|, |mk s
k!z\ Zkl ’z‘k = I_MZnM
(*) m=1 n=1

1
7 | |<+oo, para todo z € D.
— |z

1—\Z|

El cambio de orden de sumacién en (x) estd justificado pues se trata de términos
nonegativos.
De () se deduce que

= Z gm(2)
m=1

converge uniformemente sobre compactos de D y que G(z) es holomorfa en D. Con
un cambio de orden de sumacién que, de nuevo, la acotacién (*) legaliza, se tiene que

1 2k
G(2) :ZE TR para todo z € D.
k=1
Finalmente, para todo z € D,
N N 1
exp(G(2) = lim exp ([ gm(2) = M [[ - = P(2).
m=1 m=1 [ ]

Al mirar (con interés) el enunciado del lema 7.14, al lector se le habra ocurrido
sin duda que una posible ruta para verificar su veracidad (la del lema) pasa por
tomar logaritmos. {Verdad, lector? Al fin y al cabo, la derivada de la izquierda de
la férmula (7.1) es la derivada logaritmica de un producto infinito que admite una
expresién como serie por el criterio M de Weierstrass, mientras que la de la derecha
es una serie, por el teorema 5.14 de Weierstrass y la convergencia uniforme sobre
compactos a G(z) que hemos justificado en la demostracién del lema 7.14. Ademas,
los dos lados de (7.14) valen 0 en z = 0.

Veamos. Queremos verificar que In P(z) coincide con la funcién G(z) de la de-
mostracion del lema 7.14. La derivada de In P(z) es la serie

lnP
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24 CAPITULO 7. PRODUCTOS INFINITOS

La derivada de G(z) es, derivando sumando a sumando,
! _ - 2
& =2 gy

Jj=1

iVaya! Los sumandos de cada indice j no coinciden. ;Y entonces? jAh!, pero es
que no estamos tratando con series de potencias. Veamos. Cambiemos el indice de
sumacion de la serie de G de j a k y apelemos a que

1 - . y
m :ijj 1 paratodow e D,
j=1

para deducir que

1 <z _ k—1 kj—1
G'(2) = (1_21.:)2*22 ZJZJ
k=1 k=1 j=1
0o 0 ' o'} Zj_l
=2 2 T =) 5 = PY()
k=1 j=1 j=1

El cambio de orden de sumacién que acabamos de llevar a cabo se justifica cabalmente
con el mismo argumento que en la prueba del lema 7.14. jVaya susto!

7.2.3. Funcion ¢ como producto infinito

La funcién ¢ se ha definido, véase el apartado 5.2.2, mediante la serie (de Diri-
chlet)

1
C(Z):Zﬁa para z € Hj .

La funcién ¢ es holomorfa en Hy.
El objetivo de este apartado es discutir la siguiente representacién de Euler
de la funcion ¢ como producto infinito:

1
(7.2) C(2) = H ———, Dparatodo z € Hy
S 1=1/p

Cuando escribimos y escribamos Hp significamos producto infinito indexado con
la sucesion de ntimeros primos ordenados de forma creciente. Denotamos con py,
el n-ésimo primo: p; = 2,ps = 3,p3 = 5,.... Observe el lector que p, > n para
todon > 1.

1) Recordemos que, para a real y a > 0, la expresion a* significa a® = eln(@)z

donde In(a) es el logaritmo usual (como nimero real) de a. Asi que z — a* define
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una funcién entera, que no se anula en ningin punto de C. Observe el lector que
la?| = a™*), para todo z € C.
Si ﬁjamos un primo p, la funcién z € C — 1 — (1/p?) es entera, y se anula en los

puntos ﬁ%k, con k € Z, que estan todos ubicados en el eje imaginario.

2) Para justificar la férmula (7.2) de Euler, primero, a), construimos y analizamos

el producto infinito
()

como funcién holomorfa en H;. Para, seguidamente, b) comprobar que, en efecto,

o0

1 1

E — =) para z € Hj ,
n

Se)

n=1
es decir, la identidad (7.2).
2.a) Comenzamos introduciendo, para cadan > 1, la funcién auxiliar f,, dada por

1
fn(z)zl—p—z, para todo z € C.

n

Cada f(2) es una funcién entera y se anula solo en el eje imaginario.
Fijemos una abscisa ¢ > 1. Para z € H,, tenemos que

|1_fn( )‘ -

23

y como » 2, n~7 < 400, deducimos que se cumple la condicién M del teorema 7.13,
pues cada compacto K C Hj esta contenido en un semiplano H,, para algiin ¢ > 1.
Por consiguiente, el producto infinito

F(Z)éﬁfn(z):ﬁ<1_pl%> :l;I<1_plz)

define una funcién holomorfa en Hj.

Observe el lector que cada funcién f,, no se anula en ningiin punto del semiplano
H, y por tanto, en particular, no se anula en el semiplano Hj.

Por consiguiente, el producto infinito F' no se anula en todo el semiplano Hj.

2.b) Pasamos seguidamente a comprobar la conexién de este producto F', o mejor,
de su reciproco 1/F, con la funcién (.

Para cada entero N > 1, denotemos por Sy al conjunto que consiste de 1 y de
todos aquellos niimeros naturales que en su factorizacién en primos sélo intervienen
los N primeros primos pi,...,PN-
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26 CAPITULO 7. PRODUCTOS INFINITOS

Para cada entero N > 1, tenemos la siguiente expresiéon explicita de produc-
to parcial 1/Fy donde Fn(z) es el producto parcial HnN:1 fn(2): para z € Hjy, se
cumple que

=YY () = X

a1>0 an>0 keSn

Observe el lector como en el argumento anterior se han multiplicado un numero
finito de series absolutamente convergentes.

Podemos ya comparar 1/Fy(z) con ((z) para z € Hj; acotamos la diferencia

1 1 1 1
Fy(2) _C(Z)‘:’ 2 S X grgvnﬂwz)’

n(;éSN n SN

donde hemos usado en la tltima acotacién que si n ¢ Sy entonces n > pyy1 ¥, por
tanto, que n > N +1 > N.
Manteniendo fijo z € H; y haciendo N 1 oo, deducimos que

, 1
A}gnoo m—dz) =0,

y, por tanto, como queriamos ver, que

1 1
].;[1_1/]02 = F(z) =((z), paracadazecH;,

cerrando asi la justificacién de la representacién (7.2)
Proposicion 7.15 La funcion ¢ no se anula en Hy.
DEMOSTRACION. Esto se sigue de que F(z)((z) = 1 para todo z € Hj. [ |

Proposicién 7.16 La funcion F', reciproco de (, puede representarse, en términos
de la funcion de Mébius, como

oo
F(z) :ZNT(LZ), para z € Hj .
n=1

Asi que

— #(n) 1
; = :1;[1_1/292, para z € Hj .
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La funcién de Mobius p es la funcion aritmética dada por

1, sin=1,
pw(n) =< (=1)*,  sin es producto de k primos distintos,
0, en otro caso.

Como |u(n)| < 1 para cada n > 1, la funcién

define una funcién holomorfa en H;. Consulte el lector el apartado 5.2.2.

DEMOSTRACION. Observe el lector que para N > 1 y para z € Hj se tiene que

Fv(z) = H<1—1/pn—1—zf+z .:Zﬂgg)

n=1 n<N pn n#Em; pnpm neSy
n,m<N

Por tanto, para z € Hj, se tiene que

1 1
MSZHMSZW

n=1 n¢SN n(;éSN n>N

de donde, haciendo N 1 oo, con z € Hj, se concluye la demostracion. |

Proposicién 7.17
> =
» p
DEMOSTRACION. Para todo z real con x > 1, tenemos que

@ T (1--7) = 1.

p

Como p* > 2, se cumple, véase el lema 7.7, que
2%, 1/p" b
e » < H <1 pJf) ,
p
y, por tanto,

p

<227<2 -
p

En la dltima desigualdad hemos usado que = > 1. El resultado se sigue de que
limgq ((x) = 4o00. |
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28 CAPITULO 7. PRODUCTOS INFINITOS

Derivada logaritmica de ¢ y funciones ® y T

De la representaciéon (7.2) de la funcién ¢ como producto infinito se deduce que
su derivada logaritmica se expresa

¢(2) _ In(p)
(%) C(z)__zp:pz—l’ para todo z € Hj .

Observe el lector, quizas tras consultar el ejemplo 5.2.3, que el miembro derecho
de (x) es, salvo signo, la expresién definitoria de la funcién Y. Por consiguiente,
tenemos que

"(z > Aln
_i((z)) :T(Z):Zr(ﬁ)’ para todo z € Hj .

Recuerde, lector, de este vistazo rapido al ejemplo 5.2.3, que A es la funcién (aritméti-
ca) de von Mangoldt.

La expresién (x) de ¢’/¢ es muy parecida a la de la funcién —®. Recuerde, lector,
que la funcién ® aparecié en el ejemplo 5.2.2 y estd definida por

n=1

1
D(z2) = ZI;(ZP), para todo z € Hj .
P

Nos permitimos volver a enunciar, ahora en términos de la derivada logaritmica
¢'/¢ y de @, la comparacién entre T y ® recogida en la proposicién 5.18.

Proposicion 7.18 Eriste una funcién holomorfa D en H, /s tal que

¢'(2)
((2)

En otros términos, ('(2)/((2) + ®(2) es (se extiende a ser) holomorfa en H, /5.

=®(2) + D(z), paratodo z € H; .

7.2.4. Funcién seno: formula de Euler como producto infinito

La férmula de Euler que expresa la funcién seno, o mejor, la funcién z — sen(w z),
como producto infinito reza asi:

00 2
(7.3) sen(mz) = mz H (1 - Z—Q) , paratodo z€C
n
n=1

En su comprobacién, se derivara una representacion en fracciones simples igual-
mente fascinante:

2 1
T C\7Z
sen?(mz) 7;2 (z+n)?’ para 2 € C1\
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I’ Nota 7.2.1. €1 Poniendo z = ¢ en la representacién de Euler obtenemos el sorprendente
(¢verdad, lector?) resultado de que
oo
1 e’ —e "
1+ ) =525
H ( + n? 2m
n=1

Poniendo z = 1, se concluye que
= 1 sen(mz) 1
17—):11’m7:7.
711:[2( n? 1wz (l—2%2) 2
Consulte, lector, el ejemplo 7.1.1, en el que como uno de los primeros ejemplos de productos infinitos

ya habifamos obtenido este ltimo resultado exhibiendo la sencilla férmula explicita de los productos
parciales. Ve el lector una férmula cerrada manejable para los productos parciales

f[ (1+ %)?
k=1

La funcién sen(mz) se anula exactamente en los enteros Z. jQué cosas!

El producto infinito 7wz ]2, (1 — 22 /n2) que aparece en la representacién de
Euler de la ecuacién (7.3) y que vamos a construir seguidamente se anula asimismo
exactamente en Z. Vaya por Dios!

Discutimos primero este producto infinito, para luego compararlo con sen7z.

a) Producto infinito [0, (1 — 2?/n?) para z € C.

n=1
Para cada n > 1, definamos la funcion entera f,, dada por

2
z
fn(z)zl—ﬁ, para todo z € C;

fn es un polinomio de orden 2 que se anulaen z =ny z = —n.
Sea F' la funcién definida por

Si |z| < R, podemos acotar |f,(z) — 1| < R?/n?. Por tanto, por el criterio M
de Weierstrass para productos infinitos, tenemos que F' es un funcién entera que se
anula exactamente (una vez) en cada entero no nulo.

IZ5 Nota 7.2.2. &1 Observe el lector que al producto []>2 (1 — z/n) no le podrfamos haber
aplicado el criterio de Weierstrass. De hecho, este producto no converge para z real, salvo, en el caso

z=0. 'y

(e o]

o (1 —2%/n?) con la funcidn senz.

b) Comparacion del producto []
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30 CAPITULO 7. PRODUCTOS INFINITOS

Sea

o0 2
G(2) :ﬂ'ZH (1—%) =nzF(z), paratodozeC.
n=1

La funcién G es una funcién entera que se anula exactamente en los niimeros enteros
con multiplicidad 1, es decir, m(G,z) =0, si 2z ¢ Z, y m(G, z) =1, si z € Z. Nétese
la inopinada aparicién del factor 7.

Como las funciones sen(7z) y G(z) se anulan ambas exactamente en los nimeros
enteros, con las mismas multiplicidades, ceros simples, de hecho, tenemos que su
cociente es una funcién entera que no se anula en ningin punto de C. Podemos, por
tanto, pues C es simplemente conexo (consulte, lector, si acaso, el apartado 1.8),
escribir

00 2
(%) sen(mz) =7z 1- = M),
,1;[1 ( n2>

donde H es una cierta funcién entera.

Para completar la verificacién de la factorizacién del seno dada por la ecua-
cién (7.3), hemos de comprobar que la funcién H es, de hecho, una constante. Si
asi fuera, ya habriamos terminado, porque si dividiéramos por 7z la expresién (x) e

hiciéramos tender z a 0, obtendriamos que 1 = e,

Para ver que H es constante, comenzamos derivando (logaritmicamente) ambos
miembros de () para obtener que

1 oo
meotan(mz) = o 2 E ﬁ + H'(z), paratodoz€ C\Z.
n=1

Observe, lector, que como la funcién cotangente es impar, de esta expresion se deduce
que H' es asimismo una funcién impar, es decir, H'(—z) = —H'(z), para todo z € C.

Impasibles, sin perder la cara y mirando al tendido, volvemos a derivar, para
obtener que

7T2 1 1
sont(n) 22 Gaap todo z € C\ Z.
) (o) z”%‘;@mv (), paratodoz€C\

[”& Nota 7.2.3. &1 Para obtener (xx) puede resultar de utilidad la expresién
2z 1 1

n2—22 n—z n+z
para z € C\Z y n € Z. [ )

Seguidamente probaremos que H” = 0. Supongamos por el momento que ese
es el caso y antes de continuar con el argumento formulemos dos observaciones. La
primera observacién es que si H” = 0 entonces

2

s 1 1
T = - todo z € C\ Z,
sen?(mwz) 22 +nz7é0 (z +mn)? bata todo = \
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0, mejor,
2

T 1
—_— = —_— todo z € C\ Z.
sen?(mz) 7;2 (z4+n)?’ bata todo 2 \

Observe, lector, que en cada z entero ambos lados de la descomposicién anterior
tienen un polo.

Y, en segundo lugar, observemos que en cuanto probemos que H” = 0 ya ha-
bremos terminado. La razén es que de que H” = 0 deducirfamos que H’ deberia
ser constante, pero como se trata de una funcién impar, ese valor constante de H’
habria de ser 0, lo que nos daria que H seria constante, lo que, finalmente, como ya
adujimos mas arriba, concluirfa la demostracién de la factorizacién (7.3) de Euler
del sen(7z).

Resta, pues, probar que H” = 0. Reescribamos (xx):

" 1 2
H'(z) = ZZ (z+n)2  sen(rz)

Esta expresion es vélida para todo z € C\ Z. El miembro izquierdo es una funcién
entera: los enteros son singularidades evitables para la funcién de la derecha.
Observe el lector que H” goza de las propiedades de invariancia siguientes:

H"(z+1)= H"(z), paratodo z¢€ C,

y, ademas,
H"(—2)=H"(z), paratodo z¢€C.

Consideremos la regién (cerrada) R = {z € C: |R(2)| < 1/2, &(z) > 0}.

Por las invariancias de H”, si probdramos que H” estd acotada en R, entonces
estaria acotada en todo C y, por el teorema de Liouville, deduciriamos que H” es
constante. Pero en realidad queremos concluir que H” = 0, y no solo que H” es
constante.

Probaremos a continuacion que

(t)  lim |H"(2)|= lim |H"(2)]=0.
|z]—o00; S(z)—o00;
zER zER

Nétese que en la regién R, son equivalentes |z| — 0oy a §(z) — oo. De que el limite
(1) es finito deducimos que H” es acotada en R y, por tanto, que H” es constante
en todo C, pero como ademas el limite en (}) es 0, deducimos adicionalmente que
ese valor constante de H” ha de ser 0.

Para comprobar (1), verificaremos por separado que

2 2

T T
lim ||~ 1m0
(1) |2|—o0; Isen?(m2z) | S(z)—o0; I sS€N?(72)
z€R z€R
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¥y que

TZ ’Z z+n ‘:Jhm ‘Z z+n ‘:0

z|%oo (z)—o0;
z€R z€R

Para w =z + iy € C, con z,y € R, el médulo de sen(w) se puede expresar:
|sen(w)|? = senh?(y) + sen?(x) > senh?(y) .

Por tanto,
| <

sen?(wz) | = senh?(my)’

de donde se sigue (f;).
Para (f,), acotamos primero

1
‘%(z—l—nﬂ’gé

Cada sumando, individualmente, tiende a 0 cuando |z| — oo, pero necesitamos la
convergencia de la suma infinita. Para entero N > 1y z € R, podemos acotar

‘Z (z+n)? ’ Z ‘z+n‘ 2 Z (7111/2)2

1 2
z—{—n‘ ’

n>N+1
1
= Z ‘z—&-n‘ Zﬁ
In|<N n>N

Como para cada n fijo se tiene que lim,| o [1/(z + n)|? = 0, podemos concluir que,
para todo entero N > 1, se tiene que

hmsup)z Crn? ‘ 22;\[7112
n>

z|—><>o

Haciendo N — o0, se deduce finalmente que

1
lim sup ‘ 7‘ =0,
|z]—o00; ne? (Z + TL)2
zER

completando asi la verificacién de (f5).

A. Producto infinito para coseno

Y el coseno, jeh!, ;qué pasa con el coseno? Para el coseno se tiene la siguiente y
correspondiente factorizaciéon como producto infinito:

= 422
cos(mz) = H (1 - m) , paratodo z € C
k=1
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Esta representacion puede obtenerse con un argumento analogo al que ha permitido
obtener la factorizacién del seno, pero es mas eficiente, a estas alturas, deducirla
directamente de la del propio producto infinito del seno usando la identidad trigo-

nomeétrica

~ sen(27z)
cos(mz) = 3 sen(r2)

Véase el ejercicio 7.8.10.

oo
B. La suma de Basilea Z 1/n?

n=1

La cléasica féormula de Euler

1 2
> =%

n=1

puede obtenerse, por ejemplo, a partir de la identidad

2

us 1
sen?(mz) - Z (z+mn)?2

neEL

Veamos. Restando 1/2? de ambos lados y pasando al limite cuando z — 0 se

tiene que
2

— 1 ™ 1
23 =lim (o — — ).
T; n2 250 \sen? (rz) 22

Usando el desarrollo de Taylor del seno alrededor de z = 0 se deduce que

) 2 1 . (72 2% —sen?(7z) , m2B/3 o«

lim (—5— — — ) = lim S = lim —5—— = .

z—0 \sen?(7wz) =z z=0\ 22 sen?(mz) =0 T2z 3
Por tanto,

=1 T

2y =
Zn2 3
n=1

Podemos obtener asimismo la suma de Basilea del propio producto infinito para
el seno. Veamos. Para N > 1, denotemos por Py(z) al producto parcial

N 9
z
P = ||(1——), todo z € C.
N (z) 7rznz1 3 para todo z

Para cada N > 1, este Py(z) es un polinomio de grado 2N + 1. Ademaés Py(z) e
sen(mz). Por tanto, los coeficientes de Taylor del desarrollo en serie de potencias de z
de Py(z) tienden a los correspondientes coeficientes del desarrollo de sen(7z).
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El polinomio Py(z) se escribe:

N
PN(Z):T('Z—T('E — 24T E ! 2°
n? n?m?
n=1 1<n<m<N
Y sen(mz) se desarrolla
LU
senmz =z — 2"+ —2" +
3! 5!

Asf que centrandonos en el coeficiente de 23 y haciendo N — oo, obtenemos que

o0
1 73
Db
n=1

es decir,

2 g
—n 6

Ya puestos, miremos al coeficiente de z°. Escribamoslo,

1 Trreh 182 .1
Y mm=s(Xe) —Xa)
1<n<m<N =

n=1
para concluir, haciendo N — oo y usando la suma de Basilea, que
T 3 1)
51 2\36 nt/’

de donde -

S

7 pr—
—n 90

= Nota 7.2.4. =1 Intuicién a la Euler. Pongdmonos en modo Euler? para verificar que
. 1/n? = w?/6. Se trata de «justificacién» basada en intuiciones y analogfas, pero al fin y a la
postre «correctas.

Un polinomio complejo P tal que P(0) # 0, se factoriza

P(z) = PO0) (1~ 2/aj),

=1
donde ay,

., an son sus raices (todas no nulas). La expresién de P(z) en potencias de z comienza

P(z) = PO)(1 - (ii)er)

s
j=1 "

2Como si fuera fécil, e incluso, posible.
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Asi que

=

1 (0
;E’ 0)'

Podriamos entender la representacién (7.3) del seno como la factorizacién de un polinomio de
grado infinito (serie de potencias): si pusiéramos

2

sentz _ . M o _ 2

—— 1 57 + P(z7)
entonces

2 oo

™
PE=1-Toten v P@=la-s)
de donde se obtendria que
ST
= n? PO) 6’

pues P'(0) = —7%/6 y P(0) = 1. A

C. Férmula de Wallis para el nimero 7

Poniendo z = 1/2 en la férmula de Euler del seno, se obtiene que

1:7;1();0[( 4n2)

de donde

4n? ﬁ 2n  2n 224466

n _sn 243200
2 4n2 —1
n=

7.4
(7.4) Lon—1on+1 " 133557

en otros términos,
(2nn!)4
n—oo ((2n)1)2(2n + 1)

que se puede deducir asaz directamente de la aproximacion de Stirling.

D. Descomposicién en fracciones simples de cotan(nz)

Al tomar la derivada logaritmica del producto infinito (7.3) de Euler para repre-
sentar sen(mz) se obtiene

7.5 ¢ - : todo z € C\ Z
(7.5) mweotan(mz) +ZZ2 —3» DParatodo z \
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36 CAPITULO 7. PRODUCTOS INFINITOS

En realidad, ya nos habifamos topado con la férmula (7.5). En la justificacién,
revisela lector si lo tiene a bien, de la expresién (7.3) de producto infinito para
sen(mz), se obtuvo en un paso intermedio que

mweotan(mz) = 7—22 +H'( ), paratodozeC\Z.

donde H es una funcién entera que trabajosamente comprobamos que a la postre no
era sino H = 0.

7.2.5. Formula de Viete y otro producto infinito de Euler

El usual Vieta, por cierto, es la versién latinizada de Viete (Francois). Asi que
usemos Viete, tal como usamos Euler en lugar de Eulero.

La férmula de Viete es un valor concreto de una férmula de. . . quién si no, Euler,
otro producto infinito para la funcién seno.

El producto infinito que vamos a discutir a continuacién surge de iterar la férmula
del seno del angulo doble o mitad:

sen(z) = 2sen(z/2) cos(z/2), para todo z € C.
Por tanto,
sen(z) = 2?sen(z/2%) cos(z/2?) cos(z/2), para todo z € C,

y, en general, para entero N > 1 se tiene que
sen(z) = 2V sen(z/2V) H cos(z/2"), paratodo z € C.

Para cualquier z € C se cumple que

lim ksen(z/k)==z.

k—00

Por tanto, tenemos la siguiente expresién de Euler del seno como producto
infinito:

sen(z —zHcos (z/2"), paratodo z € C

Este producto infinito converge uniforme y absolutamente sobre compactos de
C. De hecho, como para una cierta constante C' > 0 se tiene que

|cos(z) — 1| < Clz|*, silz| <1,

tenemos que si |z| < Ry si 2V > R entonces

R2
|cos(z/2") — 1] < Cﬁ
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7.2. Productos infinitos de funciones holomorfas 37
Si ponemos z = /2, se obtiene
T T T
1= 5 H COS (ﬁ) .
n=1
Usando recursivamente que cos(z/2) = /(1 + cos(z))/2, para 0 < = < 7/2, se

obtiene la alucinante férmula de Viéte para el nimero =:

1_7r\/§\/2+ﬂ\/2+\/2+\/§
T2 2 2 2

La derivada logaritmica de la expresién del seno como producto de cosenos, nos
da la identidad

1
cotan(z) = — — » — tan <i> , para ze€ C\ {£m,£27,4+3m,... }.

'S Nota 7.2.5. &1 Interpretacién probabilista del producto de Euler. Marc Kac, en el
luminosamente maravilloso [9], da la siguiente interpretacién del producto de Euler® y que descri-
bimos a continuacion con liberal despreocupacién de ciertos detalles de paso al limite.

Usamos el desarrollo binario de los nimeros z € [0, 1],

v i 51;(:3).
n=1

Las & son variables Bernoulli con p = 1/2 completamente independientes en el intervalo [0, 1]. Para
z € C\ {0}, tenemos que
> k
%% = H egk(z)z/Z .
n=1

La independencia completa de la &, nos da para las esperanzas que

E(c™) = [] B(e™/*"),
n=1

es decir,

Con el cambio z — 21z deviene en
sen(z) = z H cos(z/2"),
n=1

para z € C\ {0}. Para z = 0 esta expresién es obvia, y tenemos el producto de Euler. _____ o

3Le recomendamos encarecidamente al lector la autobiografia de Marc Kac [10].
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38 CAPITULO 7. PRODUCTOS INFINITOS

7.3. Funciones enteras con ceros dados en C: Welerstrass

La representacién del producto infinito de la funcién seno invita a discutir la
existencia de funciones enteras con un conjunto de ceros dados.

Si el conjunto dado de ceros es finito: ay, ..., a;,, entonces, un polinomio P(z) =
II,—,(z — an) nos da esa funcién entera buscada. De hecho, todas las funciones
enteras f que se anulan exactamente en los a; se escriben en la forma

f(2) = P(z)e9®)

donde g es una funcién entera arbitraria.
En todo este apartado, (an)n>1 denotard una sucesién de nimeros complejos
tales que

w limy, 00 |an| = +00.
= a, # 0, para cada n > 1.

Esta sucesién (ap)n>1 es el dato; el objetivo es obtener, a ser posible, una fun-
cién f entera que se anule exactamente en los a,. Los a, pueden repetirse y enten-
deremos que f ha de anularse en ese valor repetido tantas veces como aparezca.

La condicién de que lim,_, |a,| = +00 se impone porque si no fuera el caso, es
decir, si liminf,,_,~ |a,| < 400, entonces tendriamos un punto de acumulacién finito
(en C) de la sucesién (a,)52, de ceros y, por el principio de ceros aislados, la tnica
funcién entera que se anularia en una tal sucesiéon seria la funcién nula.

La condicién de que los a,, sean no nulos es, sin embargo, puramente cémoda, y
se impone porque en las construcciones que siguen usaremos (1 — z/a) como funcién
béasica y simple que se anula en a, y no (z — a); y esto, claro, requiere, a # 0. En
cualquier caso, si quisiéramos que una funcién entera f se anulase en z = 0, digamos
k veces, ademds de en los a, dados, tomarfamos f(z) = 2¥g(z), donde g se anula
exactamente en los a,. De manera que esta condicién de que a,, # 0 es inocua y
facilmente soslayable.

Como veremos en este apartado, dada una sucesién cualquiera cumpliendo esas
dos condiciones existe una funcién entera f que se anula exactamente en los a,; no
hay restriccién alguna adicional.

Comenzaremos tratando dos casos especiales de sucesiones (a,): primero las su-
cesiones que verifican ), -, 1/|a,| < 400, para seguidamente considerar, algo mas
generalmente, las sucesiones que cumplen Y. o, 1/|as|? < +00. En este segundo
caso, hardn acto de presencia los llamados factores primarios, que nos permitiran
tratar y abarcar sucesiones generales.

A. Sucesiones que cumplen ) 7, 1/]a,| < +o00

Para cada entero n > 1, tomamos la funcién f,(z) = 1 — z/a,, que se anula
exactamente en a,. Formamos el producto infinito

e =TLhe =TI (1-2).
n=1 n=1 n
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7.3. Funciones enteras con ceros dados en C: Weierstrass 39

Fijemos R > 0. Entonces, para z tal que |z| < R, se tiene que

R

z

an

|fn(z) - 1‘ -

Como > 7 1 (1/|an|) < 400, el teorema M de Weierstrass para productos infinitos,
teorema 7.13, nos da que, en efecto, la funcién f es entera y se anula exactamente
en la sucesién a,. Ya esta.

La «construccién» del producto (7.2) de la funcién seno se enmarca en este caso:
si a, = n?, para n > 1, entonces

se anula en Z \ {0}, y finalmente,

es entera y se anula exactamente en Z.

Si hubiéramos querido construir una funcién que simplemente se anulase exacta-
mente en todos los niimeros naturales en lugar de en todos los enteros, la construccién
anterior habria fallado, pues Y2 ; 1/n = +o00. La simetria de Z ha jugado a nuestro
favor.

B. Sucesiones que cumplen Y >° , 1/]a,|* < +oo

Observe el lector primero que esta condicién es menos restrictiva que la del caso
anterior. La sucesiéon a, = n, n > 1, cae bajo este caso, pero no bajo el anterior.

El truco del caso anterior de usar los factores 1 — z/a,,, los més simples posibles,
no funciona, porque no se tendria convergencia.

Incorporamos un nuevo ingrediente: consideremos, para cada n > 1, el factor

fu(z) = (1 — i) e*/an

Gnp,
Esta funcién entera f,, se anula exactamente en z = a,,.
La acotacién del siguiente lema serd la clave para verificar convergencia de pro-
ductos formados con los factores f,.
Lema 7.19 Se tiene que

11— (1—2z2)e*| <|z>, paratodo z €D.
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40 CAPITULO 7. PRODUCTOS INFINITOS

Supongamos por ahora la veracidad de este lema 7.19. Dada la sucesién (ap)n>1
con >, <y 1/]an|* < +oo, formamos

JMZﬁthﬁ@iﬁW%
n=1 m

n=1

Para verificar la convergencia de este producto infinito, fijemos R > 0. Para z € C
con |z| < Ry n tal que |a,| > R, se tiene, puesto que |z/a,| < 1y por el lema 7.19,

que
2 2
z z R
(-2 < e

an |an] |an|

Con esta acotacién deducimos que
M (-2)e
a
n>1 |an|>R "

converge uniformemente en D(0, R) y define, por tanto, una funcién holomorfa en
D(0, R) que no se anula. Si le incorporamos al producto los factores (un nimero
finito de ellos) con |a,| < R, tenemos que

fe) =TI (1= =) el
n>1 n

converge, es holomorfa en D(0, R) y en D(0, R) se anula solo en los a,, € D(0, R).
Como esta ultima conclusion es valida para todo R, concluimos que f es una
funcién entera que se anula exactamente en los a,.

Vamos con la:
DEMOSTRACION DEL LEMA 7.19. Desarrollando en serie de potencias vemos que

(b) 1—(1—z)ezzi((1 1)2", para todo z € C.
n=2

n—1! nl
Los coeficientes de Taylor de este desarrollo son positivos, asi que
> 1 1
1-(1-2)€| < ZQ (m - E)Mn =1—(1—]z|)el*l, paratodozeC.

n—

Para todo = € R, se tiene ¥ > (1 4 z); ademas, si 0 < x < 1, entonces (1 — z)e* >
(1 — 22). Por consiguiente, si |z| < 1, se tiene que

[1—-(1-z2)e’| <1—(1—|z]) el < |22

Podemos argumentar alternativa y telescépicamente que del desarrollo (b) se
deduce directamente la conclusién, pues si |z| < 1, se tiene que

109 < (Gt ) = R .
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I’ Nota 7.3.1. &1 La desigualdad del lema 7.19 es éptima en dos sentidos. No es cierta para
|z| > 1; de hecho 1 — (1 — z)e® > 2?, si z > 1. Y no se puede poner delante de |z|? una constante
fija menor que 1, pues

i L2120y
z—0 VA

IS Nota 7.3.2. &1 Conviene sefalar, lector, que como

1-(1-2)€*

zeCr 3

z

es una funcién entera (por singularidad evitable, definiéndola como 1 en z = 0), la acotacién
(7.6) |(1—2)e” — 1] <alz|°, paratodoz€D,

para una cierta constante o > 0, es inmediata y nos hubiera bastado para la verificacién de con-
vergencia del producto infinito de las f,, porque para |z| < Ry n tal que |a,| > R se tendria

que
2

‘(1—i)ez/a"—l‘<aR .

an ~ anl?

[ )

Por cierto, lector, podemos usar el lema 7.19, o simplemente la acotacién de la
ecuacion (7.6), para comprobar la convergencia uniforme:

n
<l+i> $C>ez,
n

que ya vimos en el ejemplo 5.5.3.
Veamos. Tomemos R > 0 y n > R. Para todo z € D(0,R) se tiene, por el

lema 7.19, que
‘1 . (1 + f) e=#/n
n

Como 1 —w" = (1 —w)(1 +w+ w? + -+ - + w" 1), deducimos que

<|Z|2<R2
SE ST

|1 —w"| <n|l —w|, paratodow €D.

Por tanto, poniendo w = (1 4 z/n) e~*/™, se obtiene

2
‘1—(14—3)”6_2 Sn‘l—(l%—f)e_z/nR—,
n n n
de donde
Z\"™ R? el
ez—<1—|——> < , paratodo z € D(0,R) y entero n > R,
n n

lo que implica la deseada convergencia uniforme sobre compactos de C.
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42 CAPITULO 7. PRODUCTOS INFINITOS

7.3.1. Factores primarios

Para cada entero k > 1 se define el k-ésimo factor primario, también llamado
k-ésimo factor elemental, E}, como la funcién entera dada por

22 23 P
() Ex(z)= (1—z)exp<z+?+§+~~+?>, para todo z € C.
Anadimos ademas a la lista el factor primario Ey dado por Ey(z) = 1 — z, para todo
z e C.

Las funciones Fy(z) = (1 — 2) y E1(2) = (1 — z) €* han aparecido ya, sin la
presente nomenclatura, en dos casos anteriores de construccion de funciones enteras
con ceros dados: Y, 1/|an| < +ooy >, 1/|an|* < 4oc.

Cada Ej(z) se anula inicamente en z = 1. Ademds, para cada entero k > 0 se
tiene que Ej(0) = 1.

Anticipemos un poco la razén de ser de la, a primera vista, extrana expresién de
estos factores primarios Ej. Veamos. La funcién z — 1/(1—z) lleva el disco unidad D
en el semiplano H /9, asf que Ln(1/(1~z)) es holomorfa en D. Su desarrollo de Taylor,
convergente en D, es

1 S
Ln = —, parazeD
1—2z o J
Por consiguiente,
(1 —z)exp<27> =1, parazeDD,
j=1

de donde,
lim Fy(z) =1, paratodozeD.

k—o0

Para z € D, se tiene la siguiente expresién alternativa para Ej(z):

B =en (- Y 7

ikt J

basta multiplicar ambos lados de (x) por exp (Z;; 2/ j). De manera que el desa-
rrollo de 1 — Ej(z) en potencias de z comienza zFT1/(k +1) 4 ---.

Tras estas observaciones, la acotacion recogida en el siguiente lema, parece, quizas
natural.

Lema 7.20 (Acotacién de factores primarios) Para todo z € D y para todo
entero k > 0 se tiene que

11— Bi(2)] < |2,
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Observe, lector, que el lema 7.19 se corresponde con el caso particular k£ = 1 del
presente lema 7.20 y que el caso k = 0 es obvio.

Pertrechados con este lema podemos abarcar mas casos de potenciales suce-
siones (an)n>1 de ceros, pues como consecuencia del lema 7.20 se deduce que si
3¢ 1 1/]an|F < oo, entonces el producto infinito

H Ek(z/an)
n=1

converge y define una funcién entera que se anula exactamente en los a,. Los casos
particulares £k = 0 y £ = 1 han sido discutidos mas arriba. Estos productos infinitos
donde todos los factores primarios tienen el mismo indice (en este caso k + 1) se
conocen como productos candnicos y son pieza clave en el teorema de factorizacién
de Hadamard que nos ocupard méas adelante en los apartados 8.5 y 8.6.

I’Z Nota 7.3.3. &l Conviene quizds apuntar que para obtener la convergencia de [[°2_, Fx(z/an)

n=1
cuando Y% 1/|an|*" < oo basta con saber que ‘1 — Ek(z){ < ag|z|FT! para todo z € D, (donde
ay > 0 es una cierta constante), y cuya demostracién requiere menos finura que la del lema 7.20. &

DEMOSTRACION DEL LEMA 7.20. Fijemos k > 0. Pongamos Py(z) = Zle 27 /5, de
manera que
Ep(z) = (1—2)ef*®) | para todo z € C.
Observe el lector que

%(1 — Ei(2)) = 2% | para todo z € C,

puesto que Py (z) = (1 — z¥)/(1 — z), para todo z € C.

La observacién clave ahora es que los coeficientes de Taylor de 1 — Ey(z) son no
negativos. Esto se sigue en cadena, observando que asi lo son los de Py, y, por tanto,
los de ef*(*)| de donde, los de (1 — Ej(z)) y, finalmente, (nétese que 1 — Ej(0) = 0)
los de 1 — Eg(z).

Pongamos que el desarrollo de Taylor de 1 — Ej(z) viene dado

1—Ex(z) = Z bg-k)zj, para todo z € C.
j=k+1

La serie de potencias «comienza» con z*+1, porque 4 (1 — Ej(2)) tiene un cero de

dz
orden k en z = 0.

Como Ej(1) = 0, se deduce que 372, bg.k) = 1. Por tanto, para |z| < 1 se tiene

1 Eu(z)| < 3 i)z
Jj=k+1

o0 [ee]
k k —(k k k k
< [ ST ) < Rl ST ) kL
j=k+1 Jj=k+1
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Derivada logaritmica de factores primarios. Las derivadas logaritmicas de
los factores primarios seran de utilidad en varias oportunidades posteriores, asi que
recojamoslas.

Fijemos el entero £ > 0. Para todo z € C se tiene

Ej(z) 1
() E:(z)_z—1+j§:%z’

que podemos reescribir, sumando la progresiéon geométrica finita,

E(z) B 2k

Ex(2) 1—2z°

Las derivadas de orden al menos k de la derivada logaritmica de Ej, admiten una
expresion particularmente sencilla que recogemos en el siguiente lema.

Lema 7.21 Para k>0 y j > k se cumple que

EL(2)\(0) !
(k > T :

Ex(2) 1— 2)itl”

DEMOSTRACION. Se sigue de (x), pues la derivada j-ésima del polinomio que aparece
en esa expresion es nulo. ]

El caso k = j = 1 de este lema,

(B -

se usard en ocasiones varias.

7.3.2. Teorema de Weierstrass

Ya podemos enunciar el resultado general sobre la existencia de funciones enteras
con ceros dados.

Teorema 7.22 (Teorema de Weierstrass: funciones enteras, ceros dados)
Sea (an) una sucesion de nimeros complejos tal que lim,_, |a,| = 00. Entonces
existe una funcion entera f que se anula exactamente en los ay,.

Observe, lector, como en este enunciado hemos dispensado de la hipdtesis activa
hasta ahora, conveniente aunque inocua, de que a, # 0 para todo n > 0.

DEMOSTRACION. Podemos suponer y suponemos que ninguno de los a, es cero.
Veamos. Dada una sucesién (a,)n>1, sea k el nimero total de estos a, que son
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0. Para los a, que no son 0, tomemos una ¢ entera que se anula exactamente en
esos a, # 0. Entonces la funcion

f(z) = 2*g(2), paratodo z € C,
se anula exactamente en los a, dados.

50 =115l )

n=1

Sea

con el mismo indice n para E, y para a,.

Comprobemos la convergencia en todo C de este producto infinito.

Si R > 0, sea Np tal que |a,| > 2R, para n > Ng. Entonces, por el lema 7.20, si
|z| < R, se tiene que

P Rn+1 1
’En<a) o 1‘ < |ap |71 < on+1 "

Se deduce del criterio M que el producto infinito
1 =)
Qn

converge, es holomorfo en D(0, R) y no se anula en D(0, R). Por tanto, el producto

infinito o
- T15(2)
n=1 n

converge, es holomorfo en D(0, R) y en D(0, R) se anula exactamente en los a,, tales
que |a,| < R. Como esto es cierto para todo R > 0, se deduce que f es entera. Por
propiedades generales de productos infinitos convergentes, f se anula exactamente
en los a,. |

I’S= Nota 7.3.4. &1 Parece oportuno sefialar, lector, cudn conveniente ha resultado, en la de-

|1 sea un 1. Como ya observamos

Z‘k+1

mostracién anterior, que en el lema 7.20 la constante ante |z
més arriba, el enunciado del lema es directo si nos contentamos con una cota a | , pero si
sélo dispusiéramos de esta cota nos verfamos ahora ante la necesidad de asegurar que /2" es
sumable. '

De la propia demostracién del teorema 7.22 se sigue el siguiente teorema:

Teorema 7.23 (Teorema de factorizaciéon de Weierstrass) Toda funcién en-
tera f se puede representar en la forma

1) = e T[ 2 (2).
n=1 m

donde k el el orden z =0 como cero de f, los a, son una enumeracion de los ceros
no nulos de f, y donde g es una cierta funcion entera.
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El lector recordard que una funcién f meromorfa en C es una funcién holomorfa
en C salvo por singularidades aisladas que son polos. Los polos de una funcién f
meromorfa en C no se pueden acumular salvo en co¢, por que si se acumularan en
un punto finito, digamos, a € C, entonces a no seria singularidad aislada de f.

El conjunto M(C) de funciones meromorfas en C con la suma y producto de
funciones conforman un cuerpo. Si f es meromorfa (y no nula) entonces, 1/f es
meromorfa; los ceros de f son los polos de 1/f y los polos de f son los ceros de 1/ f

Corolario 7.24 Toda funcion f meromorfa en C se puede escribir como cocien-
te f = g/h, donde g y h son funciones enteras y h no es idénticamente nula. Y
reciprocamente, un tal cociente g/h siempre define una funcion meromorfa.

En otras palabras, el cuerpo M(C) de las funciones meromorfas en todo el plano
complejo C es el cuerpo de fracciones del anillo H(C) de las funciones enteras.

DEMOSTRACION. Sea (ap)n>1 una enumeracién de los polos no nulos de f repetidos
seglin su multiplicidad y sea, ademas, k el orden de z = 0 como polo de f.
Formemos la funcién entera

h(z) = 2 ﬁ En(ai) :
n=1 "

El producto g = f h es una funcién entera. |

7.4. Funcion Gamma, a la Weierstrass

En este apartado desarrollamos un enfoque de presentacién de la funcién I' de
Fuler como producto infinito debido a Weierstrass. Mas adelante, en el apartado 10.1,
desarrollaremos una presentacién de la funcién I' como cierta integral (holomorfa)
mas en la linea de Euler; alld comprobaremos que ambos enfoques dan lugar a la
misma funcién. Si nos adhiriéramos a cierto fundamentalismo notacional quizas de-
biéramos usar una notacién como I'yy para la funcién I' a la Weierstrass y otra como
I'e para la funcién I' a la Euler; pero no, no es el caso, no nos adherimos.

Buscamos una funcién entera F', o quizas meromorfa, en C, que

= cumpla la ecuacion funcional
(7.7) F(z+1)=2F(z), paratodo ze€C,

» y verifique la siguiente condicidn normalizadora: F(1) = 1.

La segunda condicién se consigue en cuanto F'(1) # 0, porque si la funcién F(z)
cumple la ecuacién funcional y F(1) # 0, entonces la funcién F(z)/F(1) cumpliria
ambas condiciones.
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El interés de tal biisqueda radica en que para entero n > 1 se tendria F(n) =
(n—1)F(n—1), e iterando y usando que F'(1) = 1, se tendria que F'(n) = (n — 1).
Asi que una tal F' seria una extensién desde N a todo C del factorial.

La ecuacion funcional (7.7) y la normalizacién no determinan una tnica funcién,
pues, por ejemplo, si g es cualquier funcién entera/meromorfa periédica de periodo 1
y con g(1) = 1, digamos, cos(27z) 0 €*(>72) entonces la funcién F(z)g(z) cumpliria
las dos condiciones requeridas.

Como F(1) = 1, la ecuacién funcional nos dice que lim, ,ozF(z) = 1. Esto
obliga a que F' tenga un polo simple (con residuo 1) en 0. Pero entonces, de nuevo,
la ecuacién funcional forzaria a tener polos (simples) sucesivamente en —1,—2,.. .,
es decir, en todos los enteros negativos. Anticipando esta circunstancia nos hemos
curado en salud, y postulado que F’ sea, «quizds» meromorfa: ha de serlo, si queremos
que se cumpla la ecuacién funcional.

Pero atin més, argumentemos en la direccién contraria. Supongamos que F'(z)
es una funcién meromorfa que tiene polos simples exactamente en {0,—1,—2,...}
y ademds que no se anula en todo C. Entonces la funcién z — F(z + 1) y la fun-
cién zF(z) tienen polos (simples) exactamente en {—1,—2,...} y no se anulan, de
manera que el cociente F(z + 1)/(zF(z)) serfa una funcién entera que no se anula,
y, por tanto, para una cierta funcién entera f(z) se tendria

F(z+1)=2F(z)ef® | paratodo z € C.

Esto invita a buscar F(z) entre las funciones meromorfas en C con polos simples
en {0,—1,—2,...,} (y que no se anulen). El reciproco G(z) = 1/F(z) de una tal
F'(z) serfa una funcién entera con ceros simples en {0,—1,-2,...,}.

Consideremos el producto infinito

(79) 60— T1 B (=) =TT (1+2) e,
n=1 n=1

que, en efecto, define una funcién entera con ceros simples en {0, —1,—2,...}.

La funcién G no se anula en z = 1; de hecho, G(1) = e™7, donde ~ es la cons-
tante de Euler-Mascheroni. Veamos. Recordemos que la constante v es el limite
lim,, 00 (Hy, — In(n + 1)), donde para cada entero n > 1 denotamos con H,, al n-ési-
mo niimero arménico: Hy, = Y0, 1/].

Como G(1) = [[°%,(1 + 1/n) e~'/", tenemos que
n 1 . L 1
G = tim [T (1+-) e = tm e T] (1+2) =l et 1)=c.
J

n—00 - n—00 . J n— 00
Jj=1 Jj=1

Podemos expresar G(z) como limite de productos parciales en la forma:

N )
. Z+
G(z) = lim <H]O]£”]) eZHN> , paratodo z € C.

N—oo
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Esta expresién sugiere que podremos expresar G(z + 1) en términos de G(z) de
manera sencilla. De hecho, nos da que

G(z+1) — lm

z+1+ N o Hn .
G(z) N—o0 z

9

un limite que podemos calcular:

l{m z+1+N e~ HN — 1 Him 21+ N e~ (HN—In(N+1)) _ e
N—00 z ZNooco N +1 z

Y

de manera que

G(z+1) 7
—_— = —-1,-2,...}.
G0 —» Dara todo z € C\ {0,—-1,-2,...}

Asi que el producto infinito G verifica una ecuacién funcional con todo el aire de la
que andamos buscando.

Sea ahora la funcién entera H(z) = €7*G(z), para todo z € C. Observe el lector
que

H 1 1
I(L;(i_)):z7 para todo z € C\ {0,—1,-2,...},

y que ademds H (1) = 1. Nétese que H'(0) = 1.
Definimos, finalmente, la funcién meromorfa I' como I' = 1/H. Esta funcién T’
ya tiene las propiedades requeridas, pues I'(1) = 1 y ademads

I'(z+1) =2I'(z), paratodozeC\{0,—-1,-2,...}.

Para z € {—1,—2,...}, ambos lados se hacen infinito, y para z = 0, tomando limites,
ambos lados se hacen 1, pues H'(0) = 1, asi que podemos escribir

(7.9) ‘F(z +1) =2I'(z), paratodoz¢€ C‘

La funcién I'(z):
1 e

AR TE e

se expresa como producto infinito en la forma

(7.10) I'(z) = H (niz) e*/™ | paratodo z € C\ {0,—1,-2,...}

n=1

A esta férmula de la funcién I' como producto infinito se la conoce en los am-
bientes como férmula de Weierstrass.*

4En realidad, esta férmula de I' habia aparecido mucho antes (que en el trabajo sistematizador
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7.4.1. Algunas propiedades de la funcién I
e (Ceros y polos. La funcién I’

= 10 se anula en ningun punto de C, pues 1/T" es una funcién entera, y

= tiene polos simples en 0, —1,—2,....

e Simetria. Para todo z € C\ Z se tiene que

™

M) T(1-2) =

senmnz

De la expresién de la ecuacién (7.8) de la funcién auxiliar G como producto
infinito se deduce que

o0 2
G(2)G(=2) = =22 H (1 - %) , paratodo z € C.
n=1

Por la factorizacién del seno como producto infinito, que se recoge en la férmula
(7.3), se puede escribir

sen(mz)

G(2)G(—z) = —z———=, paratodo z € C,
T

lo que se a su vez, usando la relacién de H con G y de I" con H, se traduce en que

T
MNz)Il(—z2)=———— tod C
(2)T(—2) Zson(rz) para todo z € C,
que preferimos reescribir, usando la ecuacién funcional (7.9): T'(1 — z) = —2I'(—=2),
en la forma .
F'z)r(1—-=z) = , paratodo z € C
senmz

De la expresion de I' como producto infinito se deduce que I' tiene ademés simetria
respecto de conjugacion:

I'(z) =T(z), paratodozeC\{0,-1,-2,...}

En particular, I' toma valores reales en el eje real. Observe, lector, que ademés I'(x)
es positiva, para x > 0.

de Weierstrass) en articulos de Oscar Xaver Schlomilch y Francis William Newman. El trabajo de
Newman lleva el elegante y sugerente titulo de On I'(a) especially when a is negative. En referencia
a la variedad de intereses intelectuales y académicos de Newman, un biégrafo dice: Newman’s work
covered many spheres: he wrote on logic, political economy, English reforms, Austrian politics, Roman
history, diet, grammar, the most abstruse departments of mathematics, Arabic, the emendation of
Greek texts, and languages as out of the way as the Berber and as obsolete as the dialect of the
Iguvine inscriptions. Su trabajo sobre la funcién I' caeria, segin el biégrafo de marras, dentro del
territorio de las mds abstrusas dreas de las matematicas. Vaya por Dios!
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Observe el lector que I' estd determinada por sus valores en la regién
{z€eC:0<R(2) <1/2;3(2) > 0}.
e Algunos valores de I'. Para cualquier entero n > 1, se tiene que
I'(n)=(n—-1).
Poniendo z = 1/2 en la relacién de simetria se obtiene que
I'(1/2)? =

y como I' es real en el eje real, se tiene que I'(1/2) = /7 (la raiz positiva de ).
Recuerde, lector, que I'(z) es positiva para argumentos x > 0.

La férmula (7.4) de Wallis, viene ahora a colacién. Como I'(1/2) = /7, sustitu-
yendo z = 1/2 en la definicién de I' se obtiene

1 = 1y-1 1
\f:F<§>:26_7/2H(1+?> 6211',
j=1 J

de donde
2 o n 27 \2
_7H< )e/]:e_'ylime"H<, )
2j 41 n—o0 i 27 +1
Como
. el
e’ = lim ,
n—oo N

se deduce que

n .
2 2 22 44 2n)(2
T i [] (52 ) 0= g (2 _B0C) ],
4 oot \2j +1 n—oo 13355  (2n+1)(2n + 1)

y por tanto,

n
2 2 2244 2n)(2 2 224466---
Ezh’mH( n )(Qn):h'm[ (n)(n) L
3355 (2n+1)J2n11 133557

donde en el denominador de la ltima expresién hemos anadido un 1 para equiparar
el nimero de factores de numerador y denominador y donde hemos reemplazado
lim,, o0 2n/(2n+1) por 1. Finalmente, por puro afdn esteticista (casi de estetiscista),
escribimos la férmula de Wallis

o
*_H ]—123+1
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Esto es lo que hemos obtenido de I'(1/2) = /7. En general, se tiene

1 (2n)!

F<n+§) = 22”71!\/7?’ paran > 0.

o Residuos de I' en sus polos.
Fijemos un entero n > 0; queremos determinar el residuo Residuo(I',—n) de I'
en el polo (simple) —n, es decir

Residuo(I', —n) = lim (z +n)['(z).

zZ—>—n
Ahora bien, por la simetria de I" tenemos que

(z+n)m

(- +m)TE) T —2) =

y como sen(wz) se anula en —n, se tiene, tomando limite cuando z — —n, que

Residuo(T', —n) T'(1 + n) = e p—
™

Por tanto,

—1)n
Residuo(I', —n) = ( ') , paran>0.
n!

e Formula de Gauss para la funcion I'. Para todo z € C se tiene que

1 z2(z+1)--- (2 +N)
7.11 = I
(7.11) T(z)  Nos N=N!
Para z = 0,—1,—-2,... el lado derecho es 0, mientras que, como I" tiene polos en

esos puntos, el lado izquierdo es asimismo 0.
Para z € C\ {0,—1,—2,...}, se tiene que

e N
1 z+n _ _ , zZ+mn
:zewnie 2/n — L% em#HN iy H

F(Z) n=1 n N%oon: n
— lim 2(z+1)---(z+ N) e—(HN=7)2 — im 2(z+1)---(z+ N)
N—oo N! N—oo Nz NI

'S Nota 7.4.1. @1 Con la notacién de coeficientes binémicos generalizados, véase el aparta-
do 9.1.2, podemos escribir la férmula de Gauss como:

z

I(z)z= lim ————

R (N+Z), para todo z € C\ {0,1,2,...}.
N

[ )
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7.4.2. Derivada logaritmica F de I'.

La derivada logaritmica de la funcién I" se denota F (letra que se lee «digamma):

La funcién entera H = 1/I" viene dada por el producto infinito

[ee)
z+n
H(z)=ze" H <L> e”*/™, paratodo z € C.
n
n=1
Este producto infinito converge uniforme y absolutamente sobre compactos, de ma-
nera que podemos utilizar el teorema 7.13 de Weierstrass sobre productos infinitos
para formular su derivada logaritmica:

H'(z)
H(z)

1 > 1 1
== - ), todo z € C.
z+7+nz::1(z+n n> para todo z

H,(Z)__F/(Z) ara todo z —1.—
H) T PaatedozeCA{0,—1,=2,...,

se deduce que

I'(z) 1 | 1
— = --), todo z € C\ {0,-1,-2,...}.
I'(2) z+7+n§:1<z+n n) para todo = i !
Es decir,

1 /1 1
7.12 - (f— ) todo 2 € C\ {0,~1,-2,...}).
712 P =L 3 (o o) pneedozeC\ )
Si, entusiastas (y mirando de soslayo al lema 7.21), derivamos una vez maés,
deducimos que

— 1
(7.13) F’(z)—zm, para todo z € C\ {0,—1,-2,...}
n=0

La funcién ' tiene polos dobles en cada z € {0,—1,—2,...}. Ademés
La funcién F’ cumple la siguiente férmula de «duplicacién»:

1
7> =4F'(2z), paratodoz€ C\{0,-1,-2,...}.

(7.14)  F'(2) +F' (z +3

VARIABLE COMPLEJA 1T —version preliminar, 7 de marzo de 2018 — JjosE L. FERNANDEZ



7.4. Funcion Gamma, a la Weierstrass 53

Esta duplicacién se deduce, usando (7.13), como sigue:

, , 1 > 1 = 1
F(z)+F<z+2>:7;)(z+n)2+Z(z+n+l/2)2:

n=0
o9 00 o9
1 1 1
=Y Y s =Y s = 4F(22).
D AP S erae i D ey,

De la férmula de duplicacién de f' se deduce

e Formula de duplicacion de Legendre. Esta formula afirma que

1
225711 (2) F(z + 5) =T(2z)y/7, paratodoz € C

Las funciones I'(2)I'(z + 1/2) y I'(2z) son meromorfas en C, no se anulan nunca,
y tienen exactamente los mismos polos con las mismas multiplicidades.
Por consiguiente, para una cierta funcién entera L se tiene que

I'(2) F(z + %) =T(22)e*?) | para todo z € C.

Al calcular, impertérritos, la derivada logaritmica de ambos lados, y volviendo a
derivar con resolucién obtenemos que

1
() + F (z v 5) = 4F'(22) + L"(2), paratodo z € C\ {0, ~1,-2,...}.

En virtud de (7.14) se deduce que L”(z) = 0, para todo z € C\ {0,—1,-2,...}, v,
por consiguiente, que L” = 0. De manera que L es una funcién lineal: L(z) = az +b
para todo z € C, y ciertos coeficientes a,b € C. Asi que, por ahora, tenemos que

0) TED(z+ %) T (22) o

Resta, lector, determinar los coeficientes a y b. Los vamos a obtener «dando
valores» en (b). Veamos.
De que lim, 0 2I'(z) = 1, se deduce que
1 1
-r(})- 1
Vr=T(35) =3¢
asi e® = 2\/7.
Poniendo z = 1/2, se obtiene que

1
D(1/2)T(1) =0(1)e¥?e® — r=eY22yn — %= e
Sustituyendo e® y €’ en (h) se obtiene
1 1
NOIER 5) = T(22) - 2V,
como querfamos ver. [ |
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7.4.3. Algunos «asintdticos» asociados a la funcién I'

Comenzamos con el siguiente lema.

Lema 7.25 Siz€ C\{0,—1,-2,...}, entonces

n

1
|| (1+3)N7nz, cuando n — 00.
i i/ Tz+1)

(Inn)z

Recuérdese que z — n* =e es una funcién entera; aqui Inn es el logaritmo

real del ntmero n.

Si z = 0, ambos lados son iguales a 1, para cada n > 1.

Si z es un entero negativo, la izquierda es nula de un n en adelante,® mientras
que la derecha se hace 0,% pues z + 1 es un polo de I'.

Si z es un entero positivo, digamos z = k > 0, podemos argumentar como sigue:

i kY _ (k+1) - (k+n)
g(1+j>

1---n

1)--- k FooT(k+ 1)k
:(TH‘ )k'(n+ )Nz'_(n_‘_) , cuando n — 0.

DEMOSTRACION. Fijemos z € C\ {0,—1,—-2,...}. Recordemos que, por su mera
definicién,

n
=ze7% lim (1—1—3) e 27
T z) n— oo 4 j

7j=1
Usando que zI'(z) =T'(z + 1), tenemos que

n

1 z
I K —Hnpz ol
TerD) ¢ ame ]1;[1<1+j>’

donde H,, es el n-ésimo numero armoénico.
Como limy,_, H, — Inn = =, se deduce que

H?:1(1+Z/j) 1

If -
oo n T(z+1)’

como queriamos probar. |

Pasamos ahora a plantear una extensién (y consecuencia) del lema 7.25.
Supongamos que Q(w) = Zf:o ayw! es un polinomio de grado k, asi que ay, # 0,
y que Q(w) estd normalizado con ag = 1, de manera que Q(0) = 1.

%{Hum!
5 Hum!
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Supongamos que Q(1/7) # 0, para cada entero j > 1. Factorizamos el polinomio
Q(w) en la forma

k
Qw) = [T (1 + Brw),
r=1

de manera que las raices de Q(w) son los nimeros —1/5,. Los 3, no son necesaria-
mente distintos. Como Q(0) = 1, el 0 no es raiz de Q.
Tome nota lector que >, B, = a;.

Lema 7.26 Con las notaciones anteriores,

n

1

(*) WnéH(1+O;,1+?22+-'-+jf)~Hk F(ﬁ—l—l)nal, cuando n — o0,
j=1 r=1 J

es decir,
Tn 1

3

hm Y & .
n—oo N1 Hrzlr(ﬁj_‘_l)

Observe, lector, que m, = H?Zl Q(1/4). Las prevenciones previas al enunciado
sobre las raices de @ tienen que ver con que si algin 1/j es raiz de @) entonces 7,
es 0 de un n en adelante. En ese caso, el coeficiente de la derecha es 0, pues algin
Br + 1 es polo de I

Tome nota, por favor, lector, que sélo el exponente 1 aparece en el lado derecho
de (%).

El lema 7.25 es el caso k = 1 del lema 7.26.

DEMOSTRACION. Basta observar que

aplicar el lema 7.25, y recordar que Zle Bj = au. |

Sucesiones hipergeométricas

Aplicaremos seguidamente el lema 7.26 al anélisis asintético de las sucesiones
hipergeométricas.
Una sucesién (an)n>0 se dice hipergeométrica si para cierto factor A y ciertos

coeficientes aq, ..., ¥ ¥1,---,Vk, Se tiene que
k k-1
a n"+aoan +ta
() = A— ! - ¥ paracadan>1.
an—1 nE A+t A g

Aquf ag, v #0y A#0.
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Normalizamos, suponiendo ag = 1. Suponemos ademds que los coeficientes son
tales que numerador y denominador no se anulan para cada n > 1. La sucesion
(an)n>0 queda entonces completamente determinada por la recurrencia (b) y la con-
dicidn inicial ag = 1.

Por cierto, una sucesién geométrica es aquella para la que a,/a,—1 = A, para
cadan > 1y si ap = 1 entonces a, = A", para cada n > 0.

La sucesién b, = a,/A", para n > 0, verifica by = 1 y la recurrencia (b) con
A =1, es decir,

by, _nk+a1nk_1+---—|—ozk
oy mE gy

para cadan > 1.

(bb)

Reescribimos (bb) en la forma

by 1+5t+-+0k

n

b1 1+ L4 B

nk

para cadan > 1,

de manera que

[ 142+
n = T RTINS
[ 1+ ++

, paracadan>1.

Qk
jk
Jk
]k
Apelamos ahora al lema 7.26 para concluir que para una cierta constante k se

tiene que
by ~ kn*t" 7 cuando n — 00,

y, por tanto, que
ap ~ KA"N*™7 - cuando n — .

La constante x es, de hecho,
Hf:l [(wy +1)
[-, T8 +1)

donde —1/f, son las raices del polinomio 14 ayw + - - - + agw® = 0y —1/w, son las
raices del polinomio 1+ yjw + - - - + yw” = 0.

(7.15) K=

['& Nota 7.4.2. &1 Enfoque alternativo para la férmula asintética de las sucesiones
hipergeométricas. Suponemos que A = 1. Denotamos, por abreviar, w = a1 — 1.

Introducimos la funcién racional f(z) dada por

flz) = (l—i—zk:ajzj)/(l—l—zk:’yjzj).

La funcién f es holomorfa y no se anula en un disco centrado en 0 que por comodidad notacional
en lo que sigue escribimos (0, 2r), para un cierto r > 0. Observe, lector, que f(0) = 1 y que

F'(0) = w.
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Sea g el logaritmo holomorfo de f en el disco D(0,2r) tal que g(0) = 0. Observe, lector, que
9'(0) =w.

Consideremos asimismo la funcién auxiliar h(z) = (g(z) — wz)/2* holomorfa en (0, 2r) (sin-
gularidad evitable en z = 0) y acotada, digamos por © > 0 en D(0,r). Observe, lector, que
9(2) = wz+ 22h(2), si |z| < 2r.

Fijemos un entero M tal que M > 1/r. Reescribimos (b) en la forma
an = an1f(1/n) = ane?™’™ | paran> M.

De manera que

n n

an = ap exp ( Z g(%)) = cpy e FHn—HM-1) exp ( % h(%)) , paran> M,
k=M k=M

donde H} denota al k-ésimo nimero arménico Hy = 2?21 1/j, para k > 1.
La serie > 72 ,, h(1/k?)/k* es absolutamente convergente, pues > p ,, |h(1/k*)/k*| < ©¢(2).

Concluimos que

. An
lim =A,
n—oo ewHn

donde A # 0 (de hecho, A = apre™ M1 exp(33° |, h(1/k?)/K?)).

Como limy,— oo (Hy, — Inn) = 7, se deduce que

Este enfoque, lector, no nos da una férmula para la constante x. '

EJEMPLO 7.4.1 Numeros de Catalan.

Los nimeros de Catalan C},,n > 0, vienen dados por

1 2n
C, = .
" on+1 ( n >
Observe, lector, que Cy = 1.

Para el cociente de niimeros de Catalan consecutivos se tiene que

Chn 2n(2n—1 n? —n/2
= =4 >1.
Cno1 n(n+1) n2yp 0 M=

De manera que en este caso y con la notaciones anteriores, A =4,Cop =1y a;—v =
—3/2, y, por tanto,

n
anﬁw, cuando n — 00,
para una cierta constante x # 0.
En cuanto a la constante x, la férmula (7.15) nos da que K = 1//7. )
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Coeficientes binémicos

Sea a € C\ {0,1,...}. Vamos a obtener aqui un resultado asintético para la
sucesion de coeficientes binémicos

o\ _ a(a—l)...(a—n—f-l)’ paran =0,1,2... .
n 12...n

Si el lector no estd familiarizado con estos coeficientes bindmicos generalizados, le
sugerimos que adelante unas cuantas péaginas y eche un vistazo al apartado 9.1.2
sobre la serie binémica.

Cuando « es un entero no negativo, caso que hemos excluido, la sucesion se hace 0
paran > q.

Escribamos

(-

El lema 7.25 nos da que

31Q

n—1
-
I | (1—|——,), paran > 1.
=1 J

n—1

—o 1 o
H(l—i——,)win , cuando n — 0.
jabe J MN—a+1)

Por tanto,
(7.16) (=" “ ! n~* 1 cuando n — oo
' n I'(—a) ’
De (7.16) se deduce que
(7.17) ‘ <a> ‘ 1 n~ %=l cuando n — oo
' n ING] ’ ’

y de (7.17) se deduce a su vez que

&)

(con «lim» no con «limsup»). Mas adelante, en el apartado 9.1.2, veremos una de-
mostracién alternativa, més bésica, de (x) sin apelar a la funcién I', para comprobar
que el radio de convergencia de la serie binémica con pardmetro o € C\ {0,1,...}
es 1.
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7.5. Funciones meromorfas en C con polos dados: Mittag-
LefHer

El teorema de Weierstrass permite especificar los ceros de una funciones entera.
Vale.

Nos interesamos ahora por la posibilidad de construir funciones meromorfas f
en C que tengan una sucesién de polos (by,)n>1 dada que cumple que lim, o |by| =
+o00. Sin mas restricciones sobre f o sus polos, este empeno se resuelve sin dificultad,
porque si se construye g entera que se anula exactamente en los b, entonces la funcion
f =1/g es meromorfa en C y tiene polos exactamente en los b,,.

Si quisiéramos una funciéon meromorfa que se anule exactamente en una sucesién
(an)n>1y que tenga polos exactamente en una sucesion (b, ),>1, sucesiones ambas que
cumplen lim,,_,« |a,| = +00 y limy, o |bn| = +00, bastaria considerar el cociente
f = g/h donde g es entera y se anula exactamente en los a,, y donde h es entera y
se anula exactamente en los b,,.

Recuerde el lector que, al fin y al cabo, éste fue el enfoque seguido para construir
la funcién I

El objetivo que nos ocupa en este apartado, y que el teorema de Mittag-Leffler
resuelve, va (mucho) mds alld, porque de la funcién meromorfa a construir se espe-
cificard qué parte principal ha de tener en cada polo y no sélo la ubicacién de cada
polo.

& Nota 7.5.1. & Parte principal en un polo. Si f es holomorfa en D(b,r) \ {b} y tiene un
polo de orden k£ > 1 en esa singularidad aislada b, entonces f se expresa
Ck C1

1) = (sz)k+...+sz

+ h(z)

donde h es holomorfa en D(b, ). Observe el lector que ¢ # 0, pues el grado de b como polo de f
es k.

C1 s
4+ .-+ 4+ ——, que podemos escribir como

(z —b)* z—=b

La parte principal de f en b es

(zikb)k—’_.“—'—zc—lb:Q(zib)

donde @ es el polinomio
k
Q(2) = Z ¢z .
j=1

Observe el lector que el polinomio @ tiene grado k y que Q(0)=0. '

El dato del problema general que estamos planteando esta conformado por:

1. una sucesién (b,),>1 de nimeros complejos, todos ellos distintos, y tales que

2. una sucesién de polinomios (Qr)n>1 (no constantes) y tales que @, (0) = 0.
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El objetivo del problema es construir, a ser posible, una funcién meromorfa f
en C que tenga polos exactamente en los b, y tal que

1

Z — On

) sea holomorfa en un entorno de b,,, para cadan > 1.

7(2) =@

En otros términos, la funcién meromorfa objetivo f ha de tener parte principal

1
Qn(ib) en cada b,,n > 1. Ademads, aparte de los b,, la funcién objetivo f no
Z J—
tiene ningnfm otro polo.

Observe el lector que, en contraposicion al dato para la cuestién de ceros, ahora
se supone que los b, no se repiten. La razén es que la multiplicidad (el orden como
polo) ya viene especificado en el grado del polinomio que da la parte principal.

IS Nota 7.5.2. &1 En la cuestién de construir funciones enteras con ceros dados, podriamos
haber planteado el dato como una sucesién (a,)n>1 de ntimeros distintos tal que lim, o |an| = +00
més una sucesién k, de numeros enteros k, > 1 y exigir que la funcién entera f solucién tenga un
cero de orden k,, en a, y no se anule en ningin punto que nosea un an. [

Si como dato sélo hubiera un niimero finito de by, digamos (b,))_;, podriamos

n=1»
tomar como f la funcién meromorfa en C dada por

N 1
1(z) :ZQn<z—b )
n=1 n

En general, para una sucesién infinita (b,,)72 ; la idea natural seria considerar la

serie -
1
;Qn<z — bn> ’

pero, jay!, ésta podria no converger.

En cualquier caso,

Teorema 7.27 (Teorema de Mittag-Leffler) Sea una sucesion (by,)n>1 de nime-
ros complejos todos distintos y que cumple lim,_,o |by| = +00. Sea (Qn)n>1 una
sucesion de polinomios no constantes y tales que Q,(0) =0, para cada n > 1.

Entonces existe una funcion meromorfa f en C tal que f tiene polos exactamente
en los by, y tal que para cada n > 1, la parte principal de f en b, es

Qn(z—lb,)‘

Por mor de precisién metodoldgica, conviene senalar que la demostracién del teo-
rema de Mittag-Leffler no usa productos infinitos, que es el tema de este capitulo.
Su ubicacién aqui se debe a su proximidad en objetivos al teorema de Weierstrass
de funciones holomorfas con ceros dados, y a que los teoremas de Weierstrass y
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Mittag-Leffler combinados nos daran un teorema general de interpolaciéon de funcio-
nes enteras que sera el objetivo del préximo apartado.

Para la demostracion del teorema de Mittag-Leffler nos apoyaremos en el siguien-
te lema de aproximacién y en el corolario que le sigue.

Lema 7.28 Sea g una funcion holomorfa en D, tal que g(D) C D. Para cada entero
k > 1 existe un polinomio gi, de grado a lo sumo k, tal que

|Z|k:+1
11z’

l9(2) — gr(2)] < para todo z € D .

En particular,
l9(2) — gr(2)| < 2|z/**Y,  para todo = tal que |z| < 1/2.

Corolario 7.29 Sea g una funcion holomorfa en un disco D(a,r), acotada en médu-
lo por una constante M, es decir, |g(z)| < M, para cada z € D(a,r).

Entonces, para cada entero k > 1 existe un polinomio g, de grado a lo sumo k,
tal que

|z —al

)

k+1
lg(2) — gx(2)] < 2M( > , para todo z tal que |z — a| <

N3

r

DEMOSTRACION DEL COROLARIO 7.29. Este corolario se obtiene sin mds que aplicar
el lema 7.28 a la funcién holomorfa: z € D — g(a + 17 z)/M. [

DEMOSTRACION DEL LEMA 7.28. Pongamos que el desarrollo de g en serie de Taylor
alrededor de z = 0 viene dado por

e .
g(z) = chzj .
§=0

Como [g(z)] < 1, para todo z € D, la férmula de Cauchy nos da que |¢;| < 1
para j > 0.
Sea gj, la suma parcial hasta orden k de la serie de potencias de g:

k

gr(2) = chzj , paratodozeD.
=0

Para z € D y k£ > 0, acotamos

o) ‘ o) ) oo] ) |Z|k:+1
90~ =] D < D lallel < 3 1l =
j=k+1 j=k+1 j=k+1
como queriamos ver. |
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DEMOSTRACION DEL TEOREMA 7.27 DE MITTAG-LEFFLER. Podemos suponer y
suponemos que b, # 0 para cada n > 1. Pues si, digamos b1 = 0, construiriamos f
meromorfa en C que cumple la prescripcion de partes principales en cada b,,n > 2
para finalmente tomar

fe) =g+ ().

Asimismo, podemos suponer y suponemos que los b, estdn ordenados segun
modulo creciente: 0 < |by] < |bg| < - -+

El candidato natural para la f buscada es la serie f(z) =Y 2, Qn(1/(z — b))
pero, como ya hemos comentado pudiera ser que esta serie no fuera sumable, y no
definiera una funcién meromorfa. Para lograr sumabilidad pondremos

f(z) = Z(Qn( ) —onl2).

donde las g,, son funciones enteras, lo que no altera el objetivo de conseguir las partes
principales deseadas en los b, y de manera que g, aproxime bien a Q,(1/(z — b))
para que la serie de diferencias si sea sumable.

Ese es el plan; vamos con él, comenzando con determinar esas buenas aproxima-
ciones.

Fijemos n > 1. La funcién Q,(1/(z — b,)) es holomorfa en el disco D(0, |by]).
Denotemos

M, = (z—10 .

" L, [/~ b))

Aplicamos ahora el corolario 7.29 a Q,,(1/(z—by,)) en el papel de g, en el disco D(a, r)
con centro a = 0 y con radio r = |b,|/2 y con un k,, que enseguida especificaremos
pertinentemente con el fin de obtener un polinomio g, (de grado a lo sumo k) tal
que

1 |Z| kn+1
_— = < .
‘Qn<z—bn) gn(z)‘ _2Mn<\bn|/2> , para todo z € (0, |b,|/4)

Elegimos los k,, de forma que
s 1\ kn—+1
n=1

por ejemplo, exigiendo que

1\ kn 1
M, (7> <=
2 2n

Observe el lector que con esta eleccién de los polinomios g, tenemos que

1

- < — >
‘Qn<z _— ) gn(z)‘ < oy, para todo z € (0, |b,|/4) y cadan > 1,
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pues
1 |z| \Fkntl
n - Yn <2Mn( )
‘Q <szn> gn(2)] < 1bn]/2
kn+1 kn+1
=2 \b, /2 2) o

Pues bien, la funciéon f dada por

1) =3 (@u(=) — 0u(2)
n=1 "

cumple, como comprobamos a continuacién, todos los requerimientos del enunciado.

Fijemos R > 0. Fijemos Npg tal que |b,| > 4R, para n > Np.
Sea |z| < R, como |z| < |b,|/4, para n > Ng, tenemos que

1 1
‘Qn(z — bn) _gn(z)‘ < on -
Ademas, para cada n > N se tiene que Q,(1/(z—by,) es holomorfa en D(0, R), pues
|b,| > 4R. Por el criterio M de Weierstrass para series, corolario 5.15, deducimos
que
1
Z (Qn(ib ) — gn(z)> es holomorfa en D(0, R) .
2= On

n>Np
En consecuencia, esto nos dice que f estd bien definida en D(0, R) y ademds que
la diferencia

Np—1 Npr—1
R 1 R

6= =) = X (=) —a) = X 0l

n>Npg n=1

es holomorfa en D(0, R).
Consideremos ahora la suma

Todos los b, con |b,| < R intervienen en la suma Sg pues, si n > Ng, se tiene
|bp| > 4R. Los otros sumandos de Sg tienen |b,| > R y son, por tanto, funciones

holomorfas en D(0, R). Asi que

Z Qn< ! ) + (funcién holomorfa en D(0, R)) .

Sr(z) = p—
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Por consiguiente,

f(z)— Z Qn<;) es holomorfa en D(0, R) .

n>1; z = bn
lbn|<R

Asi que f cumple en el disco D(0, R) las estipulaciones del enunciado. Como esto
es cierto para todo R > 0 tenemos que f es una funcién meromorfa en C que cumple
lo exigido en el enunciado. ]

Si el lector tiene a bien revisar con carino y atencién la demostracion del teore-
ma 7.27, observard sin dificultad que pequeiias variaciones de su argumento demues-
tran de hecho la siguiente versiéon mas general.

Teorema 7.30 (Extensién del teorema de Mittag-Leffler en C) Sea una su-
cesion (bp)n>1 de nimeros complejos todos distintos y que cumple lim,, o0 |by| =
+00. Sea (Op)n>1 una sucesion de funciones enteras no constantes y tales que para
cada n > 1 se cumple que ©,(0) = 0.

Entonces existe una funcion f holomorfa en C\ {b,;n > 1} tal que, para cada
n>1,

-on(=5,)
f(2) "\Z b,

es holomorfa en un entorno de b,,.

Para cada n > 1, si el dato ©, es un polinomio, entonces f tiene en b, un polo
(con parte principal prescrita), mientras que si 0, no es un polinomio, entonces
f tiene una singularidad esencial en b, (con la parte de exponentes negativos del
desarrollo de Laurent prescrito).

7.6. Funciones enteras con valores dados: interpolacion

Vamos a combinar ahora los teoremas de Weierstrass y de Mittag-Leffler para
abordar la siguiente cuestion de interpolacién con funciones enteras.

El dato consiste ahora en dos sucesiones: (an)n>1 y (Wn)n>1. El objetivo es cons-
truir, a ser posible, una funcién holomorfa f tal que f(a,) = wy,, para cada n > 1.

El ingrediente bésico de la construccion es el siguiente. Supongamos que g es una
funcién holomorfa en un disco D(a,r), con r > 0, en cuyo centro a tiene un cero
simple, y que h es una funcién holomorfa en D(a,r) \ {a} que en a tiene un polo
simple, entonces la funciéon producto g - h tiene en a una singularidad evitable y

(g h)(a) = ¢'(a) Residuo(h;a).

Asi que si ¢'(a) estd dado y queremos que (g - h)(a) = w necesitamos que

=5

Observe el lector que ¢'(a) # 0, pues hemos supuesto que a es cero simple de g.

Residuo(h; a)

VARIABLE COMPLEJA 1T —version preliminar, 7 de marzo de 2018 — JjosE L. FERNANDEZ



7.6. Funciones enteras con valores dados: interpolacion 65

Teorema 7.31 (Interpolacién con funciones enteras.) Sea (a,),>1 una suce-
sion cuyos términos son todos distintos y es tal que limy,_,o |an| = +00 y sea (wp)n>1
una sucesion cualquiera. Entonces existe una funcion entera tal que

flan) =wy,, para cadan>1.

Observe, lector, que en el enunciado no se impone restriccién alguna sobre la
sucesion (wp,)p>1-

DEMOSTRACION. Con la idea expuesta antes del enunciado la demostracién es muy
directa. Apelamos primero al teorema 7.22, de Weierstrass, para conseguir una fun-
ci6én entera g que tenga ceros simples en los a,, (ndtese que por hipétesis los (a,,) son
todos distintos).

Como los ay, son ceros simples, se tiene que ¢'(a,) # 0, para cada n > 1.

Apelamos seguidamente al teorema 7.27, de Mittag-Leffler, para conseguir una
funcién h meromorfa en C que tiene polos exactamente en los a, con partes princi-
pales respectivas

wy/g' (an)
zZ—an

La funcién h no tiene otros polos. Asi que la funcién producto f = g-h es entera

y, como explicabamos justo antes del enunciado, cumple, para cada n > 1, que

Wn,

f(an) = ¢'(a,) Residuo(h; ay,) = ¢'(an)

= Wy .

g (an) |

A la vista de esta demostracién, es claro que no hemos usado toda la potencia
del teorema de Mittag-Leffler, y que podemos prescribir més sobre el valor de f en
los a,. Una ligera variaciéon del argumento anterior permite demostrar un teorema
alin mas general.

Supongamos que (ay),>1 €s una sucesién de nimeros complejos distintos tales
que lim, 0 |an| = +o0.

Para cada n > 1, damos un entero N,, > 1 y una lista finita (de longitud N,, + 1)
de nimeros complejos (b(()n), bgn), cee bg\?z)

Teorema 7.32 (General de interpolacién por funciones enteras) Con las no-
taciones y los datos anteriores, existe una funcion entera f tal que

f(j)(an) = b;n), para cadan > 1 y cada 0 < j < N, .

En otros términos, no sélo se puede especificar el valor de la funcién entera f en
cada a, sino ademds un numero finito de derivadas de f en cada uno de esos a,.

Observe, lector, que el teorema de existencia de funciones enteras con ceros dados
(con multiplicidades prefijadas) es un caso particular del teorema 7.31.

Para la demostracién del teorema 7.32 seguiremos el mismo argumento de la
demostracién del teorema 7.31, usando el lema que sigue y su corolario.
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Lema 7.33 Sean f, g holomorfas en un entorno de 0 y tal que f(0) # 0. Para cadan
existe un polinomio h de grado n tal que

f(2)h(z) — g(z) = O(|2]"™Y), cuando z — 0.

En otras palabras, el desarrollo de Taylor de fh y el de g coinciden hasta el
coeficiente de z". En este lema, tenemos n 4+ 1 grados de libertad, los coeficientes
de h, y queremos que se cumplan n+ 1 ecuaciones, (fh—g)9)(0) = 0, para 0 < j < n.

DEMOSTRACION. Pongamos que los desarrollos de Taylor de f y de g en potencias
de z vienen dados por f(z) = > 5o arz® vy 9(2) = Y re brz". Por hipétesis, ag # 0.
Sea h(z) = > j_ycnz" el polinomio incégnita.
El producto fh se desarrolla

f(2)h(z) = agco + (aper + arcol) 2 + (ager + arer + asco) 22

+ oo 4 (agCn + - - - + anco) 2" + O(|2|"HH).

De manera que queremos elegir los coeficientes ¢, c1, .. ., ¢, para que se cumplan las
ecuaciones

(0) b() = apCo,

(1) b1 =apc1 + aico,

() =y

(n) by, =apcy+ -+ anco.

Como ag # 0, la ecuacién j-ésima permite despejar ¢; en términos de las ¢ ante-
riores: cg, c1,...,cj—1 (y de los datos a y b), asi que comenzando con la ecuacién (0)
tenemos ¢y = bg/ag, luego con la ecuacién (1) obtenemos ¢; (usando cy) y asi suce-
sivamente.

Matricial y alternativamente, tenemos que

b() ag 0 0 s 0 Co
b1 aj ag 0 ce 0 C1
bl =]a ap - 0 x|e
by, anp  OGp—1 Aap-2 - Qo Cn

Podemos invertir la matriz cuadrada (n 4+ 1) x (n + 1), pues su determinante es
agﬂ = 0, para obtener la matriz columna de las c. |

Corolario 7.34 Sean f y g holomorfas en un entorno de 0, de manera que f tiene
un cero de orden k+ 1 en z = 0, donde k > 0. Entonces existe un polinomio h de
grado k + 1, con h(0) =0 y tal que

FEn (L) ~ o) = 0=+,
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DEMOSTRACION. Escribamos f(z) = zF*1F(2) donde F es holomorfa en un entorno
de z = 0. Obsérvese que F'(0) # 0. Por el lema 7.33 existe un polinomio de grado k

tal que
F(2)H(z) = g(z) = O(|z**).
Pongamos que H(z) = ¢y + c12 + - - - + cx2", entonces
1 Co

c1 Ck 1
St = g+ e T =n(2),

donde h es el polinomio
h(z) = co" 4+ 2+ oz

de grado k + 1 y tal que h(0) = 0.
Observe, lector, para finalizar, que

7 h(5) ~ () = #FE) (L) ~ g2) = F(2) H(2) — g(2) = O(1eF)

Podemos ya pasar a:
DEMOSTRACION DEL TEOREMA 7.32. Para cada n > 1 formamos el polinomio
N p(n);

2.
J!

gn(z) =
§=0
Sea F' una funcién entera que se anula tinicamente en los a, y tal que en a,, tiene
un cero de orden N, + 1, para cada n > 1.
Usando el corolario 7.34 obtenemos que para cada n > 1 existe un polinomio @,
de grado N,, + 1 de manera que

1

Z— ap

F(Z)Qn( ) :gn(z—an)+0(]z—an|N"+1).

Con el teorema de Mittag-Leffler 7.27 obtenemos G meromorfa en C con polos
unicamente en los a,, y con parte principal Q,(1/(z — ay)) en a,, para cada n > 1.
La funcién f(z) = F(2)G(z) es entera y

F(Z) = gn(z - an) + O(‘Z - an|n+1)

para cada n > 1.
La funcién f cumple los requisitos estipulados en el enunciado del teorema. M

Se puede incluso amalgamar los teoremas de Mittag-Lefller y de interpolacion con
funciones enteras en un teorema general que exhibe funciones enteras con polinomios
de Taylor especificados en una sucesiéon de puntos y partes principales especificadas
en otra sucesiéon de puntos, ambas sucesiones convergiendo a cog, como se recoge en
el siguiente:
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Teorema 7.35 Sean (an)22, y (bn)se, dos sucesiones disjuntas, es decir, aj # by,
para cualesquiera j, k > 1 y que cumplen que lim,,_, |ay| = limy, o0 |by| = +00.
Asociado a cada an, tenemos un polinomio Py, de grado, digamos Ny,.
Asociado a cada by, tenemos un polinomio @y, tal que Q,(0) = 0.
Eziste una funcion holomorfa f en C\ {b,;n > 1} tal que

(*)  f(2) = Pu(z —an) = O(]z — an]N"‘H) ,  para todon > 1,

y tal que

1
f(z) —Qn (713) es holomorfa en un entorno de b,, para todo n > 1.
z — On

Observe, lector, cémo la condicién (%) especifica los valores de las derivadas
f(J)(an), para 0 < j < N,,.
DEMOSTRACION. Tomamos primero, con Mittag-Leffler, g meromorfa en C tal que

1

Z — On

9(2) = Qu(

) es holomorfa en un entorno de b,, para todo n > 1.

Para cada n > 1, sea R,(z — ay) el polinomio de Taylor de grado N, de g
alrededor de z = a,,. Asi que

9(2) = Rp(z — an) = O(]z — an|N”+1) , paratodon>1.
Con el teorema de interpolaciéon tomamos ahora h entera tal que
h(z) — Po(z — ap) + Ryp(z — an) = O(]z — an|N"+1) , paratodon >1.

La funcién f = g+ h cumple los requisitos del enunciado, pues como h es entera

1

Z — On

£(2) =@ (

) es holomorfa en un entorno de b,,, para todon > 1,

y ademas, para cada a,,,

[(2) = Pa(z — an) = g(2) + h(2) — Pp(z — an)
= Ro(z — ap) + O(|z — an M ™) + h(2) — Po(z — ay)

= 0(z — an ™) + O(Jz = an ™) = Oz — an ).

7.7. Ceros, polos e interpolacién en dominios generales

Los teoremas que hemos visto en los apartados anteriores sobre existencia de
funciones holomorfas en C con ceros dados, de funciones meromorfas en C con polos
con partes principales dadas y de funciones holomorfas en C que interpolan valores
tienen versiones correspondientes en dominios {2 generales.
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El teorema de interpolacién con funciones enteras, incluso en su versiéon mas
general, se ha obtenido combinando el teorema de Weierstrass sobre ceros con el
teorema de Mittag-Leffler sobre polos, mas algunas cuestiones locales, asi que con
ligeras modificaciones se puede, como veremos, obtener un teorema de interpolacién
en un dominio general siempre que dispongamos ya de las versiones de estos dos
teoremas (Weierstrass y Mittag-Leffler) para dominios generales.

Por su parte, la demostracién del teorema de Mittag-Leffler para dominios gene-
rales precisa de herramientas adicionales, teorema de aproximacién de Runge, que
nos ocuparan mas adelante, en concreto en el capitulo 14. Asi que proponemos pos-
poner, si el lector no tiene objecién, su demostracion hasta ese momento.

El plan de este apartado es el siguiente. Para un dominio €2 en C general, primero
enunciaremos, demostraremos e ilustraremos el teorema sobre ceros, a continuacion,
enunciaremos el teorema sobre polos y, finalmente, combinaremos estos dos teoremas
para enunciar y demostrar el teorema de interpolacion.

A. Ceros

La versiéon del teorema de Weierstrass para dominios generales reza asi:

Teorema 7.36 (de Weierstrass sobre ceros, dominios generales) Sea Q2 un
dominio en C y sea (ap)n>1 una sucesion de puntos de 0 sin punto de acumulacion
en . Entonces existe una funcion f holomorfa en Q que se anula exactamente en
los a,.

De entrada postulamos que buscamos una funcién que se anula en una sucesién
infinita porque si el dato fuera un conjunto finito de puntos (an)fl\le entonces el
resultado es trivial: basta con tomar como funcién f al polinomio f(z) = HnN:1(Z -
ap) que es una funcién entera y, por consiguiente, holomorfa en €.

Por supuesto, si los a, tuvieran puntos de acumulacién en €, la unica funcién f
holomorfa en €2 que se anula en todos los a, es f = 0.

De igual manera que en el teorema de Weierstrass en C, cada a,, puede repetirse
un numero finito de veces y eso significa que se requiere que la funcién f se anule
en a, tantas veces como aparece en la sucesion.

En el caso del teorema en el que el dominio es C, la sucesién dato (a,)52; sélo se
acumula en ooc, mientras que ahora la sucesiéon dato (a,)22 ; se acumula tan sélo en

puntos de 0f), aunque ya apuntamos que puede que incluso se acumule sobre todo
on.

En el corolario 7.24 exhibiamos cualquier funcién meromorfa en todo el plano
complejo C como cociente de funciones enteras holomorfas en todo C. Vamos a
considerar ahora este mismo asunto, pero para un dominio €2 y no para el plano
complejo C.

Para un dominio © denotamos por M(Q2) al conjunto de funciones meromorfas
en €2, es decir, el conjunto de las funciones f que son holomorfas en ) salvo un
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conjunto de puntos sin acumulacién donde tiene polos. Los polos de una funcién
meromorfa en €2 no pueden tener punto de acumulacién en €2 (pues ese punto de
acumulacién no serfa una singularidad aislada.

El conjunto M(Q2) dotado de las operaciones de suma y producto de multipli-
cacién de funciones es un cuerpo. Si f es meromorfa en 2 y no idénticamente nula
entonces 1/ f es asimismo meromorfa en 2. De hecho, los polos de 1/ f son ceros de f
y los ceros de 1/ f son polos de f, con los mismos 6rdenes.

Andlogamente al corolario 7.24 tenemos que:

Corolario 7.37 Si f es una funcion meromorfa en un dominio €, entonces f pue-
de escribirse como el cociente f = g/h, donde g,h son holomorfas en Q y h no es
idénticamente nula. Y reciprocamente, todo tal cociente define una funcion mero-
morfa en §Q.

DEMOSTRACION. Si la funcién f meromorfa en ) tuviera un nimero finito de polos
ai,...,an (repetidos segiin su multiplicidad) entonces tomamos h(z) = [[}_;(z —a;)
que es entera y tal que f h es holomorfa en €.

Supongamos que f tiene infinitos polos. Sean (a,),>1 los polos de f repetidos
segin su multiplicidad. Como hemos comentado mas arriba los a,, no se acumulan
en 2. El teorema 7.36 de Weierstrass nos da una funcién h holomorfa en € que se
anula (exactamente) en los a,. El producto g = f h tiene singularidades evitables
en los a, y es, por tanto, holomorfo en 2. Como f = g/h obtenemos la conclusién
deseada. ]

Antes de abordar la demostracién propiamente dicha del teorema 7.36 conside-
remos, lector, el caso particular en que la sucesién (ay,)52; converge toda ella entera
hacia un tnico punto b de 9€2; el andlisis de este caso particular iluminara el enfoque
del caso general.

Dibujo 7.1. UN SOLO PUNTO b DE ACUMULACION.
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Si b = ococ, entonces, de hecho, por el teorema 7.22 hay una funcién f entera (y,
por tanto, holomorfa en §2) que se anula exactamente en los ay,.

Supongamos que b € C. El plan natural ahora pasa por 1) cambiar variables
haciendo que b vaya ococ, 2) usar el caso entero como acabamos de comentar, para,
finalmente, 3) deshacer el cambio de variables. Veamos.

1) Consideremos la transformacién de Mobius z — 1/(z — b) que lleva b en coc
y transforma la sucesion (a,)%; en la sucesién ¢, = 1/(a, — b), para cada n > 1.
Observe, lector, que ¢, — oco¢, cuando n — oo.

2) Sea g una funcién entera que se anula exactamente en los cj,.

3) Sea f la funcién

f(z)= g(z i b) , para todo z € C.

Esta funcién f es holomorfa en €2, porque b ¢ €, y, ademas, se anula exactamente
en los a,, pues g se anula exactamente en los ¢,. Asi que, en este caso especial, la
funcién f resuelve la cuestion planteada.

Conviene notar que la funcién g se puede escribir, tal y como se hace en la
demostracién del teorema 7.22 en la forma

o) =TT 2(2).
n=1 n

y que, por tanto, f se puede expresar de manera explicita como
a ap —b
* z) = E ( - ) .
1= 18 ( 7=

Podiamos haber arrancado el andlisis de este caso particular deus ex machina con
la expresion (x). El factor n-ésimo de este producto es holomorfo, porque b ¢ Q, y
se anula en a,. Ademads, para z en un compacto de €2, como a, — b, tendriamos que
para n grande el cociente (a, —b)/(z — b) serfa uniformemente pequeno y, por tanto,
E,((an—b)/(z—b)) serfa adecuadamente préximo a 1, garantizando la convergencia
del producto infinito.

Esta discusién previa sugiere, como enfoque para el caso general en el que los a,
no se aproximan a un unico punto concreto de 952, considerar la funcién

O an — by
flz) = gEn (ﬁ) , paratodo z € Q)
donde, con el fin de garantizar que todos los factores sean holomorfos en €, se
tomarian de partida b, ¢ Q, para n > 1. Para que este producto converja (uniforme
y absolutamente sobre compactos de €2) necesitariamos poder seleccionar los b, de
forma que a,, — b, — 0.
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Podriamos completar este enfoque, sin més ingredientes, en el caso en el que el
dominio  estd acotado. En este caso, se ha de dar que dist(a,,92) — 0, cuando
n — 00, y si tomamos b, € 9Q tal que, por ejemplo, |b, — a,| < 2dist(ay,,09),
tendriamos, en efecto, que b, — a, — 0.

Pero, para un dominio {2 no acotado, no tiene por qué darse que dist(a,,, 9) — 0
cuando n — oo. Por ejemplo, si 2 = H y si a, = n, para cada n > 1, entonces a,, no
se acumula en 2, pero dist(a,, d§2) = n — 400, cuando n — co.

jHum!, y jsi pudiéramos transformar biholomorfamente el dominio {2 dado en un
dominio Q acotado? Algo de esta indole pondremos en préactica en la demostracion
general que sigue y para la que ya disponemos de todas los ingredientes.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 7.36. Con una transformacién lineal, podemos su-
poner, y suponemos, que 0 € Q, que D C Q y que |a,| > 1, para cada n > 1.

Transformamos (2 en aplicando la transformacién z — 1/z:

ﬁz{%;zeﬂ\{O}}.

Observe, lector, que «hemos perdido» el punto 0 de €2, que se ha transformado en ococ.

El dominio © contiene a {z € C;|z|] > 1}; ademés, o9, excluyendo ooc, esta
contenido en cl(D).

Denotemos a, = 1/a,, para cada n > 1. Observe, lector, que a, € D, para cada
n > 1, que los a, se acumulan en 02 y que, por tanto, d(a,,d$?) — 0, cuando
n — oo. Para esta ultima observacion quizé convenga apuntar que, para cada £ > 0,
el conjunto K = {z € C: |z| < 1,dist(z,0f2) > €} es compacto.

El objetivo ahora es construir una funcién f holomorfa en Q que se anule en
los @y, para luego definir f en € deshaciendo el cambio mediante f(z) = f(1/z).
Esta f serfa holomorfa en 2\ {0} y se anularia en los a,. Observe, lector, que este
plan requerird que lidiemos con la holomorfia de esta f en 0, pero le adelantamos
que esto no supondrd una dificultad seria.
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X

bk e an

Dibujo 7.2. DoMINIO €.

Para cada n > 1, tomemos b, en €2, con |b,| < 1 tal que |a, — bn n| — 0 cuando
n — oo. Por ejemplo, podriamos tomar by, tal que dist(éy,, Q) = |, —by|. Definamos

" ~n - Bn P
= HEn(af) , para todo z € Q.
n=1 Z = b”

Para verificar que el producto definitorio de f converge absoluta y uniformemente
sobre compactos de Q fijemos K compacto, K C Q. Sea § = dist(K, OQ) Para un
cierto N = Nj tenemos que |a, — bn| < 6/2, para n > N; de manera que

an—b

z—b

<—-, paraze Kyn>N.

l\.')\r—t

Apelando ahora al lema de acotacién de factores primarios, lema 7.20, deducimos
que

‘1—En(azn_b ) < 2n1+1, paraze K yn> N.
De donde, por el teorema M de Weierstrass para productos i infinitos, teorema 7.13, se
concluye que, en efecto, el producto infinito definitorio de f converge absoluta y uni-
formemente sobre compactos de Q y que f es holomorfa en Q y se anula exactamente
en los a,,.

Con todo esto tenemos que la funcién f es holomorfa en ©\ {0} y que se anula
exactamente en los a,,.

Para gestionar el comportamiento de f cerca de 0 registramos la siguiente aco-
tacién de f para |z| > 5 como sigue. Si z € Q se tiene |z — bn | > 4y, por tanto que
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|éin, — bp| /|2 — by| < (1/2), para cada n > 1. Por consiguiente, si |z| > 5 entonces

F(2)] < ﬁ <1+ ‘1 E"<m)‘) < ﬁ (HT%) <ol2
n=1 n

n=1

En consecuencia,
1F(2)] <e?, silz]<1/5.

Por consiguiente, la funcién f tiene una singularidad evitable en z = 0.
Finalmente, si f (al definirse en z = 0) se anulase en z = 0, digamos, de orden k,
tomariamos como solucién final de nuestros afanes y desvelos constructivos a la
funcién f dada por
; f(z)

f(z)zj, para todo z € ). -

B. Polos.

La version del teorema de Mittag-Leffler para dominios generales reza ast:

Teorema 7.38 (Teorema de Mittag-Leffler, dominios generales) Sea Q0 un
dominio en C y sea una sucesion (by)n>1 de elementos de Q todos distintos y sin
punto de acumulacion en Q. Sea (Qn)n>1 una sucesion de polinomios no constantes
y tales que Q,(0) =0, para cada n > 1.

Entonces existe una funcion meromorfa f en § tal que f tiene polos exactamente
en los by, y tal que, para cada n > 1,

1
la parte principal de f en b, es Qn( ) .
z— by,
Como ya hemos advertido, la demostracién del teorema de Mittag-Lefler para
dominios generales requiere algunas herramientas que desarrollaremos mas adelante.

C. Interpolacion.

El teorema de interpolacion mediante funciones holomorfas en un dominio €2
general va como sigue:

Supongamos que (an),>1 €s una sucesiéon de elementos distintos de 2 sin punto
de acumulacién en €.

Para cada n > 1, damos un entero N,, > 1 y una lista finita (de longitud N,, + 1)
de nimeros complejos (b(()"), bgn), . ,b%g).
Teorema 7.39 (Interpolacién con holomorfas, dominios generales) Con las
notaciones y los datos anteriores, existe una funcion f holomorfa en ) tal que

f(j)(an) = bg.n), para cadan > 1 y cada 0 < j < N, .
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La demostracion del teorema 7.39 es casi idéntica a la del caso particular de C,
teorema 7.31, pero usando ahora los teoremas de Weierstrass y de Mittag-LefHler
para funciones holomorfas en dominios generales, teoremas 7.38 y 7.39 en lugar de
los correspondientes para C.

7.8. El anillo H(2) de funciones holomorfas

El conjunto de funciones enteras en un dominio €2 es un anillo con las operaciones
de suma y de producto de funciones; la maquinaria de teoremas de Weierstrass y de
interpolacién nos va a permitir estudiar sus propiedades algebraicas.

Abreviaremos habitualmente y hablaremos de las funciones 1 y nula para referir-
nos, respectivamente, a la funcién idénticamente 1 en €2 y la funcion idénticamente 0
en {2, que apareceran frecuentemente como elementos neutros que son de las opera-
ciones de producto y de suma en H(2). Ademds decimos f € H(2) es no nula, para
significar que la funcién f no es idénticamente nula, es decir, no es la funcién nula.”

7.8.1. Divisibilidad

Con ritmo vivo® apuntamos a continuacién las caracterizaciones oportunas de
distintas cuestiones de divisibilidad en el anillo H(€2), que dilucidaremos usando
como herramientas basicas el teorema de Weierstrass, teorema 7.36, sobre funciones
holomorfas en ) con ceros dados y el teorema 7.39, de interpolacién con funciones

en H(Q).

e UNIDADES. Las unidades de H(£2) son justamente las funciones holomorfas
en ) que no se anulan. Es decir, h € H () es unidad si y sélo Z;, = ()

e DIVISIBILIDAD. Si f,g € H(Q2), entonces f divide a g (en notacién fl|g) si
la funcién cociente g/f es holomorfa en Q, es decir, si m(g, z) > m(f, z) para todo
z € ), es decir, si f se anula en z € ) entonces ¢ se anula en z, al menos el mismo
nimero de veces. Note, lector, que, en particular si f|g, entonces Z; C Z,.

e COPRIMALIDAD. Si f,g € H(Q2), f,g # 0, entonces las funciones f,g son
coprimas (o primas entre si) si no tienen divisores comunes (salvo unidades).

Coprimalidad equivale a que Z; N Z, = 0.

Veamos. Si h|f y h|lg y h no es unidad, entonces Zy N Z, O Zj, # (. Recipro-
camente, si Zy N Z, # (), por el teorema de Weierstrass tenemos h que se anula
exactamente en Zy N Z, (una vez en cada punto); h no es unidad y divide a f y a g.

e PRIMOS. Una funcién f € H(f2) no idénticamente nula es un elemento primo
de H(Q) si no es unidad y de f|gh se deduce que f|g o f|h.

Los elementos primos de H(2) son precisamente las funciones que se factorizan
como (z — a)h(z) donde a € Q y donde h es unidad.

"Picajosillos, andamos, Sancho.
8Entre allegro y vivace.
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Veamos. Supongamos que f es primo. Como f no es unidad, se tiene que Z5 # (.
Sea a € Zy. Tomemos g que se anula en a tantas veces como f y en ningin otro
punto, y h que se anula exactamente en Z; \ {a}, tantas veces en cada punto como
lo hace f. Entonces f | gh. Como f { h, ha de darse que f | g, es decir, f = (z —a)*u,
con k = m(f,a) y v una unidad. Si k& > 2 tendrfamos que f | (z —a)(z —a)* !, y
entonces f | (z—a) o f | (z—a)*!, de manera que m(f,a) < k—1. Por tanto k = 1.

Reciprocamente, si (z — a) | gh, una de las dos funciones g, h se anula en a y por
tanto (z — a) la divide.

En otro términos, los elementos primos de H(£2) son las funciones que se anulan
en un Unico punto, en el cual se anulan con orden 1, es decir, de la forma (z — a)u(2)
donde u es una unidad.

e IRREDUCIBLES. Una funcién f € H(Q2) es irreducible si no es unidad y no se
puede factorizar f = gh donde g, h € H(£2) no son unidades.

Los elementos irreducibles f son, de nuevo, las funciones (z —a)u(z) donde a €
y u es unidad. Veamos.

Si f = (2 — a)u(z) se factoriza (z — a) = gh con g, h € H(£2), una sola de las dos
funciones g, h se anula en a y la otra es una unidad. Por tanto, f = (2 — a)u(z) es
irreducible.

Reciprocamente, supongamos que f es irreducible y que se anula en mas de un
punto. Sea Zy = C'U D, una particiéon con C, D # (). Tomamos g que se anula en C
con la misma multiplicidad que f y h que se anula en D con la misma multiplicidad
que f. Entonces f = ghu = g(hu) donde u es unidad y f no seria irreducible.

e MAXIMO COMUN DIVISOR. Para una familia 7 de funciones no nulas de #(£2),
un méximo divisor de F es una funcién g tal que g|f para toda f € F, y es tal que
si h|f para toda f € F entonces h|g.

Lema 7.40 Toda familia F de funciones no nulas de H(2) tiene mdzimo comin
dwvisor.

DEMOSTRACION. Sea Z = ﬂfef Z¢. Si Z = () entonces los tinicos divisores comunes
de F son unidades y, por tanto, la funciéon constante 1 es maximo comun divisor. Si
Z # (), sea h holomorfa en Q y tal que m(h,z) = min{m(f,z); f € F}, para cada
z € Z. Esta funcién h € H () es maximo comun divisor de F. [ |

Observe, lector, que el méximo comun divisor de una familia F C H () estd
definido salvo unidades: dj, dy son méximo comun divisor de F si y sélo si dy/dy es
unidad.

Tome nota, lector, de que dos funciones no nulas f,g € H(2) son coprimas si y
sélo si su maximo comun divisor es la constante 1, o una unidad cualquiera.

El siguiente teorema de Joseph (Henry Maclagan) Wedderburn nos dice que en
el anillo H(2) se cumple la identidad de Bezout.
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Teorema 7.41 (Teorema de Wedderburn) Sea f(z),g(z) € H(S) coprimas, es
decir, tales que Z¢ N Z, = (. Entonces existen funciones a(z) y (z) holomorfas
en § tales que

l=a(z)f(z) + B(2)g(2), paratodo z € Q.

DEMOSTRACION. La conclusion del enunciado es equivalente a comprobar que pode-
mos hallar una funcién 5 € H(2) tal que el cociente

1 —B(2)g(2)
f(2)

sea una funcién holomorfa en Q. En otros términos, buscamos ((z) tal que 1 —

B(z)g(z) tiene en cada cero de f un cero con al menos el mismo orden que el de f.
Para verificar la existencia de la tal funcion 8 usaremos el teorema general de

interpolacion mediante funciones holomorfas en el dominio §2; teorema 7.39.

Si a es un cero de f(z), digamos de orden k > 1, buscamos que la funcién
1 — B(2)g(z) se anule de orden k en a, es decir, queremos que

orden 0: 1— 3(a)g(a) =0,
orden (j) : (Bg)(a) =0, paral<j<k.

Tome nota el lector de que g(a) # 0.
Usando la regla de Leibniz de derivacion, esto significa que

orden 0:  fB(a)g(a) = -1,
orden (j) : B9 (a)g(a) = -3 (1)8D(a)g" (a), paral<j<k.

La condicién de orden 0 nos dice que 3(a) ha de ser (a) = 1/g(a).
La condicién de orden 1 nos dice que

B'(a)g(a) + Bla)g'(a) =0,

y, por tanto,

B'(a)g(a) = —B(a)g'(a).
Como ((a) ya estd especificada y como g(a) # 0 esto nos da el valor que debe tener
B'(a), en concreto, ' (a) = ¢'(a)/g(a)?.

Procedemos ahora recursivamente, y usando que g(a) # 0, deducimos qué valores
han de tener las sucesivas derivadas S0 )(a), para cada 0 < j < k, si queremos que se
cumplan las condiciones requeridas para que (1 —/3(2)g(z)) tenga un cero de orden k
en a.

El teorema general de interpolacién para funciones holomorfas en H(€2), teore-
ma 7.39, nos dice que existe una funcién g € H(2) que obedece fielmente todo este
cimulo de condiciones en todos y cada uno de los ceros de f(z), completando asf la
demostracion. |
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Corolario 7.42 Sean fi, fo,..., fn funciones no nulas en H(SY). Sea d un mdzimo
comin divisor de f1, fa,..., fn. Entonces ezisten funciones aq,ag,...,a, € H()
tales que

arfi+- - +anfn=d.

DEMOSTRACION. Procedemos por induccién en n partiendo de n > 2. (El cason = 1
es tautologico: ay = 1.)

El caso n = 2 se obtiene del teorema 7.41 sin mas que dividir por d. Supongamos
que el resultado del enunciado es cierto con n—1 funciones.

Sean d* y d méaximos comunes divisores respectivos de fi, fo,..., fn_1 y de
f1, fo, ..., fn. Observe, lector, que d es asimismo un maximo comun divisor de d* y
de fy. El caso de n—1 funciones nos provee de funciones i, ..., B,—1 en H(Q) tales
que

n—1
J=1

El caso n = 2 da funciones v y «,, in H(£2) tales que
(xx) yd* 4+ anfn=4d.

La combinacién de (x) y (*x) nos da ya el resultado buscado si definimos a; = vf;,
paral <j<n-—1. [ |

Como enunciamos en las dos siguientes proposiciones, H(2) es un dominio de
integridad pero no es un dominio de factorizacién tunica.

Proposicién 7.43 H(2) es un dominio de integridad.

DEMOSTRACION. Sean f,g € H(Q) tales que f - g = 0. Hemos de ver que f =0 o
que g = 0. Si f # 0, entonces existe zg € € tal que f(z9) # 0. En un entorno U de
20 se tiene entonces que f(z) # 0, para todo z € U, y por tanto, g(z) = 0 para todo
z € U de donde, por el principio de ceros aislados, g = 0. |

I'& Nota 7.8.1. &1l Teoria general de anillos: todo dominio de Bezout es dominio de integridad.
El argumento de tal implicacién en nuestro caso concreto de H () va como sigue. Sean f, g € H(Q)
tales que f - g = 0. Hemos de ver que f 6 g (o las dos) son nulas. Si ninguna fuera nula, tomemos
un méximo comun divisor d (que es no nulo) de f y g. Por la identidad de Bezout tendriamos
a,B € H(Q) tales que d = af + Bg. Como en cada punto z € Q, se tiene f(z) = 0 o g(z) = 0,
concluirfamos que d = 0. [ )

Proposicién 7.44 H(2) no es un dominio de factorizacion nica.

DEMOSTRACION. Si lo fuera, cualquier f € H(€2) no nula se tendria que poder facto-
rizar como producto finito de unidades y elementos primos, y vista la caracterizacion
de elementos primos como aquellas funciones que se anulan (de orden 1) en un tinico
punto, cualquier f € H(Q2) deberia tener un nimero finito de ceros, pero el teorema
de Weierstrass 7.36 nos dice que en H(£2) hay funciones cuyo conjunto de ceros Zf
es infinito. ]
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7.8.2. Ideales

En nuestro dilecto anillo #(2), un ideal Z es un subanillo que tiene la propiedad
de que si o« € H(Q?) y f € Z entonces el producto af € 7.

Hay dos familias de ideales que nos interesan particularmente.

a) Ideal Zg; de las funciones que se anulan en un subconjunto E C €.

Sea FE un subconjunto de €2 sin puntos de acumulacién en 2. Consideremos el
conjunto Zg de funciones f € H(2) que se anulan en cada punto de E, es decir, las
f € H(Q) tales que f(z) =0, para todo z € E.

El conjunto Zg es obviamente un subanillo, y ademds si f € Zg y a € H(Q)
entonces « f se anula en cada punto de F/, de manera que Zg es un ideal.

Observe lector, que si E, F' son tales conjuntos sin puntos de acumulacién en 2
y si B C F entonces Zrp C Zg; asi que cuanto mas pequeno es F mas grande es Zg.

Por supuesto, si el subconjunto E tuviera punto de acumulacién en €2, entonces
la tnica funcién de H(2) que se anularfa en todos los puntos del conjunto E es la
funcién nula.

En el caso en que el subconjunto E de € consta de un sélo punto, E = {a},
escribimos simplemente I, y no Zy,, para denotar el ideal de las funciones holomorfas
de H(2) que se anulan en a.

b) Ideal Z[F]; generado por una familia F de funciones de H(2). Dada una
familia F C H(2) este Z[F] es el ideal de H(f2) mas pequeno que contiene a F.
Explicitamente Z[F] se expresa

m
I[F] = {Zajfj donde oj € H(Q) y fj € F, para j = 1,...,m}7
j=1
pues este conjunto es obviamente un ideal que esta contenido en cualquier ideal J
que contiene a la familia F.

Un ideal Z se dice finitamente generado si es el ideal Z|F] generado por una
familia finita F.

Cuando F = {f} para un cierta funcién f € H(Q) escribimos simplemente Z|f]
en lugar de Z[{f}]. A los ideales Z[f], donde f € H(f2), con f no nula, se les dice
ideales principales.

Observe, lector, que Z[f] # H(f2) si y sélo si f se anula en algiin punto de €2, es
decir, si y sélo si f no es unidad.

El siguiente lema nos dice que los ideales Zr son ideales principales.

Lema 7.45 Sea a € Q) y sea g holomorfa en Q y que se anula sélo en a y de orden 1.
Entonces
Ly = I[.g] .

En general, sea E un subconjunto de Q0 sin puntos de acumulacion en 0 y sea g
holomorfa en ) que se anula exactamente en E y de orden 1 en cada punto de E.
Entonces

Ip =1lg].
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DEMOSTRACION. Basta observar que g € Zg y que si h € Zg entonces h/g € H(QY) y
h=(h/g)g. u

Teorema 7.46 Todo ideal T de H(SY) finitamente generado es principal.

DEMOSTRACION. Sea d un méaximo comun divisor de los generadores fi, fo,..., fn
de Z. Por el corolario 7.42, tenemos que d € Z, y, por tanto, Z[d] C Z. Ademds, como
d divide a cada f;, tenemos que d divide a toda f € T y, por tanto, Z C Z[d]. En
suma, Z = Z[d]. |

En la jerga de la teoria de anillos, un anillo es de Bezout si sus ideales finitamente
generados son principales, o equivalentemente, como se desprende de la prueba del
teorema anterior, si se cumple la identidad de Bezout. Asi que H({2) es un anillo
de Bezout.

Registramos a continuacién dos propiedades como anillo de las que carece H(£2),
a saber, H(€2) no es dominio de ideales principales y no es anillo noetheriano.

a) H(S2) no es dominio de ideales principales, es decir, no todo ideal de
H(R2) es principal, aunque como hemos visto como consecuencia de la identidad de
Bezout los ideales finitamente generados si son principales.

Sea (a,)52; una sucesion en €2 que converge a un punto b € 95). Para cada entero
n > 1, sea f, € H(2) una funcién que se anula exactamente en {ay,ani1,...}.
Consideremos el ideal Z = Z|[fi, fa,...], €l ideal generado por las f,. Toda g €
T se escribe en la forma g = Z;nzl a;fn;, de manera que g se ha de anular en
{an,ant1,...}, con N = max{ni,...,ny,}. En particular, Z # H(Q).

Si 7 fuera principal, estarfa generado por una cierta d € H(2), y por tanto, d|fy,
para cada n > 1. Pero, entonces, Z; C (.2, Zf, = 0, es decir, d seria unidad y
Z = H(2), que no es el caso. Asi que el ideal Z no es principal.

I’& Nota 7.8.2. =1 Teoria general de anillos: todo dominio de ideales principales es dominio de
factorizacién tnica. 'Y

b) H(2) no es anillo noetheriano. Basta considerar la cadena ascendente
Z[fy] anterior.

Asi que, lector, los anillos H({2) estdn justamente en la transicién entre ser anillos
de Bezout, que si, y dominios de factorizacién unica, que no.

Ideales maximales principales. Los ideales de H(2) que son a la vez maximales
y principales tienen una caracterizacion limpida que serd muy 1til, crucial de hecho,
en el teorema de Bers, teorema 7.49, y que pasamos a exponer.

Teorema 7.47 Sea Z un ideal propio de H((2).
Elideal T es maximal y principal si y sélo si T = I, para un cierto a € €.
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DEMOSTRACION. Supongamos que Z es principal y ademés maximal. Por ser princi-
pal, podemos escribir Z = Z[f] para una cierta f € H(2). Si f no se anula en ningin
punto de €, entonces f es una unidad en H(€2) y, por tanto, Z = H(Q).

Asi que f se ha de anular al menos en un punto a € 2. Vamos a ver que f se
anula solamente en ese inico punto a. Sea g € H () tal que g se anula de orden 1 en
a y en ningin otro punto de Q (por ejemplo, la funcién z — a). Como f/g € H(S2),
tenemos para todo a € H () que

af=aly,
g

asi que Z[f] C Z[g]. Como ¢ no es unidad, Z[g] # H(2), y como Z[f] es maximal se
tiene que Z = Z[f] = Z[g]. Por el lema 7.45, tenemos que Z[g] = Z,. En suma Z = Z,.

Vamos con el reciproco. Escribamos, apelando al lema 7.45, Z, = Z[g], donde ¢
se anula sélo en a y de orden 1. Asi que Z es ideal principal.

Para ver que es Z, = Z[g] es maximal, sea J un ideal tal que J 2 Z,. Y sea
h € J\Z,. Entonces h no se anula en a y g solo se anula en a. Asi que Z(h)NZ(g) = 0.
Por el teorema de Wedderburn, teorema 7.41, tenemos «, 5 € H(2) tales que

=ag+ fh.

Como ag € ZI[g] € J y Bh € J, se tiene que 1 € J vy, por tanto, J = H(Q2). Por
consiguiente Z, es maximal.

7.8.3. Teorema de Bers

Este teorema de Bers es debido a Claude Chevalley y Shizuo Kakutani e, in-
dependientemente, a Lipman Bers, con precisiones ulteriores de Halsey Royden y
Walter Rudin.”

Los ideales maximales principales de H(£2) son justamente los Z, donde a € §.
De manera que hay una correspondencia biyectiva entre los puntos de €2 y los ideales
maximales principales del anilllo #(£2). Si para dos dominios Q y €', los anillos H(f2)
y H(£') son isomorfos como anillos, entonces un isomorfismo entre H(Q2) y H(Q')
establece una biyeccién candnica entre los ideales maximales principales de H(f2)
y H(Y) y, por tanto, induce una biyeccion entre Q y . Como veremos, bajo una
hipétesis adicional sobre el homomorfismo, la biyeccién inducida entre Q y €' resulta
... biholomorfa.

Definicién 7.3 Decimos que un homomorfismo 7 del anillo H(2) en el anillo C
preserva constantes si

m(A) =\, paratodo A € C.

La A en la izquierda es la funcién constante A, en H(£2), mientras que la A en la
derecha es el escalar A, en C.

% Vaya alineacién!
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Si ©, € son dos dominios en C, decimos que un homomorfismo ® del anillo H ()
en el anillo #(Q') preserva constantes si

m(A) =X\, paratodo A € C.

La A en la izquierda es la funcién constante A, en H(2), y la X en la derecha es la
funcién constante A, en H ().

En lo que sigue, identificaremos la funcién de H(2) que vale constantemente A
con la constante A, sin machacona diferenciacion, que el puro contexto se encargard
de senalar.

Observe, lector, que en realidad, un homomorfismo entre los anillos H(2) y
H(Q') que preserva constantes es un homomorfismo entre las estructuras de dlgebra
de H(Q) y H(Y).

Para cada a € Q consideremos 7, : H(2) — C dada por

7o(f) = f(a), paratodo f € H(Q).

cada 7, es un homomorfismo de anillos que preserva constantes. A m, se le denomina
homomorfismo de evaluacion en a. Note, lector, que Ker(w,) = I,, para cada a € Q.

Conviene hacer notar que m, = m, implica (y equivale a) que a = b, pues si a # b
y f es la funcién en H(Q2) dada por f(z) = (z — a)/(b — a), entonces 7,(f) =0y
m(f) = 1.

En estricta ortodoxia notacional debiéramos escribir algo asi como 75!, en lugar
de simplemente 7,, para hacer referencia al anillo H(£2) en que estd definida g,
pero con leve rebeldia no nos someteremos, lector, a tal imposicion pues el contexto
siempre dejard claro el 2 de que se trata.

Como se muestra en el siguiente lema, los m, son los tinicos homomorfismos de
H(§2) sobre C que preservan constantes.

Lema 7.48 (Lema de Royden) Si w: H(Q2) — C es un homomorfismo de ani-
llos que preserva constantes, entonces m = mw, para un cierto a € 2.

DEMOSTRACION. Sea 7 el ideal Z = Ker(7). Como 7 preserva constantes, m no es
idénticamente nulo y ademdas Z # H().

Buscamos'® una funcién h € T que sélo se anula en un tnico punto, digamos, a,
y con multiplicidad 1. Si la halldsemos,'! entonces Z[h] C Z. El lema 7.45 nos dice
que Z[h] = Z, y el teorema 7.47 que Z, es maximal. Asi que Z, = 7.

Para cualquier g € H(Q2) se tiene que g — g(a) € Z, = Ker(w), asi que como 7
preserva constantes se tiene que 7(g) — g(a) = 0, es decir, 7(g) = 7,(g), de manera
que, como queriamos ver, ™ = mg,.

Vamos, pues, con la verificacion de la existencia de la tal h € Z que se anula en
un tnico punto y con multiplicidad 1.

10:Seguro que la encontramos!
Lpél
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Si Z = {0}, entonces 7 seria inyectivo, y esto no es posible, por que entonces
H () solo contendria funciones constantes, pues para todo f € H(f2), la funcién f
y la constante 7 (f) tendrian la misma imagen por 7.

Sea f € Z, no nula. La funcién f no es unidad, pues Z # H(Q2). Por tanto ha de
anularse. Enumeremos el conjunto Z(f) = {ay,,n > 1} de ceros de f.

Sea ahora g € H(Q) tal que g(z,) = con multiplicidad 1, es decir, tal que
d'(zn) # 0, para cada n > 1 La existencia de una tal g nos la da del teorema 7.39 de
interpolacién.

La funcién g = g — w(g) € Ker(n) = Z. Analicemos los ceros de g. Si g no se
anulara en ninguno de los z,, el teorema 7.41 de Wedderburn, nos daria que 1 € Z,
puesto que f,g € Z, y se tendria que Z = H(Q2). Por tanto, g se anula en algun z,,
digamos, en z,,. Esto significa que

0=G(2ny) = 9(2ny) — 7(9)

y, por tanto, g no se anula en ningtn otro z,, puesto que

9(zn) = g(zn) —7(g) =n—nop.

Ademés, g se anula de orden 1 en zy,,, pues §'(zn,) = ¢'(2n,) # 0.

En suma f y g tienen exactamente un cero en comun, a saber, z,.

Sea h un maximo comun divisor de f y g. Por el teorema 7.41, de nuevo, tenemos
que h € Z, pues f,g € Z. Ademds, h se anula en z,, y lo hace con orden 1, pues h
divide a § y no se anula en ningtn otro punto de €.

Esta h es, finalmente, la funcién buscada. |

Teorema 7.49 (Teorema de Bers) Sean Q y Q' dos dominios en el plano com-
plejo C. Existe un isomorfismo que preserva constantes entre H(SY) y H(Q') si y sdlo
s1 existe un biholomorfismo entre Q y V.

iUn elegante teoremal: la estructura algebraica del anillo (o mejor del dlgebra) de
las funciones holomorfas en () determina su estructura compleja. Con el lema 7.48
de Royden, la demostracién sera coser y cantar.

DEMOSTRACION. Sea F': Q@ — Q' un biholomorfismo. Definimos ®: H(Q') — H ()
mediante
®(g) =go F, paratodage H().

Esta ® es un isomorfismo de H (') sobre H(£2) que preserva constantes. Esta im-
plicacién del teorema es directa. El interés y el busilis, y hasta el quid, yace en la
implicacion contraria.

Sea ahora ® un isomorfismo de H () sobre H(€') que preserva constantes.

Vamos a definir a partir de ® una funcién F de Q' en .

Sea a € Q. Consideremos el homomorfismo 7, : H(Q)') — C, de evaluacién en a.
La composicién 7, o @ es un homomorfismo de H(2) en C que preserva constantes.
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Por el lema 7.48 de Royden, tenemos que 7, o ® = 7, para un cierto b € €. Este
b € Q) es unico, pues mp, = T, implica by = by. Definimos F'(a) = b.
Observe, lector, que

®(f)(a) = f(F(a)), paratodo f € H(2) ytodoae,

es decir,
(%) O(f)=foF, paratoda f € H(Q).

Sea idg € H(R) la funcién identidad: idg(z) = z para todo z € Q. Aplicando (x)
tenemos que

F=®(idg) € H(Y).

De manera que la funcién F' es holomorfa.
Argumentando con ®~! obtenemos G :  — €’ holomorfa y tal que

(%) d(g)=goG, paratodage H(Y).
Pero entonces
foFoG=®(f)oG=d"Y®(f))=f, paratoda f € H(Q).

En particular, con f = idg, se deduce que

FoG=idg,
y, andlogamente, que
GoF = idQ/ .
En conclusién, F' es biholomorfa de € sobre €. |

[5" Nota 7.8.3. &1l Algunas referencias cldsicas sobre el contenido del teorema de Bers son [20],
(33], [30], [45], [42], [44], ... 'y
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EJERCICIOS DEL CAPITULO 7

PRODUCTOS INFINITOS

7.8.1 Compruébese que
2 1 -1y 2
1]( k+1(k:+2)):§ Y lg(k:3+1>:3'

7.8.2 Sea (,)52; una sucesion de numeros reales. Demuéstrese que

1) Si >0, 22 < oo, entonces

o0 oo
H(l +x,) converge siy solo si g Ty, converge.
n=1 n=1

) Siy 2, xn es convergente, entonces

o0 o0
H(l +x,) converge siy solo si in < 400.
n=1 n=1

7.8.3 al) Compruébese que si [[or i zn y [ o2 wn convergen absolutamente, enton-
ces [ 1724 zn wn converge absolutamente y que

<,ﬁ zn) (ﬁwn) = ﬁ(zn wy,) -

a2) Dése un ejemplo de productos [ 721 zn, [ 7oy wn convergentes, pero tales que
[ (zn wy) no converja.

bl) Supdngase que [[,2, zn converge absolutamente. Sea AU B una particion
de N. Compruébese que

H Zn Y H zn  covergen absolutamente,
neA neB

Y que

T~ (T =) (I ).

neA neB

b2) Dése un ejemplo de producto [[,~ | zn convergente y de particion AUB =N
tales que [],c 4 2n ¥ [1,,cp 2n m0 convergen.
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PRODUCTOS INFINITOS DE FUNCIONES

7.8.4 Compruébese que para todo z € D se tiene que
ﬁ 1 +z -
C1—z
k=0

Dedizcase que, para todo z € D,

LS
_ . —27
z jzol—i—z

7.8.5 Compruébese que los productos infinitos

o0 [e.9]

Fiz)=JJa+2" v G =]JJa-2""

n=1 n=1

convergen uniforme y absolutamente sobre compactos de D y que

F(2)G(2) =1, paratodoz€D.

7.8.6 Para entero d > 1, sea Hy el polinomio
Hy(2) =14 2422+ 42071 ="~
Compruébese que

—Z

HHd(zdj) =1, Pam todo z € D.

SUGERENCIA: (1 —2) [}, Hy(=%) = (1 — 24",

7.8.7 Fijemos |b| < 1. Compruébese que el producto infinito

0
n=1

define una funcion entera.
Verifiquese ademds que

F(z) =(1—=0bz)F(bz), paratodo z € C,
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Y que

o0

nook
F(z)zl—i—Z(kub_l)z”, para todo z € C.

7.8.8 Seabe D)\ {0}. Compruébese que la funcion
0(z) = H (L4067 1e?) (146" e ™)
n=1

es entera. Determinense los ceros de 0. Compruébese que 0 satisface la ecuacion
funcional
0(z+2In(b)) =b"'e 2 0(2), para todo z € C,

(In(b) significa cualquier logaritmo de b) .

PRODUCTO INFINITO PARA sen(z)

7.8.9 Considérese la representacion

2
s 1
2 - Z 2
sen?(mz) = (z+n)
vdlida para todo z € C\ Z. Dedizcase que el desarrollo de Taylor de z*/sen’z para
|z| <7 es

2
z ¢(2m)
on?s —1+QE (2m —1) >=-—=> o z“m.

m=1

Dedizcase que
oo o
1 1
— ue il

Argumeéntese por qué, para todo m > 1, se tiene que

3 = E es un numero racional.
T2m 2m n2m

7.8.10 Demuéstrese que, para todo z € C,

2

COS 7TZ 1;[( 2]{—1) )

SUGERENCIA: cos(mz) = sen(27z)/2sen(nz).
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Dediizcase que

y de aqui que
1 72
2) = — = —.
C( ) Z n2 6
n>1
Dedizcase que para todo z € C que no es un cero de cos(nz) se cumple que
s s 1 1
Fn(3)- 8 ()
2 a 2 : z:l m—z m+z

m>
m impar

7.8.11 Partiendo de la representacion

22
TZ) =T || 1——),
sen(mz) zn 1( 2

obténgase el desarrollo de Taylor alrededor del origen de sen(wz)/(mz) para deducir
que

> ot o k
= para todo k > 1.
2.2 .. .2 I
Ly <oy, T2 M 2k + 1!
Dedizcase, de nuevo, que
1 m
(W=> =5
n=1
7.8.12 Compruébese que
o0
1 et —e "
1 - —
H < + n2> 2m
n=1

Dedizcase que

7.8.13 Para entero k > 2, considérese la funcion entera Hy dada por el siguiente

producto infinito:
k

Hp(z) = nh2k H (1 Z)

Tk
n
n€Zin#0

Compruébese que

k
Hi(z) = H sen(mwy, z), para todo z € C,
j=1
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donde wy, = e2mi/k,

Obténgase, para entero k > 2 una formula cerrada para el correspondiente desa-
rrollo en fracciones simples:
1
e e

neL

Obténganse, para cada entero k > 1, formula explicitas finitas de

T (RSN IS | ((R)

n=1 n=

7.8.14 Obténgase que

ﬁ (4n)? 44881212
(4n —1)(4n+1) 35791113

n=1

Y que
(_ n+1

(G5 =ve

Solucién. Para el primer producto, péngase z = 1/4 en el producto de Euler para
la funcién seno; para el segundo producto, multipliquense los dos productos infinitos
y usese Wallis.

Funcion T

7.8.15 Calcilesen los residuos de la funcion I' en cada uno de sus polos.

7.8.16 Compruébese que para todo z € C se tiene que

1 _ i 224+ 1)(z+2)---(24+n)
F(z)_nl—ggo n?n!

7.8.17 Definamos la funcion Q(z) como la derivada de la derivada logaritmica de T

Q(z) = (11:,((5)))/, para todo z € C\ {0,—1,-2,...}.

Compruébese que

— 1
Q(z):zm, para todo z € C\ {0,—1,-2,...}.
n=0

7.8.18 FORMULA DE DUPLICACION DE LEGENDRE. Pruébese que

1
227711 (2) F(z + 5) =T(22)/m, paratodoz € C.
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SUGERENCIA: I'(2) T'(z +1/2) = I'(22) (), donde A es una funcién entera. Usar la
derivada de la derivada logaritmica de ambos lados, para comprobar que A” = 0.

7.8.19 FORMULA DE MULTIPLICACION DE GAUSS. Pruébese que para cada entero
n > 1 se tiene que

n—1
(Qw)(”_l)/QF(nz) — pn#—1/2 H I'(z+ k/n), para todo z € C.
k=0

7.8.20 Compruébese que para todo x € R se cumple

1 x senh(mwz)

Cea)> o«

7.8.21 Compruébese que

I'(z) =

NS

i 1\2 z\ 1
H (14——) (1+—) ,  para todo z € C.
n n

n=1

WEIERSTRASS Y MITTAG-LEFFLER

7.8.22 Sean f1 y fo dos funciones enteras que no tienen ceros en comun, es decir,
para todo z € C se tiene que |f1(2)]* + |fa(2)|* # 0. Demuéstrese que existen dos
funciones enteras g1 y g2 tales que

f1(2) 1(2) + fa(2) g2(2) = 1, para todo z € C.

7.8.23 Sean f(z) y g(2) dos funciones holomorfas en D(0,¢), con & > 0.

a) Supongase que f(0) # 0. Demuéstrese que para todo entero k > 1 existe un
polinomio R(z) de grado k tal que

f(2)R(2) — g(z) = O(|zF+1) cuando z — 0.

b) Supdngase ahora que f tiene un cero de orden (exactamente) k en 0, donde k > 1
es un cierto entero. Demuéstrese que existe un polinomio S de grado k tal que

f(2) S(%) —g(2) = O(|2)*™) cuando z — 0.

7.8.24 EXTENSION DEL TEOREMA DE INTERPOLACION. Sea (2,,)n € C una sucesion
con limy, s |2n| = +00. Supdngase que para cada enteron > 1 se ha dado un entero
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N, > 0 y una lista finita (wn0, wn 1, .- ., men). Demuéstrese que existe una funcion
entera f tal que, para cadan > 1,

79 (z,) = W, para cada 0 < j < N, .

SUGERENCIA: Remedar la prueba del teorema de interpolacion, usando el ejercicio
anterior, apartado b).
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