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Geometria IV

Departamento de Matematicas. Curso 2006/07

1) Responder brevemente a las siguientes preguntas:

i) Si los coeficientes del tensor métrico son constantes, ja qué es igual la derivada cova-
riante?

ii) Si multiplicamos la métrica por una constante no nula, ;qué ocurre con la derivada
covariante?

iii) Si V es un campo de vectores y f una funcién escalar, jcudl es la derivada covariante
de fV?

iv) Si VV = VIV =0, jes G(V, W) constante?

2) Si C es la matriz (V) con V un campo en R? (con la métrica usual) cuando se usan
9.
coordenadas cartesianas y P es la matriz correspondiente cuando se emplean coordenadas
polares, demostrar la relacién:

gl —p con  J — (cos@ rsen@) .

senf) rcos6

3) Sea el campo en R? que en coordenadas polares viene dado por V = 0/06. Calcular su
derivada covariante y comprobar la relacion del problema anterior.

4) Supongamos que se tiene una métrica en R (con la carta trivial) tal que V1V = 2007
para V = 0.

a) Demostrar que el transporte paralelo de Vp = 01 desde x = 0 a z =t a lo largo de la
recta que une estos puntos es e 20979, . En particular, la derivada covariante de V = 200779,
es nula.

b) Hallar todas las posibles métricas en R para las que la derivada covariante responde a
esta férmula.

5) Sea M = R x R" con la métrica G = y~2(dr ® dr + dy ® dy). Calcular la derivada
covariante de V' = f(y)0/0x. Hallar f para que la derivada covariante a lo largo de la semirrecta
r=0,y=1%>1 sea nula.

6) Comprobar la relaciéon V(S ® T) = (VS)®@ T + S ® VT cuando S y T son campos
vectoriales o de uno formas.

d D D
7) Probar la férmula $<V, W) = <d7}5/’ W)+ (V, TI:/>

8) Consideremos una subvariedad de R™ (con la métrica inducida). Probar que si V(p) se
transporta paralelamente en V' (q) y W (p) se transporta paralelamente en W(q) a lo largo de
cierta curva conectando p y ¢, entonces intepretando V' y W como vectores en R™ se cumple
VO = V@l IV = W@y 2V 6 W) = AV(6):W(a) donde £ indica
angulo.

9) Sean dos superficies S1,S> C R3 con la métrica inducida que son tangentes a lo largo
de una curva. Probar que el transporte paralelo por ella es igual tanto si se lleva a cabo por
S1 como si se lleva a cabo por So.



