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Geometria IV

Departamento de Matematicas. Curso 2006/07

1) Responder brevemente a las siguientes preguntas:
i) Si f:S' — R?, ;cudnto vale f*(dz A dy)?
ii)Sif: M — Nyg: N — L, jcudndo tiene sentido g* o f*?
iii) ;Es cierto que d(f*w A d(f*n)) = d(d(f*w) A f*n) para w,n € Q*(M)?
iv) Si w es una forma de volumen, jtiene w(¥y,...,%,) el mismo signo para cualquier

base {¥1,...,U,} de T,(M)?

2) Comprobar la relacién f*dw = d(f*w) cuando f es el cambio de polares a rectangulares
f(r,0) = (rcosf,rsend) y w =y dx + zy dy.

3) En S! consideramos las cartas (S — {(0,1)},¢1) y (S* — {(0,—1)}, ¢2) dadas por las
proyecciones estereograficas desde los polos norte y sur, respectivamente. Probar que ambas
cartas no tienen la misma orientaciéon. Efectuar alguna modificacion leve de alguna de ellas
para que si conformen un atlas orientado.

4) Sea C'la curva cerrada en R? que viene parametrizada en coordenadas polares como
r = f(0) donde f es 2m-periddica y 6 € [0,27] (se supone la orientacién compatible con esta
parametrizacién). Calcular [, i*w donde w = (—y dz + z dy)/(z? + y?).

5) Sea w = Fldy A dz + F2dz A dx + F3dz A dy € Q*(R3). Si S C R? es una superficie e
i: S — R? es la inclusién, entonces la férmula para J g #*w coincide con la estudiada en cursos
anteriores para integrar el campo vectorial F= (F, F?, F3) sobre S, fs F.

6) Sea S una subvariedad de dimensién 2 inmersa en R?. Supongamos que viene parame-
trizada por ® : R? — R*, & = (@', @2 &3 &%), ;Cudl es la férmula para integrar sobre S?

7) Sea g un giro en R3. Demostrar que si C' es una curva inmersa en R? y g(C) es su

imagen por el giro, [, F= fg(o) goFog

8) Sea U C S?, donde S? es la superficie esférica unidad en R3. Explicar por qué A(U) =
fu fweon w=xdyANdz+ydzANdr+ zdx \dy es una definicién natural para el area de U.
Calcular A(S?). Indicacion: Utilicese la férmula para calcular integrales de superficie en R.

9) Considérese la n — 1-forma en R™ dada por

n
w= Z(—l)i_lwidxl Adx2 A Adzi A - A da”
i=1

donde el circunflejo indica que el término dz’ se omite. En analogfa con el problema anterior
se define el drea de U C S"~! como A(U) = [;,i*w. Sea también la n-forma auxiliar en R"

n=e TPdzt Ada® A - A da” donde ||Z| = /(x1)2 4 - + (z)2.

a) Sea f : Rt xS"~! — R" dado por f(t,z) = tz. Comprobar que f*n = t”_le_tht/\(i*w).



b) Probar que [p,n = fR"—{O}n = 7"/2. Indicacién: Buscar en un libro el valor de la
integral [~ e da.

c) Deducir que A(S"~1) =72/ [ e~ dt y de aqui A(S™TY) = 27 A(S"1)/n.
d) Demostrar por induccién que

A(Sn—l) _ n7rn/2/(n/2)| sin es par
C2n@r)D2/1.3.5- ... n) sin esimpar.

10) Sea M orientable y A;, Ay dos atlas orientados. Dado p € M se define f(p) = 1 si
existen cartas (U;(p), ¢;) € A, i = 1,2, con det(J(d20 67 ")(p)) >0y f(p) = —1 en otro caso.

a) Probar que f es C* (basta ver que es continua).

b) Probar que M admite més de dos orientaciones si y s6lo si f no es constante en M para
alguna eleccién de A; y As.

¢) Deducir que una variedad conexa sélo admite dos orientaciones. Indicacion: f~1({£1})
deben ser abiertos si f es continua.



