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Geometria IV

Departamento de Matematicas. Curso 2006/07

1) Responder brevemente a las siguientes preguntas:

i) Si w(é] + 26y, €1 + €2) = 2, jcudnto vale w(éy, €1)?

ii) Si M es una variedad n-dimensional y w € Q" 3(M) y n € QY(M), jcudnto vale
dw AnAdn?

iii) jPor qué se puede asegurar que el producto exterior de formas alternadas es realmente
una forma alternada?

iv) Siw = @' A @2+ @ A @* con 1, 3% 53, 5% € V¥, jcomo se pueden simplificar las
expresiones w Awy wAwAw?

v) ¢Por qué por cada sumando no nulo en la definicién del producto exterior hay k!l! con
el mismo valor?

2) Para n > 1 definamos en R" con la base usual el producto vectorial generalizado de
n — 1 vectores v, 03, ..., U1 como cero si son linealmente dependientes, y como el vector w
que cumple

- = det(&, v, Vo, ..., Up—1) para todo I e€R"

si son linealmente independientes. Nétese que para n = 3 el producto vectorial usual tiene esta
propiedad y esta caracterizada por ella.

a) Demostrar que este producto vectorial estd bien definido. Es decir, que no pueden existir
dos w con la propiedad anterior. Probar también que el producto vectorial generalizado es
siempre ortogonal a cada uno de los vectores de partida.

b) Demostrar que la funcién M; que asigna a (¥, ¥a, ..., U,—1) la i-esima coordenada de su
producto vectorial generalizado cumple M; € Alt"~1(R").

c) Expresar M; en términos de productos exteriores de elementos de la base dual de la
usual. Indicacion: Témese como & el i-ésimo vector de la base candnica.

3) Siw € Q%(R?), es decir, si w es una funcién, entonces los coeficientes de dw vienen dados
por el gradiente (usamos la carta trivial). Encontrar relaciones similares con el rotacional y la
divergencia en Q'(R3) y Q%(R?).

4) Comprobar en R? (con la carta trivial) la relacién d(w A7) = dw A1 — w A dn para las
uno formas w = z2y?2%dy + 23dz y n = 2dy + dz.

5) Sea w = dz A dy € QR?). Para f : R? — R? calcular w(df (), df (5;)) donde df es la
aplicacién tangente.

6) Sea wi,wy, . ..,wy, uno formas alternadas. Probar que son linealmente dependientes sobre
R siy sélo si wg Awg A -+ Awy, = 0. Indicacion: Si fueran independientes, serian base de un
subespacio de V* y tendrian una base (bi-)dual en V.



7) Seaw =3 fiiy.ip ATV AdT2 N+ Adz™ € QOF(M) donde iy < ig < ... < ig. Demostrar

que la componente ji, jo, ..., Jkr1, con j1 < jo < ... < jg, del tensor dw es
k+1 -
(1)t i
—~ Oxs

donde el circunflejo indica que se omite ese indice.

8) Probar wAn = (—1)FnAw, paraw € AltF(V), n € Alt!(V). Probar también la propiedad
asociativa (w An) AT =w A (n A7) a partir de la definicién.



