Capitulo 3

Geometria riemanniana

3.1. Meétricas y geodésicas

En la geometria estudiada hasta ahora en este curso ha habido muy poco de -metria:
nos ha preocupado sobre todo la invariancia por difeomorfismos y en este sentido hemos
estado mas cerca de la topologia diferencial que de los problemas basicos de geometria
elemental en los que se miden angulos y longitudes o se calculan areas y voltiimenes.
Al menos en subvariedades de R™ y con las ideas de cursos anteriores, sélo necesitamos
una manera de medir angulos y longitudes de los vectores del espacio tangente porque
a distancias microscépicas de un punto no hay gran diferencia entre la subvariedad y su
espacio tangente en dicho punto.

En suma, lo que se necesita es un producto escalar que opere en el espacio tangente
en cada punto. Un producto escalar es algo bilineal y simétrico que asigna a cada par
de vectores un numero real, es decir, un tensor simétrico de tipo (0,2). Si pedimos
una condicién de no degeneracion, tenemos los conceptos de tensor métrico y métrica
introducidos en el el primer capitulo (al final de las secciones 1 y 3).

Definiciéon: Una variedad semiriemanniana es una variedad dotada de una métrica.

Recuérdese que la condicién de no degeneracion que se pedia a una métrica G es
que su matriz de componentes (g;;) fuera no singular. Esto no impide que ocurran cosas
raras como G(01,0;) = 06 G(0y,01) < 0. Tal comportamiento estrafalario (;vectores con
longitudes nulas o imaginarias?) es conveniente en relatividad pero extrano a nuestras
ideas geométricas, por ello es natural restringirse a métricas definidas positivas, es decir,
aquellas para las que la matriz (g;;) es definida positiva en todo punto.

Definicién: Una variedad riemanniana es una variedad semiriemanniana cuya métri-
ca es definida positiva.

Una variedad semiriemanniana (o en particular riemanniana) es un par (M, G) con
M una variedad y G una métrica, pero es habitual decir que M es una variedad semi-
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64 CAPITULO 3. GEOMETRIA RIEMANNIANA

riemanniana si la métrica se sobreentiende o no deseamos darla ninguna denominacion
particular.

Ejemplo: En R™ la métrica que corresponde al producto escalar usual es g;;dz’ ® dx?
(se ha usado el convenio de sumacién) con g;; = 1si i = j y 0 en otro caso. Esta es la
métrica usual y la mas empleada, pero hay una infinidad de formas de convertir R" en
una variedad semiriemanniana.

La forma clédsica de expresar una métrica, a veces denostada por los matematicos,
reemplaza productos tensoriales por productos habituales en un sentido formal. Asi la
métrica usual en R? se escribirfa do?+dy? y la métrica de®@dr+dr@dy+dy@dz+10dy@dy
serfa dz? + 2dxdy + 10dy?.

Si (M,G) es una variedad semiriemanniana y N es una subvariedad suya o, mas
en general, si f : N — M es una inmersién! entonces G(7,@) = G(df (0), df (w))
define una métrica en NN, llamada la métrica inducida. Si no se indica lo contrario, se
sobreentiende que f es la inclusién y a veces se denota a la métrica inducida con iyG.

La métrica inducida simplemente expresa la idea de que si sabemos medir en un
espacio grande también lo sabemos hacer en un espacio mas pequeno. El cédlculo de la
métrica inducida consiste en expresar las relaciones entre las variables.

Ejemplo: Sea P = {(z,y) € R? : y = 2?, z € R}. La métrica usual de R? (con la
carta trivial) es dr ® dz + dy ® dy. La inclusién i : P — R? actia como i(x,y) = (x,y)
pero en P se cumple y = 22, entonces ipG = dz @ dr +d(2?) @ d(2?) = (14 42?)dz @ dx.

Podemos entender esta ultima métrica como una métrica en R diferente de la usual
dr ® dx e interpretar el resultado de cualitativamente de la siguiente forma:

Si un habitante h de P diera pasos igualmente es-
paciados digamos a velocidad de uno por segundo, y
un habitante de R tuviera vision unidimensional que
solo le permitiera ver la proyeccion de h, le pareceria
que h se vuelve més lento cuanto mas se aleja del ori-
gen. Es como si las distancias alli se hubieran hecho
més largas, 1 + 422 mayor, pues cuesta mas tiempo
recorrerlas. En R podria interpretarse matematica-
mente que hay una métrica no usual o fisicamente
que hay una fuerza de la gravedad que pierde inten-
sidad a grandes distancias, como la usual. Nosotros, como habitantes de R3 que vemos
en més dimensiones? preferimos interpretar la situacién diciendo que P estd curvado. La
relacion entre curvatura y métrica sera tratada en este capitulo, mientras que la de la

'Recuérdese de cursos anteriores que una inmersion f : N — M es una funcién tal que df es
inyectiva. La inclusion es un caso especial de inmersion.

2El lector puede encontrar interesante la novelita [Ab] de finales del XIX sobre el desencuentro entre
seres de distintas dimensiones.
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fuerza de la gravedad como una curvatura del espacio-tiempo es la base de la relatividad
general estudiada en el préoximo capitulo. El decidirse por una u otra interpretacion es
cuestién de conveniencia, y no es conveniente interpretar la fuerza de Newton como una
curvatura ni la teorfa de la relatividad como un campo de fuerzas. Nuestro ejemplo es un
poco deficiente porque la curvatura se podria eliminar con un cambio de coordenadas: si
el observador utilizara las coordenadas correspondientes a estirar P sobre R, la métrica
serfa la usual y no habria gravedad. En dimensiones mayores, en general no es posible
hacer un cambio de carta que transforme una métrica sobre R™ en la usual.

Notacion: Llamaremos también métrica usual a la inducida por la usual en subvarie-
dades de R™. Repasando los apuntes de Geometria II comprobamos que no es mas que
la generalizacién de la primera forma fundamental.

Ejemplo: Hallemos la métrica usual en el paraboloide {(x,y, 2) € R® : z = 2? +¢?}.
Sin preocuparnos de en qué abierto se puede definir, lo mas natural es dar la relacion
entre las variables a través de la carta en coordenadas polares (cilindricas)

r = rcosf dr = cos@dr —rsenfdf
y= rsenfl = dy = senfdr+ rcosfdb
z = 7”2 dz = 2rdr

Por consiguiente la métrica inducida (en esta carta) es (cos @ dr —rsen 0 df) ® (cos 0 dr —
rsen @ df) + (sen @ dr + rcos df) @ (sen @ dr + r cos 0 df) + 4r’dr @ dr. Y esto es

(4r° + 1)dr @ dr + r*df @ db.

El mismo resultado se obtiene en notacién cldsica simplemente operando (cosf dr —
rsen @ df)*+ (sen 6 dr +r cos 0 df)* + 4r?dr?. La conclusién en cualquier caso es que para
radios constantes la longitud en circulos sigue siendo proporcional al angulo, pero debido
a la curvatura del paraboloide la escala de las distancias se van modificando segiin varia
el radio.

Con una métrica podemos medir vectores tangentes. En R", aproximando por vec-
tores tangentes no parece muy complicado llegar a una férmula para la longitud de un
arco de curva, pero jqué ocurre con las longitudes, areas y voliimenes en dimensiones
superiores y variedades riemannianas generales? Si intentamos copiar el procedimiento
de Caélculo III, debemos dividir en “cubitos elementales” n-dimensionales y sumar (inte-
grar) sus volumenes. Los “cubitos elementales” no son otra cosa que los cubos unitarios
que tienen aristas que determinan bases ortonormales escalados a tamano infinitesimal.
La ortonormalidad de una base {7, 05, ..., %, } cuando tenemos una métrica G significa
que G(U;,7U;) es 1 sii = j y cero en el resto de los casos. A través de la maquina que
mide volimenes de estos cubos unitarios se puede construir la que mide voliimenes en
variedades riemannianas.



66 CAPITULO 3. GEOMETRIA RIEMANNIANA

Definicién: Sea M una variedad riemanniana orientable n-dimensional. Se dice que
una forma de volumen w € Q"(M) es un elemento de volumen si w(vy, ¥, ..., 0,) = 1
para cada base ortonormal {07, 0y, ..., 7,} de cada T,(M), p € M.

Definicién: Se llama volumen n-dimensional de una variedad riemanniana orien-
table conexa n-dimensional a Vol(M) = ‘ | Mw} donde w es un elemento de volumen
de M.

La unicidad del elemento de volumen salvo cambios de signo en cada componente
conexa es facil. La existencia y el propio calculo estan incluidos en el siguiente resultado.
El paso de una carta a toda la variedad es trivial usando la orientabilidad.

Proposicién 3.1.1 Sea (M, G) una variedad riemanniana orientable. Supongamos que
empleando la carta (LI, ¢ = (xt,... ,:)3")) las componentes de G' son g;j, entonces w =

Vdet(gi;) dat Adx* A -+ Adz™ es un elemento de volumen en U.

Demostracion: Si expresamos los vectores de una base ortonormal {7, ¥s, ..., 7U,}
en términos de la base natural {0y, Ds, ..., 0, }, tendremos ¥; = a¥dj, y por la ortonorma-
lidad, G(akoy,, aé@l) =a¥ gklag es 1sii = jy cero en otro caso. Tomando determinantes es
facil ver que det(al)?-det(g;;) = 1. Por otro lado, (dz' Adz? A+ - - Adx") (01, Ta, . . ., Ty,) =
det(al), entonces w(y, vy, . .., 0,) = y/det(g;;) det(al) =+1. O

Ejemplo: Sea M = {(z,y,1—2?—9*) € R® : 22 +y? < 1} con la métrica usual. Con
la carta proyeccion ¢(x,y, z) = (z,y), la métrica se escribe como G = dx®dx+dy Rdy+
d(1—2?—y?)@d(1—2%—y?) = (1+42?)dr@dr —4zy(dz@dy+dy@dz) + (1 +4y*)dy @ dy.
Por tanto el elemento de volumen es

w=+/1+42%+ 4y? dz A dy.

Entonces el volumen bidimensional, esto es, el area, de M viene dado por la integral
fx2 Lyel \/ 1+ 42?2 + 4y? dxdy que se calcula facilmente en coordenadas polares.

Una métrica sirve para hallar longitudes de vectores del espacio tangente, pero ;como
mediriamos la distancia entre puntos de una variedad riemanniana? Esta pregunta lleva
al concepto de geodésica que nosotros introduciremos aqui con una orientacion mecanica
que nos aleja de lo que es comun en los libros de geometria pero tiene la ventaja de
acercarnos a algunas ideas fundamentales.

Supongamos que para calcular la distancia de p a ¢ lanzamos desde p con velocidad 1
una particula sobre la que no actia ninguna fuerza y medimos el tiempo que tarda en
llegar a q. Desde el principio atisbamos problemas, por ejemplo, si p y ¢ no estan en
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la misma componente conexa, la particula nunca llega. Todavia peor, en R* — {(1,1)}
si desde p = (0,0) apuntamos a ¢ = (2,2) la trayectoria recta que seguiria la particula
tropieza con un agujero. Un boquete de grandes dimensiones proyectaria todavia una
sombra mayor de puntos inalcanzables.

Olvidemos por ahora estas dificultades y supongamos que operamos localmente, en
entornos pequenos, donde estos problemas de ocultamiento no aparecen. Nuestro interés
pasa a ser entonces como se mueve una particula ligada a una variedad sobre la que
no actian fuerzas externas. Con poco que recordemos el curso de Fisica, sabemos que
F = ma. En ausencia de fuerzas, F= 0, la aceleracién @ que es la derivada segunda de
la ecuacién de moviento es nula y la trayectoria® es una recta parametrizada linealmente
por el tiempo. Pero esto sélo funciona en R3, si tuviéramos una particula ligada a una
esfera, digamos una canica entre dos peceras, nuestra intuiciéon nos dice que (descartando
la gravedad) al darle un impulso desde un punto inicial debe seguir circulos méximos
con velocidad angular constante (incluso podriamos dar una explicacién en terminos de
fuerzas centrifugas (véase §2.2 en [Ch]). En un cilindro la trayectoria seria en general
una hélice (ésta pasa a ser una recta cuando lo desenrollamos sobre el plano) y en otras
superficies, como el toro, tenemos cierta intuicion acerca de algunas de las trayectorias
aunque no sabemos cémo describirlas todas.

S H &

. Cémo hallamos estas ecuaciones de movimiento? ;Es posible hacerlo hacerlo de manera
invariante sin estar obligados a usar un sistema especial de coordenadas? Con relacién a
esta ultima pregunta, nétese que la ecuacion F=0 deja de tener validez en coordenadas
polares, las rectas cartesianas en general no corresponden a funciones lineales de radios
y angulos; por ejemplo, la recta horizontal y = 1 es r = 1/ sen § cuando usamos polares.
Podemos obligarnos en este caso a usar coordenadas cartesianas pero jqué sistema de
coordenadas empleariamos en el toro o la esfera? no haya ninguno con todos los privile-
gios. Hay que tratar de formular la mecanica de manera invariante, y eso empieza a oler
a tensor.

Una particula en R™ (n =1, 2 6 3) sobre la que no actiian fuerzas tiene una energia

cinética
1 "L dxt s

=1

3La ecuacién de movimiento es la férmula para el espacio en funcién del tiempo y la trayectoria es el
dibujo de la curva que sale al sustituir los valores de t. Asi, ¢;(t) = (cost,sent) y ca(t) = (sent?, cost?)
serian dos ecuaciones de movimiento distintas con la misma trayectoria porque la misma circunferencia
se recorre con velocidades bien distintas.
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Tomemos prestada la notacién de los fisicos heredada de Newton consistente en senalar
una derivada con un punto sobre la funcién (y dos derivadas con dos puntos). Si para
simplificar suponemos que la masa es m = 2 (siempre se puede hacer cambiando de
unidades), se tiene o

E=G(Z7)

con G la métrica usual. Si ahora empledsemos una carta arbitraria (U, ¢ = (¢, ..., q"))
y describimos la trayectoria de la particula con ¢ = ¢(t), la férmula es todavia vélida
pero las componentes de la métrica G cambian de carta

E=G(q,9 = gid'¢

La notacién ¢ también etd tomada de la Fisica donde se dice que éstan son las coorde-
nadas generalizadas de la particula. Por ejemplo, como la métrica usual es R?, dx ® dx +
dx ® dy, se escribe en polares como dr ® dr + r?df ® df, entonces la energia en polares
es B = 72 + 1202, Quiza el lector reconozca esta férmula de la dindmica de rotacién.

Resulta que la Naturaleza es muy ahorrativa® y, al menos localmente, trata de eco-
nomizar la energia y las particulas aqui consideradas se mueven entre puntos cercanos
de forma que la suma (integral) de todas las energias en su trayectoria sea minima.
Esto conduce a un problema matematico muy importante y posiblemente nuevo para
el lector: en lugar de buscar un valor de la variable que haga minima una funcién, se
busca una funcién que haga minima una integral, esto es lo que se llama un problema de
cdlculo de variaciones®. Calcularemos la trayectoria de nuestras particulas resolviendo
este problema utilizando la férmula para la energia en términos de la métrica usual (o
definiremos la energia en términos de la métrica en una variedad semiriemanniana si no
es subvariedad de R™) con las coordenadas que nos apetezcan, o mejor, con las que mas
convenientes sean. El problema de minimizar es intrinsecamente libre de coordenadas
(por ejemplo, los valores maximos y minimos que alcanza f(x) son los mismos que los
que alcanzan f(z3) o f(3x —senx)).

Proposicién 3.1.2 Dados tg,t; € R y dy,d; € R" sea C = {F = (¢',...,¢") : ¢ €
C*([a,b)), F(to) = ay, F(t1) = dai}. Supongamos que ffﬁ con L = L(t,F(t), F(t))
alcanza un mdxrimo o un minimo en C para cierta F', entonces F' es solucion de las
ecuaciones diferenciales de Euler-Lagrange:

d oC oL

4Se atribuye a Euler la frase: “Dado que el tejido del Universo es de la mayor perfeccién y la obra del
més sabio Creador, nada en absoluto tiene lugar en el Universo sin que una regla de maximo o minimo
aparezca’ .

5El origen de esta 4rea se remonta al siglo XVII con el problema de la braquistocrona que consiste
en el diseno de la forma del tobogdn que une dos puntos por el que se puede bajar mds rapido (véase
el problema 23 en [Ch] §2.2).
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Observacién: Esta notacion clasica puede resultar desconcertante y requiere alguna
explicacién: la parcial con respecto a ¢” significa la parcial con respecto al k-ésimo lugar
donde se sustituye F (t) y la derivada total % supone implicitamente que consideramos
todas las variables como funciones de t. Nada més instructivo que dar un vistazo a los
ejemplos.

Demostracion:  Si la integral alcanza un extremo en C para F' = Fy(t) entonces para
cualquier otra funcién o = a(t) como F pero con a(ty) = a(ty) = 0 se cumple que la
funcion real

fle) = / L(t, Fy(t) + ea(t), Fy(t) + ea(t)) dt

alcanza un extremo en ¢ = 0. Nuestros conocimientos de Célculo I llevan a f’(0) = 0.
Derivando bajo el signo integral y con una integracion por partes

b b
oL . 0L .. oL d oL ,
0:/ —ij—i_—' d] :/ —__(_ ) O{J
o \Og* ou o \O¢F dt 0"
donde o/ son las componentes de «.. como éstas son arbitrarias, la tinica posibilidad para
que la integral sea siempre nula es que se cumplan las ecuaciones de Euler-Lagrange. O

Ejemplo: Sea G la métrica usual en R? y £ la energia cinética £ = ¢;;¢'¢’. En
coordenadas cartesianas £ = @2 + 2 (se ha escrito (¢' = x, ¢*> = y). Los calculos para
las ecuaciones de Euler-Lagrange son:

oL _,.  dIL_d. . OL_

y lo mismo con y. Entonces las ecuaciones de Euler-Lagrange son:
=0, =0

que se resuelven como (z(t),y(t)) = (zo, yo) + t(ao, by). Esto concuerda con nuestra idea
de que en ausencia de fuerzas las trayectorias son rectilineas (principio de inercia). En
coordenadas polares, como habfamos visto, £ = 72 + 1202 y las ecuaciones de Euler-
Lagrange son:

d oL oL

el Sdad Wi ded 502
| i(a_c)_a_c = r6+2/0=0
dt o0’ 00 -

Estas ecuaciones tan complicadas todavia representan las mismas trayectorias rectilineas.
Por ejemplo, podemos comprobar que r(t) = 1/sen 0(t) con cot 8(t) = t, correspondiente
a la recta horizontal antes mencionada, es solucién.
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En Calculo I, los maximos y minimos locales estan asociados a puntos criticos, pe-
ro puede haber puntos criticos que no correspondan necesariamente a extremos. De la
misma forma el resultado anterior no asegura que obtengamos maximos o minimos al
resolver las ecuaciones de Euler-Lagrange. Sin embargo tenemos un procedimiento opera-
tivo en el caso de una métrica porque por la teoria de ecuaciones diferenciales tendremos
una solucién para cada punto inicial y cada vector de derivadas (velocidad inicial), lo que
determina una unica curva parametrizada, lo suficiente para hacer una definicién ma-
tematica con sentido que ademas cuadra con la idea Fisica de que la posicién y velocidad
inicial determinan la ecuaciéon de movimiento de una particula.

Antes de nada veremos que es posible escribir una férmula general para las ecuaciones
de Euler-Lagrange que se obtienen el el caso en que L proviene de una métrica. Los
ejemplos nos mostraran que esta férmula no es demasiado 1til en ejemplos concretos,
sin embargo es conveniente disponer de ella en teoria.

Aprovechamos para introducidir un nuevo convenio para representar las derivadas
parciales

—— se abrevia como f

ok

que se superpone con la notacién anterior 9 f. Estas y otras convenciones son las que
dan al calculo tensorial un aspecto tan taquigrafico y misterioso, es la “debacle de los
indices” segtn [Splt2].

Definicién: Sea (g;;) la matriz formada de componentes de una métrica G y sea
(¢") su matriz inversa. Se llaman simbolos de Christoffel a

mk(

1
I‘Z = 59 Gmij + Gimyi — gij,m>-

Los ¢ son las componentes de un tensor dos veces contravariante. Esto es, existe
un tensor tal que sus componentes en cualquier carta conforman la matriz inversa de la
matriz de componentes de la métrica. Sin embargo los simbolos de Christoffel Ffj Nno son
componentes de un tensor: al cambiar de carta no respetan las férmulas de cambio de
carta vistas en el primer capitulo. Nétese que la simetria de los g;; implica las relaciones

ij _ ji k _ Tk
g7 =49 yrij_rji'
Lema 3.1.3 Si L = g;;¢'¢’ con g;; las componentes de una métrica, entonces las ecua-
ciones de Euler-Lagrange correspondientes son ¢* + F’?jq'lqj =0.

)

Demostracion: Derivando

d [ oL d _ o _ oL -
— (=) = = 200:07) = 294;G°¢ + 247", = = gind'q
dt(&gk) 77 (2980") = 2015444 + 29056 o = Jiikd'd
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Las ecuaciones de Euler-Lagrange se pueden escribir, por tanto, como
205507 — 910’ = —2gx5.0'¢".

En el segundo miembro podemos renombrar arbitrariamente los indices de sumacion ¢ y
j. Si los intercambiamos y sumamos las ecuaciones resultantes, se deduce

k¢’ + 5(9@,@ + ki — Giik)4'¢d = 0.

Multiplicando por g¢'* se obtiene la ecuacién del enunciado. O

Definicién: Se dice que una curva parametrizada® ¢ = ¢(t) en una variedad semirie-
manniana n-dimensional es una geodésica si en cada carta (U, ¢) con Im cNU # ), las
funciones (¢ o c)(t) = (z*(¢),...,2"(t)) satisfacen el sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias:

d?x% , datdad
TERR T

=0 k=1,2,...,n.

Por supuesto, se supone que los Ffj estan evaluados en el punto c(t).

Como hemos notado antes, el curso de ecuaciones diferenciales asegura que para cada
vector punto y cada vector tangente hay una geodésica. Por otro lado, también el mismo
curso nos hace sospechar acertadamente que rara vez tendremos soluciones explicitas de
estos sistemas, en general no lineales, de ecuaciones diferenciales.

Ejemplo: Calculemos los simbolos de Christoffell en R? en coordenadas polares y las
correspondientes ecuaciones de las geodésicas.

La métrica usual en estas coordenadas era dr? + r%df? (en notacién moderna dr ®
dr + r*df @ df). Entonces

(9:9) = <(1] 7?2) (97) = <(1] ng)-

Como ambas matrices son diagonales, en la definicion de los simbolos de Christoffel
podemos suponer m = k, porque otro valor de m contribuiria con un sumando nulo. Por
consiguiente
1
kLo kk
I = 59 (Gikj + Grji — Gijok)-
De aqui se deduce, tras calculos aburridos pero triviales

1
1—%1:0’ F}2:F%1:0> F%zz—r, F%1:0> F%zzl—gl:p 1—32:0-

6Con la denominacién curva parametrizada nos referimos a curvas como las consideradas en el primer
capitulo para definir el espacio tangente: aplicaciones de un intervalo real en la variedad con derivada
no nula.
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Con ello volvemos a encontrar las ecuaciones (3.1) para las geodésicas en concordancia
con el Lema 3.1.3.

Cualquiera que haya pasado por los cdlculos anteriores se percatard que la deduccion
de (3.1) fue més directa usando las ecuaciones de Euler-Lagrange y el Lema 3.1.3 nos
asegura que de ellas podemos obtener los simbolos de Christoffel. Esto funciona bien
como método de calculo de los Ffj en casos sencillos. El lector incrédulo deberia cro-
nometrar cuanto tardaria en completar su calculo el siguiente ejemplo a partir de la
definicion.

Ejemplo: Hallemos los simbolos de Christoffel en S? cuando se usa la carta en esféricas
¢ = (0, ) con el significado habitual (z = cospsenf, y = sen psend, z = cosf).
Un célculo (ejercicio) prueba que la métrica usual en esféricas es

G = df ® df + sen® Ody @ dyp

0 en notacion clasica df? + sen? 8 dy?, lo que lleva a considerar £ = 6% + ¢%sen?6. Y se
obtiene inmediatamente

%(g—g) = 20, g—g = 2¢%sen f cos b, %(%) = 2% sen? 0 + 4¢f sen 0 cos b, % =0.

Por consiguiente las ecuaciones de las geodésicas son

6 —senfcosf p* =0

que comparadas con la definicién implican ', = '3, = cosf/sen6, T's, = —senf cosf
y que el resto de los simbolos de Christoffel son cero.

dicho sea de paso, con estas ecuaciones tenemos que el ecuador parametrizado por la
longitud de arco, § = /2, ¢ = t, y los meridianos, ¢ =cte, § = ¢, son geodésicas. El resto
de los circulos maximos convenientemente parametrizados también lo son, simplemente
con un argumento de simetria, pero no vemos esas soluciones a simple vista en la ecuacion
porque en coordenadas esféricas no tienen una ecuacion sencilla.

En los cursos de Fisica béasicos no se habla de la minimizacién de la energia sino de
que la energia ni se crea ni se destruye, es constante. La traduccion en nuestro lenguaje
empleando una métrica es que los vectores tangentes a una geodésica obtenida obtenidos
al derivar (las velocidades) tienen longitud constante. Esto se puede deducir facilmente
con el material de la proxima seccidon, no obstante jugaremos un poco con la ecuacion
para practicar y obtener una prueba a partir de la definicion.

Lema 3.1.4 Si ¢ = c(t) es una geodésica, con la notacion anterior se cumple que
9ij ()92 es constante, donde g;;(t) = gij(z* (1), ..., 2" (1)).
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Demostracion: Derivando (no se indica la dependencia en t)

d dz® dx? dz® dat dxd dzt d?a)

—(giji——) = giip———— + 2¢;; — ———.
7095 g ) = 99 g 29 e
Por otro lado la ecuacién de las geodésicas se puede escribir como (véase la demostracion
del resultado anterior o la definicién de los simbolos de Christoffel)
d*z7 1 dx® da?
9ii 3 + §(gij,k + Gikj — gka)%%

Sustituyendo g;;d?z7 /dt* en la férmula anterior, se tiene

d dzt da? 1 dx' dzd dzF

a9 ) = 9\ = 9 g gy

y esto es cero porque a cada sumando se le puede asignar su negativo intercambiando
por k. O

Una curiosa propiedad del resultado anterior es que las geodésicas en variedades
riemannianas también son solucién de las ecuaciones de Euler-Lagrange para la longitud
de arco

dz® dx’

P T
Que esta expresion sea la longitud de arco, se puede deducir a partir del elemento de
volumen con la mnétricar inducida sobre la curva o por analogia con la férmula euclidea

SN @) dt.

Proposicion 3.1.5 Las geodésicas son soluciones de las ecuaciones de Euler-Lagrange
para L = \/9;jG'¢’.

Demostracion: Derivando

oL . L o
aqz =L 939 aSL’Z - (2£> 9kj5,i9 9,

d (oL _ —2d£ % -1 -k - 1 .
dt (aql) N £ dt gmq +‘C gm,kq q +£ g”q .

Por el Lema 3.1.4 dL/dt = 0 y empleando g;; xd"¢" = (gijx + gir;)§"¢ /2 se deduce

o1 Y
9i;¢° + §(gij,k + Gik,j — gkj,i)qkq] = 0.

que son ecuaciones que satisfacen las geodésicas. O
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Ejercicios de la secciéon 1

1) Responder brevemente a las siguientes preguntas:
i) Si una métrica es definida positiva, ;lo es la métrica inducida en cualquier subvariedad?
ii) ;Cémo se podria deducir de un ejemplo de esta seccién que los simbolos de Christoffel
no son tensores?
iii) jPor qué en dimensién 4 hay como mucho 40 simbolos de Christoffel distintos?
(Cudntos hay en dimension 57
iv) ¢Por qué r =t, § =t no es una geodésica en R? usando coordenadas polares?

2) Hallar la métrica inducida en el hiperboloide H = {(z,y,2) € R® : 22 4+ ¢y? — 22 =1}
usando la carta (definida en cierto abierto) (x,y, z) — (z,y).

3) Probar que la métrica usual en esféricas es G' = df ®@ df + sen? 0dyp @ de.

4) Sea G la métrica inducida en S? C R? usando la carta proyeccién (z,y,2) — (z,y).
Demostrar que la base natural del espacio tangente {01,02} no es en general ortogonal, esto
es, G(01,02) # 0. Repetir el problema para la carta dada por los dngulos en esféricas. (Nota:
De resultados posteriores se podréd deducir que es imposible hallar una carta en la que {01, 0>}
sea ortonormal en un abierto).

5) Hallar alguna carta del cilindro de radio 3 de manera que {0y, 02} sea ortonormal con
la métrica inducida.

6) Sea M una subvariedad de R™*! de dimensién n y sea X un campo normal unitario,
esto es, un campo de vectores en R +1 que en cada punto p € M es ortogonal a los vectores
de T,,(M) (interpretados como vectores de R"! como en cursos anteriores).

a) Probar que w(,...,:) = det(X,-,...,+) es un elemento de volumen.

b) Deducir que

n+1
Z(—l)i_lznidxl ANdz? A~ ANdxi A - Ada"™ !
i=1

es un elemento de volumen en S™.

7) Dar una férmula general para el elemento de volumen de una superficie de revolucién
en R3 (con la métrica usual). Demostrar con ello la bien conocida férmula 27 [ f1/1+ (f')2.

8) Demostrar que
t
V2 -t

define una geodésica en R? con la métrica en polares dr? + r2df?. Indicacion: No es necesario
siquiera escribir la ecuacién de las geodésicas.

r = (cosf +senf) ! con 6 = arctan

9) Calcular las geodésicas con # constante usando la métrica dr? — r2d6?.
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10) Comprobar que

21 (t) = 2t
ey YW TerT

x(t) z2(t) =0 teR
define el ecuador de S? (salvo un punto). Comprobar que sin embargo no satisface la ecuacién

de las geodésicas y explicar la aparente contradiccion.

11) Calcular los simbolos de Christoffel para la métrica dr? + 4senh?r df? y hallar alguna
de las geodésicas.

12) Calcular los simbolos de Christoffel para R3 usando coordenadas esféricas (r,6,¢).
Indicacion: Como 01, ds, 03 son ortogonales, de antemano sabemos que en la métrica no apa-
receran los términos cruzados drdf, drdy, dddy, lo cual simplifica los cédlculos iniciales.

13) Calcular los simbolos de Christoffel y las geodésicas de R? con la métrica du®+4vdudv+
Sv2dv?.

14) Calcular los simbolos de Christoffel y alguna geodésica del semiplano R x RT con la
métrica de Poincaré y—2dx? + y~2dy?.

15) Considérese la banda M = {(x,y) € R? : |z| < 1} con la métrica definida por

4
d82 = mdwz + f]:ydxdy + (1 + 12 + yz)dy2

Utilizar que la energia es constante para calcular las geodésicas horizontales de M sin necesidad
de hallar los simbolos de Christoffel.

3.2. Calculo tensorial

La pregunta fundamental que tratamos de responder en este capitulo es como derivar
campos tensoriales. Sabemos derivar funciones en variedades sin embargo ya habiamos
dejado caer que las derivadas de las componentes de un tensor no se transforman como
un tensor. En pocas palabras, la derivada de un tensor no es un tensor. Lo que veremos
es que en una variedad semiriemanniana hay una derivada buena, de hecho exactamente
una, que preserva la tensorialidad y tiene ciertas propiedades basicas.

Tal derivada no es un artificio abstracto para divertimento de los matemaéticos, sino
que tiene una motivacién geométrica muy natural sugerida por las aplicaciones. Lo que
hay detrés es el estudio de las variaciones de la velocidad (aceleraciones) cuando el
sistema desde el que medimos también estd en movimiento y quizd no con velocidad
constante. El lector instruido quiza reconozca aqui el papel asignado en mecanica a
los sistemas inerciales para que estos problemas no aparezcan. Tanto la relatividad de
Galileo como la especial de Einstein dependen de estos sistemas inerciales mientras que
la aspiracion de la relatividad general es, como en geometria, tener plena libertad para
elegir las coordenadas.
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Supongamos, por ejemplo, un campo de vectores en R? que a cada punto le asigna el
vector unitario constante dirigido hacia la derecha, esto podria representar el campo de
velocidades de las particulas de arena en un desierto llano bajo la accién de un viento
oeste-este.

L T
i i
R R R R R
A S R R R
T
e E i e o B

La aceleracion de las particulas debe ser nula, lo cual es claro en coordenadas cartesianas
porque el campo es sencillamente 0/0x y, por tanto, tiene componentes constantes (1, 0).
Sin embargo en coordenadas polares

— :cosﬁgjLsenH—

or Ox dy N g—cosﬁﬁ— sen 0
g——rsenﬁgjw"cos@g oz or r 06
00 oz dy

y el campo tiene ahora por componentes cosf y —r~!senf que no son constantes. La
explicacién intuitiva es que, por ejemplo, la derivada con respecto de 6 involucra un
incremento infinitesimal de # con lo cual hay un pequeno cambio en la direccion de la base
{0/0r,0/00} y a un observador que la use como sistema de referencia le parecerd que el
campo de vectores ha girado un poco en sentido negativo debido a una misteriosa fuerza
de Coriolis”. De este ejemplo debemos deducir que para derivar un campo de vectores
no basta con derivar sus componentes sino también la base en donde se expresan éstas.

Consideremos ahora el problema en general. Supongamos que V' es un campo de
vectores que en cierta carta de la variedad se escribe como V*9; (es decir, tiene compo-
nentes V?). Para derivar “bien” V con respecto a la j-ésima variable, aplicando la regla
del producto deberiamos escribir

V50 + CiVio, = (V5 + CV*) oy

donde los ij son las componentes de la “derivada” de 0; con respecto a la j-ésima
variable, son los nimeros que expresan la variaciéon de la base al cambiar de punto.

7Si caminamos desde el borde de un tiovivo hacia el centro, aunque sigamos dando el mismo ntimero
de vueltas por minuto, al principo iremos méds rapido (se recore una distancia mayor por ser una
circunferencia mayor) y después mds lentos. En reaccién a este frenazo aparece una fuerza en la direccién
de giro que tuerce nuestra trayectoria, ésta es la fuerza de Coriolis asociada a los sistemas de referncia
que giran.
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En un contexto mas amplio se dice que determinan una conexion de Koszul (véase la
definicién en §3 [ON] o en §6 [Sp1t2]), una forma de derivar. La eleccién de los C}; es
en principio bastante arbitraria, hay infinitas conexiones posibles en una variedad. Las
cosas cambian si tenemos una métrica que se debe respetar. Fijados ¢ y j, G(9;,0;)
asigna a cada punto de la carta fijada un niimero real, es decir, es una funcién y se debe
derivar de la forma habitual, sin embargo segin lo dicho anteriormente las “derivadas
buenas” de 0; y de 0; se escriben en términos de los C’Z'j Si queremos que la derivada
de toda la vida sea compatible con la nueva y que se cumpla la regla del producto para
G andloga a la del producto escalar usual: ( f g) = f'- G+ f- 7, nos vemos forzados a

pedir
0
—G(0;,0) = G(C}0,, 0;) + G(9;, CL0).

ok !

Es decir,
(3.2) Gije = Cirgij + Clr9a.

Por otro lado, si ij lo que mide es la variacién de 0; en la j-ésima variable, esto es, en
la direccién de 0;, es natural suponer

k k
(3.3) Cl=Cr,

por la igualdad de las parciales cruzadas. Pues bien, resulta que estos misteriosos niimeros
quedan totalmente caracterizados por (3.2) y (3.3). Una pequena sorpresa es que no son
desconocidos para nosotros.

Lema 3.2.1 Las tnicas cantidades CJ; que verifican simultdneamente (3.2) y (3.3) son
los simbolos de Christoffel C’Z-kj = Ff]

Demostracion: Como los indices ¢,7 y k son arbitrarios, podemos permutarlos a
nuestro antojo. Con lo cual (3.2) implica

(gij,k - kaglj - C]l-kgiz) + (gjk,i - C]l'z’glk - C/iigjl) - (gki,j - C]lgjgli - ijgkl) =0.
Que usando (3.3) y simplificando se escribe como
Gijk + Giki — Grij = QCilkglj-

Multiplicando por ¢/™ (nétese que g,;¢°™ = 6;™) se obtiene

1 .. .
59] (Gijk + Giki — Grij) = Ciy
que es la definicion de los simbolos de Christoffel. O

Ahora ya estamos preparados para dar un nombre a la derivada buena.
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Definicién: Sea una variedad semiriemanniana con un campo de vectores que en
cierta carta (U, ¢ = (x',...,2")) se expresa como V = Vi9;. Se llama derivada cova-
riante de V' a un tensor de tipo (1, 1), que denotaremos VV', cuyas componentes son

i i i vk
Vi=VithyV
y se llama derivada covariante respecto de 27 al campo de vectores V]V = V;&Z

Con nuestra definicién no estd claro que VV sea un tensor de tipo (1,1). Si V"
son las componentes de V' en una carta compatible (V,¢ = (2/',...,2'")) se cumple
V' = VFdx't |0k y derivando y aplicando la regla de la cadena

y o o2, 0xtoVE o't o™ . O Ox™

= —(F)V + - = . -

T Ol N QxR oxk 0xi Qxkdx™ Ox'i oxk ™ Oxl
La tensorialidad de la derivada covariante, es decir, la relacién

ox't Ox™

VI TV = oo 5T (Vi + 10 VY)
equivale segtn la realcion anterior a
0%t Qxm_ . 0x'* oz' O™
A A v

Renombrando k£ como [ en el primer sumando esta formula se cumple en general si y
so6lo si la ley de transformacion de los simbolos de Christoffell es

;i Ox'® p Oz Ox™ Pzt O™

ki 9l M oxk Ox'i Oxkdx™ Ol
A partir de la definicién de los simbolos de Christoffel y la tensorialidad de los g;; esto
es un calculo, pero lo suficientemente tedioso y rutinario como para no incluirlo aqui.

=TI

Ejemplo: Si tomamos el campo en R? que en coordenadas polares se escribe como

0 senf 0
V =cosh — — —,

or r 00
ya habiamos visto que corresponde a un campo constante en coordenadas cartesianas,
asi pues V; = 0 en cartesianas y por la tensorialidad, en cualquier sistema de coorde-
nadas. Si uno se empenase en hacer los cdlculos a partir de la definicién obtendria el

mismo resultado con mas esfuerzo.

Ejemplo: El campo en R? que se escribe en polares ¢ = (r,6) como V = 9/ tiene
sus componentes constantes V! = 0, V2 = 1 pero VV # 0 porque la base de T,(R?) en
polares va girando de punto a punto. Unos cédlculos prueban:

1
Vi=TuVi=0, Vi=TiVi=-  Vo=TpVi=—r,  Vi=TLVF=0.
) ) T ) )
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Si ¢ = ¢(t) es una curva parametrizada y ¢poc(t) = (x'(t),...,2"(t)) para cierta carta
U, ¢ = (x,...,2")), la manera natural de definir la derivada covariante a lo largo de
una curva es, en analogia con la derivada direccional

DV da?
==V, V—
dt dt

donde se sobreentiende que V,;V estd evaluado en ¢(t). Si pensamos en V' como funcién
de t a lo largo de ¢, esto también se puede escribir como

DV [dV* -
DV (V2 e yidal g
dt (dt M )ak

dt
La siguiente definicién es simple notacién.

Definicién: Se dice que un campo vectorial V' es un transporte paralelo a lo largo
de una curva parametrizada ¢ = ¢(t) si DV/dt = 0.

Observacién: Partiendo de un vector Vi € T,y (M) se puede resolver el sistema de
ecuaciones diferenciales DV/dt = 0, V(c(ty)) = Vo, por ello tiene sentido hablar del
transporte paralelo de un vector a lo largo de una curva.

Ejemplo: En R” con la métrica usual y la carta trivial, los campos de vectores cons-
tantes son transportes paralelos a lo largo de cualquier curva, o dicho de otra forma, el
transporte paralelo de un vector no lo modifica.

Con estas definiciones podemos entender las geodésicas todavia de otra manera, sim-
plemente son las curvas tales que su campo de vectores tangentes (de velocidades) es un
transporte paralelo. Mecanicamente son ecuaciones de movimiento con aceleraciéon nula
en un sentido generalizado, lo cual permite reescribir el principio de inercia d?z?/dt* = 0,
sélo vélido en coordenadas cartesianas y para particulas en R™, como D¢ /dt = 0 que
sirve en cualquier sistema de coordenadas y para particulas ligadas a variedades.

La definicién de la derivada covariante se puede extender a otros tensores que no son
campos de vectores. Lo més inmediato es la extension a uno formas por dualidad: Si
w es un campo de uno formas fijado, para cualquier campo de vectores V', se tiene que
w(V) = w;V" es una funcién escalar. Derivando

_ i _ i i
f = in = fd' = wi,jV + inJ»
que puede ser escrito por la definiciéon de derivada covariante como
i k i
fi—wiVj= (wij— iw)V"

El primer miembro se transforma como un tensor de tipo (0, 1), asi que el término entre
paréntesis debe transformarse como un tensor de tipo (0,2). Como mide la variacién de
w, es logico tomar como definicién de derivada covariante de w el tensor de componentes

. k
wij = wij — Ijwe.
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Podriamos repetir el mismo razonamiento para tensores de tipos superiores aplicandolos
a vectores y uno formas hasta obtener un escalar. La conclusién es siempre la misma y
es que cada indice contravariante (superindice) contribuye con un simbolo de Christoffel
positivo y cada indice covariante (subindice) con uno negativo. Por ejemplo, para tensores
de tipos (0,2), (1,1) y (2,0) serian

Tijire = Tijr — ngTz’l - Pélej T;k = T;k - ngTli + F;kj—j]l lej - lej + F{kTﬂ + F?lej

y asi sucesivamente. Considerando, como habiamos convenido, las funciones como tenso-
res de tipo (0, 0), por analogia, su derivada covariante no debe involucrar ningin simbolo
de Christoffel y por tanto coincide con la derivada usual.

Con esta definicién general se verifica la regla del producto

V(S®T)=(VS)®@T+S®VT.

Esto es mucho mas sencillo de lo que pudiera parecer a simple vista: el producto tensorial
lo inico que hace es anadir indices y basta hacer la derivada correspondiente a los
primeros y anadirle la correspondiente a los otros.

Igualando un subindice y un superindice, se tiene que esta regla del producto también
se satisface si hay contracciones en vez de productos tensoriales. Por ejemplo

(SiT}), = SL,T! + SiT},, (S'T) = (S'T)y = SiT; + S'Tyy,  ete.

Para practicar con estas notaciones, demostraremos lo que a veces se llama lema de
Riccs.

Lema 3.2.2 Se verifica 6}, = giju. = g’,g = 0.
Demostracion: Segun la definicién
Sty =00, —Iho + T8t =0 —T% +Th = 0.
Por la definicién y (3.2)
Gijik = Gijk — nggil - Fékglj =0.

Se podria demostrar de forma parecida, aunque mas elaborada, que g’,ﬂ = 0 pero es mas
sencillo relacionar los tres tensores. Por la regla del producto

5; = gijgjl = 5f;k = gfigjl + gijgjl;k = 0= gfigjz-
Como g;; es no singular, se deduce g’,ﬂ =0.0

La primera igualdad del lema es muy intuitiva. A fin de cuentas 5;- es algo asi como el
“tensor identidad”. La segunda (y por tanto la tercera) lo parece menos pero no es méas
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que el trasunto de la sencilla férmula en R™: (¢ W) y = U - W+ U0, y la generalizacion
de esta propiedad estaba implicita en (3.2), una de las propiedades de las que dedujimos
la definicién de derivada covariante. Que las componentes g;; del tensor métrico se com-
porten como constantes a la hora de derivar y que el tensor de componentes g% tenga
la misma propiedad, permite por contracciéon subir y bajar indices a voluntad sin tener
particulares consecuencias en el célculo tensorial. Por ejemplo podemos transformar un
campo de vectorial, un tensor de tipo (1,0), en otro de tipo (0, 1), es decir un campo de
uno formas con:

V=V — w=g,Vds
De la misma forma se puede proceder en sentido contrario. Por ejemplo, dada una funcién
se puede asignar a la uno forma que corresponde a su gradiente: w = f;dz" el campo
de vectorial V = g% f ;0;, el verdadero vector gradiente. Se pueden combinar subidas y
bajadas de indices cuando tenemos tensores de tipo mayor.

Como caso particular de estas ideas se deduce

d DV DW
£<Vj W) = <W,W> +(V, 7>

y cuando V' y W son el campo de vectores tangentes a una geodésica se deduce inme-
diatamente el Lema 3.1.4.

Para conciliar el significado de la derivada cova-
riante a lo largo de una curva con el que quiza se
mencioné en Geometria I y darle una interpreta-

ya L T cién més intuitiva, consideremos el caso de una hi-

;T Dvi 7 persuperficie M en R™ (esto es una subvariedad
e n-dimensional con la métrica usual). Dada una cur-
va parametrizada en M considerada como funcién
c: I C R — R"! yun campo vectorial definido en su imagen V(c(t)) C R*"
aunque los V(c(t)) sean tangentes a M su derivada coordenada a coordenada no lo
es necesariamente, por ello consideramos su proyeccién ortogonal sobre Tiq) (M) visto
como hiperplano de R"*!. Este proceso de derivar y proyectar tiene las propiedades
(3.2) y (3. 3) la Segunda por la igualdad de las parciales cruzadas y la primera porque
( f- g) = g+ f g'sigue siendo cierto si sumamos a f y a ¢ vectores ortogonales
agy f . Como ambas propiedades determinan la definicion de la derivada covariante,
entonces DV/dt puede interpretarse como la proyeccién ortogonal de la derivada del
campo de vectores (evaluado en la curva) sobre el hiperplano tangente y las geodésicas
son las curvas tales que la derivada de sus vectores tangentes (la aceleracion) es siempre
un vector normal (la particula no sufre una fuerza real si estd ligada a la subvariedad).
Esto permite identificar sin calculos todas las geodésicas en una esfera y alguna de ellas
en un toro usual.

dv/dt
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Terminamos con una breve incursién en el tema de las propiedades minimizantes de
las geodésicas en las variedades riemannianas y la posibilidad de usar la métrica para
definir una distancia en ellas. Ambos temas estuvieron en la motivacién al comienzo
del capitulo. Las pruebas son asequibles con el material aqui introducido pero las sus-
tituiremos por referencias y algin comentario para no hacer una disgresion demasiado
extensa.

Una curva parametrizada en una variedad riemanniana M, ¢ : [0,1] — M, hereda
la métrica y por tanto un elemento de volumen que permite definir la longitud de ¢ entre
c(0) y ¢(1) de la forma obvia:

L(c) = /0 V@D, D) dt

que es invariante por reparametrizaciones. Supongamos que M es conexa, entonces dados
dos puntos p, ¢ € M siempre existe una curva parametrizada C*° a trozos® que conecta
ambos puntos y tiene sentido definir

du(p,q) = mf{L(c) : ces C* atrozos con ¢(0) =py (1) = q}.

Se puede probar (§4.7 [Bu-Gi|, VI.4 [Ga-Ru]) que dj; es una distancia en M y que la
topologia métrica es la misma que la de M. Si M es completa, esto es, si con la topologia
métrica es un espacio topolégico completo® entonces hay un minimo: el infimo se alcanza
para las geodésicas y reparametrizaciones suyas (Cor.4.7.6 [Bu-Gi], [ON]). La propiedad
de ser completo no es gratuita, por ejemplo si M = R? el infimo en dy((—1,—1),(1,1))
se alcanza para la recta que une los dos puntos pero, como ya apuntdbamos en la primera
seccién, en M = R? — {(0,0)} no se alcanza el infimo para ninguna curva (hay infimo
pero no minimo). Todavia mads, el teorema de Hopf-Rinow ([Bu-Gi|, [ON]) afirma que
M es completa si y sélo si las geodésicas se pueden extender indefinidamente, es decir,
si se pueden definir como curvas ¢ : R — M.

Para probar la propiedad minimizante de las geodésicas todo se reduce al problema
local, para curvas que unen un punto p con otro en un pequeno entorno. La clave esta en
definir la aplicacion exponencial de Gauss que a cada vector de V = {v € T,(M)
G(U,7) < €} le asigna el valor en 1 de la geodésica con ¢(0) = p, ¢(0) = v. Esto da
lugar a un difeomorfismo exp, : V C T,(M) — U(p) C M. Con (exp,)”"! se puede
“elevar” cualquier curva que conecta p con un punto cercano a otra en 7,(M) que parte
del origen 0. En T,(M), que es como R", se tiene la métrica y por la triangular se deduce
que los caminos més cortos son la rectas. Por otra parte las rectas que parten del origen
corresponden por exp, a geodésicas que parten de p.

8En realidad se puede pedir que sea simplemente C*°. Consideramos aqui la situacién més general
de regularidad C'*° a trozos por coherencia con las referencias citadas.

9Véase la definicién exacta en [Mu], intuitivamente podemos pensar que no le falta ningin punto
limite.
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Ejercicios de la seccién 2

1) Responder brevemente a las siguientes preguntas:

i) Si los coeficientes del tensor métrico son constantes, ja qué es igual la derivada cova-
riante?

ii) Si multiplicamos la métrica por una constante no nula, ;qué ocurre con la derivada
covariante?

iii) Si V' es un campo de vectores y f una funcién escalar, jcudl es la derivada covariante
de fV?

iv) Si VV = VIV =0, jes G(V, W) constante?

2) Si C es la matriz (V) con V un campo en R? (con la métrica usual) cuando se usan
!
coordenadas cartesianas y P es la matriz correspondiente cuando se emplean coordenadas
polares, demostrar la relacion:

J10 - p con J— (cos@ —rsen9>‘

senf rcos6

3) Sea el campo en R? que en coordenadas polares viene dado por V = 9/96. Calcular su
derivada covariante y comprobar la relacién del problema anterior.

4) Supongamos que se tiene una métrica en R (con la carta trivial) tal que V1V = 2007
para V = 0.

a) Demostrar que el transporte paralelo de V) = 0; desde x = 0 a = =t a lo largo de la
recta que une estos puntos es e 2097t 9;. En particular, la derivada covariante de V = e=20072¢),
es nula.

b) Hallar todas las posibles métricas en R para las que la derivada covariante responde a
esta férmula.

5) Sea M = R x R* con la métrica G = y~?(dz ® dr + dy ® dy). Calcular la derivada
covariante de V' = f(y)0/0x. Hallar f para que la derivada covariante a lo largo de la semirrecta
z=0,y=1t>1 sea nula.

6) Comprobar la relacién V(S @ T) = (VS)®@ T + S ® VT cuando S y T son campos
vectoriales o de uno formas.

, d DV DW
7) Probar la férmula a(V, W) = <ﬁ’ W)+ (V, 7>

8) Consideremos una subvariedad de R™ (con la métrica inducida). Probar que si V(p) se
transporta paralelamente en V(q) y W(p) se transporta paralelamente en W (q) a lo largo de
cierta curva conectando p y ¢, entonces intepretando V' y W como vectores en R" se cumple
IJV(pI)II = [V, WD) = W@l vy £V(p),W(p)) = £(V(g),W(q)) donde £ indica el
angulo.

9) Sean dos superficies S1,S2 C R? con la métrica inducida que son tangentes a lo largo
de una curva. Probar que el transporte paralelo por ella es igual tanto si se lleva a cabo por
S1 como si se lleva a cabo por Ss.
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3.3. El tensor de curvatura

El objetivo de esta seccion es dar una definicion intrinseca del concepto de curvatura
en una variedad semiriemanniana, esto quiere decir una definicion que no dependa del
espacio ambiente en que pueda estar inmersa la variedad sino solamente de la forma
en que medimos: la métrica. Antes de ello daremos un repaso de cierta extensién a las
curvaturas estudiadas en cursos anteriores. El lector impaciente puede saltarse todos
estos parrafos y pasar directamente a la definicion del tensor de Riemann.

En Geometria II se definié la curvatura en cada punto de una curva en R? como el
modulo de la derivada segunda de una parametrizacién por longitud de arco, es decir, de
aquella cuya derivada tiene modulo uno o equivalentemente tal que la métrica inducida
es dt ® dt. Esta definicién es invariante por movimientos del plano pero no puede ser
intrinseca porque cualquier porciéon curvada de hilo inextensible se transforma en un
segmento tirando de los extremos. Ningtin gusanito unidimensional que viviera dentro
del hilo notaria cambios en las distancias después de esta transformacion que anula la

curvatura.

Si ¢(t) = (z(t),y(t)) es una parametrizacién por longitud de arco ¢ = f, el vector
tangente unitario, entonces 0 = (¢’ - ') = 2¢” - ¢ y se tiene ¢’(t) = k7 con k la curvatura
y 7 el vector normal unitario. De aqui se deduce que la curvatura con un signo adecuado
es la variacién del angulo 6 del vector tangente respecto a los ejes cartesianos porque

/

0 = (arc tan 2/
x

)/ _ y'x — "y _ Ii”l?)( 7| B
(2')? + (v')? [ak

Entonces la integral de la curvatura es el incremento total del angulo del vector tangente
al ir de un extremo al otro. En el caso de una curva compacta, C' C R?, la integral es
el nimero total de vueltas de la tangente y como la tnica variedad compacta unidimen-
sional es S', salvo difeomorfismos, se cumple con la orientacién usual

(3.4) / Kk dnc = 2w
c

donde n¢ es el elemento de volumen, ne = dt si la parametrizacién es por longitud de
arco. Podemos ver esto como un resultado de topologia diferencial: si deformamos la
curvatura aqui y alld en S!, magicamente la integral compensa esas deformaciones.

Sea f : C — S' es la aplicacién que a cada punto de la curva le asigna su vector
tangente unitario. Si ¢ parametriza a C' por longitud de arco, empleando el elemento
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de volumen en S' C R? dado por g1 = df y la relacién § = arctan(y’/x’) para una
determinacién adecuada del arco tangente, se tiene f*ng: = (y"2' — 2"y )dt = kne.
Asi pues también podemos entender la curvatura como la funcién por la que hay que
multiplicar el elemento de volumen 7c en C para obtener el pullback del elemento de
volumen en la circunferencia, simbdlicamente

J st

Ule}

Por supuesto esta representacion es libre de coordenadas pero sigue sin ser intrinseca.

Incrementando en uno la dimension las cosas se complican deliciosamente y da lugar
a una bella teorfa fruto del ingenio de C.F. Gauss. Si tenemos una superficie S C R? hay
todo un plano de vectores tangentes en cada punto que dan innumerables direcciones
para calcular derivadas segundas. Podemos salvar todavia parte de la analogia notando
que en las curvas en R? es lo mismo la variacién del d4ngulo de las tangentes que el de
las normales. En S consideramos la aplicacion de Gauss f : S — S? que asigna a cada
punto su normal y definimos la curvatura de Gauss como

K — [ ng2
Ns

Si uno volviera a los apuntes de Geometria II podria interpretar esto como el cociente
que aparecia alli de los determinantes de la segunda y primera formas fundamentales.
Con un poco de trabajo se deduce de esto la definicién alternativa K(p) = ki (p)ka(p)
donde k1(p) y ko(p) son las curvaturas méxima y minima en p entre todas las curvas
obtenidas al cortar S con un plano que pasa por p y que es perpendicular al plano
tangente en dicho punto.

La aplicacion de Gauss permite asignar a cada porcion de superficie T un angulo
solido en S? (se dice que su drea es la medida del dngulo de T en estereorradianes)
y entonces K es de nuevo una variacion del angulo generalizada. El teorema de Stokes
permite relacionar fT K dng con una integral sobre 9T, la curva de la frontera que resulta
ser (salvo una cantidad constante) la integral de la derivada covariante de los vectores
tangentes. Si se toma como regién T un triangulo geodésico, esto es un tridangulo curvo
cuyos lados son geodésicas, la derivada covariante es cero pero hay que pagar con ciertos
términos debido a la no diferenciabilidad en los vértices. El resultado escrito en forma
elegante es el famoso teorema de Gauss-Bonnet probado por Gauss en 1827:

donde ng = elemento de volumen en S.

(3.5) /Kdn5:a+ﬁ+7—7r
T

para cualquier tridngulo geodésico de dngulos «, 5y 7. Por otro lado (3.4) se puede
generalizar a

/ K dns = 27(2 — dim H'(S))
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para una superficie S C R?® compacta con la orientacién usual. Por ejemplo, si S es
difeomorfa a una esfera, la integral de la curvatura es 47 y si es difeomorfa a un toro, la
integral es cero.

Cuando Gauss obtuvo (3.5) se percaté que si T' es un pequeno tridngulo geodésico
alrededor de un punto p se sigue K (p) =~ (a+G+y—mn)/A(T) donde A(T) indica el area de
T, pero un ser bidimensional que viviera dentro de S sin saber nada acerca de normales
ni del mundo exterior de R? podrfa hacer el cdlculo de (a+ 3+~ —x)/A(T). Justificando
el paso al limite se concluye que, a pesar de la definicién original, la curvatura de Gauss
para superficies de R? sélo depende de la métrica, es intrinseca. Esto es lo que se llama
Teorema Egregio (Theorema Egregium en el original de Gauss). La féormula para K en
funcién de los coeficientes de la métrica es un poco complicada (tiene catorce sumandos,
véase p.109 [Splt2]) y anticipa que en mdas dimensiones se podran hacer pocos célculos
explicitos generales. El Teorema Egregio por ejemplo implica que una porcion de esfera
(K = R72) no se puede desarrollar sobre un plano (K = 0), es decir, aplastarla sin
modificar distancias.

A LT

Esto también es consecuencia del hecho més elemental de que la suma de los angulos de
un triangulo geodésico en la esfera es mayor que 7 y en el plano es exactamente 7. Por
otro, lado una porcion de cilindro si es desarrollable en el plano y con cualquiera de las
definiciones anteriores se tiene K = 0.

La generalizacion a més dimensiones no es clara porque ni siquiera esta clara la
definicion de la curvatura de Gauss para variedades bidimensionales que no estén inmer-
sas en R3. El teorema de Gauss-Bonnet en una forma un poco més general apuntada
anteriormente permite relacionar fT K dng con la variacién de un vector después de apli-
carle un transporte paralelo dando toda la vuelta a 0T. En mas dimensiones podriamos
considerar el paralelogramo infinitesimal 7" dado por incrementos en dos funciones coor-
denadas (preferible a un triangulo geodésico sélo por razones técnicas), tomar un vector
y hallar el vector que da la razén de la variacion de V' entre el drea de T', el andlogo
de (a + B+ v —m)/A(T), para deducir el Teorema Egregio. De esta forma la curvatura
es una maquina a la que hay que alimentar con la dos direcciones que determinan un
paralelogramo y la que determina el vector, dando lugar a otro vector que se podria
pasar a un nimero con un elemento del dual, lo que sugiere un tensor de tipo (1, 3).
Es posible proceder de este modo y llegar bastante rapido al “formul6n” (3.6) de mds
adelante (véase §2.3 [Ch]) a cambio de usar argumentos cantidades arbitrariamente pe-
quenas y aproximaciones euclideas. Este es un precio demasiado alto, por ello los libros



3.3. EL TENSOR DE CURVATURA 87

para matematicos suelen dejar aparte esta linea e introducen sintéticamente un tensor
que mide la diferencia entre las derivadas covariantes cruzadas. En realidad la idea es la
misma pues el transporte paralelo esta ligado a la derivacion covariante que a su vez es
la inica manera sensata de calcular incrementos, de derivar, en una variedad.

Definicién: Se llama tensor de Riemann o tensor de curvatura al tensor de tipo
(1,3) de componentes ;kl tal que para cada campo de vectores V se verifica

i i pi 1/d
ik V;kl_Rjklv

donde V;, indica la derivada covariante primero con respecto a ! y después con respecto
ak.

El caracter tensorial del tensor de Riemann se deduce de la tensorialidad de la deri-
vada covariante. Con un calculo rutinario se llega a una fea férmula en términos de los
simbolos de Christoffel
(3.6) Ry =T — Dy + Dol = Tl e

Ejemplo: R™ con la métrica usual tiene tensor de Riemann nulo. Esto se deduce de

la definicién porque la derivada covariante coincide con la usual, o directamente de (3.6)
porque I, = 0.

El ejemplo anterior tiene un reciproco local: si en una variedad riemanniana el tensor
de Riemann es nulo entonces se pueden encontrar un difeomorfismo en un entorno de cada
punto que transforma este entorno en un abrieto de R” con la métrica usual. Todavia mas,
B. Riemann introdujo explicitamente en 1862 su tensor justamente para resolver este
problema de saber qué métricas se podian transformar localmente en la métrica usual'”.
Dicho sea de paso, este reciproco también se aplica a variedades semiriemannianas si se
permite cambiar signos en la métrica usual.

El célculo de la curvatura se revela como una tare ardua aunque solo sea por el
nimero de componentes que en dimensiones 2, 3 y 4 son respectivamente 16, 81 y 256.
Afortunadamente hay algunas simetrias que relacionan las componentes. Ademas en los
casos de dimension 2 y 3 y las aplicaciones en dimensién 4 que aparecen en relatividad
general hay contracciones del tensor de Riemann que contienen toda la informacién
necesaria. Al contraer un tensor de tipo (1,3) se obtiene un tensor dos veces covariante.
Subiendo uno de los indices con ¢¥ se puede efectuar una segunda contraccién para llegar

10En realidad Riemann ya habia anticipado el problema en su famosisima leccién “Sobre las hipdtesis
que subyacen a la geometria” en 1854. En ella expuso muchas y muy importantes ideas pero apenas
empled ninguna férmula para conservar el tono expositorio. Una traduccion del original e informacion
histérica al respecto puede encontrarse en el capitulo 4 de [Sp1t2].
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a una funciéon. En principio hay diferentes maneras de elegir los indices para efectuar las
contracciones pero debido a las simetrias, todas son esencialmente iguales o nulas.

Definicién: Se llama tensor de Ricci al tensor de tipo (0,2) cuyas componentes son
k
Rij = Rikj

y tensor de Ricci contravariante al tensor de tipo (2,0) de componentes RY = ¢'?g7® R,
Ademas, se llama curvatura escalar a la funciéon R = g" R;;.

La prueba de todas las simetrias del tensor de Riemann a partir de (3.6) serfa compu-
tacionalmente muy gravosa. Lo mas comodo es emplear sistemas especiales de coorde-
nadas en los que haya una simplificaciéon considerable. El siguiente resultado es una
posibilidad que procede del propio Riemann.

Lema 3.3.1 Sea M una variedad semiriemanniana y sea p uno de sus puntos. Eziste
una carta tal que las derivadas parciales primeras de las componentes del tensor métrico
se anulan en p.

Demostracién: Dada una carta (U(p), ¢ = (z',...,2™)), sea ¢(p) = (p1,...,pn) ¥
consideremos una nueva carta (U, ¢/ = (2’1, ... 2™)), p € U C U(p), con ¢ definida
por el cambio

(1 ) % 1 T T s S\T
Derivando en ambos miembros se tiene
8x/a 8256/“

. —| =9 — 1 =T1%(p).
(3 7) ot ) 62 8xk8x2 , kz(p)

De aqui, el teorema de la funcion inversa asegura que el cambio de carta es legitimo en
un entorno pequetio. Sean g;; las componentes del tensor métrico usando U',¢). Por la
tensorialidad

B o' al./b ,
Yii = i o Jab°
De donde se deduce, gracias a (3.7), gi;(p) = gi;(p). Derivando, también se obtiene
892‘]‘ B 821’/“ 8x/b , N o' a2x/b , N or'® ax/b ax/l agzlb
i R e R R A i e Y e

Sustituyendo en el punto p y usando (3.7), se tiene

892 a ag;
8:)3’1 ) = T3P 90 (p) + T35 (P)gin(p) + 8:)3’?“ »

y del Lema 3.2.1 se deduce que el iltimo sumando debe ser nulo. O

Las simetrias del tensor de Riemann son mas claras si se baja el inico indice contra-
variante para obtener un tensor de tipo (0,4).
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Proposicion 3.3.2 Sea Riju = gin R}y, entonces se cumplen las identidades
a) Rijui = —Rjii = —Rijik = Ry, b) Rijii + Riji + Riryj = 0.

Demostracion: Por el Lema 3.3.1 y (3.6) para cada punto p € M existe una carta
tal que

R;kl(p) = F;l,k(p) - Fé’k,l(P)

y también en este punto p, que omitiremos para mayor brevedad, se cumple

Ginlj e = 59ing (Gjmik + Gmijk — Gjtmk) = §(gji,lk + itk — GjLik)-

Intercambiando [ y k y restando, se tiene por el lema anterior
" 1
Rijk = gin R}y = i(gil,jk — GjLik — Yikji T Gjk.il)

de donde se deduce inmediatamente a) y b) en p con esta carta. Por otra parte, si las
componentes de dos tensores coinciden usando una carta, también coinciden usando
cualquier otra. Asi que las identidades a) y b) tienen validez general. O

Ejemplo: En dimension 2 las 16 componentes del tensor de Riemann se reducen a
sélo una independiente. Si en i, j,k,[ hay mas de dos unos o doses se tiene R = 0
por la antisimetria R, = —Rji = —Riju. Entonces la tnica posibilidad es que haya
exactamente dos unos y dos doses y todas las componentes no nulas son Rjs;2 0 su
negativo.

En el caso de superficies inmersas en R3, Gauss expresé la curvatura con una sola
cantidad asi que debe haber una relacion entre Ri212 v la curvatura de Gauss. No puede
ser de igualdad porque Rjs12 es una componente de un tensor de tipo (0, 4) y la curvatura
de Gauss K es una funcion. La féormula exacta es

(3.8) Rizz = (911922 — g72) K

que se puede tomar como definicién de K. Si llamamos R al tensor de Riemann en su
forma (0,4) y ns al elemento de volumen, se tiene la relaciéon R = Kngs ® ns.

Ejemplo: Deduzcamos la relacion entre la curvatura escalar y la curvatura de Gauss
para superficies inmersas en R?. Como ambas son funciones, tensores de tipo (0,0), cabe
esperar una relacién lineal entre ellas. Por definicién se tiene Rj = ¢ R;jx. De aqui,
usando las simetrias, Ri1 = ¢?2Ri212, Ri2 = Ro1 = —¢'2Ri212, Ras = ¢ Ri212. Entonces
R = ¢YR;; y (3.8) implican R = 2(g"¢** — (¢"*)*)(911922 — (912)*) K. El producto de
ambos paréntesis vale uno porque es el determinante de una matriz por el de su inversa,
por tanto la curvatura escalar es el doble de la curvatura de Gauss.
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Se puede probar que en una variedad semiriemannian general no hay nuevas relaciones
lineales entre las componentes R;jr; que no se deduzcan de la Proposicién 3.3.2, sin
embargo hay algunas otras entre sus derivadas covariantes que desempenan un papel
importante en relatividad general. Enunciamos el resultado esta vez en términos de R;'- Kl
aunque para R;;j; serfa idéntico.

Proposicién 3.3.3 (Identidad de Bianchi) Sean Ry, las componentes del tensor de
Riemann, entonces ' . .
ko T B + B = 0.

Demostracion: Derivando la definicién del tensor de curvatura, con la carta del
Lema 3.3.1 se cumple en un punto p

R;’kl,m(p) = ;lkm(p) - ;klm(p)

Como los simbolos de Christoffel se anulan en p, por la definicién de derivada covariante,
se tiene que Ry, = Rj, = (siempre en dicho punto). Tras esta observacién, sumando
la féormula anterior permutando ciclicamente [, k y m se obtiene el resultado deseado. O

El tensor de Ricci tiene una simetria sencilla heredada de las del tensor de Riemann.

Proposicién 3.3.4 Se cumple

CL) Rij = Rji, b) RY = Rﬂ, C) ng = §g”R7j.

Demostracion: Si en la Proposicién 3.3.2 b) multiplicamos por g% (por supuesto
respetando el convenio de sumacién) se obtiene

R?kl + " Rk + g Ri; = 0.

Por otra parte, la antisimetria en j y k de Ry;, por la Proposicién 3.3.2 a), muestra
que el dltimo sumando se anula y se puede escribir

0= Rfkl - gkiRilkj = Rfkl - Rfkj = Rji — Ry;.
Lo cual prueba a) y se sigue b) inmediatamente. Para probar ¢) partimos de la identidad
de Bianchi contrayendo en i y k.

k k k _
Rjkl;m + ijk;l + lem;k =0.

El primer sumando es Rj;., y el segundo, después de usar la antisimetria R;"kl = _R;'lk
es —Rjp,y. Multiplicando por g’lg"™ (nétese que multiplicar por estos objetos conmuta
con la derivacién covariante por el Lema 3.2.2), se tiene

9" R — R + g9 Ry, = 0.
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El ultimo término es

gjlgimgkanjlm;k — gjlgimgkanmnj;k _ gzmgknRJ _ _gimgkann;k _ _R’zllj

mnjk —
y se obtiene la férmula deseada. O

Pese a las simetrias el calculo de las componentes del tensor de Riemann es bastante
trabajoso. Por ejemplo, en dimensién 4 habria que aplicar (3.6) una vez por cada una
de las 20 componentes independientes. Teniendo en cuenta que hay 40 simbolos de
Christoffel descontando las simetrias, incluso casos especiales en los que la mayor parte
de ellos son nulos requerirdan un esfuerzo considerable. Una de las utilidades de la teoria
de formas diferenciales creada por Cartan es que permite una interpretacion del tensor
de curvatura libre de coordenadas como cierta matriz de dos formas (véase el capitulo 7
de [Sp1t2]). Uno de los subproductos de ello es un método para calcular las componentes
del tensor de curvatura cuando la métrica es diagonal (¢g;; = 0 si ¢ # j) o en general si la
métrica se puede escribir como 0' ® 0 +6* ® 6>+ - -+ 60" ®6" con 6" uno formas sencillas
(véase en [Gol] el caso de superficies). No cubriremos aqui este interesante tema. En su
lugar, terminaremos estableciendo una simplificacion en el célculo del tensor de Ricci.

Proposicion 3.3.5 Si g es el determinante de la matriz de componentes de la métrica,

se cumple 1
R = ﬁ(mm’k — (log /g]).s5 — THT .

Demostracion: Consideramos sélo el caso g > 0, el otro es completamente similar.
Probaremos en primer lugar la identidad

(3.9) Ik = (log \/g) s = %

Sea U; el vector cuya componente j-ésima es g;;, entonces al ser el determinate una
funcién multilineal

n
gi= E det(vh, ..., Uk, ..., Uy).
k=1

Desarrollando el determinante por la k-ésima columna se tiene g; = g;,G'* con G*
el cofactor del elemento g;; que por dlgebra lineal elemental es gg". De aqui, por la
simetria de g~/
9= 99" ki = 99" (Gjki + Grij — Gij) = 2975,
lo cual prueba (3.9).
Utilizando esta relacion se sigue

1

\/ﬁ(@rg),k =TT+ T, v (logv/g)y =iy
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Es decir, la féormula del enunciado equivale a

Ry =T, — Tk + Ik —Tirl,

ij,k ik,j
y esto se deduce de (3.6) y la definicién R;; = Rf.. O
Ejemplo: Calculemos el tensor de Ricci de la superficie de una esfera de radio a con

la métrica usual que en coordenadas esféricas es a?df? + a?sen?d dy?. Los simbolos
de Christoffel no nulos calculados en un ejemplo anterior (el radio a no influye) son

I}, =—senfcosf y I'?, =T3 =cosf/senf y se cumple g = a*sen? . Por el resultado
anterior
cosf 2
11 (log sen ),11 (senﬁ) ) 12 21 )
1 2 2 2
Ry = — (sen® 6@ cosf) ; + 2 cos” § = sen” .
sen 6

La curvatura escalar es R = g”R;; = 2a~2. Como debe ser el doble de la curvatura
de Gauss, se tiene K = a2 en concordancia con lo visto en cursos anteriores. De
(3.8) se sigue Rjg12 = a’sen?f y empleando la Proposicién 3.3.2 se deducen todas las
componentes del tensor de Riemann.

Ejercicios de la seccién 3

1) Responder brevemente a las siguientes preguntas:

i) {Por qué un cilindro tiene curvatura de Gauss nula cuando es obvio que esta curvado?

ii) §Cudles son las componentes del tensor de Riemann para R? si usamos coordenadas
polares?

iii) ;Cudl es el error en el siguiente razonamiento? Siempre se puede encontrar una carta
tal que los simbolos de Christoffel se anulen en un punto, por tanto el tensor de curvatu-
ra serd nulo en dicho punto. Pero si se anula usando una carta se anula usando cualquiera.
Repitiendo el argumento en cada punto se deduce que el tensor de curvatura es siempre idénti-
camente nulo.

iv) jPor qué RY = RJ" se sigue de R;; = Rj;?

2) Demostrar que no es posible encontrar una carta de S? (dotada de la métrica usual) de
forma que {01, 02} sea una base ortonormal de T},(M) para todo p en un abierto. ;Cudl debe
ser el tensor de curvatura para la variedades riemannianas que tienen el andlogo n-dimensional
de esta propiedad?

3) En una variedad consideramos las métricas g,-jda:idmj v A g,-jda:ida:j donde X es una
constante.

a) Encontrar qué relacién hay entre los tensores de Riemann correspondientes a ambas
métricas.
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b) Responder a la pregunta anterior para la curvatura escalar.
4) Demostrar que Rﬁkl =0y que R;m = —Rjj.
5) Hallar el tensor de Riemann en R x R* dotado con la métrica dz? + y2dy? y explicar el

resultado.

6) Hallar todas las componentes del tensor de Ricci para el semiplano de Poincaré {(z,y) €
R? : y > 0} que tiene por métrica y~2(dz?+dy?). Indicacién: De ejercicios anteriores sabiamos
que los tinicos simbolos de Christoffel no nulos son T, =T}, =T%, = -T?%, = —y~ 1.

7) Hallar la curvatura escalar en el ejercicio anterior y comprobar la relacién de sus deri-
vadas parciales con la derivada covariante del tensor de Ricci.

8) Comprobar que con la métrica B(r)dr? 4+ r2df? + r2sen? 6 dy?, se cumple la igualdad
Ri210 = TB//(2B2).

9) Demostrar que para las métricas de la forma A(z,y)dz? + B(z,y)dy? se tiene Ris =
Ry = R'2 = R?! = 0. Indicacidon: No es necesario calcular los simbolos de Christoffel, sélo
usar las simetrias del tensor de Riemann.
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