Capitulo 2

Topologia diferencial

2.1. Integracién en variedades

En los cursos de andlisis de primero o en segundo aparecieron integrales sobre curvas
y superficies y las formulas que las definian no tenfan aparentemente demasiado en
comtn. Por ejemplo, ;por qué al integrar sobre una superficie inmersa en R?® habia que
hacer cédlculos con el vector normal y sin embargo para curvas habia que emplear el vector
tangente? Ahora que hemos repasado los rudimentos de la geometria diferencial sabemos
que hagamos lo que hagamos lo crucial es que las definiciones no deben depender de las
cartas empleadas.

Tratando de responder a la pregunta general de por qué se integra como se integra,
pensemos primero en las sencillas integrales en R™ (no tan sencillas después del estudio
exhaustivo en el curso de teoria de la medida). Si f es un difeomorfismo de R™ en R",
bajo las condiciones técnicas de rigor, por ejemplo g con soporte compacto, se tiene la
férmula de cambio de variable

[o=[ g0t 1detin)

donde Jf es la matriz jacobiana de f. La explicacion intuitiva es muy sencilla: en cua-
draditos infinitesimales f se aproxima por una aplicacion lineal de matriz Jf y el deter-
minante justamente mide su variaciéon de volumen.

Ayl A1 — =
A X

A, DA |3f |
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Si queremos dar una definicién invariante de la integral necesitamos objetos que se
multipliquen por el determinante jacobiano al cambiar de coordenadas. Las formas dife-
renciales satisfacen este requerimiento y su razén de ser original es que constituyen los
objetos matematicos que se pueden integrar. Notese que si

w=gdr' Ndz® A+ Ada" € QR") con g = g(x', 2%, ... 2"

y hacemos el cambio 27 = fi(y', 4% ...,y"), 1 < j < n, entonces da’/ = g—’;dyi y

sustituyendo y utilizando las propiedades del producto exterior (véase §1.4)

afa(l) 8f0(2) 8fa(n)
w = gof ngn(a) ~
0ESh 8y1 8y2 8y

= go fldet(Jf)| dy* Ndy* A--- A dy™.

dy* Ndy? A - AN dy®

Entonces tiene sentido definir la integral de w € Q(R™), digamos de soporte compacto®
si queremos evitar problemas con la existencia, como

o) [o-]a

Antes de seguir, generalicemos los cambios de variable incluso cuando f no es un
difeomorfismo.

Definicién: Sean M y N variedades y f : M — N. Se llama imagen reciproca (o
pullback) a la aplicacién lineal f*: QF(N) — QF(M) dada por

[rw(@y,, ... O) = w(df (0h), df (a), . .., df (T)) para ¥, ¥y, . . ., Uy € Tp(M).

Si v; € T,(M) entonces df (U;) € Typ) (M), por tanto si w estd soportada en un
entorno de un punto, f*w lo estd en entornos de sus preimagenes for f. En coordenadas
todo esta mas claro,

W= Giiy. i AT ANAZ2 N ANdZ™ = [Fw = giaya o f d(zto f)Nd(z2o f)A---Ad(x™mo f).

Si f es un difeomorfismo de R™ con det(Jf) > 0, la férmula de cambio de variable es

(2.2) / w= [ o

Rn

!Cuando hablamos del soporte de w = g dz' Adx? A--- Adz™ o de su no anulacién en un punto nos
referimos a los conceptos andlogos para g. Esto es coherente porque los cambios de carta multiplican g
por una funcién no nula.
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Ejemplo: Consideremos M = R* x R con la carta trivial y N = S' N M con la carta
(N, 0) donde 6 es el &ngulo normalizado en (—m/2 7r/ 2) Si f: M — N es la proyeccion

radial f(z,y) = (z//2® + 2, y/V/2? + y?) y w = g(0) df € Q'(N), entonces
o = g(0(z/Va? +y2y/Va? +y?)) di(x/v/ 22+ y2y/a? + y2)

Y Y ) ) z
= g(arctan;) d(arctan ) g(arctan;)(—x2+y2 dx—|-$2+y2 dm)

La imagen reciproca es claramente R-lineal, ésta y otras propiedades menos evidentes
se recogen a continuacién. La tdltima de ellas podria haberse usado para probar que la
definicién de la derivada exterior no depende de la carta escogida, porque (¢potp™1)*dw =
d((gb o w_l)*w) (véase [GolJ] y [Bu-Gi] p. 243 para otra demostracion).

Lema 2.1.1 La imagen reciproca satisface las siguientes propiedades:

1) ff*Ow+un) =Afw+pf*n V\ueR, 2) fHwAn) = ffwA f,
3) (gof) =foyg, 1) d(fw) = frdw.

Demostracion: 1) Se sigue de la definicién.

2) Recuérdese que w A7 es una suma de w ®n permutando sus argumentos. Como df
se aplica a todos ellos para calcular la imagen reciproca, no hay diferencia entre aplicarla
antes o después de permutar las variables.

3) Por la regla de la cadena d(g o f) = dg o df. Né6tese que el orden es el correcto.
Por ejemplo para uno formas w(dg(df (7)) = f*(w(dg(-))) (@) = f*(g*w)(7).

4) Si w € QY%M), es decir, si w es una funcién, es consecuencia de 3). Por el Coro-
lario 1.4.4 cada k forma diferencial con £ > 1 se puede escribir como suma de términos
del tipo w A dn (n puede ser una funcién coordenada) con w € QM) y n € Q™(M),
l+m +1 = k. Procedemos por induccién aplicada a cada uno de estos sumandos. Por
la Proposicién 1.4.5 y 2) se tiene

F(d(w A dn)) = f*(dw A dn) = frdw A f*dn.

Por la hipétesis de induccion esto es d(f*w) A d(f*n) que puede escribirse como

d(f*w) Nd(f*n) = d(f'wAd(fn)) = d(f*(w Adn))

donde se ha usado de nuevo la Proposicién 1.4.5, la hipétesis de induccién y 2). O

Retomando el tema de la integracién, podemos utilizar las cartas para definir la
integral de una forma en un parche de una variedad. Concretamente, si (U, ¢) es una
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carta de una variedad m-dimensional, M, y w € Q"(M), digamos de soporte compacto
incluido en U para que no haya problemas al integrar, entonces se define

2.3) /u w= /¢ L

El segundo miembro, es una integral como la de (2.1). Por (2.2) con f = ¢o ¢ty 3)
del Lema 2.1.1, al cambiar la carta (U, $) por otra (V,g) el resultado es el mismo si
det(Jf) > 0 (suponiendo que el soporte de w estd en U N V).

Para no depender de una hipétesis tan extrana como que la forma diferencial viva
en solo uno de los abiertos de las cartas, los diferentes parches se pegan con el artificio
teorico bien conocido: las particiones de la unidad. Recuérdese que una particion de la
unidad subordinada a un recubrimiento abierto | JUs = M es una coleccién de funciones
{1}, C® y 0 <1y <1, tales que: 1) En cada punto p € M sélo hay un ntimero finito
de ellas con 1, (p) # 0 y su suma es uno. 2) Cada v, tiene soporte incluido en alguno
de los Us.

LIJ1 l'I"2 l-pg

Antes de seguir nétese que hay una pequena variacién si comparamos la férmula de
cambio de variable con la ley de transformacién de las n-formas diferenciales en una
variedad n-dimensional. En la primera el signo del jacobiano se pierde y en la segunda
no. Es decir, no tenemos una definicién univoca de [ w, hay una indeterminacién de
un signo cuando se cambia de carta. Fisicamente muchas veces ese signo expresa una
direccion de lo que estamos integrando. Por ejemplo, en R no queremos hablar de la
integral sobre [a, b] de una funcién sino de su integral de @ a b o de b a a. El remedio es
dar una orientacién a la variedad.

Definicién: Se dice que dos cartas (Uy, 1) v (Usz, d2) con Uy NUs # () tienen la
misma orientacion si det(J(gbg o gbl_l)) > 0. Una variedad M es orientable si existe una
coleccién de cartas {(Us,, ¢o)} con |JU, = M tales que cada par de ellas con U, N\Uz # ()
tienen la misma orientacién. En ese caso se dice que la coleccion de cartas conforma un
atlas orientado.

Podemos definir una relaciéon de equivalencia entre atlas orientados de forma que
A; ~ As si cualquier par de cartas de A;U.A; que se solapen tienen la misma orientacién.

Definicién: Una orientacion de una variedad orientable M es una clase de equiva-
lencia de ~.

Ejemplo: Las cartas (S* N {y > 0},¢1) y (S' — {(0,1)},¢2) con ¢(z,y) = —x y
¢2(z,y) = 2/(1 — y) determinan un atlas orientado de S' y por tanto una orientacién,



2.1. INTEGRACION EN VARIEDADES 35

ya que parat € (—1,0)U(0, 1) se cumple ¢p0; ' (t) = t/(v/1 — t2—1) que tiene derivada
positiva.

Dada una particién de la unidad {t,} subordinada al recubrimiento definido por los
abiertos de todas las cartas de un atlas orientado, se define

(2.4) /M o= / b

donde cada Y,w ya tiene el soporte compacto en el abierto de una carta y se puede
por tanto integrar con (2.3). Siendo exigente, la notacién [,,w es un poco inadecuada
porque el valor de la integral no depende sélo de w y M sino también de la orientacion
que se asigne a M; este defecto viene heredado de la notacion usual para las integrales
de linea y superficie que esta demasiado asentada como para cambiarla.

Para asegurarnos de que no ha quedado ningin cabo suelto, probemos que la defini-
cién esta bien hecha.

Proposicién 2.1.2 Fijada una orientacion, el sequndo miembro de (2.4) no depende
del atlas orientado elegido ni de la particion de la unidad.

Demostracion: Sea {’1:55} otra particién de la unidad subordinada al recubrimiento
dado por el mismo atlas orientado. Se tiene

S [ o= % [adua= X [

donde se ha usado »_, v =>4 Vs = 1.

Por otra parte, dados dos atlas orientados A; = {(Ua, 10)} ~ Az = {(Vs, d2a) }, sea
Az = {(Us N V3, ¢14)}, evidentemente A; ~ Az y la integral empleando A, es la misma
que empleando A3 (dnicamente se ha descompuesto cada abierto en otros menores).
La invariancia por cambios de carta indicada tras (2.3), asegura que para A, el valor
obtenido es el mismo. O

Con todo este esfuerzo para definir la integral en una variedad obtenemos la recom-
pensa de una version unificada de las integrales que conociamos hasta ahora. Sean C,
S y B una curva, una superficie y una region sélida definidas como subvariedades de
R3, esto significa que la inclusién, 4, es una funcién C'™ o si lo preferimos, que sus atlas
orientados (las suponemos orientables) son restricciones de un atlas orientado en R?. En
cada uno de los casos i* pasard respectivamente 1-formas, 2-formas y 3-formas en R? a
formas diferenciales que se pueden integrar en C', S'y B (cuyas dimensiones son 1, 2 y
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3). Es decir, para curvas y superficies la definicién natural de integral es?
/ i*(Fldr + F*dy + F*dz), / i*(Fldy A dz + F?dz A dy + Fdz A dy)
c s

y para una region sélida

/ i*(f dx N dy N dz).
B

Esta tltima integral no es otra cosa que [ 5 J con el significado cldsico y no entrana
ningiin misterio. Las otras dos dan lugar a las férmulas bien conocidas para integrar
campos en curvas y superficies y las denotaremos simplemente como |, o F y [ g F. Para
adaptar la primera a R? basta omitir el término con dz.

Ejemplo: Suponiendo para simplificar que C' tiene una sola carta (C, ¢) con ¢~ 1(C) el
intervalo I = (a, b), comprobemos que la férmula anterior para f o €s la de cursos pasados.
Escribiremos 0 =i 0 ¢! : I — R3, esto es lo que se llama una parametrizacién de la
curva, nétese de Imo = C.

Por (2.3) y el Lema 2.1.1

/ i*(Flde + F?dy + F3dz) = / o*(F'dx + F?dy + F*dz).
C 1

Sio=(c!,02,0% y F = (F',F2, F3) esto se puede escribir como

/ (F'o0)o" + (F? 0 0)o® + (F* 0 0)o™) = / Flo() - o'(t) dt.

1

De la misma forma si (S, ¢) es una carta global de Sy ® =i0¢™t: D — R3 es
una parametrizacién se puede probar también la férmula clasica (ejercicio)

/i*(Fldy/\dz+F2dz/\dy+F3dx/\dy):/ F(®(u,v)) - N(u,v) dudv
s D

donde N (u,v) es el vector normal 22 x 22
’ ou ov

De nuestra definicién se sigue que las integrales de linea y superficie no dependen de
las parametrizaciones (de las cartas) escogidas una vez fijada una orientaciéon. Ademés

abre la puerta para poder considerar integrales en dimensiones superiores. ; Como habria

2El uso de superindices en los coeficientes no es muy coherente con los convenios del capitulo anterior
y viene motivado por el uso que se hace en Fisica de estas integrales para integrar campos vectoriales.
En rigor, para curvas los F* no son componentes de un vector sino de un covector (uno forma) y para
superficies, son un objeto todavia mas complicado. Al igual que en el caso del gradiente que comentamos
en el capitulo anterior, resulta que si uno se limita a movimientos del plano estas distinciones son
irrelevantes.
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que integrar en una hipersuperficie orientada H de R*? Segtin el esquema anterior la
férmula es [, i*(F'dy Adz Adt+ F*dz Adt Adz + F3dt Adz Ady + F*dz Ady A dz.) Por
supuesto tanto en la integracién sobre superficies en R? como en ésta, la ordenacién de
los productos exteriores es arbitraria y modificarla equivale a cambiar de signo algunos
Fi. La elegida aqui es sin embargo natural motivada por su interpretacién fisica como
flujos.

La manera geométrica tridimensional de pensar en la orientaciéon es bien distinta a
la definicién aqui dada: una orientacién de una superficie en R? era en cursos anteriores
una eleccion del sentido de un campo de vectores normales.

La relacion entre ambas visiones es que la eleccion del sentido de la normal corresponde
por la regla de la mano derecha a una eleccion de la ordenacién de la base del plano tan-
gente? y tales ordenaciones se preservan por cambios de coordenadas con determinante
positivo (véase [Ga-Ru] §V.2).

En el caso de curvas, localmente los cambios de carta son aplicaciones
f i1 — Jcon I, J intervalos en R. Las orientaciones se distinguen segin CZ)

f conserve el orden en I (f' > 0) o lo invierta (f' < 0). De esta forma, una _ —~_—
orientacion se puede representar por un sentido en el que recorre la curva.

En variedades conexas, como cabe esperar, s6lo hay dos orientaciones. Si nos em-
penamos en considerar variedades no conexas cada trozo (cada componente conexa)
admitira dos orientaciones y las posibilidades se multiplican.

Si una variedad no es orientable no tene-
mos una definicién de | 1 @, s6lo podremos
integrar en porciones de ella (subvariedades)
que si sean orientables. Las variedades no
orientables existen, la més famosa de las que
podemos ver a simple vista es la banda de
Mobius: una banda retorcida y pegada para
formar un anillo (que suponemos sin borde
para respetar la definicién de variedad). Vi-

sualmente esta claro que no es posible determinar una orientacién porque al dar toda
una vuelta los vectores normales cambian de sentido (véase [Ga-Ru] p. 110 o [GoG]| para
una demostracién rigurosa).

3En rigor es una eleccién de la paridad de la ordenacién de los elementos de la base. Por ejemplo,
en dimensién 3, {01, 02,03}, {02,03,01} y {05, 01,02} corresponden a una misma orietnacién mientras
que {02, 01,05}, {03,02,01} v {01, 05,02} corresponden a otra.
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Es posible caracterizar la orientabilidad por medio de formas diferenciales. No es sor-
prendente, ya que éstas son parientes proximos de los determinantes, los cuales permiten
detectar con su signo cambios en la ordenacién de bases de vectores. En la demostracion
siguiente procederemos de forma un poco esquematica.

Definicién: Sea M una variedad n-dimensional. Se dice que w € Q"(M) es una
forma de volumen si no se anula en M.

Proposicion 2.1.3 Una variedad es orientable si y solo si existe una forma de volumen.

Demostracion:
=) Dada una particién de la unidad {1, } subordinada al recubrimiento determinado
por los abiertos de un atlas orientado {U,, ¢, = (z.,22,...,2")}, podemos considerar

Wa = Yodrt Ndx2 A -+ A da"

en U, y extenderla a M como la forma nula fuera de U,. Por las propiedades de las
particiones de la unidad ) _ w, tiene sentido (en cada punto sélo hay un nimero finito
de w, no nulos) y esto define una forma de volumen.

<) Tomemos una coleccién de cartas {Uy, oo = (1, 22,...,2")} con YU, = M y
los U,, conexos (siempre se puede conseguir quiza descomponiendo una carta en varias).
Dada una forma de volumen w, cambiando cuando sea necesario ¢, = (zl,22,...,2")
por ¢o = (—xL,22, ... 2") podemos suponer que en cada carta w = f dzl Adz2 A--- A
dx? con f > 0. Al efectuar un cambio de carta f se multiplica por det (817% /Bxfx) =
det ™ (J(gﬁﬁ ) (b;l)), por consiguiente esta cantidad debe ser positiva. O

Ejercicios de la seccion 1

1) Responder brevemente a las siguientes preguntas:
i) Si f: 8! — R2, jcudnto vale f*(dz A dy)?
ii)Sif:M — Nyg: N — L, jcuando tiene sentido g* o f*?
iii) (Es cierto que d(f*w A d(f*n)) = d(d(f*w) A f*n) para w,n € Q*(M)?
iv) Si w es una forma de volumen, jtiene w(¥y,...,%,) el mismo signo para cualquier

base {¥1,...,0,} de T,(M)?

2) Comprobar la relacién f*dw = d(f*w) cuando f es el cambio de polares a rectangulares
f(r,0) = (rcosf,rsenf) y w =y dx + zy dy.

3) En S! consideramos las cartas (S' — {(0,1)},61) v (S' — {(0, —1)}, =) dadas por las
proyecciones estereogréaficas desde los polos norte y sur, respectivamente. Probar que ambas
cartas no tienen la misma orientacién. Efectuar alguna modificacion leve de alguna de ellas
para que si conformen un atlas orientado.
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4) Sea C la curva cerrada en R? que viene parametrizada en coordenadas polares como
r = f(0) donde f es 2m-periddica y 6 € [0,27] (se supone la orientacién compatible con esta
parametrizacién). Calcular [ i*w donde w = (—y dz + z dy)/(z? + y?).

5) Sea w = Fldy Adz + F?dz A dx + F3dx A dy € Q%(R3). Si S C R3 es una superficie e
i: S — R3 es la inclusién, entonces la férmula para f g *w coincide con la estudiada en cursos
anteriores para integrar el campo vectorial F= (F',F? F3) sobre S, f g F.

6) Sea S una subvariedad de dimensién 2 inmersa en R*. Supongamos que viene parame-
trizada por ® : R? — R*, & = (&', ®2, &3, &*). ;Cudl es la férmula para integrar sobre S?

7) Sea g un giro en R3. Demostrar que si C' es una curva inmersa en R3 y g(C) es su
1

imagen por el giro, fCﬁ = fg(C) go Fo qg .
8) Sea U C 52, donde S? es la superficie esférica unidad en R3. Explicar por qué AU) =

fu *wceon w =z dyANdz+ydz ANdzr+ z dx A dy es una definicién natural para el drea de U.

Calcular A(S?). Indicacion: Utilicese la férmula para calcular integrales de superficie en R3.

9) Considérese la n — 1-forma en R™ dada por

n
W= Z(—l)i_lxidzrl Adz2 A ANdzi A -+ Adx™
i=1

donde el circunflejo indica que el término da’ se omite. En analogfa con el problema anterior
se define el drea de U C S" ! como A(U) = [,,i*w. Sea también la n-forma auxiliar en R"

n=e TPdzt Ada® A A da” donde ||Z| = /(z})2 4 - + (z7)2.

a) Sea f : Rt x.8"~1 — R" dado por f(t, ) = tz. Comprobar que f*n = t"Le~¥ dtA(i*w).

b) Probar qlie fRn n = fRn— o= 72 Indicacidn: Buscar en un libro el valor de la
integral ffooo e ¥ dx.

¢) Deducir que A(S"~1) = a2/ [ tre~tdt y de aqui A(S™) =27 A(S" 1) /n.

d) Demostrar por induccién que

A(Sn_1) B mT"/Z/(n/Q)! sin es par
| 2n@2n)D/2/(1-3.5-----n) sin es impar.

10) Sea M orientable y Ay, Ay dos atlas orientados. Dado p € M se define f(p) = 1 si
existen cartas (U;(p), ¢;) € A;, i = 1,2, con det(J(¢2 o <;51_1)(p)) >0y f(p) = —1 en otro caso.

a) Probar que f es C* (basta ver que es continua).

b) Probar que M admite méas de dos orientaciones si y s6lo si f no es constante en M para
alguna eleccién de Ay y As.

¢) Deducir que una variedad conexa sélo admite dos orientaciones. Indicacion: f~1({£1})
deben ser abiertos si f es continua.
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2.2. El teorema de Stokes

Por una de esas ironias de las que esta plagada la historia de la Ciencia, el teorema
de Stokes no se debe a Stokes* y, apurando, histéricamente no es un solo resultado sino
un compendio de teoremas de varios autores resumidos en una sencilla formula. Aunque
solo fuera para escribir estda magnifica férmula generalizadora, la introduccion de las
formas diferenciales estaria plenamente justificada.

La pregunta que conduce al teorema de Stokes desde el punto de vista matemaético es
muy natural: jcudl es el teorema fundamental del calculo en varias variables? A este nivel,
sobreentendemos “varias variables” como variedades, pero como orgullosos habitantes
de R™ en primera aproximacién, nos sentiremos mas comodos haciendo algunas cuentas
en el ambito puramente euclideo. El punto de partida es el teorema fundamental del
calculo en I = [0, 1]

F(1) — £(0) = / I3

En I? = [0,1] x [0, 1] uno podria aplicar este resultado dos veces para expresar || J aa%gy
en términos de los valores de f en los vértices de I? y lo mismo podriamos hacer en I™
con derivadas m-ésimas. Sin embargo lo que queremos es una férmula con derivadas
primeras, como hay varias derivadas parciales tendremos que escribir una combinacion
de ellas, pero entonces la integral doble nos lleva en todo caso no a la funcién sino a una
integral suya. ;Qué tipo de generalizacion estamos buscando? El teorema fundamental
del célculo se puede interpretar diciendo que al integral f” en I se obtiene (una diferencia
de) f evaluada en la frontera de I, queremos algo en ese sentido interpretando que para
“evaluar” en la frontera en dimensiones superiores hay que integrar porque hay infinitos
puntos en ella. Por ejemplo, en I? se cumple

1 1 1 1 B %_%
/0 fi(,0) da+ /0 fo(1,y) dy— /0 fi(w,1) da— /0 12(0,) dy = /I( ok ay)d:cdy.

Llamando C a la frontera de I? y despreocupandonos de las esquinas, tras las férmulas
de cursos pasados que recordamos en la seccion anterior se puede escribir esto como:

. B ofs  0fi ni
/chdy—/I2 (%_a—y) dxdy con F_<f17f2)

donde la orientacién en C' es la habitual, contraria al sentido horario. Nétese que podria
ocurrir que dfy/0x — 0 f1 /0y fuera extremadamente sencillo, por ejemplo cero, y que sin

4El nombre proviene en parte de que un caso particular (también llamado teorema de Stokes) apare-
¢i6 en una competicién matemédtica organizada por G. Stokes (ver [Sp2] VII-VIII), un fisico y matemético
del siglo XIX conocido sobre todo por su contribucién a la mecanica de fluidos.
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embﬁargo no supiéramos calcular por separado las cuatro integrales en las que descompone
Ji .

En I? también podemos encontrar una combinacién apropiada de las derivadas par-
ciales sobre el borde de I3. En general el teorema de Stokes responde al esquema:

/ funciones = / derivadas de funciones.
b va

orde riedad

Y esta formula adquiere un aspecto muy simple si entendemos las funciones como las
componentes de una forma diferencial y las derivadas de funciones como la derivada
exterior de dicha forma. Todavia mas, con la notacién de las formas diferenciales su
demostracion es el teorema fundamental del cdlculo®.

En el lado negativo, todavia no hemos acabado de pagar en términos de notaciones y
definiciones, para dar un enunciado matematicamente aceptable debemos explicar qué es
una variedad con borde. El haber repetido tantas veces que las variedades se consideran
objetos intrinsecos sin referencia a nada exterior deja poco espacio para asociar un borde
a una variedad. El truco esta en definir simultdneamente la variedad y su borde diciendo
que esta nueva entidad conjunta estd hecha con parches de (—oo,0] x R"™! que es como
un R” con borde.

y
oV)
n=2 ¢
/_me  0(p)
AN X
P

Definicién: Una variedad con borde de n-dimensional es el objeto obtenido cuando
en la definicién de variedad en vez de considerar cartas (U, ¢) con ¢ : Y — R se toman
con ¢ : U — (—00,0] x R"! y las mismas propiedades.

Los abiertos de (—o0,0] x R"™! con la topologia relativa no son simpre abiertos en
R™, por ello el concepto de variedad con borde es mas general que el de variedad.

Definicién: Sea M una variedad con borde n-dimensional. Se llama borde de M, y
se suele denotar con M, al conjunto de puntos p € M tales que existe una carta (U, ¢)
(en el sentido anterior) con ¢(p) € {0} x R*~L.

Nota: No puede ser que ¢(p) € {0} x R*™! para cierta carta y ¢(p) & {0} x R
para otra porque entonces ¢ o ¢! transformarfa un entorno abierto en R" de ¢(p)

°En [Sp2] p.96 leemos: “El teorema de Stokes goza de tres importantes atributos que son propios de
la mayoria de los grandes teoremas: 1) Es trivial. 2) Es trivial porque los términos que aparecen en él
han sido definidos de manera adecuada. 3) Tiene consecuencias significativas”.
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en un subconjunto de R™ que no es abierto, y eso estd prohibido por la Topologia de
segundo para funciones continuas en R". La notacién OM que a primera vista es ya una
exageracion del uso de simbolos relacionados con la d de derivar, queda justificada con
el enunciado del teorema de Stokes (y mucho mds con el de de Rham) porque esta 0
resulta una especie de dual de la d aplicada a formas diferenciales.

Dos propiedades que se siguen facilmente a partir de estas definiciones son:
1. Una variedad es una variedad con borde tal que OM = 0.

2. Si M es una variedad con borde, usando restricciones de las cartas, M —OM y OM
tienen estructura de variedad de dimensién n y n — 1, respectivamente (porque
R~ x R"! es difeomorfo a R" y {0} x R""! 1o es a R"!).

La orientaciéon de una variedad con borde para dimensiéon mayor que 1 tiene defini-
ciones y propiedades andlogas a las de una variedad usual.

Cada carta (U, o) con U N OM # () de un atlas orientado A de M se puede res-
tringir para obtener una carta de M. De este modo a partir de A se obtiene un
atlas orientado en OM. El lector atento exigird una justificacién de este punto: Note-
se que si (U, d1), Uz, Pp2) € A con Uy NUy; N OM # ) entonces el cambio de carta
pp0 o7t = (fY f2,..., f) aplica puntos de {0} x R en puntos de {0} x R, Esto
significa que en ellos f! =0y J(pa0¢7") = Dift - J(f% ..., f"). Como f' aplica un
subconjunto de (—oo, 0] x R*™™! en (—o00,0], no puede ser que Dy f1(0,¢% ...,y") < 0
porque en este caso f1(t,y? ...,y") serfa decreciente y cuando ¢t — 0~ los puntos de
{0} x R""! no se aplicarfan en 0. En definitiva, J(¢0¢; ") > 0 implica que el jacobiano
cuando las cartas se restringen al borde, J(f?,..., f"), es también positivo.

Definicién: Sea M una variedad con borde orientada n-dimensional, n > 1. Se
llama orientacion inducida de OM a la que adquiere al restringir las cartas de un atlas
orientado en M.

Si se considera (—oo, 0] x R metido en R? a altura z = 0, con la carta proyeccién la
representacion geométrica de la orientacién en el interior es la normal hacia arriba y en
el borde, el sentido ascendente del eje OY'.

Cada superficie en R? es localmente similar a este caso y se obtiene la bien conocida
regla mnemotécnica de que la orientacion inducida es aquella que al pasear por el borde
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con la cabeza en la direccién de la normal deja la superficie a la izquierda. Esto es
una variante de la regla de la mano derecha o la regla del sacacorchos. En el caso de
(=00, 0] x R? incluido en R?, con un razonamiento similar, se tiene que si consideramos
la carta trivial la orientacion inducida en el borde viene dada por la normal exterior.

El caso unidimensional es especial porque en el borde aparecerian variedades cero
dimensionales que corresponden a puntos, y para ellos la definicién de orientaciéon no
tiene sentido.

Si M es unidimensional y M — OM es orienta-
ble (de hecho siempre lo es) entonces por convenio
diremos que p € OM tiene orientacién +1 si existe P~ M
una carta (U(p), ¢) con la misma orientacién que las -
del atlas orientado de M — M y diremos que tiene
orientaciéon —1 en caso contrario. Segin hemos visto,
geométricamente en R” una orientaciéon de M indica un sentido en el que se recorre esta
curva, por el convenio anterior los puntos en los que se entra tienen orientacion +1 y de
los que se sale —1.

En la demostracién del teorema de Stokes no consideraremos el caso de dimensién 1
pero se puede obtener respetando el convenio de que la integral sobre un punto es el
valor de la funcién (forma de 2°) en dicho punto multiplicado por la orientacién.

Un ultimo convenio, bastante natural, antes de dar el enunciado es que sobreenten-
demos que la integral sobre el conjunto vacio es nula.

Teorema 2.2.1 (Teorema de Stokes) Sea M una variedad n-dimensional orientable
con borde y w € Q""Y(M) con soporte compacto, entonces

/ i*w:/ dw
OM M

donde i : OM — M es la inclusion y OM tiene la orientacion inducida por la de M.

Demostracion: Hagamos primero unas simplificaciones técnicas. Dada una particion
de la unidad {%,} subordinada a un recubrimiento de M, sea w, = ¥,w, entonces

claramente
g / 1wy = / w.
— Jom OM

Por otra parte, la Proposicién 1.4.5y > di, = d 1 = 0 aseguran

Z/dea=Z/deaAw+Z/M¢adw=/de.

Entonces basta hacer la demostracion cuando w tiene su soporte dentro del abierto de
una sola carta (L{, ¢ = (xt,... ,x")) Ademas por el Corolario 1.4.4 podemos también
suponer que .

w=fdx' N ANdxI Ao Nda"
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donde dx7 significa que ese término se omite.
Por definicién

1 0f
oxJ

De acuerdo con (2.3) la integral [,, dw es

/ (67 dw = (~1)7 / Dig
oU) oU)

donde D;g significa la j-ésima derivada parcial de la funcién g = f o ¢~'. Por supuesto
como el soporte de g estd en ¢(U), podemos extenderla sin problemas a (—oo, 0] x R"~!
como cero. El teorema fundamental del célculo prueba

/dw:O sij#1 y /dw:/ g(0,tg, ..., t,) dty...dt, sij=1.
M M Rn—1

Por otro lado
oM v

donde V = ¢(U)N ({0} x R”‘l) y ¢ es la restriccién de ¢ al borde. Nétese que (¢~ (V), @)
es una carta de 9M con <;5 ( ) conteniendo al soporte de 7*w y se puede reemplazar V

por {0} x R"!. Como #' 0 ¢! es la identidad, z' 0 =L = 0 en {0} x R"! y obtenemos
cero a no ser que el término con j = 1 no aparezca. Por tanto

/i*w:O sij#1 y /z’*w:/ g(0,ta, ... t,) dta...dt, sij=1,
oM oM Rn—1

lo cual completa la prueba. O

dw = (—1)’~ dz' A ANdxd A - A dat

Como primeras consecuencias veamos que los tres teoremas clasicos sobre integrales
vectoriales se pueden obtner sin esfuerzo. Contraviniendo la politica seguida hasta ahora,
se indica la regularidad suficiente para aplicarlos. En estos teoremas cuando hablamos
una superficie con borde nos referimos a una subvariedad bidimensional de R? con borde;
de la misma forma una regién con borde en R? o R? denota una subvariedad con borde
de R? 0 R3 con dimensién méaxima.

Corolario 2.2.2 (Teorema de Green) Sea D una region acotada en R? con borde, en-
tonces para todo campo vectorial en R?, F = (P,Q) € C', se cumple

fo7= )G 5
oD

donde se considera en 0D la orientacion inducida por la de D.
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Demostracion: Toémese w = P dx + () dy en el Teorema 2.2.1. O

Corolario 2.2.3 (Teorema de Stokes) Sea S una superficie en R® con borde, entonces
para todo campo vectorial F : R® — R3, F' € C' en S, se cumple

/ﬁ:/rotﬁ
a8 S

donde se considera en 0S la orientacion inducida por la de S.
Demostracion: Témese w = F'dx + F?dy + F3dz en el Teorema 2.2.1. O

Corolario 2.2.4 (Teorema de la divergencia de Gauss) Sea V una region acotada en R?
con borde, entonces para todo campo vectorial F: R? — R3, F € C' en V, se cumple

/ﬁ:/divﬁ
oV 1%

donde se considera en OV la orientacion inducida por la de V.
Demostracién: Témese w = Fldy Adz+ F?dz Ady + F3dx Ady en el Teorema 2.2.1. O

Una sorprendente consecuencia permite calcular el drea de una regién en R? cono-
ciendo su borde.

Corolario 2.2.5 Sean D y 0D como en el teorema de Green, entonces el drea de D es

fup)::éDﬁi con ﬁwﬁy)zép—%xy

Demostracion: Se sigue directamente del teorema de Green. O

Ejemplo: Comprobar que si 7 = f() con f € C*, 0 < 6 < 2m, define una curva
cerrada en polares (f(0) = f(27)), entonces el drea de la regién limitada por ella es

1 2w
A=21{ P
2 0

Basta usar la parametrizacién o(0) = (f(0)cos8, f(0)senf), en el Corolario 2.2.5
para obtener

A= 5/0 7T(—f(@) sen @, f(0) cosf) - (f'(0)cost — f(0)send, f'(0)send + f(6) cosb)de,

y después de operar se obtiene la férmula pedida.
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Ejemplo: Imaginemos un pequeno cuadradito de area A paralelo a la superficie de un
liquido y situado a una profundidad h. El peso del liquido encima de él serda mg = Ahpg
con p la densidad (masa = volumen - densidad). Si pudiéramos quitar repentinamente
toda esa columna de agua, por acciéon y reaccion la que esta debajo saltaria hacia arriba
con una fuerza Ahg. Es decir, a profundidad h = —z hay una fuerza por unidad de
superficie (“presién vectorial”) dada por P = (0,0, pzg). Si sumergimos totalmente un
patito de goma o a Arquimedes, A, en el bano, sufrird un empuje hacia arriba igual a la
“suma” de todas estas fuerzas a lo largo de la superficie de contacto, S = 0A. En términos
matemadticos, definamos el empuje como |, p P. Por el Teorema de la divergencia esto es
pg [41 = pgVol(A) = gMasa(A). En definitiva, un cuerpo sumergido en un liquido sufre
un empuje vertical y hacia arriba igual al peso del volumen del liquido que desaloja: el
Principio de Arquimedes.

El teorema de Stokes permite transformar f 4 11 siempre que 1 = dw, ése ha sido
el argumento empleado en el Corolario 2.2.5. ;Cuando se cumple esta propiedad? Una
primera condicién necesaria tras la Proposicién 2.1.1 es que dn = 0. Sin embargo la
respuesta general tiene que ver con la topologia de M y sera tratada ampliamente en la
proxima seccion. Aqui veremos sélo el resultado bésico en la situacion topoldgicamente
mas sencilla, el Lema de Poincaré.

Introduzcamos primero un poco de notacion.

Definicién: Se dice que w € QF(M) es una forma diferencial cerrada si dw =0y se
dice que es una forma diferencial exacta si existe n € Q*=Y(M), k > 1, tal que w = dn.

Ahora un resultado muy abstracto que conviene separar para posterior referencia.

Teorema 2.2.6 Sea M wuna variedad y sea iy : M — M X R la inclusion i,(r) =
(z,t). Para cada k > 0 eziste un operador lineal P : QF(M x R) — Q"1 (M) tal que
Pod+do P =1} —1.

Demostracion: Consideremos los elementos de QF(M x R) que en una carta (U, ¢ =
(x',..., 2" u)) se escriben como

lefdiil/\---/\dxik y wlzfdu/\d:l:il/\---/\da:i’“*.

Definimos
1 . .
Pw; =0 y Puwy = (/ f(:L’l,...,iEn,t)dt) dz™ A - A dx.
0

El operador se extiende por linealidad a todo QF(M x R) (recuérdese el Corolario 1.4.4).
Basta por tanto probar el resultado para wy y ws.
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Un céalculo muestra
(if —ig)(w1) = (f(x,1) — f(z,0))da"™ A--- Ada'™, (41 — i) (w1) = 0.

Por otro lado

(Pod+doP)(w) = P(dwl):P(%—{dt/\dﬂlA---Ad:vik)

- (f(:L’, 1) - f(SC,O))dgjil A--- A drie

donde se ha empleado el teorema fundamental del célculo (en R usamos la carta trivial).
Ademés (Pod+ do P)(ws) es igual a

1
P(%dx] Adt Adz A --- /\dxikfl) +d<(A f(x,t)dt)dmil N /\dxikl),

El primer sumando es —( 01 %(m, t)dt) dz™ A--- Adx'-1 que compensa exactamente al
segundo sumando cuando se deriva bajo el signo integral. Entonces en ambos casos las

acciones de Pod+ do Py de ] — i coinciden. O

La condicién que necesitamos esta relacionada con un viejo conocido de la Topo-
logia de segundo. Como hemos crecido en hipotesis desde entonces, ésta es la version
diferenciable.

Definicién: Sean f,g : M — N. Se dice que f y g son homdtopas (de manera
C*) si existe una funcién C* llamada homotopia, H : M x [0,1] — N, tal que
H(z,0) = f(x) y H(z,1) = g(z).

Nota: La funcion H se podria extender a H : M x R — N utilizando argumentos
bésicos de andlisis. En algunas demostraciones utilizaremos la versién extendida.

Definicién: Se dice que una variedad es contractible o contractible a un punto si la
identidad en ella es hométopa a una aplicacion constante.

N

Corolario 2.2.7 (Lema de Poincaré) Sea M es una variedad contractible y sea w €
QOF(M), k> 1, entonces w es cerrada si y sélo si es exacta.
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Demostracion:
=) Vamos a probar que w = d(PH*w) para ello nétese que por dw = 0y 4) del
Lema 2.1.1

d(PH*w) =d(PH*w) + P(H*(dw)) = d(PH*w) + P(d(H"w))
que segun el resultado anterior y 3) del Lema 2.1.1, esto coincide con
(H 0i1)"(w) — (H 0g)"(w) = w.

La ultima igualdad es trivial usando la definicion de pullback porque H oiy es la identidad
y H o1y es la aplicacién constante.
<) Es trivial por la segunda parte de la Proposicién 2.1.1. O

Para excitar las expectativas antes de la siguiente seccién, veamos una aplicacién
topoldgica del Lema de Poincaré. Incluso si hubiéramos tenido la definicién de variedad
en segundo o nos hubiéramos limitado a subvariedades de R"™, habria escapado a los
métodos del curso de Topologia estudiado entonces.

Proposicién 2.2.8 Una variedad orientable compacta no es contractible.

Demostracién: Dada una carta (U, ¢ = (x',22,...,2")), sea w = ¢ dz* A -+ A
dz™ # 0 con 1 una funciéon no negativa con soporte compacto incluido en . Claramente
Il 1w 7 0. Sila variedad fuera contractible, por el Lema de Poincaré w = dn y el teorema
de Stokes llevaria a [, w = 0. O

Ejercicios de la seccién 2

1) Responder brevemente a las siguientes preguntas:
i) ;Por qué una variedad es una variedad con borde?
ii) jPor qué 9(OM) = (7
iii) jEra cierto en la topologia de segundo que Fr(FrA) = (7
iv) Si OM es orientable, ;debe serlo M?

2) Demostrar que si M es una variedad con borde, usando restricciones de las cartas,
M — OM y OM tienen estructura de variedad de dimensiones n y n — 1, respectivamente.

3) Comprobar el teorema de Stokes cuando w = j*(z dx +z dy +y dz) y M = {(z,y, 2) €
R3 : 22492 +2=1 2>0}, donde j : M — R? es la inclusién.

4) Hallar el 4rea limitada por la elipse 22 /a? 4+ y?/b?> = 1 usando el teorema de Green. Dar
también un argumento geométrico sencillo para deducirla a partir del area del circulo.

5) Se dice que F:U CR? — R3 es conservativo si existe f:U—Rtal que Vf = F.
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a) Demostrar que si U es contractible entonces F' es conservativo si y sélo si rot F=0.

b) Sea F(z,y,2) = (—y/(z> + y?),z/(x® + y?), 2%) definido enU ={1/2 < 2 +y? < 2}
Comprobar que ch #0si C = S'x {0} y sin embargo rot F = 0. Concluir que U no es
contractible.

6) Sea U C R3 un abierto contractible a un punto, probar los siguientes teoremas del
calculo vectorial:

a) Si F:U — R? es un campo vectorial con rot F = 0 entonces existe una funcién
f: Z/{—>]Rtalquer F.

b) Si F : U — R? es un campo vectorial con div F' = 0 entonces existe otro campo
G:U — R3 tal que rot G = F.

c¢) Para cada funcién f : Y — R existe un campo vectorial F:U — R3tal que div F= f-

7) Sea F(7) = #/||7||* para & € R® — {0}.
a) Calcular f g2 F donde en 52, la esfera unidad, se supone la orientacién correspondiente
a la normal exterior. ;Por qué la integral no se anula si d_ly F =07
b) Sea M = {a < ||Z]| < b}, 0 < a <b. Calcular [, F
c) Calcular | s F para cualquier superficie esférica en R3 con {0} ¢ 5.

8) Sea w = 2xyzex2 dzx + (Z@“":2 + 2yey2) dy + yex2 dz € QY(R3). Comprobar que es cerrada.
Hallar € Q°(R3) (esto es, una funcién) tal que dn = w.

9) Sea w = (y dv — z dy)/(az? + by?) € Q*(R? — {(0,0)}), a,b > 0.

a) Comprobar que es cerrada.

b) Integréandola a lo largo de una elipse adecuada, probar que no es exacta.
¢) Deducir que R? y R? — {(0,0)} no son difeomorfos.

10) Si una pelota de radio R semisumergida deja fuera del agua un angulo «, ;Cuénto
pesa? Nota: la densidad del agua es p = 1 gr/cm?>.

2.3. Cohomologia de de Rham

En la Topologia de segundo se estudiaban ampliamente dos propiedades que se con-
servaban por aplicaciones continuas: la conexion y la compacidad. Esta tltima a pesar de
tener una definiciéon y un significado mas complejo, gracias al teorema de Heine-Borel, en
R™ es equivalente a decir cerrado y acotado. La conexién intuitivamente es la propiedad
de “ser de una pieza” y resultaba 1til en los ejercicios de aquel curso para probar que
no eran homeomorfos algunos subespacios de R (por supuesto con la topologia usual).

XL

Por ejemplo, un aspa y el borde de un cuadrado no son homeomorfos porque si quitamos
el punto central del aspa se desconecta en cuatro trozos, mientras que cualquiera que
fuera la imagen de ese punto en el borde del cuadrado, al omitirla no lo desconectaria.
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En cierto modo, la conexién es infalible cuando tratamos de distinguir objetos de
dimensién uno pero es poco poderosa en dimensiones mayores. ;Por qué son topoldgica-
mente diferentes la esfera S? y el toro T? = S x S'? A la luz del ejemplo anterior parece
natural tratar de quitar una curva cerrada en lugar de un punto (si no nos salimos del
ambiente estrictamente topoldgico, esto causa un sinfin de problemas, como la existencia
de curvas de Peano) y nos percatamos de que S? se desconecta mientras que en el toro
hay curvas cerradas que no desconectan.

O-® &-G»

Este es el orden de conexidén introducido por E. Betti en tiempos tan lejanos como 1871.
Mas tarde, acabando el siglo XIX, H. Poincaré puso en rigor esta idea y por medio
de estructuras combinatorias asocié grupos a las variedades, los grupos de homologia,
que fueron evolucionando y distanciandose de su origen combinatorio a lo largo de la
primeras décadas del siglo XX. Algunos resultados, por ejemplo los de J.W. Alexander
y G. de Rham, mostraron que los duales de estos grupos podrian ser mas naturales y
surgieron los grupos de cohomologia.

En esta seccion trataremos la cohomologia de de Rham, la cual estd asociada a
formas diferenciales en variedades. Un estudio mas general de las teorias homolégicas
y cohomoldgicas ha desaparecido desde hace anos completamente de la licenciatura,
e incluso puede que del tercer ciclo. el lector interesado puede consultar por ejemplo
[Gr-Hal] quiza después de leer [Ko] a modo de introduccién.

Ya habifamos visto que en R" las formas diferenciales cerradas y exactas coinciden,
pero en general no es asf. El ejemplo tipico es n = i*w donde i : S — R? es la inclusién

y
Y

x
w=— dz + dy.
1’2 + y2 1'2 + y2 Y
Un céleulo prueba que |, 417 = 27, con la orientacion habitual, lo cual impide que exista
f:S" — R tal que df = n (en este caso la integral serfa nula por el teorema de
Stokes). La diferencia entre formas cerradas y exactas es la base para definir los grupos

de cohomologia.

Definicién: Sea M una variedad, para cada entero no negativo k se llama k-ésimo
grupo de cohomologia de de Rham al espacio vectorial cociente

H*(M) = {k-formas cerradas} /{k-formas exactas}.

Nota: Equivalentemente, H*(M) es el cociente del nticleo de d : Q¥ (M) — QFFL(M)
entre la imagen de d : Q*1(M) — QF(M). Sobreentedemos que Q~}(M) = {0} y por
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tanto para k = 0 la imagen, las 0-formas exactas, son el espacio trivial {0}. A pesar de
que H¥(M) hereda la estructura de espacio vectorial de QF(M), se habla normalmente
de “grupos de cohomologia” porque en el dmbito general de la cohomologia [Gr-Hal
(no tratado aqui) sélo se tiene una estructura de grupo. Cada elemento de H*(M) es
una clase de equivalencia de formas diferenciales que representaremos como |w] con
w € QF(M). Para las variedades que nos son mds familiares (esferas, toros, etc.) se
cumple dim H*(M) < oo, en este caso se dice que M es de tipo finito y que dim H*(M)
es el k-éstmo numero de Betti.

Los grupos de homologia tienen relaciéon con la conexion, esto es una sencilla obser-
vaciéon a partir de la definicion.

Lema 2.3.1 57 M tiene un numero finito K de componentes conexas My, Ms,. .., Mg,
se cumple

HY(M) = H*(M,) @ H* (M) @ --- @ H*(Mg).

En particular HO(M) = RE . Incluso cuando hay infinitas componentes conezas, si N es
una de ellas, siempre hay un monomorfismo H*(N) — H*(M).

Demostracion: Cada w € QF(M) se escribe de forma tinica como w = w; + wy +
--+ + wg donde w; se anula fuera de M;. Basta tomar w; = w en M;. El monomorfismo
asigna a cada w su extensién a M como 0 en M — N (recuérdese que por propiedades
topoldgicas bésicas las componentes conexas de una variedad son abiertos y por tanto
subvariedades). La férmula H°(M) = R para M conexa es obvia (una funcién con
derivada cero en un abierto conexo debe ser constante). O

Con esto y el Lema de Poincaré podemos deducir nuestros primeros grupos de coho-
mologia.

Lema 2.3.2 Si M es una variedad contractible a un punto entonces H(M) = R y
HY(M) = {0} para k > 1.

Demostracion: Por el Lema de Poincaré, H*(M) es el espacio vectorial trivial para
k > 1. La homotopia que da la contractibilidad a un punto p permite definir un arco
a(t) = F(z,t) que une x con p, en particular M es conexo por arcos y el lema anterior
prueba HO(M) = R. O

Ejemplo: Se cumple HY(R") 2 Ry H*(R") = {0} si k > 1.

Ya habiamos visto que f : M — N induce una aplicacién lineal, el pullback, f* :
OF(N) — QF(M) que conmuta con la derivada exterior (Lema 2.1.1). Entonces f*
actia también como una aplicacién lineal H*¥(N) — H*(M). Para no sobrecargar la
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notacion, seguimos escribiendo f* para indicar la accion del pullback sobre los grupos de
cohomologia.

Teniendo en cuenta la definicién de la cohomologia de de Rham en términos de formas
diferenciales, es sorprendente que la accién del pullback sea invariante por homotopias y
que H*(M) no cambie al pasar de M a otra variedad hométopa. En seguida enunciaremos
un resultado con estas dos propiedades, pero antes, para saber de qué estamos hablando,
recordemos un concepto que podria haber pasado inadvertido o incluso estar ausente,
en el curso de segundo.

Definicién: Se dice que dos variedades M y N son homdtopas o que son del mismo
tipo de homotopia, si existen dos funciones f: M — N, g: N — M tales que fogy
g o f son funciones homotopas a las identidades en N y M.

Mas alla de la definicion, es 1til saber que geométricamente si podemos meter M
dentro de N y “aplastar” N a M, tendremos que M y N serdn homoétopas (se dice que
M es un retracto de N).

Ejemplo: La variedad M = T — C; donde T C R3 es un toro y C; es su ecuador
(cfrculo maximo) es hométopa a S*.

Identifiquemos S* con la circunferencia interior Cy de M. Consideremos la inclusién
f:8' — M ylafuncién g : M — S* que a cada punto de M le asigna el punto de C
(esto es, de S1) en su mismo meridiano. Estd claro que g o f es la identidad y por otra
parte la identidad en M es homédtopa a f o g porque podemos ir moviendo cada punto
p € M alo largo de un meridiano para que se acerque a g(p

— — >

Proposicién 2.3.3 Sean M y N variedades,

a) Si f,g : M — N son funciones homdtopas entonces f* y g* son idénticas
actuando sobre los grupos de cohomologia.

b) Si M y N son homdtopas entonces sus grupos de cohomologia son isomorfos.

Demostracion:

a) Sea F' una homotopia entre f y g, F'(x,0) = f(z), F(z,1) = g(x), que suponemos
definida en M x R. con la notaciéon del Teorema 2.2.6, f = F oig, g = F'oiy y por el
resultado allf probado, para w € QF(M)

(9" = f)w) = (i = i5)(F'w) = P(F*dw) + d(P(Fw)).

En esta ultima expresion, para cualquier forma cerrada el primer sumando se anula y el
segundo sumando es una forma exacta, por ello g* — f* es la aplicacion idénticamente
nula cuando actta sobre H*(V).
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b) Por definicién y por las propiedades del pullback, existen f: M — N, g: N —
M con f*og*y g*o f* iguales a la identidad, por tanto f* : H¥(N) — H"*(M) tiene
inversa, es decir, es un isomorfismo. O

Evidentemente H*(M) = {0} si k es mayor que la dimensién de M. En variedades
orientables compactas se puede ir un mas alld de esta trivialidad y tratar el caso en
que k coincide con la dimensién. La demostracion dada aqui es una simplificacion de la
incluida en [Ga-Ru].

Teorema 2.3.4 Sea M una variedad n-dimensional orientable, compacta y conexa. Pa-
ra w € Q"(M) la aplicacion
Wl = [ w
M
y R

establece un isomorfismo entre H™ (M)

Demostracion: Noétese en primer lugar que la aplicacion estd bien definida porque
[y w = [y (w+dn) gracias al Teorema de Stokes (OM = 0).

Sea wy una forma arbitraria que tiene soporte contenido en el abierto de una carta
(U, ¢ = (a',...,2")) y cumple [,,wo = 1 (es facil asegurar su existencia pasando el
problema a R™). Vamos a probar que para cualquier n € Q"(M) se cumple que n—wy || Y/,
es exacta, de ello se deduce que el ntcleo de la aplicacién es trivial ([ 11 = 0 implica
[n] = 0) y por tanto el resultado (la sobreyectividad es clara, [Awg] — ).

Para probar que n—wy f 1 1 es exacta, empleando particiones de la unidad es suficiente
considerar el caso en que 7 tiene su soporte compacto incluido en el abierto )V de una
carta. De hecho podemos suponer que ésta es (Uy, ¢) porque siempre se puede tomar
una cadena finita de abiertos Uy, Uy, ..., U, =V con U; NU; 1 # D (recuérdese que M es
compacta y conexa) y escribir

n—wo/MnZ(n—wk/Mn)+

donde w;, 1 < i < n son como wy, con fM w; = 1, pero con soporte en U; NU;_1. Si
sabemos probar el resultado en cada carta, cada uno de los términos entre paréntesis,
que son w; — W;_1 f M Wi representa una forma exacta.

k

Z;(wi—wi-l)/Mn

=

Escribiendo w = 1 — wy [, 7, todo se reduce a demostrar que si w € Q"(M) tiene
soporte contenido en Uy y verifica [ yw = 0 entonces es exacta. En coordenadas w =
f dx' A---Adz™ y lo que necesitamos es el siguiente resultado de anélisis: Si f € C5°(R")
con [p, f =0 entonces existen g1, ga, - .., gn, € Cg°(R") tales que f =", 9.

Procedemos por induccién. Si n = 1 basta tomar g (x') = ff; f(t) dt. Aplicando la

hipétesis de induccién a f(z', ... 2") = f(z!,... 2", 2" ) =@, .., a") [p. f(, 2"
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donde 2™t estd fijado y ¢ € C5°(R™) con [ qu =1, se obtienen 91592, - - - Gn € CF°(R™H)
tales que > 1 | 0;g; = f. Definiendo g,+1 = ¢(x f fR” i, t) dudt se cumple
St g = f, ademds o1 € CE(R") porque fRnH f=00

Ejemplo: Para S! se cumple H°(S') =~ H(S1) 2 R y H*(S') = {0} si k > 1.
Habiamos visto que [, i*w # 0 con w = (—ydz + xdy)/(z* + y*), por tanto [i*w] es un
generador de H'(S') segun el teorema anterior. De la misma forma se cumple |, gn "W # 0

cuando
n+1

W= (-1 a'dat Nda? A Adai A A da
i=1
(la integral da el “area” de S™) y entonces [i*w] genera H™(S™) = R.

Ejemplo: H*(R"—{0}) = R. No se puede aplicar directamente el teorema a R" — {0}
porque no es compacto pero R” — {0} y S™ tienen el mismo tipo de homotopia porque
podemos aplastar R™ — {0} en S™ con f(Z) = Z/||7]| e incluir S™ en R™ — {0} con
g(Z) = @, la composicién g o f es hométopa a la identidad en R™ — {0} por medio de
F(Z,t) = tZ + (1 — t)Z/||Z||. Por la Proposicién 2.3.3, H*(R* — {0}) = H"(S") ~ R
Recuérdese que H"(R"™) = {0} entonces se deduce que R" y R" —{0} no son difeomorfos,
un resultado que habia escapado a los métodos de cursos anteriores. Todavia mas, aunque
no lo probaremos aqui, H*(M) sélo depende de la topologia de M y de ello se deduce
que R" y R" — {0} no son homeomorfos.

Los resultados anteriores distan mucho de ser generales. Lo que nos gustaria es un
método para calcular la cohomologia cuando se construye una variedad pegando trozos
(no disjuntos). La buena noticia es que tal método existe, incluso se puede dar un tinte
combinatorio a la computacion de modo que férmulas como la archiconocida de Euler
V +C = A+2y sus generalizaciones revelen su naturaleza cohomolégica [GoG]. El gran
triunfo de la cohomologfa frente a los grupos de homotopia de orden superior® es justa-
mente esta posibilidad de hacer cédlculos. La mala noticia es que una versién completa
y justificada de los calculos cohomoldgicos podria ser el contenido de todo un curso y
necesita unos prerrequisitos que aqui sélo podemos esbozar de forma fragmentaria. Uno
de los principales elementos del lenguaje esta recogido en la siguiente definicion.

Definicién: Se dice que una coleccién finita de grupos abelianos A; y de homo-
morfismos f; : A; — A, determinan una sucesion ezacta, y se suele representar
con

Ag LAy oA, B Dol A I A,

6En la Topologia de segundo se logré un éxito parcial al distinguir algunos objetos de dimensién
dos por medio del grupo fundamental formado por clases de lazos. Tal grupo se generaliza tomando
“lazos” k dimensionales pero los avances en este terreno han sido poco alentadores. Ni siquiera se han
conseguido calcular completamente los grupos generalizados de todas las esferas S™.
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siIm f; = Ker fj1; paraj =0,1,...,n

En nuestro caso los grupos que consideraremos seran de hecho espacios vectoria-
les pero, como ya hemos mencionado, en otras cohomologias no esta garantizada esta
estructura adicional. Tipicamente Ay y A, son los grupos triviales, que denotaremos
simbolicamente por 0, y por tanto fo y f, son los homomorfismos triviales.

Una sucesion exacta de la forma

0—>A1 L A2 L A3—>0

se suele llamar sucesion exacta corta. Notese que fi debe ser inyectiva y fy sobreyectiva
con lo cual A3 = Im fo y Ay & Ker fy (porque Im f; = Ker f;). Centrandonos en
el caso de espacios vectoriales las sucesiones exactas limitan las posibilidades para las
dimensiones.

Lema 2.3.5 510 — V; — Vo, — ... — V,, — 0 es una sucesion exacta de
espacios vectoriales de dimension finita entonces > (—1)*dim V; = 0.

Nota: Aunque el resultado esta solo enunciado para dimension finita, un vistazo a la
demostracion indica que se extiende al caso general cuando la aritmética del infinito no
conduce a indeterminaciones. Por ejemplo no es posible dim V5 = dim V; = oo y el resto
de los V; de dimensién finita.

Demostracion: Paran =1y n = 2 es trivial, mientras que cuando n = 3 se sigue del
comentario anterior y la conocida relacion entre las dimensiones del nicleo y la imagen
(si f:V — W,dimW =dimKer f+ dimIm f). Paran > 3 es facil comprobar que la
sucesion se puede descomponer en otras dos:

. fnfl

00—V, 25 v, 2t f——0, O—lm fo —— V3 L% ... Iy g

con ¢ la inclusion. El resultado se sigue por induccién. O

Con estas definiciones de urgencia al menos entenderemos el enunciado del siguiente
resultado fundamental. La descripcion de las aplicaciones r, s y 0 esta incluida en el
esquema de la demostracién.

Teorema 2.3.6 (Sucesién de Mayer-Vietoris) Sea M una variedad de dimension n
yU, V dos abiertos tales que M =U UV, entonces

0— HO(M) HO(L{) & H'V) = HUN V) -2 HY(M) — ...
. —HMM) s HRYU )@Hk( ) = HYUNY) -2 B (M) — ...
L —H"(M) — H"(U)® H"(V) = H*UNV) — 0

es una sucesion exacta.
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Nota: Por convenio diremos que los grupos de cohomologia del vacio son todos tri-
viales, asf en el caso U NV = () recuperamos el resultado H*(M) = H*(U) & H*(V) que
se deriva del Lema 2.3.1.

Demostracion (esquema): Sean iy : U — M, iy =V — M, i3 : UNYV —
U, iy : UNY — V las inclusiones. Definimos r : H*(M)— H*U) & H*(V) como
r(w)) = (i) v s @ BYU) © HYY) — HYU N V) como s(wi], [w]) =
i} (Jwa])—i%([w1]). Estas definiciones también se pueden extender a los espacios respectivos
de formas diferenciales (sin tomar cocientes) y con un poco de trabajo se prueba la
sucesion exacta:

0 — QF(M) = Q"U) & QF (V) = QU N V)—0.

El llamado homomorfismo de conexion™ § : H*(U N'V)— H*1(M) es mas compli-
cado de definir. Dada w € Q*(U N'V), por la sucesién exacta anterior existe (wi,ws) €
QF(U) @ QF (V) tal que s(wy,ws) = w. Si hubiéramos partido de dw hubiéramos podido
elegir (dws,dws), entonces si w es cerrada, (dw,dws) € Ker s y existe, de nuevo por
la sucesion exacta, n € Q*1(M) tal que 7(n) = (dwi,dw;). Con todo esto, se define
d(Jw]) = [n]. Evidentemente no esta nada claro que d quede bien definida. Para compro-
barlo es necesario verificar que [] no depende del representante de |w] escogido (es decir,
es invariante si w < w + da)) y que tampoco se ve afectado por la eleccién de w; y ws.
Ambas cosas se consiguen empleando que el pullback y la derivada exterior conmutan.

El punto crucial en la comprobacién de que la sucesion de Mayer-Vietoris es exacta
es Im s = Ker 9.

Siw € Im s, entonces w = i} ([wa]) —i5([w1]) con wy y wy cerradas ([wy] y [w2] son clases
de cohomologia). En la definicién de ¢ se tiene (dwy, dws) = (0,0) y como r(0) = (0,0),
Im s C Ker 6.

Sea ahora w € Ker §, entonces segin la definicion de § existe n exacta, digamos
n = da, tal que r(n) = (dw, dws) con s(wy,ws) = w. Cambiando (wy,ws) por (Wy,ws) =
(w1,ws) — r(a) se tiene (dwi,dws) = (0,0) porque d(r(a)) = r(da) y s(wy,ws) = w
porque Ker 7 = Im s. Asi pues w € Im s y se concluye Im s D Ker 4.

La comprobacion de la exactitud de la sucesion en otros puntos es méas sencilla.
Véanse los detalles en [GoG]|. O

Ejemplo: Vamos a calcular los grupos H*(S') (que ya conocfamos) usando la sucesién
de Mayer-Vietoris.
Tomemos por ejemplo U = S* — {(0,1)}, V =S — {(0,—1)}, entonces
0 — H°(SY) — H°(U)® H°(V) — H'(UNV)
—s HY(SY) — H'U) e H'(V) — H'UNYV) — 0

"En algebra homoldgica hay un procedimiento mecanico, llamado snake lemma, para crear homo-
morfismos de conexién como éste que permiten pasar de una sucesién exacta corta a otra larga a cambio
de tomar cocientes. La definicién general de los grupos de homologia y cohomologia esta basada en esta
idea.
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Por las proyecciones estereograficas desde los polos norte y sur, & y V son difeomorfos
a la recta real, que es contractible, y por tanto tienen grupos de cohomologia triviales
para k > 1, en particular H'(U) = H'(V) = {0} y la sucesién exacta anterior se puede
reducir a:

0 — H°SY — H'(U)® H' (V) — H'UNV) — H*(S') — 0.
Contando componentes conexas, H(S') = H'(U) = H'(V) 2Ry H'UNV) 2 R? El
Lema 2.3.5 permite concluir® que H'(S') & R, por supuesto H*(S1) = {0} para k > 2.

Este resultado se puede generalizar inductivamente.

Ejemplo: Los grupos de cohomologia de S™ son

Hk Sn ~
( ) 0 en otro caso.

{R sik=0n

Para probarlo, tomamos de nuevo U y V iguales a S™ menos los polos norte y sur,
entonces U, V y U NV son difeomorfos a R”, R™ y R™ — {0}, respectivamente (por las
proyecciones estereogréficas) y el comienzo de la sucesién de Mayer-Vietoris es:

0— H°(S") — H'U)® H(V) — HUNV) — H'(S") — 0

que por el Lema 2.3.5 implica H'(S™) = {0}. Por otro lado, para k > 1 en la sucesién
de Mayer-Vietoris encontramos

0— H*UNV) — H(S") — 0

(porque H*U) = H*(V) = {0}). Ademas R* — {0} y S"! son hométopos como
habfamos visto, asi pues H*"1(S") = H*(S""1) para n > 1, k > 1. Iterando esta
férmula todos los grupos de cohomologia de S™ se relacionan con los de S! y se obtiene
el resultado indicado (ejercicio: escribir los detalles).

Ejemplo: Si M es el toro usual T C R? menos uno de sus puntos, se tiene M =/ UV
donde U es T menos el ecuador (el circulo maximo) y V es T menos un meridiano.

Basta tener una minima vision tridimensional para darse cuenta de que U NV es di-
feomorfo a un rectangulo, por tanto H*(U NV) = {0} para k > 1. Por otro lado, U

8Recuérdese una vez més que un espacio vectorial real estd caracterizado por su dimensién siempre
que sea finita. Es decir, el tnico espacio vectorial real de dimensién k es, salvo isomorfismos, R¥.
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es homdtopo a S* (se ha visto en un ejemplo anterior) y lo mismo ocurre con V, por
tanto H*(U) = H*(V) = R para k = 0,1 y los grupos son triviales en otro caso. Enton-
ces H'(UNYV) — H?*(S™) — H*(U) ® H*(V) en la sucesién de Mayer-Vietoris implica
H?(M) = {0} y los Lemas 2.3.1 y 2.3.4 implican H*(M) ® Ry H'(M) = R%

Ejemplo: Aunque no es el método més econémico para calcular H*(T) se puede
emplear el ejemplo anterior y la descomposicion T =U UV con U = M y V un parche
difeomorfo a un disco tapando el agujero de M

Nétese que V y UNY son difeomorfos a R? y R?—{(0,0)}, respectivamente. Utilizando los
resultados anteriores (en particular H°(T) = H?(T) = R) la sucesiéon de Mayer-Vietoris
es, salvo isomorfismos,

0—R—ROR—R — H'(M) —-R*®{0} —R—R—0

y por el Lema 2.3.5, H'(T) = R?%

Vayamos ahora con algunas consecuencias topolégicas de la teoria. Continuando con
la politica seguida hasta ahora, no se indica la regularidad. En principio deberiamos
sobreenteder C'*° sin embargo todos ellos siguen cumpliéndose para funciones continuas
(esto esta relacionado con que los grupos de cohomologia sélo dependen de la topologia
de la variedad, pero no se prueba aqui).

Proposiciéon 2.3.7 Sea B" = {Z € R" : ||Z|| < 1}. No emiste f : B — S™! que deje
todos los puntos de la frontera fijos.

Demostracién: Sea i : S"~! — B™ la inclusién. Si existiera tal f, f oi seria la
identidad en S™~! y por tanto i* o f* lo serfa en H" 1(S"~!) = R. Esto es imposible
porque f*: H" '(S"1) — H""1(B™) = {0} ya que B" es contractible a un punto O

Proposicién 2.3.8 (Teorema del punto fijo de Brouwer) Si g : B® — B", con
B"™ como antes, entonces g deja algun punto fijo.

Demostracion: Si & # g(Z) para todo Z € B™ entonces sea f la funcién que asigna
a T la interseccién de S™~! C B™ con la semirrecta que parte de g(¥) y pasa por Z. Esta
f contradice el resultado anterior porque f(¥) = Z para € S"~1. O

Con ayuda del teorema de Stokes el mismo resultado se puede generalizar.
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Proposicién 2.3.9 Sea M una variedad compacta orientable y con borde, OM # (). No
existe f: M — OM que deje fijos todos los puntos de OM .

Demostracion: Por el Teorema 2.3.4 y el Lema 2.3.1, I([w]) = [,,,w define un
homomorfismo no trivial H""}(OM) — R. Por otra parte si existiera tal f, f o1 serfa
la identidad en OM y por el teorema de Stokes y las propiedades del pullback

1) =16 Fw) = [ drw) = [ pao) =0

porque dw = 0. Esto contradice que I sea no trivial. O
Proposicién 2.3.10 Si f : S* — S?" entonces f o —f dejan un punto fijo.

Demostracién: Supongamos que para todo ¥ € S?" C R*"*! se cumple ¥ # f(7),
T # —f(Z). Entonces B = {Z, f(Z)} es base de un subespacio vectorial de dimensién 2.
Sea F(7,t) el resultado de girar & un dngulo de 7t radianes en sentido positivo con
respecto a esta base. Se tiene que F' define una homotopia entre la identidad F'(Z,0) = &
y la aplicacién antipodal a(Z) = F(Z,1) = —Z, por consiguiente a* debe inducir la
aplicacién identidad en H?"(S5?") = R. Por otro lado sabfamos que la n — 1-forma en
5?7 dada por

2n+1
w = z*( Z (=) tetdat Ada? A Adzt A A dx2"+1> € Q¥ (5%

1=1

es cerrada y no exacta, ademds a*w = (—1)*""lw = —w. Esto contradice que a* sea la
identidad en H?"(S?"). O

Corolario 2.3.11 (Teorema de la bola de pelo) En S?" no existe un campo de vec-
tores mo nulo en todo punto.

Nota: El nombre viene de que si pensamos que en S? los vectores tangentes son pelos,
no podriamos peinar una bola de pelo sin remolinos o discontinuidades.

Demostracion: Interpretemos los vectores tangentes en sentido clasico, como flechas
en R?"*1 5 §?7 que en cada punto son perpendiculares al radiovector. Si el campo fuera
no nulo se podria normalizar, dando lugar a f : S — S?" con 7 - f(Z) = 0, en
particular & # 4+ f(Z) y el resultado se sigue de la proposicién anterior. O

Después de estos éxitos mejorando en el ambito diferenciable lo que conseguia en
la Topologia de segundo cabe preguntarse acerca de la posible conexién entre ambos
métodos. Un profundo resultado de W. Hurewicz relaciona los grupos de homotopia
generalizados (introducidos por él mismo) con los de homologia que a su vez estan
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relacionados con los de cohomologia. En particular, se puede deducir que H'(M) no
tiene mas informacién que el grupo fundamental (M, z() estudiado en segundo.

Otra pregunta natural relacionada es hasta donde llega el poder de los grupos de
homologia o incluso del humilde grupo fundamental. En el lado negativo, Poincaré en-
contré una variedad compacta no difeomorfa a la esfera S® y que tiene los mismos grupos
de cohomologia (incluso en una versién fuerte que supera a la cohomologia de de Rham).
El mismo se pregunt6 si era posible encontrar una variedad tridimensional compacta y
conexa que tuviera el mismo grupo fundamental que S3, esto es, el trivial. Esta conje-
tura, llamada Conjetura de Poincaré ha resultado ser muy dura y solo recientemente se
ha conocido la respuesta afirmativa después del trabajo de G. Perelman y otros autores.
Sorprendentemente el andlogo en dimensiones superiores se resolvié antes (S. Smale y
M. Freedman recibieron sendas medallas Fields por ello).

Ejercicios de la seccién 3

1) Responder brevemente a las siguientes preguntas:

i) ;Es cierto que el pullback envia formas cerradas en formas cerradas y formas exactas
en formas exactas?

ii) Si M es una variedad n-dimensional compacta orientable con dos componentes cone-
xas, | Es [w] € H"(M) — [,,; w € R un isomorfismo?

iii) ;Y si M es variedad con borde, jestd [w] € H"(M) — [,,w € R bien definido en
general?

iv) Si0 — A — B — 0 es una sucesion exacta, jqué se puede decir de A y B?

v) {Por qué en una sucesién exacta corta f; debe ser inyectiva y fa sobreyectiva?

vi) (Es posible aplicar la sucesién de Mayer-Vietoris cuando & y V no son abiertos?

2) Demostrar que la aplicacion H* (M) x H' (M) — H*+'(M) dada por ([w], [7]) — [wAn]
estd bien definida; es decir, que si [w'] = [w] v ['] = [n] entonces [’ An/] = [w A n]. Nota: Esto
permite definir un anillo a partir de los grupos de cohomologia.

3) Demostrar que M y M x R son variedades hométopas.

4) Sea M una subvariedad de N (es decir, i : M — N es una funcién C'*°). Se dice que
M es un retracto por deformacion fuerte de N si existe una homotopia F' : N x [0,1] — N tal
que para todo x € N y a € M se cumple F(x,0) =z, F(z,1) € M y F(a,t) = a. Demostrar
que M y N son hométopas y por tanto tienen los mismos grupos de cohomologia.

5) Calcular los grupos de cohomologia de R3 menos el eje Z.

6) Calcular los grupos de cohomologia del toro T C R3 expresdndolo como una unién de
dos cilindros curvados.

7) Sea f: T — S™. Demostrar que no existe g : S — T tal que g o f sea la identidad.
Indicacién: Considerar la accién de f* y g* en H'.
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8) Calcular los grupos de cohomologia de un toro doble, (es decir, una variedad difeomorfa
a una esfera con dos asas). Indicacion: Un toro menos un punto es difeomorfo a un toro menos
un disco.

9) Calcular los grupos de cohomologia de un toro menos dos puntos. Indicacion: Esto es
la interseccién de dos toros menos un punto.

10) Demostrar que si 0 — V3 — ... — V,; — 0 es una sucesién exacta de espacios

. 1 .
vectoriales entonces 0—V;—Vo—Im fo—0y 0—Im fo — V3— ... —V,,—0, con ¢
la inclusién, también son sucesiones exactas.

11) Probar que el teorema del punto fijo de Brouwer no es cierto si se reemplaza la bola
cerrada por una bola abierta.

12) Para cada n impar, encontrar una f : S™ — S™ tal que f(x) # +a para todo z.
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