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Prefacio
Nota: Posiblemente se modifiquen estas ĺıneas cuando se finalicen los apuntes.

Sobre la asignatura:

Tradicionalmente la asignatura optativa de geometŕıa ha tenido pocos alumnos,
sin que parezca que haya una influencia determinante de profesores u horarios. Este
fenómeno se transmite también al Tercer Ciclo y en nuestro Departamento ha habido
comparativamente pocos estudiantes que hayan comenzado el Doctorado con un interés
principal en geometŕıa. Aunque realmente no comprendo las causas de este fenómeno,
nada me impide utilizar unas lineas para hacer un poco de propaganda. Es verdad que
todos los profesores en distintos foros: el primer d́ıa de clase, en los ajustes de planes
de estudio, en los informes para solicitar financiación, etc. afirman honestamente que su
materia es belĺısima e important́ısima. En mi caso tópicos parecidos, menos radicales,
tienen un valor diferente, puede que más ingenuo y a la vez más imparcial, cuando los
aplico a la Geometŕıa IV porque esta no es mi materia, soy sólo un aficionado.

Quisiera incidir en que, a mi juicio, parte de la belleza de este curso de geometŕıa
es que conjuga varios temas que aparecen a lo largo de la licenciatura. Versando sobre
geometŕıa diferencial, evidentemente el análisis, en su version primitiva de integrales
y derivadas, aparece por doquier. Por fin tendremos una noción clara de las formas
diferenciales que hab́ıan despuntado en varias asignaturas aśı como una formulación
general del teorema de Stokes. La topoloǵıa, tal como se véıa en segundo parećıa ajena
al mundo diferencial pero durante el curso comprobaremos lo erróneo de este prejuicio
y podremos resolver en el entorno geométrico algunos problemas que se resist́ıan a los
rudimentos de la homotoṕıa. De hecho si uno quiere asomarse al apasionante mundo de
la topoloǵıa algebraica, puede encontrar más sencillo comenzar a mirar por la ventana
de la geometŕıa. El álgebra lineal, cómo no, también se explota y ampĺıa en este curso y
conceptos abstractos como el de espacio dual se harán ahora más tangibles. Si alguien
tiene interés en la f́ısica matemática, los conocimientos de geometŕıa son imprescindibles
y en particular la relatividad general se puede deducir de modo geométrico a partir de
unos supuestos básicos.

El párrafo anterior puede dar una idea de que la asignatura es muy dif́ıcil porque
engloba muchas cosas de muchas asignaturas. Cada uno puede sacar sus conclusiones al
final de curso pero indudablemente es mejor y más fácil aprender ideas generales que
recordar una miriada de casos particulares. Por poner un ejemplo, en el bachillerato, al
menos en el antiguo, parećıa que hab́ıa un montón de tipos de ĺımites y de reglas para
calcularlos, pasado el tiempo podemos hacer casi todos los ejercicios que nos propońıan
sin siquiera escribir una ĺınea en un papel.



Sobre el contenido de los apuntes:

Como esta asignatura es optativa y de ocupación muy limitada, cabe cierta libertad
sobre los contenidos que he reflejado en los apuntes. En los últimos años la asignatura se
ha centrando en la topoloǵıa diferencial [GoG] recuperando temas básicos de topoloǵıa
algebraica que desaparecieron de la licenciatura cuando se redujo su duración. Probable-
mente, los alumnos encontraŕıan más atractivos esos temas que los de topoloǵıa general
que ocupan casi todo el curso de segundo pero no se puede correr sin aprender a gatear.

He tomado la decisión de reducir los contenidos recientes de la asignatura a poco
más de un caṕıtulo para poder tratar otros temas que continúan en cierta manera la
Geometŕıa III recogida en [Di] y [GoJ], aprovechando parcialmente material propio an-
terior, en especial de un curso de relatividad general [Ch] que impart́ı hace años en la
asignatura de Seminario. No estoy convencido en absoluto de que este enfoque sea ade-
cuado ni quiero sugerirlo como una orientación para el futuro. Es más, después de que
llevo escritas una parte de estas notas echo de menos la claridad de [GoG] tanto en los
objetivos como en la exposición. Śı que es cierto que mi planteamiento liga diferentes
visiones de la asignatura y alguien podŕıa considerar positiva esta śıntesis.

Fernando Chamizo
Departamento de Matemáticas
Universidad Autónoma de Madrid

Febrero 2007



Caṕıtulo 1

Álgebra tensorial

1.1. Tensores en R
n

No es dif́ıcil tener prejuicios contra los tensores: al abrir cualquier libro con esa pala-
bra en su t́ıtulo nos saltan a la vista un montón de sub́ındices y supeŕındices adornados
con comas, puntos y comas y otros śımbolos cuando se pasa al cálculo tensorial. To-
do ello da una sensación misteriosa de taquigraf́ıa impenetrable. Para los matemáticos,
que muchas veces tienen otros prejucios contra la F́ısica, los temores se agravan por la
conocida aplicación de los tensores en la teoŕıa de la relatividad o en una parte de la
mecánica.

El propósito de esta primera sección constituida por definiciones y ejemplos es perder
ese miedo. El álgebra tensorial no es más que una extensión natural del álgebra lineal.
El cálculo tensorial, que se verá más adelante, sigue las mismas directrices que el cálculo
en subvariedades del segundo curso: todo es lineal en entornos pequeños. Como no hay
sistemas naturales de coordenadas las cosas se complican pero conceptualmente ni el
álgebra ni el cálculo tensorial son especialmente dif́ıciles1.

En el curso de primero se estudió álgebra lineal de una variable vectorial, pero nada
impide considerar dos, tres o más variables; lo cual lleva directamente a la noción de
tensor sobre un espacio vectorial.

Antes de dar la definición precisa de tensor, veamos algunos ejemplos sencillos que
la motivan.

Sea V un espacio vectorial de dimensión finita sobre R. Los libros dicen que cualquiera
de estos espacios es isomorfo a algún R

m, aśı que para fijar ideas podemos suponer que
de hecho V = R

m. Con una tipograf́ıa dif́ıcil de mantener, todas las aplicaciones lineales

1Si se permite una comparación extravagante, es como si alguien dijera que es muy complicado jugar
al mus. Evidentemente es muy dif́ıcil aprender a jugar sólo oyendo “śı, no, paso, órdago” pero las reglas
las podŕıa aprender cualquier tonto (y encima ganarnos). Tampoco en Matemáticas puede uno limitarse
a mirar u óır.

1
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f : V −→ R son de la forma

f




x1

x2
...
xm


 = (a1, a2, . . . , an)




x1

x2
...
xm


 = a1x1 + a2x2 + · · ·+ amxm.

Es decir, cada una de ellas está determinada por una matriz de coeficientes 1 × m o
lo que es lo mismo un vector horizontal (a1, a2, . . . , am). Recuérdese que al conjunto
de estas aplicaciones lineales se le llama espacio dual y se denota con V ∗. Como es
sólo una cuestión estética escribir vectores en vertical o en horizontal (de hecho por
razones tipográficas pocas veces se escriben en vertical), V y V ∗ son lo mismo; o dicho
matemáticamente, isomorfos. Recuérdese que a una base de V , {~e1, . . . , ~em}, se le puede
asignar una base de V ∗, llamada la base dual , {ϕ̃1, . . . , ϕ̃m}, de manera que ϕ̃i(~ej) = 0
si i 6= j y ϕ̃i(~ei) = 1.

Consideremos ahora una aplicación bilineal, esto es, lineal en dos variables:

a1) f(λ~x, ~y) = λf(~x, ~y) b1) f(~x+ ~x ′, ~y) = f(~x, ~y) + f(~x ′, ~y)

a2) f(~x, λ~y) = λf(~x, ~y) b2) f(~x, ~y + ~y ′) = f(~x, ~y) + f(~x, ~y ′)

No es dif́ıcil comprobar que todas las funciones bilineales de V × V en R son de la
forma

f






x1
...
xm


 ,



y1
...
ym





 = (x1, . . . , xm)



a11 . . . a1m
...

. . .
...

am1 . . . amm






y1
...
ym


 .

211

311

111

221 231

321 331

121 131

112 122 132

212

312

113

213

313

123 133

Si ahora considerásemos una aplicación
trilineal necesitaŕıamos una matriz tridimen-
sional para colocar los vectores lo cual no
es muy operativo, por ejemplo, para m = 3
tendŕıamos que desguazar un cubo de Rubik
y poner un número en cada trozo; y en el ca-
so R

3 ×R
3 ×R

3×R
3 −→ R utilizar un cubo

de Rubik cuatridimensional (parece que los
hay virtuales en la red). Lo bueno de la abs-
tracción matemática es que uno puede defi-
nir objetos son necesidad de dibujarlos ni de
que existan, y nadie protesta (demasiado).

Aśı que consideremos las aplicaciones lineales “a lo grande”.

Definición: Se dice que f : V1 × V2 × · · · × Vn −→ W , donde V1, V2, . . . , Vn,W son
espacios vectoriales, es una aplicación multilineal si para todo 1 ≤ i ≤ n

a) f(~v1, . . . , λ~vi, . . . , ~vn) = λf(~v1, . . . , ~vi, . . . , ~vn) con λ ∈ R

b) f(~v1, . . . , ~vi + ~vi
′, . . . , ~vn) = f(~v1, . . . , ~vi, . . . , ~vn) + f(~v1, . . . , ~vi

′, . . . , ~vn).
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Es habitual que las variables de una aplicación multilineal tengan todas la misma
naturaleza y por tanto V1 = V2 = · · · = Vn. Daremos un nombre a esta situación en el
caso simple en que W = R.

Definición: Se llama tensor n veces covariante a cualquier aplicación multilineal de
la forma T : V× n veces. . . ×V −→ R.

Ejemplo: El producto escalar usual en R
m define un tensor dos veces covariante.

Ejemplo: El determinante aplicado a m vectores de R
m define un tensor m veces

covariante.

Ejemplo: La función que asigna a n vectores de R
m el producto de sus primeras

coordenadas (en la base canónica) es un vector n veces covariante.

Al igual que en cálculo de varias variables se consideran funciones vectoriales, también
podŕıamos definir algo aśı como tensores vectoriales, de la forma f : V × · · · × V −→ V
o incluso complicar más las cosas permitiendo f : V × · · · × V −→ V × V , etc. Cada
vector “vertical” puede pasarse a un número real (pre-)multiplicando por un vector
“horizontal”, aśı que a cada f : V ×· · ·×V −→ V se le puede asociar T : V ∗×V ×· · ·×
V −→ R dada por T (ϕ̃, ~v1, ~v2, . . . , ~vn) = ϕ̃

(
f(~v1, ~v2, . . . , ~vn)

)
para cada ϕ̃ ∈ V ∗. Además

por el isomorfismo entre V y V ∗, esta correspondencia es biyectiva2.
En definitiva, da igual considerar los hipotéticos tensores vectoriales, sin gancho entre

los matemáticos, que considerar los tensores antes definidos pero permitiendo sustituir
algunos de los factores V por V ∗. Lo más breve es generalizar de esta forma la definición
anterior.

Definición: Se llama tensor r veces contravariante y s veces covariante o tensor de

tipo (r, s) a una aplicación multilineal T : V ∗× r veces. . . ×V ∗ × V× s veces. . . ×V −→ R.

Comparando con la definición previa, un tensor n veces covariante es un tensor de tipo
(0, n). Por otro lado los tensores de tipo (n, 0) se dice que son n veces contravariantes. Por
convenio además diremos que una constante es un tensor de tipo (0, 0). Obsérvese que
hay cierta lógica en esta notación porque una constante no depende de ningún vector.

Como ejemplo, nótese que un endomorfismo f : V −→ V asigna a cada vector
otro vector, y según la identificación anterior da lugar a un tensor de tipo (1, 1). En
coordenadas, si representamos el endomorfismo como f(~v) = A~v para cierta matriz
cuadrada A y un elemento ϕ̃ ∈ V ∗ como un vector horizontal, el tensor correspondiente
es T (ϕ̃, ~v) = ϕ̃(A~v).

Al igual que hablamos de las componentes (o entradas o coeficientes) de una ma-
triz en cierta base, nos podemos referir a las componentes de un tensor (excluiremos
impĺıcitamente el caso r = s = 0).

2Todo este párrafo se resume en lo siguiente: si tienes un vector y quieres un número, haz el producto
escalar con otro vector arbitrario y si además quieres quedar bien, di que ésa es la acción de V ∗ sobre V .
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Definición: Supongamos que B = {~e1, ~e2, . . . , ~em} es una base de V y la base dual
es B∗ = {ϕ̃1, ϕ̃2, . . . , ϕ̃m} ⊂ V ∗. Se llaman componentes de un tensor , T , de tipo (r, s),
en estas bases a los números reales

T i1i2...ir
j1j2...js

= T (ϕ̃i1, ϕ̃i2, . . . , ϕ̃ir , ~ej1, ~ej2, . . . , ~ejs
).

A partir de ahora pondremos especial atención en enumerar los elementos de V (los
vectores) con sub́ındices y los de V ∗ (a veces llamados contravectores) con supeŕındices
para que sea más claro de dónde viene cada componente de un tensor

Ejemplo: Calcular las componentes del tensor D definido por el determinante en R
2

con la base usual.
Claramente D(~e1, ~e1) = D(~e2, ~e2) = 0 y D(~e1, ~e2) = −D(~e2, ~e1) = 1, por lo que sus

componentes son D11 = D22 = 0, D12 = −D21 = 1. Esto está estrechamente relacionado
con la igualdad (inútil) ∣∣∣∣

a c
b d

∣∣∣∣ =
(
a b

)(
0 1
−1 0

) (
c
d

)
.

Nótese que una igualdad similar para el determinante en R
m requeriŕıa algo aśı como

“matrices m−dimensionales” cuyos elementos seŕıan las componentes del tensor.

Ejemplo: Escribir un tensor (2, 1), S : (R2)∗ × (R2)∗ ×R
2 −→ R, tal que, empleando

la base canónica, tenga S12
2 = 1 como única componente no nula.

Basta tomar el tensor definido por

S

( (
a b

)
,
(
c d

)
,

(
e
f

) )
= adf.

Está claro que una vez fijada una base un tensor está determinado por sus compo-
nentes. Por ejemplo, el tensor T de tipo (1, 1) correspondiente a un endomorfismo tiene
como componente T i

j el elemento ij de la matriz que lo define en cierta base. Para el
endomorfismo identidad las componentes se suelen denotar con el śımbolo δi

j que significa

δi
j =

{
0 si i 6= j

1 si i = j.

Un vector ~v también puede considerarse como un tensor de tipo (1, 0) que aplica cada
ϕ̃ ∈ V ∗ en ϕ̃(~v) y sus componentes en una base son simplemente sus coordenadas. De
la misma forma un elemento de V ∗ se puede considerar un tensor de tipo (0, 1) cuyas
componentes son sus coordenadas en la base dual. Consecuentemente el concepto de
tensor engloba a los principales personajes del álgebra lineal del primer curso.

El conjunto de todos los tensores de tipo (r, s) tiene estructura de espacio vecto-
rial, porque podemos multiplicar por números, sumar y restar tensores del mismo tipo.
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También se puede definir una especie de multiplicación exterior de dos tensores no ne-
cesariamente del mismo tipo, que se reduce a sustituir parte de las variables en uno y la
otra parte en el otro, multiplicando los resultados.

Definición: Si T es un tensor de tipo (r, s) y S es un tensor de tipo (u, v), se
llama producto tensorial de T y S al tensor T ⊗ S de tipo (r + u, s + v) cuyo valor en
Ω = (ϕ̃1, . . . , ϕ̃r+u, ~v1, . . . , ~vs+v) es

(T ⊗ S)(Ω) = T (ϕ̃1, . . . , ϕ̃r, ~v1, . . . , ~vs) · S(ϕ̃r+1, . . . , ϕ̃r+u, ~vs+1, . . . , ~vs+v).

Ejemplo: Si ϕ̃ es el tensor (0, 1) que asigna a cada vector su primera coordenada,
ϕ̃⊗ ϕ̃ asigna a cada par de vectores el producto de sus primeras coordenadas.

Ejemplo: Sea T el tensor (1, 1) que corresponde al endomorfismo identidad en R
2,

y sea S el que corresponde a intercambiar las dos coordenadas (respecto de la base
canónica). Entonces las componentes no nulas de T son T 1

1 = T 2
2 = 1, y las de S,

S2
1 = S1

2 = 1. Consecuentemente, las componentes no nulas de P = T ⊗ S son P 12
11 =

P 11
12 = P 22

21 = P 21
22 = 1.

La notación tensorial es en principio un poco aparatosa. Por ejemplo, un tensor
(1, 3) muy importante es el llamado tensor de Riemann R : V ∗ × V × V × V −→ R, que
introduciremos en otro caṕıtulo. En relatividad dimV = 4 y R tiene 4 · 4 · 4 · 4 =
256 componentes y para aplicarlo a un elemento del dual, digamos con componen-
tes (a1, a2, a3, a4), y a tres vectores, cuyas coordenadas numeramos con supeŕındices,
(b1, b2, b3, b4), (c1, c2, c3, c4), (d1, d2, d3, d4), debemos escribir

4∑

i=1

4∑

j=1

4∑

k=1

4∑

l=1

Ri
jklaib

jckdl

que, ciertamente, contiene muchos sumatorios. Si utilizamos la notación de sub́ındices y
supeŕındices (correspondientes a vectores y contravectores) introducida aqúı, se produce
una simplificación sustancial usando el llamado convenio de sumación de Einstein3 que
consiste en sobreenteder un sumatorio cada vez que un sub́ındice aparece también como
supeŕındice. Por ejemplo, la expresión anterior se escribe simplemente como

Ri
jklaib

jbkbl.

Las relaciones matriciales desde el punto de vista de las coordenadas, se reducen enorme-
mente con este convenio y se vuelven más intuitivas. Aśı el efecto sobre las coordenadas
de una aplicación lineal, digamos ~y = A~x, se escribe

yi = ai
jx

j .

3Este convenio fue realmente introducido por Einstein quien bromeo al respecto diciendo: “He hecho
un gran descubrimiento en Matemáticas; he suprimido el signo de sumación toda vez que la suma se
haga en un ı́ndice que aparece dos veces”.
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Y la igualdad matricial D = ABC componente a componente, se reduce a

di
j = ai

kb
k
l c

l
j.

Nótese lo sencillo que es de recordar apelando a una “simplificación” de ı́ndices (y
recuérdese lo fácil que era equivocarse al programarlo sin este truco en la asignatura
correspondiente de cálculo numérico). Lo mismo se aplica para abreviar combinaciones
lineales. Por ejemplo, para decir que las coordenadas de ~v en la base B = {~e1, ~e2, . . . , ~em}
son a1, a2, . . . , am

~v =
m∑

j=1

aj ~ej se abrevia como ~v = aj ~ej .

En definitiva:
Un ı́ndice duplicado arriba y abajo indica un sumatorio.

Es importante insistir en que todo funciona como si los ı́ndices repetidos se simplifi-
casen. Por ejemplo, Ri

jkl es un tensor (1, 3) pero como Ri
jil sólo depende de dos ı́ndices, j

y l, es (0, 2). También ai
kb

l
j representa un tensor (2, 2) y ai

kb
k
j representa un tensor (1, 1).

Este fenómeno de igualar un ı́ndice y un sub́ındice y sumar en ellos, se llama contracción.
Ahora podemos apreciar la conveniencia de pensar en las constantes como tensores de
tipo (0, 0). Un tensor de este tipo corresponde por ejemplo a la contracción del producto
tensorial de un tensor (0, 1) por otro (1, 0); lo cual puede entenderse como ϕ̃(~v) con
ϕ̃ ∈ V ∗, ~v ∈ V , y el resultado de esta operación es constante. En general la contracción
de un tensor no depende de la base en la que se lleva a cabo porque, como veremos
con detalle en la tercera sección, las reglas de transformación asociadas a sub́ındices y
supeŕındices (vectores y contravectores) son inversas.

Ya hemos mencionado que el producto escalar usual de R
n es un tensor dos ve-

ces covariante. También sabemos del curso de primero que serv́ıa para medir ya que

d(P,Q) = (
−→
PQ · −→PQ)1/2 y esto lo haćıa tan importante que incluso recib́ıan un nombre

especial, espacios eucĺıdeos, los espacios vectoriales que teńıan algún tipo de producto
escalar con tres propiedades básicas: ser bilineal, simétrico y definido positivo. Es lógico
por tanto dar un nombre especial a los tensores (0, 2) que permiten medir asociados a
estos objetos. Aqúı surge un problema y es que los f́ısicos prefieren4 cambiar la condición
de ser definido positivo por otra más débil de no degeneración, porque en relatividad

4Esto no es más que una licencia estiĺıstica para indicar los requerimientos de la teoŕıa de la rela-
tividad, quizá no sea una preferencia real de los f́ısicos. Irónicamente el producto escalar no positivo
y el concepto asociado de espacio-tiempo fueron introducidos en la relatividad por H. Minkowski, un
matemático que fue profesor de Einstein. El propio Einstein criticó al principio este formalismo por con-
siderarlo superfluo con frases como “Desde que los matemáticos han invadido la teoŕıa de la relatividad
ni yo mismo la entiendo” pero al desarrollar la relatividad general se adhirió totalmente a él.
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aparece naturalmente y
−→
PQ·−→PQ < 0 significa que no se puede alcanzar el punto (evento)

Q partiendo de P .
El contenido del último caṕıtulo nos lleva a unirnos a los f́ısicos. Un matemático

purista podŕıa todav́ıa objetar que la definición habitual se hace en una variedad dife-
renciable (véase más adelante) pero se puede contraatacar diciendo que V × V lo es.

Definición: Se dice que G es un tensor métrico si es un tensor dos veces covariante
y sus componentes gij conforman una matriz simétrica no singular.

Ejemplo. El producto escalar de toda la vida es un tensor métrico cuyas componentes
son la delta de Kronecker: δij = 1 si i = j y δij = 0 en otro caso. En R

4 quizá más
famoso incluso que el producto escalar usual está la métrica de Minkowski cuyas únicas
componentes no nulas son g11 = 1, g22 = g33 = g44 = −1. Dependiendo de los autores, a
veces se consideran estas componentes cambiadas de signo.

Ejercicios de la sección 1

1) Responder brevemente a las siguientes preguntas:
i) Si T = T (~x, ~y) y S = S(~x, ~y) son tensores, ¿lo es R(~x, ~y) = T (~x, ~y) · S(~x, ~y)?
ii) ¿Es T (~x, ~y) = ~x + ~y una aplicación bilineal?
iii) ¿Es el producto tensorial conmutativo?
iv) ¿Es un tensor la aplicación que a cada par de vectores en R

3 con la base canónica le
asigna la primera coordenada de su producto vectorial?

v) ¿Es un tensor la aplicación que a cada par de vectores en R
2 con la base canónica le

asigna el área del paralelogramo que determinan?
vi) ¿Cuántas componentes tiene un tensor de tipo (r, s) con V = R

m?
vii) ¿Por qué si las componentes de dos tensores coinciden en una base deben coincidir

en todas?

2) Demostrar que, fijada una base, todo tensor dos veces covariante es de la forma T (~x, ~y) =
~xtA~y con A una matriz.

3) Hallar cuántas componentes nulas y cuántas no nulas tiene el tensor determinante.
Estudiar también cuántas son positivas.

4) Si multiplicamos tensorialmente unos cuantos elementos de B y otros de B∗, hallar
cuántas componentes no nulas tiene el tensor resultante. Usar este hecho para probar que todo
tensor se puede escribir como combinación lineal de estos productos tensoriales.

5) Para V = R
3 consideremos un tensor de tipo (0, 3), otro de tipo (1, 2) y otro de tipo

(2, 1), cuyas componentes, digamos ǫijk, ǫi
jk y ǫij

k , en la base canónica son: 0 si i, j, k no es
una reordenación de 1, 2, 3; 1 si i, j, k es una permutación par de 1, 2, 3 (esto es, se ordena
con un número par de intercambios) y −1 si i, j, k es una permutación impar de 1, 2, 3. Dados
~u,~v, ~w ∈ R

3 y ~F : R
3 −→ R

3, ~F = (F 1, F 2, F 3), explicar qué objetos matemáticos bien
conocidos representan las cantidades ǫij

k ∂F k/∂xj , ǫi
jkv

jwk y ǫijku
ivjwk.
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6) Sea un endomorfismo ~x 7→ A~x, con A = (ai
j), en R

n.

a) Dar una demostración tensorial de que la traza ai
i es invariante por cambios de base.

b) Probar que ai
ia

j
j − ai

ja
j
i también es invariante e identificar esta cantidad en términos de

trazas de matrices.

7) Sea {~v1, ~v2, . . . , ~vm} una base de R
m y sean gij las componentes del tensor métrico usual,

es decir, gij = ~vi · ~vj . Demostrar que

|det(~v1, ~v2, . . . , ~vm)| =
√

det(gij).

Indicación: Cambiar a una base ortonormal y escribir gij en términos de la matriz de cambio
de base.

1.2. Repaso de Geometŕıa III

El lector después de haber pasado por [Di] o [GoJ] debeŕıa haber sacado la conclusión
de que el gran cambio del curso de Geometŕıa III con respecto al de Geometŕıa II,
extendido en parte en el Cálculo III, es que ahora se consideran los objetos de la geometŕıa
diferencial, las variedades, sin referencia a ningún espacio exterior. Ya no falta que exista
R

3 para que podamos hablar de la superficie esférica.
Quizá al lector le parezca bald́ıo y rebuscado este empeño al saber que existe un

teorema bello, simple e interesante (que en una forma más fuerte se debe a H. Whitney)
que prueba que las variedades siempre se pueden meter dentro de algún R

n y por tanto
pueden considerarse como subvariedades y ser tratadas con los métodos de Cálculo III
(véase [Sp1] Cap. 2, Th. 17). De hecho un profundo teorema debido a J. Nash (uno
de los pocos matemáticos que tienen peĺıcula) afirma que esta inclusión se puede hacer
sin cambiar las distancias (comprender este último enunciado requiere esperar un poco
hasta que definamos el tensor métrico en variedades).

Que todo esto sea posible no quiere decir que sea adecuado. Incluso desde el punto
de vista intuitivo, es mucho más fácil imaginar el espacio proyectivo P

2(R) (véase [Di]
Ej. 2.2.11) como un ćırculo con los puntos antipodales de la frontera identificados que
como una subvariedad de R

4, que es el primer R
n en el que se puede meter bien.

Para comenzar por el principio, recordemos antes de nada que la idea de variedad
diferenciable n-dimensional es la de un objeto geométrico compuesto por parches que son
similares a abiertos de R

n. Partimos en principio sólo de un espacio topológico M al que
vamos a exigir que tenga la propiedad de Hausdorff y que la topoloǵıa tenga una base
numerable (segundo axioma de numerabilidad). Éstas son condiciones técnicas (véase
[Mu] para las definiciones) y no debeŕıamos darlas más importancia de la que tienen. La
condición de Hausdorff es natural si queremos poder tratar separadamente los puntos.
La exigencia de una base numerable va también en este sentido, porque permite asegurar



1.2. REPASO DE GEOMETRÍA III 9

la existencia de particiones de la unidad [Wa], que son totalmente necesarias para hacer
el análisis local t́ıpico de la geometŕıa diferencial (son el instrumento para escribir una
función buena como suma de funciones buenas con soporte pequeño [Ja], [Di], [Sp2]).
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φ

M

U

n=2

Una carta nos dice la manera de allanar un parche de M en R
n.

Definición: Una carta n-dimensional de M es un par (U , φ) donde U es un abierto
de M y φ es una función φ : U −→ R

n que es homeomorfismo sobre su imagen.

Notación: A veces, con el abuso obvio, se llama carta a la función φ. Con frecuencia
se denota con xi la coordenada i-ésima de φ, es decir φ = (x1, x2, . . . , xn), éstas son las
llamadas funciones coordenadas. El uso de supeŕındices esta relacionado con el convenio
introducido en la primera sección. Para indicar que un abierto U , t́ıpicamente de una
carta, contiene al punto p escribiremos U(p).

Un punto puede estar tapado por varios parches, diferentes abiertos de cartas, debe-
mos asegurarnos de que el análisis no se estropea bajando por una φ o por otra.

Definición: Se dice que dos cartas n-dimensionales de M , (U , φ) y (V, ψ), son com-

patibles si ψ ◦φ−1 : φ(U ∩V) −→ ψ(U ∩V) es C∞ con inversa C∞. Se incluye como caso
especial en el que U y V son disjuntos.

Para no entretenernos saltaremos al último peldaño antes de definir variedad. Por
razones técnicas es conveniente pensar en todas las posibles cartas.

Definición: Una estructura diferenciable n-dimensional sobre M es una colección de
cartas compatibles n-dimensionales {(Uα, φα)}α∈I con M =

⋃Uα que es maximal, esto
es, a la que no se le puede añadir ninguna nueva carta.

Y por fin llegamos al objetivo: la definición de variedad5.

5Sólo para lectores interesados: Una vez que uno ha puesto la definición en términos suficientemente
raros hay una pregunta extraña pero natural. ¿Es posible tener en una esfera o en otro espacio topológico
de toda la vida con la topoloǵıa usual diferentes estructuras diferenciables? En la esfera usual S2 se
sabe que sólo hay una estructura diferenciable pero J. Milnor probó que en la de 7 dimensiones, S7, la
situación es muy distinta, de hecho hay 28 posibilidades. Sólo una nos resulta familiar y por ello se dice
que el resto son esferas exóticas.

Esto muestra que las variedades C0 (con cambios de carta continuos) son bien diferentes de las
variedades C∞ aqúı definidas. Por otro lado hay un teorema que afirma que las variedades C1 son en
realidad como las C∞ eliminando “cartas malas” (véase [Hi] §2.10 para el enunciado preciso).



10 CAPÍTULO 1. ÁLGEBRA TENSORIAL

Definición: Se dice que un espacio topológico M con las propiedades anteriores, es
una variedad diferenciable n-dimensional si está dotado de una estructura diferenciable
de dimensión n.

La filosof́ıa subyacente es que como una variedad es un espacio topológico abstracto
todas las operaciones de análisis que queramos hacer se llevarán a cabo bajando a R

n

por una carta.
Por ejemplo, se dice que una función f : M −→ R es C∞ si para cada carta (U , φ) la

función f ◦φ−1 : φ(U) −→ R lo es. En general, si M y N son variedades, se puede hablar
de funciones C∞, f : M −→ N si para cada par de cartas (U , φ), (V, ψ), respectivamente
de M y de N se cumple que ψ ◦ f ◦ φ−1 : φ(U) −→ ψ(V). Las funciones C∞ entre
variedades que tienen inversa C∞ se llaman difeomorfismos.

La propia notación usual para las funciones coordenadas, dándoles nombre de punto,
(x1, x2, . . . , xn), nos recuerda que la versión operativa de los puntos de una variedad es
su reflejo en R

n después de aplicar la función de una carta.

Nota: Éste es un curso de geometŕıa diferencial, no de análisis, por ello daremos
por supuesto que la regularidad no constituye ninguna obstrucción en las definiciones.
A partir de ahora supondremos, sin indicarlo cada vez, que todas las funciones entre
variedades que consideramos son C∞.

Un problema técnicamente más complejo es la definición del espacio tangente, que
en el caso de subvariedades de R

n es muy fácil (recuérdese el curso de Cálculo III). No
es una mera adaptación porque alĺı los vectores tangentes eras “pelos” orientados que
se saĺıan de la subvariedad, mientras que concebimos las variedades como una entidad
única, sin referencia a un posible “exterior”.

Hay varias maneras de proceder [Ja], aqúı repasaremos primero la que es quizá más
intuitiva, los vectores tangentes como velocidades de curvas. Para ello consideramos las
curvas que pasan por un punto p de una variedad M (por la nota anterior las supone-
mos C∞)

Kp(M) = {Funciones c : (−ǫ, ǫ) −→M con c(0) = p}.

c

p

φ

φ(   )p( )|

Si M ⊂ R
n podŕıamos calcular c′(0) y decir

que eso es un vector tangente y definir el es-
pacio tangente como el subespacio vectorial
que general. Si M es una variedad abstracta,
no una subvariedad de R

n, no tiene sentido
hablar de c′(0) pero siguiendo la filosof́ıa an-
terior podemos bajar a R

n con una carta y
derivar alĺı obteniendo un vector de verdad.
Lo único que hay que tener en cuenta es que
la misma curva puede bajar de formas dife-
rentes por distintas cartas y que curvas di-

ferentes pueden tener velocidades iguales, determinando el mismo vector. Para pegar
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todos los casos similares el instrumento habitual en Matemáticas es definir una relación
y tomar cocientes. Con esta idea en mente se define para c1, c2 ∈ Kp(M)

c1 ∼ c2 ⇔ ∃ (U(p), φ) : (φ ◦ c1)′(0) = (φ ◦ c2)′(0).

Definición: Se llama espacio tangente de M en un punto p al conjunto cociente
Tp(M) = Kp(M)

/
∼ y se llama vector tangente de M en p a cualquiera de sus elementos.

La ventaja de esta definición es que está medianamente de acuerdo con la idea de
vector tangente como vector velocidad. La desventaja es que es un poco inconveniente
para hacer demostraciones. Por ejemplo, no está claro en absoluto que Tp(M) tenga una
estructura natural de espacio vectorial y ésa es una propiedad tan básica que en los
cursos avanzados se paga el precio de dar una vuelta de tuerca más a la abstracción a
cambio de que esta estructura sea evidente.

El precio requiere hablar de derivaciones y de gérmenes de funciones. El lector in-
teresado debe consultar [ON] p.6 o [Di], y el más conformista o perezoso puede leer
la siguiente definición ligeramente imprecisa pero aséptica que oculta los gérmenes de
funciones.

Definición (alternativa y ligeramente imprecisa6): Se llama vector tangente de M
en p a cualquier operador R-lineal v : Ep(M) −→ R que satisface v(fg) = v(f)g(p) +
f(p)v(g) para todo f, g ∈ Ep(M) donde Ep(M) es el anillo de funciones M −→ R

definidas en un entorno suficientemente pequeño de p. Se llama espacio tangente de M
en un punto p al conjunto formado por los vectores tangentes.

Con esta definición es muy fácil ver la estructura de espacio vectorial de Tp(M), por-
que los operadores lineales se pueden sumar y multiplicar por números. El inconveniente
es que en esta definición no se ve un vector tangente como las flechitas de toda la vida
por ningún sitio. Más bien lo que se tiene es una forma de derivar, lo que se llama una
derivación [ON]. El nexo entre ambas definiciones es que a cada c ∈ Kp(M) se le puede
asignar el operador v : f 7→ (f ◦ c)′(0) (véase [GoJ] §3.2).

Lo bueno de hacer un repaso es que se puede usar la técnica de los hechos consumados
y referir a cursos anteriores para los detalles y las demostraciones7.

6La imprecisión es algo muy técnico y sólo relevante para los puristas: en Ep(M) uno debeŕıa admitir
funciones definidas en entornos no especificados de p, pero entonces hay que aclarar que los productos
se definen en la intersección y que v no se ve afectado por esta reducción de dominios. El remedio es
parecido a lo que hemos hecho antes con las curvas: se identifican con una relación de equivalencia todas
las funciones que coinciden en un entorno suficientemente pequeño del punto dado y se define v sobre
las clases de equivalencia, llamadas gérmenes de funciones.

7Por si alguien tiene curiosidad en saber cómo se sumaŕıan y se multiplicaŕıan por números los
vectores tangentes con la definición aqúı dada, el truco está en que fijada una carta (U , φ), toda curva
de Kp(M) es equivalente por ∼ a una de la forma c~v(t) = φ−1(φ(p)+ t~v) donde ~v es un vector de R

n de
toda la vida. Entonces la definición natural es [c~v] + [c~w] = [c~v+~w], λ[c~v] = [cλ~v] y todo funciona bien.
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Proposición 1.2.1 El espacio tangente Tp(M) tiene una estructura natural de espacio

vectorial cuya dimensión es la de la variedad diferenciable M .

p

φ−1

φ(   )p

φ

Entre los elementos de Tp(M) destacaremos
los que corresponden a curvas que son imáge-
nes de las direcciones de los ejes de coordena-
das, ~e1, ~e2, . . . , ~en. Fijada una carta (U(p), φ =
(x1, . . . , xn)) se definen los vectores tangentes

∂

∂xi

∣∣
p

= [ci] con ci(t) = φ−1(φ(p) + t~ei),

i = 1, 2, . . . , n. Denominar a estos vectores con el
mismo śımbolo que el de las derivadas parciales
no es casual (véanse los comentarios más adelan-
te) pero con nuestra definición ambos conceptos
tienen poco en común.

Proposición 1.2.2 Para cada punto p de una variedad diferenciable n-dimensional, M ,

el conjunto {∂1

∣∣
p
, ∂2

∣∣
p
, . . . ∂n

∣∣
p
} es una base de Tp(M).

Claramente la primera proposición es una consecuencia de la segunda.
Una vez que tenemos estos resultados y hemos acumulado la miseria debajo de la

alfombra de la notación, nos podemos despreocupar de la dificultad y abstracción de
los conceptos definidos a la hora de hacer operaciones. Podemos sumar y multiplicar
por números coordenada a coordenada como nos enseñaron en primero, sin tener que
pensar en cada momento en clases de curvas ni derivaciones y uno puede escribir sin
remordimientos cosas como:

(
2∂1

∣∣
p
+ 3∂2

∣∣
p

)
+ 4

(
∂1

∣∣
p
− 2∂2

∣∣
p

)
= 6∂1

∣∣
p
− 5∂2

∣∣
p

Ahora puede ser mas sencillo entender el significado de la definición alternativa. Este
śımbolo de derivada parcial actúa sobre las funciones derivándolas como la derivada
parcial de siempre. La única precaución es que para derivar hay que bajar la función
de la variedad a R

n por una carta. En fórmulas: si f : M −→ R entonces en una carta
(U(p), φ = (x1, x2, . . . , xn)) definimos

(1.1)
∂f

∂xk

∣∣∣∣
p

= Dk(f ◦ φ−1)(φ(p))

donde el śımbolo Dk significa la derivada parcial usual con respecto a la k-esima variable
(nótese que f ◦ φ−1 es una función que va de un abierto de R

n en R).
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También la definición de aplicación tangente favorece a la definición alternativa8 de
Tp(M) pero el uso de curvas aclara la situación. Si tenemos una función de una variedad
diferenciable a otra, podemos emplearla para transportar una curva. En śımbolos: con
f : M −→ N y c = c(t) una curva en M creamos la curva en N dada por f ◦ c. La
aplicación lineal que pasa la velocidad de la primera curva a la velocidad de la segunda
curva es la aplicación tangente.

Definición: Sea f : M −→ N . Se llama aplicación tangente de f en p y se denota
con df |p, a la aplicación lineal Tp(M) −→ Tf(p)(N) que aplica un elemento de Tp(M),
digamos [c] ∈ Kp(M)

/
∼ en [f ◦ c].

Con la definición alternativa la aplicación tangente es simplemente la que env́ıa v(·)
en v(· ◦ f).

Pero los libros de F́ısica están llenos de df por todos los lados y alĺı es dif́ıcil leer
acerca de cocientes en conjuntos de curvas o cosas parecidas. El truco está en que una
vez que hemos determinado una base del espacio tangente, la matriz de esta aplicación
lineal es muy sencilla.

Proposición 1.2.3 Sea f : M −→ N y sean (U(p), φ) y (V(f(p)), ψ) cartas de M y

N respectivamente en los puntos indicados. La matriz de la aplicación tangente df |p en

las bases {∂/∂x1
∣∣
p
, . . . , ∂/∂xn

∣∣
p
} y {∂/∂y1

∣∣
f(p)

, . . . , ∂/∂yn
∣∣
f(p)

} correspondientes a estas

cartas es la matriz jacobiana de ψ ◦ f ◦ φ−1 en φ(p).

En otras palabras, quieran lo que quieran decir los śımbolos ∂/∂xi, ya sean deri-
vadas de curvas bajadas de una variedad con cierto cociente, o sean derivaciones que
actúan sobre funciones, el caso es que formalmente se transforman por medio de una
matriz jacobiana, es decir, como en los otros cursos cuando el mismo śımbolo teńıa otro
significado.

Dada una carta (U(p), φ = (x1, . . . , xn)) de M tiene sentido considerar dxi|p, las
aplicaciones tangentes de las funciones coordenadas como funciones de M en R con la
estructura de variedad obvia. Usando las definiciones de vector tangente y aplicación
tangente se puede probar que

dxi|p
(

∂

∂xj

∣∣∣∣
p

)
= δi

j.

Dicho de otra forma,

{dx1|p, dx2|p, . . . , dxn|p} es la base dual de

{
∂

∂x1

∣∣∣∣
p

,
∂

∂x2

∣∣∣∣
p

, . . .
∂

∂xn

∣∣∣∣
p

}
.

8En realidad la definición que se da a continuación de aplicación tangente requeriŕıa, si esto no fuera
un repaso, algunos resultados adicionales. Por ejemplo, no es inmediato que sea lineal, ni siquiera que
no dependa del representante escogido en Kp(M)

/
∼.
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Si a uno le gusta poner nombres, ah́ı van un par de ellos:

Definición: Dada una carta (U(p), φ = (x1, . . . , xn)) de M , al espacio vectorial sobre
R generado por {dx1|p, dx2|p, . . . , dxn|p} se le denomina espacio cotangente de M en p y
se denota con T ∗

p (M), por ser el dual de Tp(M). Los elementos de T ∗
p (M) se llaman uno

formas (o covectores).

Como cab́ıa esperar, en lo sucesivo descargaremos la notación para las aplicaciones
tangentes y las bases introducidas de Tp(M) y T ∗

p (M) omitiendo el punto cuando no sea
relevante. Es decir, escribiremos por ejemplo dx1 en lugar de dx1|p.

Una vez más insistimos en que todos los espacios vectoriales sobre R son lo mismo,
y una vez fijadas las bases las operaciones se realizan coordenada a coordenada como
nos enseñaron en primero cuando casi todo era con vectores de R

n. Los elementos del
dual no albergan nada nuevo y siguen funcionando como se indicó en la sección anterior
(y en el curso de primero) por mucho que pongamos d y ∂ por todos los lados. En un
ejemplo:

(2dx1 + 3dx2)
(
2
∂

∂x1
− ∂

∂x2

)
= 1 porque

(
2 3

)(
2
−1

)
= 1.

Ejercicios de la sección 2

1) Comprobar que para definir la circunferencia unidad bastan dos cartas. Utiĺıcese un
argumento topológico para probar que una no es suficiente.

2) En la superficie esférica unidad en R
3, S2 = {(x, y, z) ∈ R

3 : x2 + y2 + z2 = 1}
considérense las cartas (S2 −{n}, φn) y (S2 −{s}, φs) que dan las proyecciones estereográficas
en z = 0 desde los polos norte n y sur s respectivamente.

a) Hallar una fórmula para φn y φs.
b) Demostrar que son cartas compatibles.

3) Estudiar si con la estructura de variedad correspondiente a las cartas del problema
anterior las funciones f1, f2 : S2 −→ R dadas por f1(x, y, z) = |z − 1| y f2(x, y, z) = |x| son
C∞.

4) Sea f : S1 −→ S1 dada por un giro de ángulo α. Describir el efecto de la aplicación
tangente sobre ∂1 en los siguientes casos:

a) En ambas circunferencias se emplea la carta (S2 −{(−1, 0)}, φ1) donde φ1 asigna a cada
puntoel ángulo que determina con OX, normalizado en (−π, π).

b) En la primera se emplea (S2 − {(−1, 0)}, φ1) y en la segunda (S2 ∩ {x > 0}, φ2) con
φ2(x, y) = y.
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5) Comprobar usando las definiciones dadas en la sección que realmente

dxi|p
(

∂

∂xj

∣∣∣∣
p

)
= δi

j .

¿Cómo se deduce de aqúı que los dxi|p son linealmente independientes? ¿Y que todo elemento
de T ∗

p (M) es una combinación lineal de los dxi|p?
6) Demostrar que una variedad unidimensional no es bidimensional, en el sentido de que no

puede existir una carta bidimensional compatible con una unidimensional. Nota: Naturalmente
esto es cierto en general pero no es fácil de probar.

1.3. Tensores en el espacio tangente

Nuestra intención es llenar una variedad de tensores, uno en cada plano tangente,
conservando cierta suavidad entre ellos, lo que requiere cierta noción de proximidad.

La manera más sintética de concretar este
punto pasa por dar una estructura de varie-
dad al conjunto

TM =
⋃

p

Tp(M).

El objeto resultante es el llamado fibrado

tangente (véase [Di] §4.1). Una vez que tene-
mos esta estructura podemos hablar de pla-
nos tangentes cercanos y de tensores cerca-
nos. En vez de seguir este camino, sin duda
más directo e invariante y que nos introduce

a la teoŕıa de fibrados, elegiremos una definición que involucra cartas y componentes.
Para ir poco a poco, llenaremos primero de “pelos” tangentes a la variedad.

Definición: Sea M una variedad n-dimensional. Un campo de vectores C∞ en M es
una aplicación que asigna a cada punto p ∈ M un vector de Tp(M), de manera que en
cada carta se escribe como

∑
ai(p) ∂i

∣∣
p

con ai funciones C∞.

Se podŕıa definir de la misma forma campos de uno formas, de tensores métricos,
etc. Veamos el caso general.

Definición: Sea M una variedad n-dimensional. Un campo tensorial C∞ de tipo
(r, s) en M , o simplemente un tensor de tipo (r, s) en M , es una aplicación que asigna a
cada punto p ∈ M un tensor de tipo (r, s) con V = Tp(M), V ∗ = T ∗

p (M) y que en cada
carta tiene componentes C∞.
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Hay un caso particular de interés que pondremos en el frigoŕıfico hasta el tercer
caṕıtulo.

Definición: Un campo tensorial C∞ de tensores métricos en una variedad M se dice
que es una métrica.

Siguiendo el convenio que veńıamos manejando en el caso r = s = 0, un tensor de
tipo (0, 0) en M le asigna a cada punto una constante, es decir, es simplemente una
función C∞.

Las componentes de un tensor T de tipo (r, s) en una variedad definen en cada carta
(U , φ = (x1, . . . , xn)) funciones C∞ de U en R dadas por

p ∈ U 7→ T (p)(dxi1, dxi2 , . . . , dxir ,
∂

∂xj1

∣∣
p
,
∂

∂xj2

∣∣
p
, . . . ,

∂

∂xjs

∣∣
p
).

Habitualmente expresaremos estas componentes en términos de las funciones coordena-
das, que a su vez dependen del punto p.

Ejemplo: En S1 tenemos la carta (S1−{(−1, 0)}, θ) donde θ = θ(x, y) da el argumento
(ángulo) de cada punto (x, y) ∈ S1 en el rango (−π, π). La fórmula

T = (x+ y)
∂

∂θ

define un campo de vectores C∞ en (la subvariedad) S1 − {(−1, 0)} porque f : S1 −
{(−1, 0)} −→ R dada por f(x, y) = x+ y es C∞, ya que f ◦ θ−1(t) = cos t+ sen t es C∞

como función de (−π, π) en R. Como x = cos θ, y = sen θ, podemos escribir

T = (cos θ + sen θ)
∂

∂θ
.

No hay un gran abuso en dar la componente en términos de la función coordenada θ pues
a fin de cuentas θ = θ(x, y). Si uno se pusiera muy pesado y quisisera ver la dependencia
completa en el punto (x, y) debeŕıa escribir

T = (cos θ(x, y) + sen θ(x, y))
∂

∂θ

∣∣
(x,y)

.

Al cambiar de carta lo que ocurre es que las bases de cada plano tangente se modi-
fican. Al hilo de esto vamos a rellenar un poco esta sección, robando competencias a la
primera, con unos comentarios y ejemplos sobre cambios de base para tensores definidos
sobre espacios vectoriales.

Si en V tenemos dos bases B = {~e1, ~e2, . . . , ~em} y B′ = {~e1′, ~e2′, . . . , ~em
′} ligadas por

una matriz de cambio de base ~ej
′ = C~ej ¿cómo cambian las componentes de un tensor
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T de tipo (0, s) al pasar de una a la otra? Si llamamos cij al elemento ij de C la relación
entre ellas es:

T ′
j1j2...js

= T ( ~ej1
′, ~ej2

′, . . . , ~ejs

′) = T (cl1j1~el1 , c
l2
j1
~el2 , . . . , c

ls
js
~els) = cl1j1c

l2
j2
· · · clsjs

T (~el1 , . . . , ~els)

= cl1j1c
l2
j2
· · · clsjs

Tl1l2...ls

¿Y qué pasaŕıa si el tensor fuera de tipo (r, s) con r 6= 0? Hay que investigar la relación
entre las bases duales de B y B′, digamos {ϕ̃1, ϕ̃2, . . . , ϕ̃m} y {ϕ̃′1, ϕ̃′2, . . . , ϕ̃′m}. Si c̃ij es
el elemento ij de C−1, se cumple ϕ̃′i = c̃ikϕ̃

k porque

c̃ikϕ̃
k(~ej

′) = c̃ikϕ̃
k(clj~el) = c̃ikc

l
jϕ̃

k(~el) = c̃ikc
l
j = δi

j .

Entonces con el mismo argumento que antes tenemos que la fórmula general de cambio
de base de tensores sobre un espacio vectorial es

(1.2) T ′i1i2...ir
j1j2...js

= c̃i1k1
c̃i2k2

· · · c̃irkr
cl1j1c

l2
j2
· · · clsjs

T k1k2...kr

l1l2...ls

Ejemplo: Una aplicación lineal es un tensor A de tipo (1, 1) y un tensor métrico G
es un tensor de tipo (0, 2), aśı que sus componentes se transforman mediante

a′ij = ckc̃
l
ja

k
l y g′ij = c̃lic̃

m
j glm.

Identificando A y G con sus matrices de componentes, estas relaciones no son más que
las bien conocidas fórmulas de álgebra lineal para el cambio de base de aplicaciones
lineales y bilineales

A 7→ CAC−1 y G 7→ (C−1)tGC−1.

Con esto ya estamos sobradamente entrenados para enfrentarnos a la fórmulo análoga
para tensores en variedades.

Dadas dos cartas
(
U , φ = (x1, . . . , xm)

)
,

(
U ′, φ′ = (x′1, . . . , x′m)

)
que se solapan,

U ∩U ′ 6= ∅, la función φ ◦ φ′−1 pasa de (x′1, . . . , x′m) a (x1, . . . , xm) y por razones obvias
la matriz de su diferencial se suele escribir ∂xi/∂x′j y su inversa ∂x′i/∂xj . En cada carta
se tendrán campos ∂/∂x1, . . . , ∂/∂xm, dx1, . . . , dxm (usando φ) y ∂/∂x′1, . . . , ∂/∂x′m,
dx′1, . . . , dx′m (usando φ′) que dan las bases del espacio tangente y cotangente.

Lema 1.3.1 Con la notación anterior

1)
∂

∂x′j
=

∂xi

∂x′j
∂

∂xi
, 2) dx′i =

∂x′i

∂xj
dxj .

Demostración: Si consideramos la aplicación tangente de la función Id : M −→ M ,
1) es consecuencia inmediata de la Proposición 1.2.3. Para dar una prueba independiente,
nótese que la regla de la cadena asegura que para cada función f : M −→ R se cumple,
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D(f ◦ φ′−1) = D(f ◦ φ−1) · D(φ ◦ φ′−1) y empleando (1.1) se tiene el resultado, ya que
las componentes de las matrices fila D(f ◦ φ′−1) y D(f ◦ φ−1) representan la acción de
∂/∂x′j y ∂/∂xi sobre f .

Para comprobar 2) basta ver que ambos miembros aplicados a cualquier ∂/∂x′l dan
el mismo resultado. Para el primer miembro éste es, por definición, δi

l y para el segundo

∂x′i

∂xj
dxj

( ∂

∂x′l
)

=
∂x′i

∂xj
dxj

(∂xk

∂x′l
∂

∂xk

)
=
∂x′i

∂xj

∂xk

∂x′l
δj
k =

∂x′i

∂xk

∂xk

∂x′l
= δi

l

donde en el primer paso se ha usado 1) y en el último que la primera matriz es inversa
de la segunda. 2

Estas relaciones prueban que para cualquier tensor

T
(
dx′i1 , . . . , dx′ir ,

∂

∂x′j1
, . . . ,

∂

∂x′js

)

coincide con

T
(∂x′i1
∂xk

dxk, . . . ,
∂x′ir

∂xk
dxk,

∂xl

∂x′j1
∂

∂xl
, . . . ,

∂xl

∂x′js

∂

∂xl

)

Por tanto, cuando cambiamos de carta (o parametrización) las componentes de un tensor
de tipo (r, s) en una variedad cambian por la fórmula

(1.3)
T ′i1i2...ir

j1j2...js
=

(∂x′i1
∂xk1

· ∂x
′i2

∂xk2
· · · · · ∂x

′ir

∂xkr

)
·
( ∂xl1

∂x′j1
· ∂x

l2

∂x′j2
· · · · · ∂x

ls

∂x′js

)
T k1k2...kr

l1l2...ls

Esta fórmula es tan caracteŕıstica de los tensores que en muchos libros, sobre todo
en los más orientados a la F́ısica, se definen los tensores y campos de tensores como
conjuntos de números o funciones sujetos a esta regla de transformación, que a veces
se llama tensorialidad por antonomasia. No hay que asustarse con una expresión tan
compleja. En primer lugar, es fácil de recordar notando que los ı́ndices repetidos se
deben “simplificar”. Y por otra parte, no tiene un significado profundo, simplemente
representa lo que ocurre cuando cambiamos de base las variables de un tensor; lo que
hay de singular es que los cambios de carta corresponden a cambios de base en el espacio
tangente y cotangente cuya matriz es un poco fea: la jacobiana (o su inversa).

Ejemplo: En cada punto de R
2 tenemos un tensor métrico en el plano tangente dado

por dx⊗dx+dy⊗dy con las coordenadas usuales (omitimos por brevedad el punto), esto
es un campo de tensores métricos (nótese que este campo lo único que hace es aplicar
el vector tangente (a, b) = a ∂1 + b ∂2 en su longitud al cuadrado a2 + b2), es decir, una
métrica. Si ahora cambiamos a coordenadas polares x = r cos θ, y = r sen θ entonces
podemos calcular los nuevos coeficientes del tensor métrico usando la fórmula anterior,
para (x1, x2) = (x, y) y (x′1, x′2) = (r, θ), o simplemente sustituir, según el lema anterior,

dx = cos θ dr − r sen θ dθ, dy = sen θ dr + r cos θ dθ
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para obtener

(cos θ dr − r sen θ dθ) ⊗ (cos θ dr − r sen θ dθ) +

(sen θ dr + r cos θ dθ) ⊗ (sen θ dr + r cos θ dθ) = dr ⊗ dr + r2dθ ⊗ dθ.

En general los tensores no se comportan bien al derivarlos componente a componente
porque en (1.3) apareceŕıan derivadas segundas que estropean la tensorialidad. Más
adelante introduciremos una derivada especial que tiene carácter tensorial. Veamos un
ejemplo trivial en el que śı se puede derivar y nos debeŕıa hacer dudar del nómbre
“vector” gradiente.

Ejemplo: Una función f : M −→ R es por definición un tensor de tipo (0, 0), su única
componente es la propia función. Su derivadas parciales definen un tensor porque

∂f

∂x′j
=

∂xl

∂x′j
∂f

∂xl
.

Comparando con (1.3) vemos que las componentes del gradiente en variedades (que
obviamente generaliza al habitual) corresponden a un tensor de tipo (0, 1), no un tensor
(1, 0) que representaŕıa un vector. Esto es natural porque df = ∂f

∂x1 dx
1 + ∂f

∂x2 dx
2 + · · ·+

∂f
∂xn dx

n es una uno forma.
Si todav́ıa queda algún escéptico, tómese f(x, y, z) = x + y + z definida en R

3 con
la carta trivial. La transformación (cambio de carta) x′ = 2x, y′ = 2y, z′ = 2z pasa
el vector de T000(R

3) de coordenadas (1, 1, 1) al de coordenadas (2, 2, 2). El gradiente de
x+ y+ z es (1, 1, 1) pero el de x′/2+ y′/2+ z′/2(= x+ y+ z en las nuevas coordenadas)
es (1/2, 1/2, 1/2). Por mucho que nos empeñemos el vector gradiente no es un vector9

en sentido estricto.

Ejercicios de la sección 3

1) Considerando R
3 como variedad, escribir la uno forma x dx+y dy+z dz en coordenadas

esféricas.

2) En un ejemplo de la sección se definió un campo de vectores sobre S1 − {(−1, 0)}.
Extenderlo a un campo de vectores C∞ en S1 comprobando que lo es empleando alguna carta
compatible.

9R. P. Feynman, premio Nobel de F́ısica, dedica toda la sección 2-5 de su magńıfico libro [Fe-Le-Sa] a
demostrar al lector que el vector gradiente es un vector. ¿Dónde ha quedado el argumento de autoridad?
El truco está en que Feynman sólo considera transformaciones dadas por matrices ortogonales (realmente
sólo giros) y recuérdese que estas matrices cumplen A = (A−1)t, por tanto intercambiar ı́ndices y
numeradores por denominadores no tiene efecto sobre (1.3). Geométricamente el gradiente es un vector
normal, y sigue siéndolo cuando sólo hacemos movimientos en R

n pero como hemos visto, el gradiente
no se comporta como un vector por cambios de carta generales.
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3) Se dice que un tensor de tipo (0, 2) es simétrico si Tij = Tji donde Tij son sus compo-
nentes.

a) Demostrar que este concepto de simetŕıa está bien definido, es decir, que no depende de
la carta empleada para calcular las componentes.

b) Comprobar que sin embargo no se puede extender a tensores de tipo (1, 1), concreta-
mente, construir un ejemplo para el que T i

j = T j
i se cumpla usando una carta pero no otra.

∗c) ¿Qué matrices simétricas lo siguen siendo en cualquier otra base?

4) Dar un ejemplo concreto en R
2 con la carta trivial que muestre que las derivadas parciales

de las componentes de un campo de vectores no tienen carácter tensorial: no se transforman
como las componentes de un tensor de tipo (1, 1).

5) Según hab́ıamos visto, el cambio a polares lleva la métrica usual de R
2, dx⊗dx+dy⊗dy,

a dr ⊗ dr + r2dθ ⊗ dθ. Hallar ahora un cambio de coordenadas (de carta) en R
2 que pase la

métrica de Minkowski en R
2, dx ⊗ dx − dy ⊗ dy, a dr ⊗ dr − r2dθ ⊗ dθ. Indicación: Los dos

problemas son similares salvo el “cambio” y 7→ y
√
−1, θ 7→ θ

√
−1.

6) Sea M una variedad bidimensional. Un campo de uno formas en M se expresa en cada
carta (U , φ = (x1, x2)) como T = T1dx1 + T2dx2. Sea D el operador que asigna a T el tensor
de tipo (0, 2) en M dado por

(∂T2

∂x1
− ∂T1

∂x2

)
dx1 ⊗ dx2 +

(∂T1

∂x2
− ∂T2

∂x1

)
dx2 ⊗ dx1.

Demostrar que D está bien definido, es decir, que no depende de la carta escogida.

1.4. Formas diferenciales

Los contenidos de esta sección están ligados al nombre de É. Cartan (no confundir
con su hijo H. Cartan, también matemático renombrado), quien introdujo el concepto de
forma diferencial tal como ahora lo conocemos y además definió una nueva operación, la
derivada exterior, que resulta fundamental para escribir y describir algunos resultados de
geometŕıa diferencial, incluido el teorema de Stokes que veremos en el próximo caṕıtulo.
La estructura algebraica subyacente en la que se basó se llama álgebra exterior y fue
introducida por H. Grassman con anterioridad.

Aqúı no nos pararemos en las estructuras e iremos directamente a la definición.

Definición: Se llama k-forma alternada a un tensor k veces covariante que se anula
siempre que se aplique a k vectores linealmente dependientes. El conjunto de k-formas
alternadas sobre un espacio vectorial V se denota con Altk(V ).

Las formas diferenciales son el caso en que V es el espacio tangente de una variedad.

Definición: Una k-forma diferencial es un campo de k-formas alternadas en una
variedad. El conjunto de k-formas diferenciales sobre una variedad M se denota con
Ωk(M).
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En analoǵıa con lo que se haćıa en la teoŕıa general de tensores, se conviene que
Alt0(V ) son las constantes, esto es, R y por tanto Ω0(M) = C∞(M). El caso k = 1
es también un poco singular porque las definiciones no ponen ninguna restricción y
decir 1-forma alternada es lo mismo que decir tensor una vez covariante. Nótese que
esto es coherente con nuestra denominación de “uno formas” en la sección de repaso.
Habitualmente se suelen representar las formas diferenciales (y también a veces las for-
mas alternadas) con letras griegas minúsculas, especialmente ω y η. Evidentemente si
m > dimV toda m-forma alternada es nula, en particular en una variedad n-dimensional
Ωm(M) = {0} para m > n.

La explicación de la denominación “forma alternada” queda explicada en el siguiente
resultado:

Lema 1.4.1 Un tensor k veces covariante, T , es una k-forma alternada, si y sólo si al

intercambiar dos cualesquiera de sus argumentos, cambia de signo, esto es,

T (. . . , ~vi, . . . , ~vj , . . . ) = −T (. . . , ~vj, . . . , ~vi, . . . ).

Los casos especiales k = 0, 1 se podŕıan excluir y no se considerarán en la demostra-
ción, pero nótese que si uno se atiene a la lógica el resultado es literalmente cierto.

Demostración: Una vez eliminados los casos k = 0, 1, en la implicación directa nos
limitaremos a k = 2 ya que sólo dos argumentos entran en la conclusión.

⇒) Si T ∈ Alt2(V ), por definición T (~v+ ~w,~v+ ~w) = 0 y usando la (bi-)linealidad de
T se tiene

T (~v,~v) + T (~v, ~w) + T (~w,~v) + T (~w, ~w) = 0.

El primer y el último sumando se anulan, de nuevo por la definición, y se concluye
T (~v, ~w) = −T (~w,~v).

⇐) Si T es un tensor (0, k) con la propiedad indicada de antisimetŕıa, en particular
se anula cuando dos de sus argumentos son iguales. Por tanto la linealidad implica

T (~w,~v1, . . . , ~vk−1) = T (~w − λ~v1, ~v1, . . . , ~vk−1)

y en general
T (~w,~v1, . . . , ~vk−1) = T (~w − λi~vi, ~v1, . . . , ~vk−1).

De modo que si el primer vector es una combinación lineal del resto, ~w = λi~vi, el tensor
se anula. Lo mismo ocurriŕıa con los otros vectores por un razonamiento similar. 2

El conjunto Altk(V ) tiene una estructura de espacio vectorial sobre R con las ope-
raciones habituales de suma y multiplicación por números reales. En el caso de Ωk(M)
esos números reales dependerán del punto sobre el que estemos considerando el espacio
tangente y por tanto son funciones f : M −→ R que, como siempre, supondremos C∞.
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La inconveniencia de que estas funciones no formen un cuerpo estropea la estructura de
espacio vectorial. Si sólo se consideran funciones constantes la dimensión es infinita.

Los siguientes ejemplos se podŕıan deducir de resultados posteriores. Ahora nos ser-
virán para entender un poco mejor los conceptos.

Ejemplo: Hallar todos los elementos de Alt2(R2).
Si T ∈ Alt2(R2) y ~v1 = a1

1~e1 + a2
1~e2, ~v2 = a1

2~e1 + a2
2~e2, entonces usando la linealidad

y el lema anterior

T (~v1, ~v2) = a1
1a

1
2T (~e1, ~e1) + a1

1a
2
2T (~e1, ~e2) + a2

1a
1
2T (~e2, ~e1) + a2

1a
2
2T (~e2, ~e2)

= (a1
1a

2
2 − a2

1a
1
2)T (~e1, ~e2) = T (~e1, ~e2) det(~v1, ~v2).

Entonces el único tensor que hay en Alt2(R2) es el determinante salvo multiplicar por una
constante, T (~e1, ~e2), es decir, Alt2(R2) = {λ det}. Nótese que T (~e1, ~e2) es una constante
una vez fijada una base y también el determinante depende de la base elegida. Si se
quiere una formulación independiente de las coordenadas de ~v1 y ~v2 en una base de R

2,
podemos elegir una base del dual {ϕ̃1, ϕ̃2} y decir que todo elemento de Alt2(R2) es de
la forma

T = λ ϕ̃1 ⊗ ϕ̃2 − λ ϕ̃2 ⊗ ϕ̃1.

Esto es exactamente lo mismo que antes porque si {~e1, ~e2} es la base cuya base dual es
{ϕ̃1, ϕ̃2}, ϕ̃i(~vj) = ai

j.
De la misma forma, si M es una variedad de dimensión 2, entonces en cada carta

(U , φ = (x1, . . . , xn)) los elementos de Ω2(M) son de la forma

ω = f dx1 ⊗ dx2 − f dx2 ⊗ dx1

con f : M −→ R.

Podemos leer el resultado del ejemplo anterior diciendo que si {ϕ̃1, ϕ̃2} es una base
de V ∗ y dimV = 2, entonces {ϕ̃1 ⊗ ϕ̃2 − ϕ̃2 ⊗ ϕ̃1} es una base (con un solo elemento) de
Alt2(V ). Intentemos hacer un ejemplo en dimensión mayor.

Ejemplo: Hallar una base de de Alt2(R3).
Escribamos como antes ~vj = ai

j~ei. El desarrollo de T (~v1, ~v2) da lugar a nueve términos.
Olvidándonos de los tres con coeficientes nulos T (~ei, ~ei) y agrupando T (~ei, ~ej) con su
negativo T (~ej , ~ei), se llega a

T (~v1, ~v2) =

∣∣∣∣
a2

1 a3
1

a2
2 a3

2

∣∣∣∣T (~e2, ~e3) +

∣∣∣∣
a3

1 a1
1

a3
2 a1

2

∣∣∣∣T (~e3, ~e1) +

∣∣∣∣
a1

1 a2
1

a1
2 a2

2

∣∣∣∣T (~e1, ~e2).

De nuevo determinantes, que son menores de orden dos de la matriz de coordenadas de
~v1 y ~v2. Empleando la base dual {ϕ̃1, ϕ̃2, ϕ̃3} tenemos que estos menores son M1(~v1, ~v2),
M2(~v1, ~v2) y M3(~v1, ~v2) donde

M1 = ϕ̃2 ⊗ ϕ̃3 − ϕ̃3 ⊗ ϕ̃2, M2 = ϕ̃3 ⊗ ϕ̃1 − ϕ̃1 ⊗ ϕ̃3, M3 = ϕ̃1 ⊗ ϕ̃2 − ϕ̃2 ⊗ ϕ̃1.
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Y podemos escribir T = λ1M1 + λ2M2 + λ3M3. Por otro lado M1, M2 y M3 son formas
alternadas (empléese el lema) y es fácil ver que son linealmente independientes haciéndo-
las actuar sobre {~e1, ~e2}. En resumen, hemos demostrado que {M1,M2,M3} es una base
de Alt2(R3).

Con los cálculos de los dos ejemplos anteriores parece que lo único que hay en estos
espacios son combinaciones de determinantes, lo cual es lógico teniendo en cuenta que
son nuestros instrumentos habituales para decidir si unos vectores son linealmente in-
dependientes o no. Más adelante veremos un resultado que asegura que esto es aśı pero
ahora tendremos que aguantar un par de definiciones extrañas.

Sabiendo de antemano que las formas alternadas y las formas diferenciales no son
más que combinaciones de determinantes, ¿por qué no escribimos simplemente esos de-
terminantes y nos olvidamos de estas definiciones tan raras? La respuesta es que los
determinantes aparecen en algunos teoremas, por ejemplo en el de Stokes, de una ma-
nera complicada y más vale inventar una notación que oculte todos esos cálculos para
poder proceder simbólicamente. No hay nada nuevo en esta forma de actuar y los propios
determinantes son un buen ejemplo, la relación det(A)·det(B) = det(AB) es a la vez bo-
nita, simple y no trivial (¿alguien recuerda la prueba?) pero si no existiera una notación
especial para el determinante y escribiéramos todo el desarrollo, digamos por ejemplo
en el caso 3 × 3, ¿nos diŕıa algo esa relación? ¿mereceŕıa los adjetivos anteriores?10

Definición: Dadas ω ∈ Altk(V ) y η ∈ Altl(V ) se define su producto exterior , ω ∧ η,
como el elemento de Altk+l(V ) dado por

(ω ∧ η)(~v1, ~v2, . . . , ~vk+l) =
1

k!l!

∑

σ

sgn(σ)(ω ⊗ η)(~vσ(1), ~vσ(2), . . . , ~vσ(k+l))

donde σ recorre todas las permutaciones de {1, 2, . . . , k + l}. La definición se extiende
de forma similar al caso de formas diferenciales.

En pocas palabras, se multiplican las formas y se cambian de todas las maneras posi-
bles las variables poniendo signos adecuados. Es un ejercicio comprobar que el resultado
es una forma alternada. Los factoriales son sólo para tener en cuenta los sumandos que
aparecen repetidos. Por convenio en el caso especial de k = 0 o l = 0 se interpreta el
producto exterior como el producto usual por números (por ejemplo 2∧ω = ω∧2 = 2ω).

Dos propiedades sencillas si uno recuerda el grupo de permutaciones de Álgebra I
[Do-He] son la anticonmutatividad (también llamada superconmutatividad , sobre todo

10La utilidad o conveniencia de una notación o un modo de cálculo no son en absoluto evidentes a priori
ni siquiera para los expertos pues a veces dependen de desarrollos ulteriores de las Matemáticas. Por
ejemplo, cuando Grassman creó el álgebra exterior que después fue retomada por Cartan para desarrollar
la teoŕıa de formas diferenciales, los matemáticos de su tiempo no le prestaron mucha atención, tanto
es aśı que en los últimos años de su vida prácticamente dejó las Matemáticas y se dedicó a investigar
en Lingǘıstica.
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si uno es f́ısico) del producto exterior:

(1.4) ω ∈ Altk(V ), η ∈ Altl(V ) ⇒ ω ∧ η = (−1)rsη ∧ ω,
y la asociatividad que está contenida en la siguiente fórmula (véase [Sp2] para una
demostración liosa) en la que los factores del primer miembro se pueden agrupar como
se desee:
(1.5)

ω1 ∧ ω2 ∧ · · · ∧ ωm(~v1, . . . , ~vK) =
1

k1! · · ·km!

∑

σ

sgn(σ)(ω1 ⊗ · · · ⊗ ωm)(~vσ(1), . . . , ~vσ(K))

donde ωi ∈ Altki(V ),K = k1+k2+· · ·+km y σ recorre la permutaciones de {1, 2, . . . , K}.
Hay otras propiedades, como la distributiva que por su sencillez no se exhiben

aqúı expĺıcitamente.
El producto exterior indica en cierto modo un determinante. Más concretamente, si

{~e1, ~e2, . . . , ~en} es una base V y {ϕ̃1, ϕ̃2, . . . , ϕ̃n} es la base dual, para cualquier colección
de vectores ~vj = ai

j~ei, 1 ≤ j ≤ n, por (1.5) con ωi = ϕ̃i, la linealidad y la definición de
determinante en términos de permutaciones [Ku] implica

(1.6) ϕ̃1 ∧ ϕ̃2 ∧ · · · ∧ ϕ̃n(~v1, ~v2, . . . , ~vm) = det
(
ai

j

)
1≤i,j≤n

.

Más adelante veremos que esta primera aparición de los determinantes no es particular.
También el producto exterior tiene cierta semejanza con el producto vectorial (véanse
los ejercicios).

Afortunadamente nunca tendremos que hacer cálculos expĺıcitos con la definición
de ∧ en la práctica, no obstante, veamos un ejemplo sencillo y de paso mostraremos una
relación con el producto vectorial usual. ¿A alguien le resultaban familiares los M1, M2

y M3 que aparecieron antes?

Ejemplo: Consideraremos productos exteriores de elementos de Alt1(R3).

ϕ   ϕ ( v , w )
32

ϕ   ϕ ( v , w )
3 1

ϕ   ϕ ( v , w )
1 2

v

w

Las uno formas alternadas en R
3 son sencillamente ele-

mentos del dual y según la definición,

ϕ̃ ∧ ψ̃ = ϕ̃⊗ ψ̃ − ψ̃ ⊗ ϕ̃.

Si {ϕ̃1, ϕ̃2, ϕ̃3} es la base dual de la usual {~e1, ~e2, ~e3}, por
un ejemplo anterior tenemos que el conjunto de dos formas
alternadas {M1,M2,M3} con

M1 = ϕ̃2 ∧ ϕ̃3, M2 = ϕ̃3 ∧ ϕ̃1, M3 = ϕ̃1 ∧ ϕ̃2,

es una base de Alt2(R3).
Para ~vj = ai

j~ei se tiene

(ϕ̃2∧ϕ̃3)(~v1, ~v2) =

∣∣∣∣
a2

1 a3
1

a2
2 a3

2

∣∣∣∣ , (ϕ̃3∧ϕ̃1)(~v1, ~v2) = −
∣∣∣∣
a1

1 a3
1

a1
2 a3

2

∣∣∣∣ , (ϕ̃1∧ϕ̃2)(~v1, ~v2) =

∣∣∣∣
a1

1 a2
1

a1
2 a2

2

∣∣∣∣
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que coinciden con las coordenadas de ~v1 × ~v2.

En la siguiente definición no usaremos a propósito el convenio de sumación para
mayor claridad.

Definición: Dado un elemento de Ωk(M) que en una carta es de la forma

ω =
∑

i1,i2,...,ik

fi1i2...ik dx
i1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxik

se llama derivada exterior de ω al elemento dω ∈ Ωk+1(M) dado por

dω =
∑

j

∑

i1,i2,...,ik

∂fi1i2...ik

∂xj
dxj ∧ dxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxik

(en el caso especial k = 0, df =
∑ ∂f

∂xj dx
j).

Nota: En principio no está claro con esta definición que d se aplique a todo elemento
de Ωk(M) y, todav́ıa peor, que sea coherente con los cambios de carta. Es posible evitar
este último problema comenzando la casa por el tejado con un tratamiento axiomático:
se imponen las propiedades de la Proposición 1.4.5 en las que no aparecen cartas y se
prueba que sólo hay un operador decente d con esas propiedades. Al calcular su expresión
en coordenadas se obtiene la fórmula anterior [Bi-Go]. Volveremos sobre estos problemas
en breve.

El lector pensará que la notación d(algo) está sobreexplotada y probablemente tiene
razón. No obstante hay cierta coherencia en los diferentes usos en este curso. Por ejemplo,
la definición para k = 0, aparte de sonar bien, es cierta si interpretamos df , ∂f/∂xj y
dxj con las definiciones de la sección de repaso.

Después de (1.6) la siguiente proposición permite deducir que que todas las formas
alternadas son combinaciones de determinantes.

Proposición 1.4.2 Sea {ϕ̃1, ϕ̃2, . . . , ϕ̃n} una base de V ∗, entonces

{ϕ̃i1 ∧ ϕ̃i2 ∧ · · · ∧ ϕ̃ik : 1 ≤ i1 < i2 < . . . < ik ≤ n}

es una base de Altk(V ).

Demostración: Sea {~e1, ~e2, . . . , ~en} es una base V cuya dual es {ϕ̃1, ϕ̃2, . . . , ϕ̃n}.
El valor de ϕ̃i1 ∧ ϕ̃i2 ∧ · · · ∧ ϕ̃ik aplicado a (~ei1 , ~ei2 , . . . , ~eik) es 1 de acuerdo con (1.6)

(renumérense los ϕ̃ij y los ~eij si se desea) mientras que para el resto de los elementos
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del enunciado este valor es cero, por tanto no puede haber una dependencia lineal entre
ellos.

Para probar que generan, sea ω ∈ Altk(V ) y digamos que sus componentes en la base
{~e1, ~e2, . . . , ~en} son ωi1i2...ik . Consideramos la combinación lineal

∑

i1<i2<...<ik

ωi1i2...ikϕ̃
i1 ∧ ϕ̃i2 ∧ · · · ∧ ϕ̃ik .

Ésta es una forma alternada que por (1.6) tiene las mismas componentes ωi1i2...ik que ω
siempre que i1 < i2 < . . . < ik. En el resto de los casos también deben coincidir por la
propiedad de antismetŕıa de las formas alternadas al intercambiar dos argumentos. 2

Resolviendo el sencillo problema de combinatoria de cómo escoger un grupo de k
personas de un conjunto de n, deducimos que después del 2 y el 3 viene el 6, al menos
en lo que a dim Alt2(Rn) se refiere. Incorporamos el caso especial k = 0.

Corolario 1.4.3 Para 0 ≤ k ≤ dimV se tiene

dim Altk(V ) =

(
dimV

k

)

y dim Altk(V ) = 0 si k > dimV .

También se deduce que la definición de la derivada exterior es general.

Corolario 1.4.4 Cualquier elemento de Ωk(M) se puede escribir como

ω =
∑

i1<i2<...<ik

fi1i2...ik dx
i1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxik

Nota: Como explicamos en la sección anterior, las componentes fi1i2...ik son en prin-
cipio funciones de p ∈M pero habitualmente esa dependencia se expresa a través de las
funciones coordenadas y escribiremos fi1i2...ik = fi1i2...ik(x

1, x2, . . . , xn).
Volvamos ahora al problema de la buena definición de la derivada exterior en varie-

dades. En el siguiente caṕıtulo tendrenos una visión más clara de este punto, por ello no
entraremos en muchos detalles.

Con la notación anterior, las cantidades fi1i2...ik son componentes de un tensor k veces
covariante y por tanto responden a los cambios de carta por medio de la fórmula:

fi1i2...ik =
∂x′j1

∂xi1

∂x′j2

∂xi2
. . .

∂x′jk

∂xik
f ′

j1j2...jk

donde hay que entender que si no se cumple j1 < j2 < . . . < jk entonces f ′
j1j2...jk

es sgn(σ)f ′
σ(j1)σ(j2)...σ(jk) con σ la permutación que ordena j1, j2, . . . , jk. Al derivar con
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respecto de xj no tenemos una relación similar entre las derivadas de fi1i2...ik y de f ′
j1j2...jk

porque aparecen derivadas parciales segundas de los cambios de carta. Sin embargo estos
términos no influyen en la expresión de dω porque la antisimetŕıa del producto de uno
formas asegura

∑
i,j

∂2xk

∂xi∂xj dx
i ∧ dxj = 0.

Una prueba más sencilla y natural (que requiere un concepto que no introduciremos
hasta el siguiente caṕıtulo) puede encontrarse en [GoG] §1.3.

Por último veamos dos propiedades importantes que de hecho determinan la derivada
exterior. La primera muestra la relación entre los definiciones de producto exterior y
derivada exterior y la segunda será crucial para definir la cohomoloǵıa de de Rham.

Proposición 1.4.5 Sean ω ∈ Ωk(M) y η ∈ Ωl(M), entonces

1) d(ω ∧ η) = dω ∧ η + (−1)kω ∧ dη, 2) d(dω) = 0.

Demostración: Por el corolario anterior, empleando la linealidad de d y la distribu-
tiva, podemos limitarnos al caso ω = f dxi1∧dxi2∧· · ·∧dxik , η = g dxj1∧dxj2∧· · ·∧dxjl.
Se tiene

d(ω ∧ η) =
∂(fg)

∂xm
dxm ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxik ∧ dxj1 ∧ · · · ∧ dxjl

=
∂f

∂xm
g dxm ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxik ∧ dxj1 ∧ · · · ∧ dxjl

+(−1)k ∂g

∂xm
f dxi1 ∧ · · · ∧ dxik ∧ dxm ∧ dxj1 ∧ · · · ∧ dxjl

donde se ha usado (1.4). Claramente el primer sumando es dω∧η y el segundo (−1)kω∧
dη.

Es fácil ver que d(dω) = 0 se cumple para k = 0:

d(df) = d
( ∂f
∂xi

dxi
)

=
∂2f

∂xi∂xj
dxi ∧ dxj = 0

porque dxi ∧ dxj = −dxj ∧ dxi y las derivadas parciales cruzadas coinciden. Por otro
lado, de 1) se deduce con un pequeño cálculo que d

(
d(ω ∧ η)

)
= d(dω) ∧ η − ω ∧ d(dη).

La prueba se sigue por inducción ya que el corolario anterior permite escribir toda forma
como productos exteriores de funciones y diferenciales de funciones11. 2

Ejemplo: Sean ω, η ∈ Ω1(R3) definidas en la carta trivial (R3, φ = (x, y, z)) por

ω = x dx+ yz dy + x2y dz, η = xy dz.

11Por ejemplo, para k = 2 una forma diferencial es suma de cosas del tipo f dxi1 ∧dxi2 y si suponemos
el resultado probado para k = 0 y k = 1, se tiene d

(
d(f dxi1 ∧ dxi2)

)
= d

(
d(f dxi1 )

)
∧ dxi2 − f dxi1 ∧

d
(
d(dxi2 )

)
= 0. Con nuestros convenios el caso especial k = 1, el primer paso de la inducción, no es

conflicitivo porque f ∧ dxi1 = f dxi1 .
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Comprobar las relaciones de la proposición anterior.
Comencemos por la segunda haciendo el cálculo muy despacio y con paréntesis in-

necesarios:

dω = (dx ∧ dx) + (z dy ∧ dy + y dz ∧ dy) + (2xy dx ∧ dz + x2 dy ∧ dz)
= 2xy dx ∧ dz + (x2 − y) dy ∧ dz.

En la segunda derivada exterior ya procedemos más rápido:

d(dω) = 2x dy ∧ dx ∧ dz + 2x dx ∧ dy ∧ dz = 0.

Calculemos ahora los tres términos que participan en la primera relación. La derivada
del producto:

d(ω ∧ η) = x2 dy ∧ dx ∧ dz + y2z dx ∧ dy ∧ dz = (y2z − x2) dx ∧ dy ∧ dz.

La derivada del primero por el segundo, para lo cual aprovechamos el cálculo de dω:

dω ∧ η = (2xy dx ∧ dz + (x2 − y) dy ∧ dz) ∧ (xy dz) = 0.

Y el primero por la derivada del segundo:

ω ∧ dη = (x dx+ yz dy + x2y dz) ∧ (y dx ∧ dz + x dy ∧ dz)
= y2z dy ∧ dx ∧ dz + x2 dx ∧ dy ∧ dz = (x2 − y2z) dx ∧ dy ∧ dz.

Entonces se tiene d(ω ∧ η) = dω ∧ η + (−1)kω ∧ η, como esperábamos.

Ejercicios de la sección 4

1) Responder brevemente a las siguientes preguntas:
i) Si ω(~e1 + 2~e2, ~e1 + ~e2) = 2, ¿cuánto vale ω(~e2, ~e1)?
ii) Si M es una variedad n-dimensional y ω ∈ Ωn−3(M) y η ∈ Ω1(M), ¿cuánto vale

dω ∧ η ∧ dη?
iii) ¿Por qué se puede asegurar que el producto exterior de formas alternadas es realmente

una forma alternada?
iv) Si ω = ϕ̃1 ∧ ϕ̃2 + ϕ̃3 ∧ ϕ̃4 con ϕ̃1, ϕ̃2, ϕ̃3, ϕ̃4 ∈ V ∗, ¿cómo se pueden simplificar las

expresiones ω ∧ ω y ω ∧ ω ∧ ω?
v) ¿Por qué por cada sumando no nulo en la definición del producto exterior hay k!l! con

el mismo valor?

2) Para n > 1 definamos en R
n con la base usual el producto vectorial generalizado de

n − 1 vectores ~v1, ~v2, . . . , ~vn−1 como cero si son linealmente dependientes, y como el vector ~w
que cumple

~x · ~w = det(~x,~v1, ~v2, . . . , ~vn−1) para todo ~x ∈ R
n
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si son linealmente independientes. Nótese que para n = 3 el producto vectorial usual tiene esta
propiedad y está caracterizada por ella.

a) Demostrar que este producto vectorial está bien definido. Es decir, que no pueden existir
dos ~w con la propiedad anterior. Probar también que el producto vectorial generalizado es
siempre ortogonal a cada uno de los vectores de partida.

b) Demostrar que la función Mi que asigna a (~v1, ~v2, . . . , ~vn−1) la i-esima coordenada de su
producto vectorial generalizado cumple Mi ∈ Altn−1(Rn).

c) Expresar Mi en términos de productos exteriores de elementos de la base dual de la
usual. Indicación: Tómese como ~x el i-ésimo vector de la base canónica.

3) Si ω ∈ Ω0(R3), es decir, si ω es una función, entonces los coeficientes de dω vienen dados
por el gradiente (usamos la carta trivial). Encontrar relaciones similares con el rotacional y la
divergencia en Ω1(R3) y Ω2(R3).

4) Comprobar en R
3 (con la carta trivial) la relación d(ω ∧ η) = dω ∧ η − ω ∧ dη para las

uno formas ω = x2y2z2dy + x3dz y η = zdy + dz.

5) Sea ω = dx∧ dy ∈ Ω(R2). Para f : R
2 −→ R

2 calcular ω(df
(

∂
∂x

)
, df

(
∂
∂y

)
) donde df es la

aplicación tangente.

6) Sea ω1, ω2, . . . , ωn uno formas alternadas. Probar que son linealmente dependientes sobre
R si y sólo si ω1 ∧ ω2 ∧ · · · ∧ ωn = 0. Indicación: Si fueran independientes, seŕıan base de un
subespacio de V ∗ y tendŕıan una base (bi-)dual en V .

7) Sea ω =
∑

fi1i2...ik dxi1 ∧dxi2 ∧· · ·∧dxik ∈ Ωk(M) donde i1 < i2 < . . . < ik. Demostrar
que la componente j1, j2, . . . , jk+1, con j1 < j2 < . . . < jk, del tensor dω es

k+1∑

s=1

(−1)s−1
∂fj1... bjs...jk+1

∂xjs

donde el circunflejo indica que se omite ese ı́ndice.

8) Probar ω∧η = (−1)klη∧ω, para ω ∈ Altk(V ), η ∈ Altl(V ). Probar también la propiedad
asociativa (ω ∧ η) ∧ τ = ω ∧ (η ∧ τ) a partir de la definición.
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[Sp1] M. Spivak. A comprehensive introduction to differential geometry. Vol. I. Publish
or Perish Inc., Wilmington, Del., second edition, 1979.

[Sp2] M. Spivak. Cálculo en variedades. Reverté, Barcelona, 1982.
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espacio cotangente, 14
espacio dual, 2
espacio eucĺıdeo, 6
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