Soluciones del parcial del 22/03/2007

1. a) No. Si {¢',9?} es la base dual de {€},é} entonces (' ® @?)(€1,62) = 1-1
mientras que ($* ® @) (€1, ) =0-0.

b) Si. Si {@!, %, @} es la base dual de {4, v,W}, w ="' NP =0' R - F P!
tiene esta propiedad.

¢) Es cero. El pullback f* conmuta con dy f*aA f*f = f*(aAf), asi que la expresién
es f*(d(dwAn)+d(dnAw)). Usando la regla del producto y dod = 0, la parte interior se
simplifica a (—1)*"2dw Adn+ (—1)* Tt dn Adw = (—1)?**"2dw Adn+ (—1)?** rdw Adn = 0
donde se ha usado que dn A dw = dw A dn porque dw tiene grado par.

2. a) Con la carta en S dada por el dngulo, j o ¢! es 6 — (cos @, sen @), entonces
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b) Si w = dn, entonces j*w = d(j*n) y aplicando el teorema de Stokes la integral
de a) serfa [, d(j*n) = [, 7*(j*w) = 0 porque 9S* = 0.

3. Sean T7; las componentes en la nueva carta. Segin las férmulas de cambio de carta
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Los indices k y [ son mudos, indican las sumaciones. Podemos intercambiar sus nombres
en la primera férmula y escribir:
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donde se ha usado la simetria Tj, = Ty en la segunda igualdad.

4. No. Por ejemplo dz A dy A dz € Q3(R?) es invariante si f(z,y,2) = (22,1/2, 2)
porque f*w =d(2z) Ad(y/2) A dz.

ALGUNOS COMENTARIOS A LA VUELTA



COMENTARIOS SOBRE LAS RESPUESTAS EN LOS EXAMENES

1. a) No es valido decir que es conmutativo porque a fin de cuentas es un producto
de niimeros una vez que aplicamos el tensor a vectores. El orden de estos vectores es
relevante y no se puede cambiar arbitrariamente.

b) Si tenemos k vectores linealmente dependientes, al aplicarles una k-forma alter-
nada el resultado es cero, pero el reciproco no es cierto.

c¢) Parece un error bastante generalizado pensar que o A f = — A «v. Tal cosa no es
siempre cierta, por ejemplo si « = dzr y = dy A dz entonces a A f = dx ANdy Ndz =
dy A dz N dx = 8 A a. La férmula general (p. 24 de los apuntes) es a A 8 = (—1)* 38 A «
donde k y [ son los grados de o y 3.

2. a) Hay cierta extrana epidemia consistente en tener problemas con las integrales
ffﬂ 2sentcost dt y f:r(seth + cos?t) dt. La primera es inmediata (aparte de que es
facil ver que da cero sin integrar) y la segunda trivial.

b) El teorema de Stokes dice [, dw = [,, i*w con i : M — M. No es correcto
intercambiar dw y w, ni M y M, ni tampoco sustituir ¢ por la inclusion entre otras
cosas que no sean OM y M. Todos estos cambios llevan a expresiones sin sentido.

3. Varios escriben los calculos detallados, con todas las sumas, en el caso de dimension
dos y dicen que el caso general es similar (o no lo dicen). De acuerdo, es esencialmente
correcto, pero con las férmulas vistas en clase (que involucraban el convenio de sumacion)
el caso general es mucho mas sencillo y breve que estos calculos.

4. Pocos han conseguido resolver este ejercicio a pesar de tener una solucién sencilla.
Es cierto que no tenia un analogo en las colecciones de ejercicios y ademas parece que
la falta de tiempo fue general. No obstante sugiero repasar la definicion de pullback.



