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1) (3 puntos) Sea L el cuerpo de descomposición de (x3 − 7)(x2 + 2x − 2) sobre K = Q(
√
3).

Calcular el grado de L/K.

2) (3 puntos) Decidir razonadamente si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas:
a) La extensión Q( 4

√
2)/Q(

√
2) es normal.

b) Para L = F2[x]/⟨x2 + x+ 1⟩ se tiene G(L/F2) ∼= Z2.

3) (4 puntos) Justificar que existe σ ∈ G
(
Q( 4

√
2, i)/Q

)
tal que σ(i) = i y σ( 4

√
2) = i 4

√
2. Calcular

el subcuerpo ⟨σ2⟩′.

1) Las ráıces de x3 − 7 son 3
√
7, ω 3

√
7 y ω2 3

√
7 con ω = (−1 + i

√
3)/2 y las de x2 + 2x − 2 son

−1 ±
√
3, entonces L = K( 3

√
7, ω,

√
3) = K( 3

√
7, i). Para la última igualdad sólo se está usando

Q(
√
3, i

√
3) = Q(

√
3, i).

Como i ̸∈ K y es ráız de x2 + 1, [K(i) : K] = 2. Al ser 3
√
7 ráız de x3 − 7, [L : K(i)] ≤ 3

pero no es totalmente obvio que sea tres y el criterio de Eisentein no se aplica en K(i)[x]. Lo que
śı sabemos es [Q( 3

√
7) : Q] = 3 y esta cantidad divide a [L : Q] = [L : K(i)][K(i) : K][K : Q]. Los

dos últimos factores son doses, aśı pues concluimos [L : K(i)] = 3 y [L : K] = 3 · 2 = 6.

2) a) [V] El cuerpo de descomposición de x2 −
√
2 ∈ Q(

√
2)[x] es Q(

√
2, 4
√
2,− 4

√
2) = Q( 4

√
2),

entonces Q( 4
√
2)/Q(

√
2) es normal (normal y finita ⇔ cuerpo de descomposición).

b) [V] Sabemos que L ∼= F4 y [F4 : F2] = 2 (en general [Fpn : Fp] = n). Al ser F4/F2 normal,
|G(L/F2)| = [F4 : F2] y Z2 es el único de orden 2, salvo isomorfismos.

3) Escribamos L = Q( 4
√
2, i). La extensión L/Q es normal porque L es el cuerpo de descom-

posición de x4 − 2, que es irreducible por el criterio de Eisentein. Entonces existe ρ ∈ G(L/Q) con
ρ( 4
√
2) = i 4

√
2 (ya que 4

√
2, i 4

√
2 son ráıces de x4 − 2). Además ρ(i) = ±i (porque ±i son ráıces de

x2+1). Si ρ(i) = i, tomamos σ = ρ y si ρ(i) = i, tomamos σ = ρ ◦ τ con τ la conjugación compleja.
Por la definición, σ2(i) = i y σ2( 4

√
2) = σ(i 4

√
2) = − 4

√
2. Como {1, i} y {1, 4

√
2, ( 4

√
2)2, ( 4

√
2)3} son

bases de Q(i)/Q y de Q( 4
√
2)/Q, cada x ∈ L se escribe de manera única como

x = λ0 + λ1
4
√
2 + λ2(

4
√
2)2 + λ3(

4
√
2)3 + λ4i+ λ5i

4
√
2 + λ6i(

4
√
2)2 + λ7i(

4
√
2)3, con λi ∈ Q.

y x ∈ ⟨σ2⟩′ si y sólo si esta expresión coincide con

σ2(x) = λ0 − λ1
4
√
2 + λ2(

4
√
2)2 − λ3(

4
√
2)3 + λ4i− λ5i

4
√
2 + λ6i(

4
√
2)2 − λ7i(

4
√
2)3.

Es decir, cuando λ1 = λ3 = λ5 = λ7 = 0, o equivalentemente si y sólo si x ∈ Q(i,
√
2).


