Capitulo 3

Teoria de Galois

3.1. Extensiones normales y separables

La teoria de Galois trata de representar la estructura de la extension generada por
todas las raices de un polinomio, por medio de sus simetrias. Para que este proyecto
funcione en un contexto general son necesarias dos condiciones. La primera es que real-
mente podamos inventarnos un sitio donde vivan las raices de un polinomio (;dénde
estdn las raices de z? + 1 € F3[x]?). La segunda estd en los mdrgenes de los contra-
ejemplos del curso por su naturaleza mucho més técnica, y es que ningin elemento sea
raiz multiple de todos los polinomios que anula. Esto provocaria que algunas simetrias
colapsasen y que no representaran fielmente la extensién. Como veremos mas adelante,
no hay que preocuparse mucho por esta condiciéon, porque la cumplen practicamente
todas las extensiones que podemos imaginar este curso.

La primera condicién, a la que dedicaremos casi todos nuestros esfuerzos en esta sec-
ciéon, tiene que ver con los conceptos de cuerpo de descomposicion y de extension normal.
En breve probaremos que ambos estan estrechamente relacionados y que son en cierto
modo equivalentes para extensiones finitas, pero ahora limitémonos a sus definiciones.
En ellas y en el resto del capitulo utilizaremos el abuso de notacion consistente en ha-
blar de la descomposiciéon de P € K|x] en L[z] cuando L/K es una extensién. En rigor
el polinomio P sélo estd en L[x] después de aplicar el monomorfismo de la extensién
j + K — L a sus coeficientes. (Quien no entienda este comentario no debe preocuparse
porque tampoco detectara el abuso de notacién).

Definicién: Se dice que una extension algebraica L/K es normal si todo polinomio
irreducible P € K{[z] que tiene una raiz en L se descompone en factores lineales en L|x].

Definicién: Sea L/K una extensién. Se dice que L es un cuerpo de descomposicion (o
cuerpo raiz) de P € Klx], 0P > 1, si P se descompone en factores lineales en L[z],
esto es, P = k(x — ay)(x — ag) ... (z — ), y no existe ningin subcuerpo propio de L
(conteniendo la imagen de K en L) con esta propiedad.

Observacién: Con la notacion de la definicién anterior, imponiendo L D K, se tiene
que el cuerpo de descomposicién de P es L = K (g, s, ..., q,), el cuerpo mas pequeno

45



46 TEORIA DE GALOIS

que contiene a las raices. Sin embargo no hay que olvidar que fuera de C, donde el
teorema fundamental del algebra acude en nuestro auxilio, no esta en absoluto claro que
las raices existan en algin sitio (esto es, que siempre haya un cuerpo de descomposicion)
ni tampoco que no podamos crear muchos cuerpos de descomposicién distintos. En
seguida resolveremos estas cuestiones de existencia y unicidad.

Ejemplo. El cuerpo de descomposicién de P = 22 — 2 € Q[z] es Q(v/2).

Ejemplo. El cuerpo de descomposicién de P = z* — 522 + 6 € Q[z] es Q(v/2,V3)
(nétese que P = (2% — 2)(2* — 3)).

Ejemplo. El cuerpo de descomposicién de P = 2" — 1 € Q(v/2)[x] es Q(v/2, () con
C — 627m'/n'

Como acabamos de senalar, la existencia del cuerpo de descomposicién no es evidente
porque en sitios suficientemente raros no sabemos hallar las raices de un polinomio, por
ejemplo en el caso antes citado z* + 1 € F3[z]. Para resolver este problema nos inven-
taremos un sitio més raro todavia, un anillo cociente, donde vive algo que se comporta
como una raiz. Después bastara darle a la manivela de la inducciéon para que el resto de
las raices se unan a la fiesta. Realmente todo el artificio fue ya introducido en el primer
capitulo.

Lema 3.1.1 Dado un polinomio no constante P € Klz|, existe una extension finita,
L/K, tal que P tiene una raiz en L.

Demostracion: Podemos suponer que P es irreducible (en otro caso elegiriamos
uno de sus factores irreducibles) y que 0P > 1 (si 0P = 1, L = K). Sea el anillo
L = K[z]/(P). Obviamente K estd “incluido” en L, o més exactamente, existe un
monomorfismo ¢ : K — L. Ademés L es de hecho un cuerpo, por la Proposicién 1.2.3 en
combinacién con la 1.3.2. Por ultimo, la finitud de L/K se sigue de la Proposicién 2.2.4,
porque L = K(Z) con T =z + (P), y T es algebraico al ser P(T) = P(z) la clase de cero
en L. 0O

Ejemplo. Segin el resultado anterior, P = 22 + x + 1 € Fy[z] factoriza en L =
Fo[z]/(P) = {0,1,7, 2 + 1}.

Para que los més escépticos se sientan a gusto, demos a estos cuatro elementos nombre
més vulgares, digamos L = {0, 1, «, 5}. Entonces las tablas de suma y multiplicacién en
L son

™R~ o+
™ L~ oo
O O |+
— o @ R|°
o~ Q W™
™ Q0 = OfX
o oo olo
R = o=
— Lo o9
O ol

Si lo preferimos, podemos empezar desde aqui y definir L como un cuerpo cuyas operacio-
nes tienen las tablas anteriores. Como a+ /5 = aff = 1, se concluye P = (z—a)(z— /) en
L[z]. De hecho L es el cuerpo de descomposicién de P, ya que [L : Fy] = 2 (ejercicio) y por
tanto no hay subextensiones propias de L/F,. También podemos comprobar directamen-
te con estas tablas que o y 3 son raices de P. Por ejemplo o> +a+1 = f+a+1 = 1+1 = 0.
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Si hubiéramos partido de un polinomio de tercer grado, el lema anterior nos habria
llevado a un lugar donde hay una descomposicién del tipo k(z — v)(z? + dz + €). Para
conseguir la factorizacion total en factores lineales, sélo hay que iterar. Si ademés recor-
damos la Proposicién 2.2.5, veremos que las raices estan exactamente representadas por
los anillos cociente, y que el procedimiento lleva a un unico resultado salvo los nombres
con los que nos apetezca bautizar a las raices invitadas. En breve:

Proposicién 3.1.2 Para cada P € K|[z| existe un cuerpo de descomposicion L de P y
ademds es unico salvo isomorfismos que dejan fijo K (en rigor la imagen de K en L).

Demostracion: Para la existencia basta aplicar repetidas veces el Lema 3.1.1 hasta
obtener un L en el que P se descomponga en factores lineales: P = k(z — ay)(z —
az)...(x — ), entonces K (o, s, ..., q,) serd el cuerpo de descomposiciéon de P
(para ser totalmente rigurosos deberiamos escribir en lugar de K su imagen en L).
Para demostrar la unicidad salvo isomorfismos que dejan fijo
K, supongamos que L; y Ly son cuerpos de descomposicion de

P. Procedemos por induccion en el grado de P. Si gr P = 1 Ly Ly
es trivial. Si gr P > 1, sea ) un factor moénico irreducible

de P, entonces @Q = (x — aq)(x — ag)...(r — ay) en Lq[z] ‘

vy Q = (x—01)(xr— fa)...(x — B,) en Lo[z]. Por la Propo- % i
sicién 2.2.5 se tienen isomorfismos i : K(ap) — Kl2]/(Q), ,(al) (63)
11 K(By) — K[2]/(Q), por tanto 1 0+ K(ay) — K(5) Z\KW@ i

es un isomorfismo, que por la construccién de 7 e 7, deja fijo K.

Por definicién, L; es una extensiéon de K(aj) y también
Ly puede considerarse que extiende a K(a;) por medio del monorfismo j 0
K(ay) < Ly donde j : K(B1) < Lo es la inclusién. Nétese que Ly y Ly son obviamente
cuerpos de descomposicién de P sobre K(a;) y también lo son de P = P/(z — o)
porque a1 € K(ay). La demostracién se concluye por la hipdtesis de induccién (ya que
gr P< gr P). O

Log

Ejemplo. El cuerpo F3[i] donde i ¢ F3 es un simbolo que operamos formalmente
como i2 = —1, es el cuerpo de descomposicién de z? + 1 sobre Fj.

Si nos creemos que F3i] es un cuerpo bien definido (en principio sélo tiene estructura
de anillo), entonces F3[i] = F3(i) = F3(z, —1). Como 2?+1 = (z—1i)(z+1) en (F3[i])[z], se
tiene que es el cuerpo de descomposicion (el cuerpo generado por las raices). La forma
de probar que F3[i] es un cuerpo es considerar el isomorfismo Fs[i] — Fslx]/(x? +
1) donde i — T. Como el segundo anillo es un cuerpo (por la Proposicién 1.2.3), el
primero también lo es. Ambos son cuerpos de descomposicién de 22 + 1 porque los dos
conforman extensiones de grado 2 que contienen a las raices. En concordancia con la
ultima proposicion la tnica diferencia entre ambos se reduce a un cambio de nombre en
las raices, ¢ por £7.

Nota: Siempre podemos dar a las raices los nombres que nos apetezca, pero el ejemplo
anterior no debe hacernos pensar que podemos imponer junto con esos nombres una
estructura algebraica a nuestro arbitrio. Por ejemplo, el cuerpo de descomposicién de
2?2 4+ 1 sobre Fy no es Fy[i] con i definido como antes, porque 2% + 1 = (z + 1)? en Fy[z]
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y por tanto el cuerpo de descomposicién es el propio Fy. De hecho Fy[i] no es un cuerpo
si nos empenamos en que i sea algo distinto de 1 que tenga la propiedad > = —1, ya
que (i — 1)(i — 1) = 0 implicarfa ¢ = 1 en un dominio de integridad.

Aparentemente, lo que pedimos a una extensiéon para que sea normal es mucho mas
restrictivo que lo que exigimos en la definicion de cuerpo de descomposicién, ya que una
extension normal debe contener los cuerpos de descomposiciéon de “muchos” polinomios.
Pero el siguiente resultado nos da en el caso finito (el unico de interés en este curso) las
dos definiciones al precio de una:

Proposicién 3.1.3 Una extension L/K es normal y finita si y sdlo si L es el cuerpo
de descomposicion de un polinomio de K|x].

Demostracion: Distingamos cada una de las implicaciones. Como siempre, comen-
zamos con lo més facil:

=) Sea L = K(o,9,...,0,) ysea P=Py - Pyp----- P, donde P; es el polinomio
minimo de «; sobre K. Como L/K es normal, cada P; se descompone en factores lineales
en L[x] y lo mismo ocurre con P, por tanto L contiene al cuerpo de descomposicién de
P y como L esta generado por la raices de P, coincide con él.

<) Sea L el cuerpo de descomposicién de @) € K[z]. Basta demostrar que si a 'y 3
son raices de un polinomio ménico irreducible en K[z], entonces a € L = € L.

Por la Proposicién 2.2.5 (empleada como en la demostracién de la proposicién ante-
rior) existe un K-isomorfismo i : K(a) — K (). Por otra parte, L(«) es un cuerpo de
descomposicion de @ € K(a)[z] y también L(J3) puede considerarse como otro cuerpo de
descomposicién teniendo en cuenta el monomorfismo K (a)— K (S) < L(3). Asi pues,
por la proposicién anterior, los cuerpos L(«) y L(() son isomorfos como extensiones de
K(«a). En definitiva, si a € L, se tiene

| = [L(a): L] = [L(a) : K[(LOZ:)][[(I]((&) K] [LB) K[éoi)][[(f]((a) K] L(3): L] = 1.

es decir, § € L. Por tanto L/K es normal (la finitud es inmediata porque cada raiz de
@ estd en una extensién de grado menor o igual que 0Q)). O

Ejemplo. La extensién Q(v/2,v/3)/Q es normal porque Q(v/2,v/3) es el cuerpo de
descomposicién de P = (2% — 2)(2* — 3) sobre Q.

Ejemplo. La extensién Q(+v/2)/Q no es normal porque sélo una de las raices de
23 — 2 estd en Q(v/2), las otras son niimeros complejos. Sin embargo la extensién
Q(v/2,V7)/Q(¥/2) st es normal porque Q(3/2,v/7) es el cuerpo de descomposicién de
2% — 7 sobre Q(v/2).

Ejemplo. La extensién Q(e?™/™)/Q es normal porque Q(e*™/™)

composicién de x™ — 1 sobre Q.

es el cuerpo de des-
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Entre los cuerpos de descomposicion vamos a senalar un caso especial que segui-
damente veremos que es general en el universo de los cuerpos finitos. Histéricamente
aparecieron por vez primera en uno de los trabajos del propio Galois bajo el epigrafe
Sur la théorie des nombres [Gall.

Definicién: Si ¢ = p" donde p es primo y n € Z", se denota con F, (o con GF,) y se
llama a veces cuerpo de Galois, al cuerpo de descomposicién de x? — x sobre [F).

Ejemplo. Fy es, salvo isomorfismos, el cuerpo L = {0, 1, «, 5} descrito anteriormente
porque ZL‘4 —x= x(x + 1) (2?2 +x +1).

Ejemplo. Fg es, salvo isomorfismos, el cuerpo L = Fs[i], también considerado ante-
riormente, porque tras la factorizacién:

2 —r=z(x-1)(z-2)("+1)((x+1)*+1)((x - 1)>+1)
se sigue que todas las raices estan en L.

Parece una gran casualidad estas coincidencias de cuerpos, pero ya deberiamos estar
acostumbrados a que en Matematicas las grandes casualidades suelen ser en realidad
teoremas, pequenas verdades universales veladas a nuestros ojos. La sorpresa es que
los cuerpos de descomposicién sobre F,, y de hecho todos los cuerpos finitos, son lo
mismo que (isomorfos a) algin F,. Con este resultado que probaremos a continuacion,
los F, que se ocultaban humildemente bajo su apariencia de caso particular, adquieren
un puesto de palco en la teoria de cuerpos. Todavia suben més alto teniendo en cuenta
su importancia en las aplicaciones. Por ejemplo parte de la teoria de codigos (si, la que
hace funcionar los discos compactos) vive de los cuerpos finitos y hasta la prueba del
ultimo teorema de Fermat requiere entenderlos bien. En este curso, sin embargo, no les
daremos una importancia especial prefiriendo centrarnos en ejemplos mas familiares y
completos que viven dentro del reino de los nimeros complejos (la teoria de Galois es
muy facil en cuerpos finitos). Tal felonia, requiere al menos unas lineas en letra pequena.

Un byte es una lista ordenada de 8 bits, es decir, de ocho ceros y unos. Al transmitir un conjunto
de bytes, un fichero, para tener alguna certeza de que no ha habido errores podemos anadir un byte de
paridad que no contiene informacién adicional pero fuerza a que en nuestro conjunto de bytes haya un

ndimero par de unos en el primer bit, y en el segundo, ... y asi hasta el octavo.
bytel [1]0]JO0JO0]1]0]0]1 byte de paridad | 1 [1]0]1]1]1]0]0]
byte2 |1 |1 |1 |1|1]1(0]0
byte3 |1 0|1 (010|001 n"totaldeunos|4|2|2|2|4|2|0|2|

Podemos identificar los ceros y unos de los bits con los elementos de Fy. En seguida veremos que
Fa56/F2 es una extensién de grado 8, por tanto Fase es un espacio vectorial de dimensién 8 sobre Fy

y cada uno de sus elementos corresponde a un vector (by,bs,...,bg) con b; € Fa, esto es, a un byte,
y la suma en Fa56 corresponde a la suma coordenada a coordenada mdédulo 2. Asi pues, si el fichero
(con su byte de paridad) estd representado en Fas6 por ag,as,...,an, se debe cumplir Y «; = 0 si

no hay errores. Hasta aqui toda esta terminologia son ganas de complicar las cosas. Idealmente, si
hubiera algtn error de transmisién nos gustaria que se reparase automatica e inmediatamente, sin tener
que transmitir de nuevo el fichero. Con este fin, fijamos de antemano N elementos distintos no nulos,
Bi,..., 8N € Fase (suponemos N < 256) y ponemos ahora dos bytes de paridad any—_1 y ay elegidos
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de manera que se cumpla Y a; =0y > f;a; = 0. Si un solo byte a; se hubiera modificado durante
la transmisién pasando a «; + 7 entonces lo notarfamos porque el valor de Y a; seria v # 0, mientras
que el de > B;a; serfa B;7. Por tanto §; = )" S/ Y o;. Como los §; son distintos, §; corresponde a
un solo byte, al j-ésimo, y podriamos detectar el error y corregirlo (simplemente restando a este byte

V=2 o).

Complicando las cosas se pueden detectar y corregir mas posibles errores siempre a costa de anadir
algunos bytes de sobra. Mds informacién sobre el tema (o, més bien, alguna informacién sobre el tema)
se puede encontrar por ejemplo en [Ak] y [Ga] y por supuesto en el curso de Teoria de Cddigos y
Criptografia. Como curiosidad, un CD recién sacado de su envoltorio de regalo puede tener medio
millén de errores. Tan asombroso o méas que la existencia de algoritmos eficientes para eliminarlos es
que la tecnologia haya sido capaz de hacer que operen en tiempo real, manejando cantidades ingentes
de informacién por segundo.

Teorema 3.1.4 Sea L un cuerpo finito, entonces es isomorfo a F,, ¢ = p", donde p es
la caracteristica de L, n = [L : F,] y q es el cardinal de L. Ademds L/F, es normal.

Demostracion: Notemos antes de comenzar que la caracteristica de un cuerpo, si no es nula, es un

extensién. Sea n = [L : Fp]. Una vez fijada una base {a1,...,a,}, todo elemento de L se escribe
de forma tnica como A1 + -+ + Ay, con A; € Fy, por tanto |L| = p™ = ¢. El orden del grupo
multiplicativo L — {0} es ¢ — 1 y consecuentemente, por el teorema de Lagrange, 9~ — 1 = 0 para todo
x € L — {0}. As{ pues todos los elementos de L son raices de P = x? — z. Por otra parte, el nimero
de raices de un polinomio no puede superar a su grado. Como 9P = g = |L|, se sigue necesariamente
que P se descompone en factores lineales en L y que L es su cuerpo de descomposicién (en particular
normal sobre [F,), por tanto es isomorfo a Fy. O

Observacion: Del teorema se sigue que F, y todos los cuerpos finitos isomorfos a él
tienen ¢ = p™ elementos. Asi hay cuerpos con 16, 17 y 19 elementos pero no con 18 o 20.

Ejemplo. El cuerpo de descomposicién de 22 + 2z + 1 € Fs[x] es isomorfo a Fio5.

El polinomio z3 + 2z + 1 € Fs[x] es irreducible (no tiene raices en Fy). Sea o una raiz
en el cuerpo de descomposicién, entonces F5(a) es un cuerpo finito (ya que F5(«)/F5 es
una extension finita). Por el teorema anterior F5()/F5 es normal y por tanto z3+2x+1
se descompone en factores lineales en F5(«), que es su cuerpo de descomposicién. Como
F5(a) tiene caracteristica 5 y [F5(a) : F5] = 3, segin el teorema es isomorfo a Fss.

Ejemplo. Estudiar si el polinomio P = 2* + z + 1 es irreducible en Fy[z] y hallar el
grado de su cuerpo de descomposicién sobre Fy.

El polinomio P no tiene raices en Fy ni tampoco es divisible por 2% + = + 1, que
es el tnico polinomio en Fy[z] de grado dos irreducible, por tanto P es irreducible en
Fy[x] y procediendo como en el ejemplo anterior su cuerpo de descomposicién sobre Fo
es isomorfo a Fys. Como [Fas : Fo2| = [Fga : Fy]/[Fge : Fy] = 4/2; el grado buscado es 2.
Si P fuera irreducible en F, entonces el cuerpo de descomposiciéon de P tendria al menos
grado 4 sobre Fy y por tanto 8 sobre Fy, lo que contradice que sea isomorfo a Foa.
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Pasemos ahora a estudiar la segunda condicién técnica a la que nos referimos al
comienzo de la secciéon, relacionada con la existencia de raices multiples de polinomios
irreducibles. Para ahorrar en papel, tinta y analgésicos, practicamente aqui nos limita-
remos a probar que en casi todas las extensiones que podemos imaginar la condicién que
solicitamos se cumple. (Para un anédlisis breve més profundo, véase [Ka| p. 55-59).

El concepto béasico esta recogido en la siguiente definicion. Para no sobrecargar de-
masiado la terminologia nos limitaremos a polinomios irreducibles.

Definicién: Se dice que un polinomio irreducible P € K[z es separable sobre K si no
tiene raices miltiples (en su cuerpo de descomposicién). Si L/K es una extension alge-
braica, se dice que a € L es separable sobre K si su polinomio minimo lo es. Finalmente,
se dice que la propia extension L/K es separable si todo o € L lo es sobre K. En caso
de que un polinomio, elemento o extension no sea separable, se dice que es inseparable.

Antes de nada, veamos un resultado auxiliar que a primera vista parece implicar que
no existen polinomios inseparables.

Lema 3.1.5 Dado P = a,2" +a, 12" '+ -+ a1x +ag € K|z] irreducible, entonces P
es inseparable si y sélo si el polinomio P' = na,x™ ' + (n— 1)an,1xn_2 4+ 2a9x+aq,
llamado derivada formal de P, es el polinomio nulo.

Nota: La denominacién tiquismiquis de P’ como derivada formal en vez de simple-
mente derivada es inofensiva y sélo intenta recordarnos que en muchos cuerpos, por
ejemplo en F,, no tiene sentido el concepto usual de limite ni por tanto la definicién
usual de derivada. La definicién de P’ es simplemente formal, aunque comparta las pro-
piedades algebraicas (por ejemplo la férmula para derivar un producto) con la de toda
la vida de Calculo I.

Demostracion: Distinguimos las dos implicaciones:

=) Si P es inseparable, existe o en el cuerpo de descomposicién tal que (z — a)?| P
y se tiene P = (z — a)?Q, y de aqui P’ = 2(z — a)Q + (v — «)?Q’. Por tanto z — «
divide a R = med(P, P’) € K|x]. Si P' # 0 entonces R es un polinomio no constante
con OR < OP que divide a P, lo que contradice la irreducibilidad.

<) Si P fuera separable P = k(x—oq)(x—a2) ... (x—a,) con o; # «a; perteneciendo
al cuerpo de descomposicién de P sobre K. Entonces P’ = > " P, donde Pi(x) =
P(z)/(x — ;). Como z — ay | P, para 2 < i <ny x—ay /P, (porque oy no coincide con
ninguna otra raiz) se tiene que z — ay [P’ lo cual contradice P’ = 0. O

Una consecuencia inmediata es la imposibilidad de encontrar ejemplos de extensiones
inseparables con ntimeros normales y corrientes.

Proposicién 3.1.6 Si K es un cuerpo de caracteristica cero, todo polinomio irreducible
en Klx| es separable. En particular cualquier extension algebraica L/K con K C C es
separable.
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Demostracion: Por el lema anterior, para que P = a,2" + ...a1x + a9 € K|x]
sea inseparable, ja; = 0, 1 < j < n. Por estar en un cuerpo de caracteristica cero,

Nuestras sospechas se centran ahora sobre [F),, pero tampoco allf es posible encontrar
ejemplos inseparables.

Proposicién 3.1.7 Si K es un cuerpo finito, todo polinomio irreducible en Klx]| es
separable. En particular cualquier extension algebraica L/F, es separable.

Demostracion: Es facil ver que si L/M y M /K son extensiones algebraicas, L /K separable impli-
ca L/M separable (ejercicio). Asi que, después del teorema de clasificacién de cuerpos finitos (Teore-
ma 3.1.4), basta considerar el caso K = TF,,.

Segtin el lema, los tinicos polinomios inseparables deberdn ser de la forma P = a,,,@"P+ - -+ag,x?P +
apz? + ag. Por el pequetio teorema de Fermat, a? = a para todo a € F,,. Ademds (A + B)P = AP 4+ B?
para A, B € F,[z], ya que los coeficientes binémicos () son divisibles por p para 0 < k < p (ejercicio).

Por tanto
P = (appa™)? + -+ (a2px2)p + (apx)? + ah = (anpx" 4+t a2px2 + apx + ao)p,
y se concluye que P no es irreducible. O

La pregunta natural es qué diantres puede ser una extensién no separable, no vaya
a ser que estemos introduciendo un nuevo nombre para el conjunto vacio.

Ejemplo. La extensién Fo(t)/Fo(t?) (donde ¢ es una variable) es inseparable, porque
el polinomio minimo de ¢ sobre Fy(#?) es 2 —t2 € Fy(t?)[z] que se descompone en Fy(t)[z]
como (x — t)2.

Para terminar esta ya larga seccion, estableceremos que las extensiones separables,
esto es, todas las que apareceran en este curso excluyendo el ejemplo anterior, tienen
una insospechada propiedad que ya anunciamos en el segundo capitulo.

Teorema 3.1.8 (Teorema del elemento primitivo) Toda extension separable finita
es stmple.

Demostracion: Separamos primero el caso en que los cuerpos de la extension son finitos. Por el
Teorema 3.1.4 nos podemos restringir a la extensién F, /F,, (ejercicio). Si ¢ = p™, escojamos un polinomio
moénico irreducible P € Fy[z] de grado n, tal polinomio existe porque en otro caso cada elemento de F,
estarfa en algin F,m con m|n (ejercicio), lo cual es imposible porque p + p® + -+ +p"~1 < p". Si v es
una raiz de P, [F,(«) : F,] = n y segin el Teorema 3.1.4 (véase también el ejemplo posterior) se tiene
que Fp(a) es igual (isomorfo) a Fy.

Supongamos ahora que los cuerpos que participan en la extension tienen infinitos elementos. Todo
lo que hay que probar es que toda extensién K («, 8)/K con a 'y S algebraicos sobre K es simple, porque
de ahi, iterando, se deduce que cualquier extensién finita K (a1, as,...,a,)/K es simple.

Sean @ y P los polinomios minimos de « y 8 respectivamente. Digamos que sus raices en el cuerpo
de descomposicién de QP son o = s1,82...,8,m, v 8 =11,T2,...,7. Sea v =k —a donde k € K es no
nulo y distinto de todos los elementos de la forma (s; — a)/(r; — 5), 1 <i<m, 1 < j <[, como K es
infinito es posible esta eleccién. Consideremos el polinomio R € K[v][z] con R(x) = Q(kx — ~). Nétese
que 8 es raiz de P y R, y ademds ninguna de las otras raices de P lo es de R (porque la eleccién de k
implica kr; — v # s;). Asi pues med(P, R) € K (v)[z] tiene como tnica raiz a 8 y por la separabilidad
esta rafz es simple en P. Por tanto este mdximo comun divisor es « — 8. De la pertenencia a K (7)|x]
se deduce 8 € K(v) y de aqui a = k8 — v € K(y) concluyéndose K(«, 8) = K(v). O
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3.2. El grupo de Galois

La estética que anima el edificio de las Matemadticas muchas veces no es otra cosa que
una arquitectura de las simetrias, y dentro de las estructuras algebraicas, la de grupo es
la que més comunmente se asocia con la idea de simetria. El propio concepto de grupo
nacié (al tiempo que la teoria de Galois) a partir del estudio de las simetrias de las
funciones al intercambiar sus variables.

En muchos contextos la representacion a través de un grupo es una manera til
de distinguir o incluso caracterizar objetos matematicos. Una de las manifestaciones
més conocidas de este hecho es el llamado Erlanger Programm (véase [Kl]), basado en
una conferencia que dio F. Klein en la Universidad de Erlangen en 1872, que postula
que las diferentes geometrias se deben definir y clasificar por medio de los grupos de
transformaciones que admiten. Como ya hemos anunciado, el objetivo de la teoria de
Galois (materializado en la préxima seccion) se encuadra también dentro de esquemas
similares, siendo caracterizar la estructura de ciertas extensiones por medio de un grupo
de simetrias. Antes de entrar en las puras definiciones, dejémonos cautivar por unos
ejemplos bobos que pueden arrojar alguna luz y darnos no sélo coraje sino también
ganas de continuar.

Pensemos en cualquier identidad involucrando las operaciones elementales (suma,
resta, multiplicacién y divisién) dentro del cuerpo de los niimeros complejos. Por ejemplo:
243

2= T (30) — (1049

Si en todos los sitios cambiamos ¢ por —i, la igualdad sigue siendo valida. Més adelan-
te expresaremos esto diciendo que la conjugacion estd en el grupo de Galois de C/R,
un grupo que engloba todas las posibles simetrias. Podemos representar que el primer
miembro es un numero real, porque queda invariante por la conjugacion.

Si escribimos ahora una identidad en Q(v/2,/3), por ejemplo:

(14+V2+V3)? =2V3 - (V2+V3)? =1+2V?2,

esta vez tenemos dos conjugaciones reales. Todas las formas de elegir los signos en
V2 = +£V2 y V3 — ++v/3, dan lugar a simetrias (invariancias) de esta identidad o de
cualquier otra en Q(v/2,v/3). Podriamos decir que el segundo miembro estd en Q(v/2)
porque es invariante por las simetrias que cambian de signo v/3.

Por tltimo, analicemos la situacién con una identidad en Q(+/2). Por ejemplo:

1
— V2 =-1.

1+ V2 + (V2)?

No est4 claro cudl es la conjugacién en Q(+/2). De hecho probaremos que no hay simetrias
dentro de Q(+v/2) y diremos que el grupo de Galois de Q(+v/2)/Q es trivial. La razén de
este fracaso (una extension no trivial tienen grupo trivial) es que Q(+/2)/Q no es normal,
y lo podemos transformar en un éxito sin més que ampliarla a una extensién normal que

la contenga, como Q(+/2,1/—3)/Q, donde vive la simetria v/2 + (—1 + /—3)v/2/2.
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Vayamos a las definiciones que sintetizan estas ideas. Los automorfismos seran los
objetos matematicos que representen las simetrias.

Definicién: Dada una extensién L/K, se dice que o : L — L es un K-automorfismo
si es un automorfismo que deja fijos los elementos de K (en rigor, sus imagenes en L).
Al conjunto formado por todos los K-automorfismos se le llama grupo de Galois de la
extension y lo representaremos con G(L/K).

Definicién: Dado un subgrupo H de G(L/K),sediceque {x € L : o(z) =x, Vo € H}
es el subcuerpo fijo por H y lo denotaremos con H'.

Con estas definiciones nos hemos adelantado a la estructura algebraica que tienen
estos objetos. Para que sean definiciones coherentes necesitamos el siguiente resultado
bésico y sencillo que probaremos s6lo por romper el hielo.

Proposicién 3.2.1 G(L/K) es un grupo con la composicion de automorfismos, y si H
es un subgrupo de G(L/K), entonces H' es un subcuerpo de L que contiene a K (en
rigor a su imagen en L ).

Demostracion: La composicion es cerrada porque si o y 7 son K-automorfismos, es
decir, dejan fijo K, entonces o o 7 (que abreviaremos con o7) también deja fijo K. El
resto de las propiedades de grupo son consecuencia de las propiedades de la composicion
de funciones.

Siz,y € H', paratodo o € H' se tiene o(z) =z y o(y) = y, entonces o(z+y) = z+y
y por tanto x +y € H'. Lo mismo se haria con el resto de las operaciones. O

La accion del grupo de Galois preserva el conjunto de raices de polinomios en el
siguiente sentido:

Proposicién 3.2.2 Sea L/K y P € K[z|. Si « € L es una raiz de P, entonces o(«)
con o € G(L/K) también lo es.

Observacién: Esto implica que cada o € G(L/K) induce una permutacién actuando
sobre el conjunto {ay, s, ..., a,} de raices distintas de P en L. (Notese que o(a;) =
o(aj) = o(a; — ;) =0 = «a; = «;). Lo cual estd relacionado con la forma en
que aparecié el grupo de Galois histéricamente como subgrupo de permutaciones [Gal],
[Ed], porque en tiempos de Galois no existian los K-automorfismos. También sugiere
la naturalidad de las condiciones de normalidad y separabilidad que exigiremos més
adelante para que el grupo de Galois represente bien la extension. Si la extensién no es
normal, faltaran raices de algunos polinomios y nos perderemos algunos automorfismos,
y si no es separable la coincidencia entre raices provocara que los automorfismos se
repitan.

Demostracién: P(a) =0 = o(P(a)) =0 = P(o(a)) =0. 0

Antes de ahogarnos en un mar de ideas intuitivas sostenidas por un par de definiciones
y proposiciones, agarrémonos a la tabla salvadora de algunos ejemplos que concreten lo
dicho al comienzo de la seccién.
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Ejemplo. G(C/R) = {Id, conj} = Z,, donde conj(z) = Z es la conjugaciéon compleja.

Se tiene C = R(7) y como i y —i son las raices de 2> + 1 € R[z], los tinicos posibles
automorfismos son a + ib — a +ib y a + ib — a — ib. El primero es la identidad y
el segundo la conjugacion. Este ultimo es un R-automorfismo porque deja fijos a los
reales, es biyectivo (es su propia inverso) y satisface las propiedades de homomorfismo
CFw=z+w,zw=zwy1l=1).Si H=G(C/R) se tiene H =R.

Ejemplo. g(@(\/i, \/3)/@) = {Id, 01, 09,0109} = Zy X Zs donde o7 y o son los Q-
automorfismos verificando 01(\/5) = —/2, 01(\/5) =3, 02(\/5) =2, 0'2(\/5) = —/3.

Cada elemento de @(\/ﬁ, \/3) se puede escribir de forma Unica como x + y\/i con
z,y € Q(v/3). La aplicacién oy (z +yv/2) = 2 —yv/2 es un Q-automorfismo por la misma
razén que lo es la conjugacion compleja (es biyectiva, fija Q y respeta las operaciones).
Anélogamente, también se puede escribir cada elemento de Q(v/2,v/3) de forma tnica
como z + V3 con z,y € Q(v/2), y se deduce que oy(x + yv3) =  — yv/3 es un Q-
automorfismo. Esto prueba que {Id, o1, 09,0102} C Q(@(\/ﬁ, \/3)/(@) No puede haber
mas Q-automorfismos en G (Q(\/ﬁ, V3)/ (@) porque segun la tltima proposicién aplicada
a los polinomios 22 — 2 y 2% — 3, cualquier elemento del grupo de Galois sélo puede
modificar el signo de v/2 y v/3, que generan la extensién y las cuatro combinaciones de
signos quedan cubiertas por los automorfismos ya enumerados.

Al ser {1,v/2,v/3,v2/3} una base de la extensién Q(v/2,v/3)/Q,
L= {a+b\/§+0\/§+d\/§\/§ s a,bc,d e Q}

y para H = {Id, 0105} se tiene H' = {a + dv2V/3 : a,d € Q} = (/@(\/6) De la misma
forma, {Id, o1} = Q(v/3), {Id, 02} = Q(v2) y (g(Q(\/z \/3)/(@)) =Q

Ejemplo. g(@<€,/§> / Q) = {Id} porque un Q-automorfismo no trivial deberfa aplicar
V2 (que genera la extension) en alguna de las otras dos raices de 2 — 2, y ninguna de

ellas estd en Q(v/2). Obviamente (G (Q(\S/ﬁ)/@)), = {Id} = Q(V/2).

Hay una sencilla relacién entre el grado de los subcuerpos fijos y el orden de los
subgrupos que los fijan. Su prueba pasa por un curioso lema auxiliar que trata los
automorfismos como si fueran vectores.

Lema 3.2.3 Sean 01,09,...,0, € G(L/K) automorfismos distintos, entonces el conjun-
to {o1,09,...,0.} es linealmente independiente sobre L. Es decir, si A\j,Aa, ..., \r € L
no son simultdneamente nulos entonces A\1oq1 + Aooy+ - - -+ N0, no es la funcion idénti-
camente nula en L.

Demostracion: Procedemos por reduccién al absurdo. Sea n el menor nimero de
coeficientes \; no nulos que participan en una combinacién lineal que produce la funcién
nula. Renombrando los automorfismos podemos suponer que son A\, Ao, ..., \,. Esto es,

(3.1) Aor(a) + Aog(a) + -+ Aop(a) =0 Ya e L
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para ciertos A; # 0. Como « es arbitrario lo podemos sustituir por o5 donde 3 € L se
escogera a continuacion, por tanto

Aor(a)or(B) + Aaoa(a)oa(B) + - - - + Aon(a)o,(8) =0 Va € L.

Elijamos (5 tal que o1(8) # 0.(8), esto es posible porque oy y o, son distintos. Multi-
plicando (3.1) por ,(8) y restandole la igualdad anterior, se tiene

1o1(a) + Nyoa(a) + -+ N, _jo,1(a) =0 VaelL

con A} # 0, pero esto contradice que hubiéramos tomado la combinacién lineal més
corta. O

Proposicién 3.2.4 Sea H un subgrupo finito de G(L/K). St H' es el subcuerpo fijo por
los automorfismos de H, entonces
[L: K]

]

[L:H'|=1|H|. Y [H : K] =

Demostracion: Obviamente la segunda igualdad se sigue de la primera por la Propo-
sicién 2.2.2. Sea {«1, as, ..., .} una base de L/H', sea H = {01, 09,...,0,} (por tanto
r=[L:H'yn=|H|)y seala matriz A € M,,(L) cuyas columnas son ¢;(c) donde
a@ € L" es el vector cuya i-ésima coordenada es a; y los automorfismos o; actian de la
manera obvia coordenada a coordenada. Estas columnas son linealmente independientes
por el lema anterior (ya que {aj,as,...,a,} es una base y 3 \0;(d) = 0 implicarfa
> Ajoj(z) = 0 para todo = € L). Queremos demostrar demostrar r = n, es decir, que
la matriz A es cuadrada. Procedemos por reduccion al absurdo.

Si 7 < n entonces rg(A) < r, lo que contradice que las n columnas de A sean
linealmente independientes.

Sir > n entonces rg(A) = n y las r filas de A deben ser linealmente dependientes. Por
tanto existe ¥ € L"—{0} con 0;(@)-Z = 0 para todo j. Si z, es una coordenada no nula de
Z, por el lema anterior se puede elegir ¢ tal que o1 +09+- - -4 0, aplicado a tz, sea no nulo
(ya que no es la aplicacién nula). En particular, el vector ¢ = o1 (tZ)+09(tZ)+- - -+ 0, (t%)
es no nulo. Ademds v € (H')" porque ¢(v) = ¢ para 0 € H (ya que la suma es en todos
los elementos de H). Aplicando aj_l a 0;(d) - t¥ = 0, debe cumplirse @ - o; ' (t¥) = 0,
1 < j < n,estoes, @-o(tf) = 0 para todo 0 € H. En particular @ - 7 = 0, lo que
contradice que las coordenadas de @ conformen una base de L sobre H’'. O

Sélo por el placer de ver funcionar los engranajes de los teoremas, comprobemos la
primera igualdad de la proposicion anterior en nuestra exigua coleccion de grupos de
Galois.

Ejemplo. Si H = G(C/R) = {Id, conj}, se tiene [C: H'] = [C: R] =2 = |H]|.

Ejemplo. Si H = {Id, 0102} C G(Q(v2,v/3)/Q), donde se ha usado la notacién de
un ejemplo anterior, se tiene H' = Q(v/6) v [Q(v/2,v3) : H'] =2 = |H|.
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E|]jer|nplo. Si H = G(Q(V2)/Q) = {1d}, se tiene [Q(V2) : H'] = [Q(V2) : Q(/2)] =
1 =|H|

Los pocos ejemplos que hemos visto de grupos de Galois, se resisten a grandes gene-
ralizaciones. Vaya por delante que incluso cuando se utilizan ordenadores para calcular
grupos de Galois, los grados y las formas de presentar las extensiones estan seriamente
limitados. Una ambicién razonable es no tener que comprobar con todo cuidado que los
presumibles K-automorfismos lo son realmente, y disponer de alguna férmula con la que
sepamos cuantos K-automorfismos tenemos que buscar. Todas estas aspiraciones se con-
siguen bajo hipotesis de finitud, normalidad y separabilidad, gracias a una propiedad de
extension de isomorfismos. Mas importante que el resultado en si son las consecuencias,
que practicamente constituyen la primera mitad del teorema fundamental de la teoria
de Galois que enunciaremos en la préxima seccion.

Proposicién 3.2.5 Sea L/K normal y finita y sean M; y My dos subcuerpos de L
conformando extensiones de K. Si i : My — My es un isomorfismo que deja fijos los
elementos de K (en rigor de su imagen en L), entonces eziste o € G(L/K) tal que
restringido a My coincide con 1.

Demostracion: Como [L : Mj] < oo, basta aplicar repetidas veces que si @ € L
entonces se puede extender a un K-isomorfismo i : M; (o) — Ms(3) con cierto § € L.
El resto de la demostracién se dedica a construir 7.

Sea P el polinomio minimo de a sobre K y sea P; el polinomio minimo sobre Mj,
obviamente P;|P. Podemos suponer que 0P, > 1 (en otro caso tomariamos ¢ = ). Sea
P, = i(P) (i actia sobre los coeficientes). P, es moénico e irreducible y divide a P,
porque P =P, - Q1 = P =i(P) =i(P)-i(Q1). Como L/K es normal, todas las raices
de P, y por tanto también las de P,, estdn en L. Sea 8 € L con P»(f) = 0, por la
Proposicién 2.2.5 se tienen isomorfismos

i My(a) — My[z]/(P), i Ma(B) — Malz]/(Ry).

Por otra parte, i induce un isomorfismo i3 : M;[x]/(P) — My[x]/(P,), asi pues basta
tomar i = i, ' 013 014;. Por construccién los elementos de K quedan fijos por i. O

Corolario 3.2.6 Sea L/K normal y finita. Si P es un polinomio irreducible y o, f € L
son raices de P, entonces existe 0 € G(L/K) con o(a) = .

Demostracion: Basta aplicar la proposicién tomando M; = K(«a), My = K(§) y el
isomorfismo i : M; — M de la Proposicion 2.2.5. O

Corolario 3.2.7 Si L/K es normal, finita y separable, |G(L/K)| = [L : K].

Demostracion: Tomando H = G(L/K) en la Proposicién 3.2.4 se sigue [L : K| >
L : H'| = |G(L/K)|. Si fuera [L : K] > |G(L/K)|, necesariamente existirfa a €
(G(L/K ))/ — K. Al ser la extensién normal y separable, el polinomio minimo de «a
sobre K factoriza totalmente en L[x] y tiene raices distintas en L. Por el corolario ante-

rior existe un elemento de G(L/K) que no fija a «, que lo envia a otra de las raices, lo
que contradice o € (Q(L/K))/. O
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Ahora veamos ejemplos y mas ejemplos, en multitud tan abigarrada que invadiran
la siguiente seccién.

Nota: Al hallar grupos de Galois, para asegurar la normalidad, muchas veces se
presentan los cuerpos como cuerpos de descomposicion de un polinomio. De hecho es
comun usar la expresién grupo de Galois de P € K|x] para referirse a G(L/K) con L el
cuerpo de descomposicién de P sobre K, aunque aqui preferimos evitar esta notacion.

Ejemplo. Hallar G(Q(¢)/Q) donde ¢ = e*™/5,
Como la extension es simple y generada por (, cadac € G (Q(C )/ Q) est4 determinado

por el valor en el que aplica (. Las raices del polinomio ciclotémico z* 4+ 23 4+ 22 + 2 + 1
son ¢, €%, 3y ¢* asf pues, Q(C) es su cuerpo de descomposicién y el Corolario 3.2.6
implica que existen Q-automorfismos o1, 09, 03 ¥ 04 tales que 01(¢) = ¢, 02(¢) = (3,
03(¢) = 3, 04(¢) = ¢*. Con lo cual se tiene {1, 02,03,04} C G(Q(¢)/Q). Y la igualdad
se da por el Corolario 3.2.7 (porque [Q({) : Q] = 4). Nétese que o7 =Id y que o9 genera
al resto de los automorfismos, ya que

03(C) = 02(02(C)) = (*)* = 0u(Q) ¥ 03(¢) = 02(03(¢)) = (¢')? = ¢ = 03(¢).
Por consiguiente G(Q(¢)/Q) =2 Zy.

No es dificil generalizar este ejemplo reemplazando 5 por cualquier primo.

Ejemplo. Si ¢ = €?>™/? con p primo, entonces G(Q(¢)/Q) = {01, lop T ap_l} donde
oj: ¢ — ¢?. Ademds G(Q(¢)/Q) es isomorfo al grupo (multiplicativo) de unidades de Z,.
(aunque no lo haremos aqui, se puede probar que este grupo es siempre isomorfo a Z,_;).

Como antes, Q(C) es el cuerpo de descomposicién del polinomio ciclotémico P =
2Pl 4 P2+ ..+ 1= (2 —1)/(z — 1). Como P es irreducible y tiene a ¢ como raiz,
Q() : @] = p— 1, por tanto [G(Q()/Q)| = p— 1. Por otra parte o; € G(Q(C)/Q).
gracias al Corolario 3.2.6 y se tiene G(Q(¢)/Q) = {01,02,...,0,_1}.

El isomorfismo ¢ : G(Q(¢)/Q) — Z, donde Z, son las unidades de Z,, viene dado
simplemente por ¢(o;) = j. Se reduce a un cdlculo comprobar que ¢(0;0;) = ¢(0:)¢(0;),
y su inversa es simplemente j o; para 0 < j <p.

Ejemplo. En Q(¢)/Q con ¢ = €**/7 hallar el cuerpo fijo H' =< oy >’ y su grado
sobre Q. (Empleamos la notacién anterior, esto es, o : ¢ = ¢?).

Al ser B = {1,¢, (2 ¢3,¢* ¢°} una base de la extensién (Proposicién 2.2.4) todo

x € Q(C) se puede expresar como r = Z?:o A\;¢?7 con )\; € Q. Entonces la condicién

x = o9(x) necesaria y suficiente para que x € H', es
= Ao+ AC 4 At 4 A+ AP+ A5
= X0+ M+ M+ A+ Mt + X3P
= (Mo—A3) + A= 23)C+ (M = X))+ (A5 = A3) P+ (A — A3)Ct = X3P
donde se ha empleado (8 =(, (0= y (¢ =—-1—-(—-¢*— -~ ¢ (recuérdese el

polinomio ciclotémico). Igualando coordenadas con respecto a la base B, se tiene:

A=X—As, A=M—A3, de=A—A3, A3=As—A3, M =X—A3, A =-As
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En definitiva, A3 = A5 = 0, A\; = Ay = Ay, 0 escrito de otra forma, x = a +b(¢ + 2+ ¢*).
Esto prueba H' = Q(¢ + ¢? + ¢*). El orden de oy es 3, y segtin la Proposicién 3.2.4, el
grado de la extensién es [H': Q] = 6/|H| = 2.

Observacién: Una forma més breve de calcular H' en el problema anterior pasa por
notar que para cualquier z € Q(¢) se cumple u = x + 09(z) + o3(x) € H' porque
02(u) = u (utilizamos que o tiene orden 3). Tomando x = ( se obtiene (+(?+(* € H'.
Ademés ¢ + (? + ¢* ¢ Q porque o3 no lo deja invariante, y [H’ : Q] = 2 implica
H' = Q(¢+¢%+¢*). Este truco de forzar las simetrfas haciendo actuar todos los elementos
de un grupo ya aparecio en la demostracion de la Proposicion 3.2.4 y se muestra también
en diferentes versiones en areas alejadas del tema que nos ocupa, por ejemplo es andlogo
al método de las imagenes introducido por Lord Kelvin para resolver algunas ecuaciones
en derivadas parciales provinientes de problemas fisicos. Histéricamente fue Gauss el
primero en calcular subcuerpos fijos en Q(e?™/?) de esta forma, antes de que existiera
la teoria de Galois y el propio Galois (un lector avezado podria tratar de interpretar
en nuestro lenguaje los ejemplos de [Gau| Art. 353, 354). A pesar de que nos permitiria
reducir algunos calculos, no sistematizaremos el método en este curso.

La sencillez del célculo del grupo de Galois en los tres ejemplos anteriores se debe
a que el cuerpo de descomposicion del polinomio ciclotomico esta generado por una de
sus raices. Todavia podemos encontrar ejemplos sencillos saliéndonos de esta situacion.

Ejemplo. Hallar el grupo de Galois del cuerpo de descomposicién de P = x® — 2
sobre Q.

Las raices de P son v/2, w+v/2, w?v/2, donde w = (—1+1+/3)/2, por tanto el cuerpo de
descomposicién es Q(w, \3/5) La conjugaciéon compleja es claramente en Q-automorfismo
en C, en particular lo es en Q(w, v/2). Llamémosla 7 cuando la consideramos como ele-
mento de G(Q(w, v/2)/Q). Su efecto sobre los generadores de la extensién es 7(3/2) = /2,
7(w) = W = w?. Por otra parte, el Corolario 3.2.6 asegura que existe o € G(Q(w, v/2)/Q)
con o(v/2) = wv/2. Ademds o(w) debe ser w é @ = w? porque ambas cantidades son
raices de 22 + x4 1. Quizd sustituyendo o por o7 siempre podemos suponer por ejemplo
o(w) = w. El automorfismo o tiene orden tres porque

Aw=w v *V2) =0} wV?2) =wo}(V2) =wo(wV?2) = V2= V2.

Los Q-automorfismos Id, o, 62, 7, o7 y o7 son distintos. Su accién sobre w y v/2 se
recoge en las siguientes tablas:

V2 w | V2

w
Id | w /2 7 | w? /2

o lw| w2 ot | w? | wv2
o | w | w2 o7 | W? | W2

El grupo de Galois tiene orden 6 (Corolario 3.2.7), asi pues se debe tener

G(Q(w, \3/5)/@) = {Id,0,0% 7,07, 0%7}.
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Este grupo no es abeliano, porque por ejemplo o7(v/2) = wv/2 y 70(V/2) = w?v/2.

Si recordamos los tiempos de Algebra I, tendremos que el inico grupo no abeliano de
orden 6 es Sy (el de permutaciones de tres elementos), por tanto G(Q(w, v/2)/Q) =
Una forma de realizar este isomorfismo es asignar a cada elemento del grupo de Galms la
permutacién que efectia sobre las raices 1 = v/2, ry = wv/2, 13 = w?v/2, del polinomio
P. Por ejemplo, la acciéon de o es ry +— ry, 79 +— 13, T3 — 71, lo que corresponde a la
permutacién (1,2, 3), mientras que la conjugacién 7 corresponde a la transposicion (2, 3).
(Como ya hemos comentado, en su infancia histérica el grupo de Galois era un subgrupo
de permutaciones que hoy en dia se muestra ataviado con las galas del algebra como
grupo de K-automorfismos).

Veamos un breve ejemplo en el que el cuerpo base no es Q, y otro mas completo con
un grupo que tenemos que recordar de Algebra I.

Ejemplo. Hallar el grupo de Galois de Q(w, v/2)/Q(w) donde, como antes, w es la
raiz cibica de la unidad (—1 4 4v/3)/2.

La extensién es normal de grado 3. Cada automorfismo del grupo de Galois queda
evidentemente caracterizado por la imagen de /2. Por el Corolario 3.2.6 aplicado a 2°—2,
existen, aparte de la identidad, Q(w)-automorfismos oy : V2 = w2 y oo V2 — w2,
Asi pues G(Q(w, v2)/Q(w)) = {Id, 01,02} que es claramente isomorfo a Zs.

Ejemplo. Hallar el grupo de Galois del cuerpo de descomposiciéon del polinomio P =
x* — 2 sobre Q.

Las raices de P son i*v/2 con k = 0,1, 2, 3, por tanto su cuerpo de descomposicién es
L= (@((75, i). Como antes, tenemos que la conjugacién compleja, digamos 7, pertenece
al grupo de Galois de L/Q porque incluso pertenece al de C/Q. El grado de la extension
es sencillo de calcular porque

[L:Q(V2)]=2 = [L:Q]=[L:Q(V2)Q(V2):Q] =8

Por el Corolario 3.2.6 existe un Q-automorfismo con 0(\‘75) = iv/2 y, quizé cambiando o
por o7, podemos suponer que o(i) = i. Este automorfismo tiene orden 4 (ejercicio). De
aqui se deduce que {Id, 0,02, 03, 7,07, 07,037} es un subconjunto de ocho automorfis-
mos distintos y por tanto debe coincidir con G(L/Q).

Este grupo de Galois no es abeliano. Por ejemplo, 07'(\‘75) = {v/2 mientras que
T0(v/2) = —iv/2. Podemos identificarlo como un grupo conocido en Algebra I notando
que 7o = 037 (ejercicio), de donde G(L/Q) = (0,7 : o' =72 =1d, 70 = 037), lo cual
era la presentacion de Dyg, el grupo diédrico de ocho elementos (tamblen denotado a veces
como Dy, lo que causa desafortunadas confusiones). Recuérdese que por definicién, Dg
es el grupo de movimientos del plano que dejan fijos un cuadrado, y que esta generado

por el giro, g, de 90° y la simetria, s, por una de las diagonales

D C C B D C B C

A B D A A B A D

El isomorfismo G(L/Q) = Dg consiste simplemente en asociar o +— g y 7+ s.
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Ejemplo. Hallar el subcuerpo fijo por H = (02, 7) en el ejemplo anterior.
Como {1,i} y {1,+/2,v/22,v/23} son bases de L/Q(v/2) y de Q(v/2)/Q, por la Pro-

posicién 2.2.2 cada x € L se escribe de forma tinica como
= Xo + Mi + XoV/2 4+ Agiv/2 + A V22 + A5iv/22 + \gV/23 + \pi /23

con \; € Q. Por una parte, 7(z) = z implica A\; = A3 = A\; = A\; = 0, y por otra, para x
con estos coeficientes, 0%(x) = & implica Ay = \g = 0. En definitiva, H = {\g+ A\ V22 :
A2, A € QY = Q(v/2). Nétese que [Q(v2) : Q] = [L: Q]/|H| = 8/4.

Hasta ahora no ha sido necesaria una extension efectiva de los automorfismos, porque
teniamos la conjugacién que de hecho se aplica en algo tan grande como C/Q. Veamos
un ejemplo un poco artificial que incide en que la extension de automorfismos no es
arbitraria.

Ejemplo. Hallar el grupo de Galois del cuerpo de descomposicién de P = x* —22% —1
sobre Q.

Resolviendo la ecuacién bicuadrada P = 0, se tiene que sus raices son £v/1 + /2,
+1/1 — /2, asf que el cuerpo de descomposicién es

L:Q(\/1+\/§,\/1—\/§).

Antes de seguir, intentemos simplificar los generadores, para ello nétese que

\/1+\/§~\/1—\/§:\/—_1:i,

por tanto, definiendo o = /1 + /2 se tiene que las raices de P son «a, —a, ifa,—i/a,y
L = Q(a, i). Obsérvese que « genera una extensién de grado 4 sobre Q que contiene a v/2
(porque v2 = a®>—1y a # a+by/2). Por tanto [L : Q] = [L : Q(a)] [Q(c) : Q] = 2-4 = 8.

Sea M = Q(+/2,14), como [L : M] = 2, el polinomio minimo de e en M es 2 —(1++/2),
lo que asegura que hay un elemento o € G(L/M) tal que o(a) = —a. Evidentemente
también ¢ € G(L/Q) y se cumple o(i) = i y o(v/2) = V2. Lo que no esta claro es
cémo deben comportarse los automorfismos que si actian sobre M, para ello bajamos
un nivel y estudiamos primero los elementos de G(M/Q). Los cuatro automorfismos
que debe haber en G(M/Q) se extenderan a G(L/Q) y después de componerlos con
Id,c € G(L/M) darédn lugar a los ocho automorfismos de G(L/Q). Nétese que este
proceso lo podemos llevar a cabo en general siempre que podamos “descomponer” una
extension (finita y separable) en subextensiones normales.

En Q(\/ﬁ) se tiene la conjugacion real a + W2 — a— bv2 que se extiende a un
elemento de G(M/Q). También estd la conjugacién compleja. Combindndolas de to-
das las formas posibles se tienen los cuatro Q-automorfismos de G(M/Q). Escribamos
G(M/Q) = (B1,B2) = {Id, B1, B2, B1 B2} donde (i) = —i, 51(\/5) = V2, Ba(i) = i,
52(\/5) = —\/Z

Por la Proposicién 3.2.5, existen 71,7 € G(L/Q) tales que 71|y = 1y To|lm = Po-
Como « esta en una extension de grado 4, su polinomio minimo sobre Q es P, asi pues
se tiene que 7;(a) € {a,—a,i/a,—i/a}, j = 1,2; es decir, que en principio 71 y 7
podrian tomar cuatro valores distintos, y componer con ¢ solo permite pasar de uno de
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los valores a otro. Cuando sucede esto es que hay algunas extensiones de 5y y S que no
son posibles, por ejemplo m(a) = a = 7(a?) = a® = (V/2) = V2 lo que contradice
To|pr = Pa. De la misma forma, 7 (o) = —«, 1(a) =i/, 11(a) = —i/c, son imposibles,
asi pues 7 (a) € {a, —a}, m(a) € {i/a,—i/a}, y, quizd componiendo con o, siempre
podemos suponer 71 (a) = a y 72(«) = i/a. El grupo de Galois viene entonces dado por

g(L/Q) = {Id7 T,72,TT2,0,0T1,0T2, 0-7—17_2}~

Nétese que no es abeliano: M (o) = 1(i/a) = —i/a y o (a) = (@) = i/a. Aunque
no lo haremos aqui, como antes, se puede comprobar que G(L/Q) = Dsg.

Una extensién finita que no sea normal siempre podemos considerarla dentro de una
extensién mayor que si lo sea. Gracias a la Proposicion 3.2.5 todos los elementos del
grupo de Galois de la primera extension seran restricciones de los de la segunda. Pero
muchas veces no hace falta ir tan lejos.

Ejemplo. Hallar G(Q(v/2, V/3)/Q).

Por el Lema 3.2.2, cualquier elemento de G(Q(v/2, v/3)/Q) debe dejar fijo v/3 porque
el resto de las raices de 2® — 2 son complejas y no pertenecen a Q(v/2,v/3). Como
Q(v/2,V/3)/Q(¥/3) es normal, por el Corolario 3.2.6 existe un automorfismo ¢ que pasa
V2 a —v/2 y deja fijo Q(¥/3), y de hecho éste y la identidad son los tinicos Q(+/2)-
automorfismos, ya que el grado de la extension anterior es 2. Por tanto el grupo de

Galois buscado es {Id,c}.

Para terminar, vamos a estudiar el grupos de Galois de las extensiones més raras
con las que hemos trabajado: las de cuerpos finitos. Resulta que la teoria en ellos es
ridiculamente sencilla. Esencialmente sélo hay un automorfismo y sus potencias.

Definicién: Se llama automorfismo de Frobenius en F, con ¢ = p" a la aplicaciéon
¢ :F, :— F, definida como ¢(x) = aP.

Proposicién 3.2.8 El automorfismo de Frobenius es realmente un automorfismo y ¢"
(esto es, ¢ compuesto consigo mismo n veces) deja invariantes a los elementos de F,
con q = p" y tiene orden d en Fy con ¢’ = p"®.

Demostracion: Es evidente que ¢(z)¢(y) = ¢(xy) y ¢(1) = 1, mientras que la
igualdad ¢(x + y) = ¢(x) + ¢(y) se sigue del binomio de Newton empleando que el
ndmero combinatorio (Z) es divisible por p, 0 < k£ < p. Es un monomorfismo porque
2P =0 = z = 0 (estamos en un dominio de integridad), por tanto |Im ¢| = |F,| y se
tiene que también es biyectiva.

Por definicién los elementos de FF, satisfacen 2F" = x, esto es, ¢"(z) = z. Por otro
lado, si ¢™* fuera la identidad en F, para algtin 0 < k < d, entonces todos los elementos
de F, satisfarfan 27" =z y de aquf se deducirfa Fyne D Fy, lo cual contradice |Fpne| =

pt < |Fy| =p. O

Corolario 3.2.9 Siq=p" y ¢ = p" entonces G(Fy /F,) = (¢") X Zy.
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Demostracion: Segun la proposicién, Z, = (¢") C G(F,/F,) y la igualdad se sigue,
a través del Corolario 3.2.7, de [Fy : Fj] = [Fy : F,|/[F, : Fp] =nd/n=d. O

Ejemplo. Hallar G(L/Fy) v G(L/F4) donde L es el cuerpo de descomposicién de
P=x'+z+1.

Ya habfamos visto anteriormente que P es irreducible en Fy[z] v que L es (isomorfo
a) Fai. Segtn el corolario anterior G(L/Fy) = (¢) = Zy y G(L/F,) = (¢?) = Zy con
o(z) = 22

Como comprobacién, nétese que es facil verificar que ¢* deja fija a cada raiz o de P
en L porque ¢'(a) =a'b = (')l =(—a-1)=a'+1=-a-1+1=q.

3.3. El teorema fundamental de la teoria de Galois

A continuacién vamos a enunciar un teorema de tal calado que justifica su aparicién
en solitario dentro de esta seccién sin mas compania que un leve acuerdo de notacién
y la ineludible corte de ejemplos que den boato a su majestad. Este teorema estable-
cera un diccionario que permite traducir problemas de extensiones finitas en otros de
grupos finitos. Todavia més, dentro del reino de las extensiones finitas normales y sepa-
rables, el diccionario serd perfecto, sin ambigiiedades ni sinénimos. En particular todo
funcionard a las mil maravillas en los cuerpos de descomposicion de polinomios sobre un
subcuerpo de C. Este es el caso sobre el que trabajaba Galois para atacar el problema de
la resolubilidad por radicales. Aunque en su tiempo no existiera ni siquiera la definicién
de cuerpo, no estd de mas hacer de la notaciéon un monumento a su nombre.

Definicidn: Se dice que L/K es una extension de Galois si es normal, finita y separable.

Teorema 3.3.1 (Teorema fundamental de la teoria de Galois) Sea L/K una ez-
tension de Galois. La aplicacion H — H' define una biyeccion entre los subgrupos de
G(L/K) y los subcuerpos M C L que conforman extensiones de K, cuya inversa es
M — G(L/M). Ademds M/K es una extension normal si y sélo si G(L/M)<G(L/K).
En este caso G(M/K) = G(L/K)/G(L/M).

Nota: Recuérdese que la notacion H < G significa que H es un subgrupo normal de
G, esto es, que para todo 7 € G se cumple 7 'H7T = H.

Demostracion: Para probar la biyectividad de la aplicacién indicada basta precom-
ponerla y poscomponerla con su posible inversa y verificar que se obtiene la identidad,
esto es, hay que verificar las igualdades (Q(L/M))/ =MyG(L/H)=H.

Por la Proposicién 3.2.4 y el Corolario 3.2.7, [L : (Q(L/M))/] =|G(L/M)| =L : M]
y como (G(L/M ))/ D M, se deduce la primera igualdad (de hecho ya fue implicitamente
probada en la demostracién del Corolario 3.2.7). Para la segunda, nétese que por la
Proposicién 3.2.4 y la primera igualdad, |G(L/H')| = [L : (Q(L/H’))/] =|[L:H'|=|H|,
de donde G(L/H') = H, ya que la inclusiéon G(L/H') D H es trivial.

Supongamos que M/K es normal. Dado ¢ € G(L/K), como M es un cuerpo de
descomposicién (Proposicién 3.1.3), la Proposicién 3.2.2 implica que o aplica M en M
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y por tanto o|y € G(M/K), donde oy es la restriccion de o a M. Esto define un
homomorfismo de grupos

¢:G(L/K) — G(M/K)

o — 0olu

que es sobreyectivo (por la Proposiciéon 3.2.5 con M; = My = M) y cuyo ntcleo es
G(L/M), por tanto el teorema del homomorfismo (véase el repaso de teoria de grupos del
proximo capitulo) implica que G(L/M) es un grupo normal de G(L/K) y que G(M/K)
es isomorfo a G(L/K)/G(L/M).

Por otra parte, si M/K no es normal, existen « € M y § ¢ M raices de un mismo
polinomio irreducible en K[z]|. Sea v # /3 una raiz del polinomio minimo de 3 sobre M
(existe por la separabilidad). Por el Corolario 3.2.6, existen automorfismos 7 € G(L/K)
y 0 € G(L/M) tales que 7(a) = By o(B) = . Si fuera G(L/M) <« G(L/K) entonces
7Yoot € G(L/M) y en particular deberfa dejar invariante a o € M, pero esto contradice
T lor(a)=771(y) #77HB) = a. O

Un resultado como el anterior raramente nos podra dejar impavidos una vez que lo
comprendemos. Resulta que la estructura fina de los conjuntos de nimeros que pode-
mos construir con sumas, restas, multiplicaciones y divisiones, operaciones ancestrales
y naturales, adquiere fiel reflejo en la artificial definicion de un grupo, al tiempo que
el concepto de subgrupo normal que permanecia agazapado en nuestros apuntes de un
curso pasado se revela ahora como representante de todos los nimeros que podemos ob-
tener a partir de las soluciones de ecuaciones algebraicas (cuerpos de descomposicién).
Es cautivador sonar que los grupos y subgrupos normales ya preexistian en algiin mundo
de las ideas matematicas y que fueron descubiertos, como pieza que completa un rompe-
cabezas, mas que inventados. Esta tendencia al platonismo es lugar de recreo eventual
entre los matematicos, a pesar de los jarros de agua fria descargados por la realidad, la
historia de la Ciencia y los filésofos empiristas seguidores de D. Hume, quien ya recogié la
situacion en su Tratado de la Naturaleza Humana, escribiendo: “A los matematicos les es ha-
bitual pretender que las ideas de que se ocupan son de naturaleza tan refinada y espiritual
que no son del dominio de la fantasia, sino que deben ser comprendidas por una visién pura e
intelectual de la que sélo las facultades del alma son capaces”.

Como hemos anunciado, el resto de la seccién estard compuesta de ejemplos. Para
abreviar y no alargar mas este capitulo, ya desproporcionado, aprovecharemos parte de
los ejemplos desarrollados en la secciéon anterior. Para comenzar, un ejemplo conspicuo
en la historia de nuestra ciencia ya que constituye un descubrimiento del joven Gauss
a los 19 anos que favorecié su decisién de dedicarse a las Matemaéticas. En el ultimo
capitulo volveremos sobre la teoria general al respecto que plasmo en la tiltima seccion
de su obra maestra [Gau].

Ejemplo. Existen cuerpos Q = Ly C Ly C Ly C Ly = Q(cos(27/17)) satisfaciendo
[L; : Lj—1] =2, j =1,2,3. Por tanto el poligono regular de 17 lados inscrito en la circun-
ferencia unidad es construible con regla y compés. (N6tese que a partir de cos(27/17)
se puede construir el dngulo de 27/17 radianes).
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Sabemos que G(Q(¢)/Q) = {o1,09,...,016} con ( = /7 y ¢,(() = (. Tras
algunos calculos, se tiene que este grupo de orden 16 es ciclico generado por ejemplo
por o = o3. Los tinicos subcuerpos seran Q = (o), L1 = (02), Ly = (%), L3 = (o8
vy Q(¢) = ({Id})". Por la Proposicién 3.2.4, [L; : Q] = 27. De la relacién z + 1/ =
2 cos(2m/17) valida para x = ( se sigue que [Q(¢) : Q(cos(27/17))] < 2, ademés Q(() #
Q(cos(2m/17)) porque el segundo cuerpo no contiene nuimeros complejos. Asi que la
tnica posibilidad es Q(cos(27/17)) = Ls.

Ejemplo. Hallar todos los subcuerpos de L = Q(¢)/Q con ¢ = >™/7,

La extension L/Q es de Galois (L es el cuerpo de descomposicién de 27 — 1 sobre Q)
y todo subcuerpo M C L conforma una extension de Q (1e M = Z C M = Q C M).

Sabfamos que G(L/Q) = {o1,09,...,06} con 0;(¢) = ¢/. Es facil ver con algu-
nos célculos que o = o3 es generador de este grupo va que o2,0° # Id. Asi pues
G(L/Q) = (o) = Zg. Los subgrupos propios son por tanto (o?) y (%), de 6rde-
nes 3 y 2 respectivamente. Los subcuerpos fijos son M; = (02) y M, = (03)" con
[M;: Q] =6/3=2y [M,:Q] =6/2=3. En un ejemplo anterior ya habfamos probado
que el subcuerpo fijo por o2, que coincide con o2, es M; = Q(¢+¢*+¢*). Podemos proce-
der de la misma forma para hallar M. Nétese que 03(¢) = (¢ = —1-( -3 -1 -
y por tanto para x = Z?:o A7 € L, o3(x) = z equivale a

T = Ao+ AC0 N+ A8+ N+ N
= Ao+ MC A+ M+ A+ N+ N
= (Ao— A1) =M+ Qs = A+ A = M)E+ (A5 = M)+ (e = M)

y de aqui \; = 0, A3 = Ay, Ao = Xs. Lo cual prueba My, = Q(¢3 + ¢4, ¢% + ¢%).

Nétese que 2cos(27/7) = ¢ +¢% = =1 — (3 + ¢ — (2 + ¢°) € My y como
[Q(cos(27/7)) : Q] = 3 se cumple My = Q(cos(27/7)). También M; se puede sim-
plificar, ya que [M; : Q] = 2 implica M; = Q(,/q) con ¢ € Q. Con algo de trabajo se
puede demostrar que M; = @(\/7 ), aunque no lo haremos aqui.

El teorema fundamental de la teoria de Galois asegura que M; y M, son los tnicos
subcuerpos propios (distintos de L y Q) de L. En un esquema se puede visualizar la
relacion entre el reticulo de subgrupos y el de subcuerpos. A través de la aplicacion
H — H’ el segundo se obtiene a partir del primero de forma invertida. Los ntimeros
indican indices (cocientes de 6rdenes de grupos) y grados.

G(L/Q) = (o) L= {1dy
AR /N
(o) @) > M=l M= (oY
3\ /2 2\ /3
{14} Q= (o)

Todos los subgrupos de G(L/Q) son normales porque es abeliano, por tanto M;/Q y
M, /Q son normales.
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Observacién: La correspondencia entre indices y grados es consecuencia de la Propo-
sicién 3.24. Si N ¢ M C L con M = H' y N = (&, entonces el indice de H en G,
habitualmente denotado con |G : H], es |G|/|H| = [L : N]/[L : M] = [M : NJ.

Ejemplo. Hallar todos los subcuerpos de L, el cuerpo de descomposicién de x3 — 2
sobre Q e indicar si dan lugar a extensiones normales sobre Q.

Sabfamos que G(L/Q) = {Id, 0,02 7,07,0°7} = S3 donde T es la conjugacién (de
orden 2) y 0(w) = w, 0(¥/2) = wv/2 (de orden 3), w = (—1+1iy/3)/2. Como |S;| = 6, los
ordenes de sus subgrupos propios s6lo puede ser dos o tres. Los de orden 2 estan generados
por un elemento del mismo orden y hay tres de ellos, correspondiendo a cada una de las
trasposiciones: (1,2), (1,3) y (2,3). Hay un solo subgrupo de orden tres, A3 = ((1,2, 3)),
generado por un elemento de orden tres. En G(L/Q) tenemos los elementos de orden
dos 7, o7 y 07, y el de orden tres o. Por el teorema fundamental de la teoria de Galois
los subcuerpos propios son, por consiguiente, M; = (o), My = (1)', M3 = (10)', ¥
M, = (r0?)'. Como Az < Ss, pero una transposicién no genera un subgrupo normal
(ejercicio), se tiene que M;/Q es una extensién normal mientras que M, /Q, M3;/Q y
M,/Q no lo son. Para calcularlos, escribamos cada x € L = @(\?/ﬁ, w) en funcién de una
base de L/Q, x = Ao+ A\w + MoV/2 + w2 + V22 + )\5w€’/2_2. Por definicién, x € M;
si y s6lo si z = o(x), que empleando w? = —w — 1 se puede escribir como

xr = )\0 + )\1(,0 — )\3\3/§+ ()\2 — )\3)&)\375+ ()\5 — )\4)\3/2_2 — )\4&)\3/2_2.

Al igualar coeficientes se obtiene Ay = A3 = Ay = A5 = 0, lo que implica M; = Q(w) =
Q(v/—3). Los otros cuerpos fijos se hallan de igual manera. Por ejemplo, al imponer
x = 7(x) se tiene

2= — M) = Mw+ A — A)V2 = w2 4+ (g — A5) V22 — \swV/22,
Asique A} = A3 = A5 = 0y My = Q(v/2). Igualmente, M5 = Q(wv/2) y My = Q(w?v/2).

Ejemplo. Hallar los subcuerpos de L, el cuerpo de descomposicién de P = x4 —52%4-6
sobre Q.

Gracias a la factorizacién P = (22 — 2)(2% — 3),

se sigue L = Q(\/ﬁ, \/g) Ya habiamos calculado Q(\/é, \/g)

su grupo de Galois, G(L/Q) = {Id, 01, 09,0102} =

Zy x Zy donde o1(v/2) = —v2, 01(v/3) = V3,

02(\/5) = V2, 02(\/3) = —/3. CQIEO ZQ_X_ZQ M = (010

s6lo tiene tres subgrupos propios, ((0,1)), ((1,0)), ;. _ ()

((1,1)), el teorema fundamental de la teoria de Ga- ! \

lois asegura que L sélo tiene tres subcuerpos pro- 2 2 2
g q pos p

pios que vienen dados por My = (01)’, My = (03)’, \ /

M; = (0109)’. Ya habiamos comprobado que estos Q

subcuerpos fijos son M; = Q(v/3), My = Q(v/2)

y Ms = Q(\/é) De nuevo, como Zs X Zs es un grupo abeliano todos sus subgrupos

son normales y de antemano podriamos saber que las extensiones correspondientes son
normales.
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Ejemplo. Calcular cuantos subcuerpos tiene L = Q(v/2,1).

La extensién L/Q es de Galois porque L es el cuerpo de descomposicién de z — 2
sobre Q. Segtin un ejemplo de la seccién anterior, G(L/Q) = {Id, 0,02, 03, 7,07, 0%, 037}
con 7 la conjugacién compleja y o (i) = i, o0(v/2) = iv/2. Por el teorema fundamental de
la teoria de Galois el nimero de subcuerpos coincide con el de subgrupos de G(L/Q).
Aparte de los subgrupos triviales {Id} y G(L/Q), el resto s6lo puede tener orden dos o
cuatro. Los subgrupos de orden dos son los generados por un elemento de orden dos, y
los subgrupos de orden cuatro o bien estan generados por un elemento de orden cuatro
(si es que son isomorfos a Z,) o por dos de orden dos que conmutan (si es que son
isomorfos a Zy X Zs). Podemos revisar todas las posibilidades empleando la siguiente
tabla que expresa la acccién de los elementos de G(L/Q) sobre i y v/2, los generadores
de la extension.

1 V2 | orden 1 V2 | orden
Id|i| V2 1 T | —i| V2 2
o |i| V2 | 4 or | —i| ivV2 | 2
o2 li| =2 2 olr | —i | =v2 2
o i —iv2 ] 4 ot | —i | —iv2| 2
De aqui se deduce que los subgrupos de orden dos son G| = (0?), G < ), G3 =
(o7), G4 = (0%1), G5 = (037), y los de orden cuatro son Gg = (o ) = (0? )
Gs = (0%, 07T).
En total hay, por tanto, diez subcuerpos de L:
L L todos los G} y los subgrupos triviales L y Q.
/ ‘ \ / ‘ \ Hemos representado el reticulo de subcuerpos
en tres esquemas por razonas tipograficas (debe-
G, G, G G, G GY Gy

mos unir el de en medio a los de los lados pegando
los cuerpos idénticos). Los subcuerpos a la altura
e eeNe Gy inmediatamente posterior a Q dan lugar a extensio-
nes de grado dos, y los siguientes, a extensiones de
\ ‘ / grado cuatro. No todas las extensiones son norma-

Q les, de hecho, aunque no lo comprobaremos aqui,
exactamente G4/Q, G4/Q, G,/Q y G%/Q no son

normales y el resto de los subcuerpos fijos dan lugar a extensiones normales sobre Q.

Ejemplo. Hallar todos los subcuerpos Q(v2) & M & Q(+/2,14)
Con la notacién del ejemplo previo, ya habiamos visto en la seccién anterior que

Q(v2) = G7. Por tanto debe ser M = H' con H un subgrupo propio de G7. Las tnicas
posibilidades son M = G}, M = G, y M = G,. Escribamos cada € M como

T = Ao+ A\t + )\2@4— Agi@—F )\4\72_24- )\52\72_24— )\6\4/2_3-1- )\7i<1/2_3

\\//\\\i/

con \; € Q.

En el primer caso o2(z) = x lleva a Ay = A3 = A\¢ = Ay = 0, de donde M = Q(+/2,i). En
el segundo caso 7(z) = z conduce claramente a M = Q(+/2). Finalmente, 0?7(z) =

implica \; = Ao = A3 =X =0y M = Q(iv/2).
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Podemos trabajar con extensiones que no sean de Galois si es posible extenderlas a
otras que lo sean.

Ejemplo. Hallar todos los subcuerpos de Q(v/2).

Como Q(v2) € L = Q(v/2,i), los subcuerpos de Q(+/2) lo serdn también de L.
Ademés Q(v/2) = G implica que corresponderan a subgrupos de G(L/Q) que contengan
a G5. Segtn nuestro estudio, las tnicas posibilidades son G7, G(L/Q) y el propio Gs. En
definitiva, los tinicos subcuerpos son G4 = Q(v/2), (Q(L/Q))/ =Qy Q(v2).

Demos paso ahora a un ejemplo bastante mas complicado en el que calcular el grupo
de Galois, e incluso el grado de la extension, lleva a aplicar el teorema fundamental de
la teoria de Galois.

Ejemplo. Hallar G(Q(¢, v/3)/Q) con ¢ = e2™/13,

No estd claro si la extensién es normal. Tenemos la inclusién Q((,v/3) € L =
Q(¢, v/3,w) con L/Q normal, w = (—1 +iv/3)/2. En G(L/Q), de acuerdo con el Coro-
lario 3.2.6, cualquier Q-automorfismo aplica v/3 en /3, wv/3 o w?v/3. A continuacién
probaremos que w+/3, w?V/3 ¢ Q(¢, \3/5), de donde se concluye que todos los automorfis-
mos de G(Q(¢, v/3)/Q) fijan +/3. Por tanto sus automorfismos seran los extendidos desde
g(Q(g)/Q)v es decir, Q(Q(C, \3/5)/@) = {017 02, .., 012} con Uj(C) = gj y Oj(\g/g) = \3/3

Resta por tanto demostrar que wv/3,w?v/3 ¢ Q(¢,v/3), lo cual equivale a w ¢
Q(¢,v/3). No puede ser v/3 € Q(¢) porque al ser Q(¢)/Q normal se tendria la in-
clusién Q(V/3,wv/3,w?v/3) € Q(¢) lo que lleva a una contradiccién porque el grupo
de Galois (sobre Q) del primer cuerpo no es abeliano y el segundo si. Por consiguiente
[Q(¢,V/3) : Q)] = 3 lo que implica que w & Q(¢,V/3) — Q(¢) ya que w estd en una
extensién de grado a lo mas dos sobre Q(¢). Con algunos calculos (ejercicio) se prueba
que el tnico subcuerpo de Q(¢) de grado dos sobre Q es Q(¢ + ¢3 + ¢* + %+ ¢+ ¢12).
Este subcuerpo es de ntimeros reales ya que ¢* + (*37% = 2cos(27k/13), por tanto no
puede coincidir con Q(w).

En extensiones de cuerpos finitos todo es muy fécil, porque el grupo de Galois es
siempre ciclico y hay un subgrupo de cada orden que divida al del grupo. Cada uno de
ellos correspondera a un subcuerpo isomorfo a algtin [F,. Sin embargo siempre podemos
complicar un poco las cosas pidiendo una representacion particular de los subcuerpos.

Ejemplo. Sea « una rafz de 2 + 2 + 1 € Fy[z] en su cuerpo de descomposicién.
Describir los subcuerpos Fy & M & Fa(a) como M = Fy(f) para algin 3 € Fa(«)

Como z*+x+1 es irreducible, [Fy(a) : Fy] = 4, Fo(a) es isomorfo a Fys y el grupo de
Galois es G(Fy(a)/Fy) = (¢) = Z4 donde ¢ es el automorfismo de Frobenius ¢(x) = x2.
El tinico subgrupo propio es (¢?) y por tanto M = (¢?)’. Cualquier x € Fy(a) se escribe
como T = Ao + M + A + X303 con \; € Fy. En Fy(a), (a + b)* = a* + b* (porque
tiene caracteristica dos, ejercicio) y empleando ot + a + 1 = 0 se tiene que z = ¢*(z)
equivale a

T = M+ Aa+ o+ A0 =N+ A(a+ 1)+ Ao+ 1)+ Ag(a+1)°
= Mo+ A+ A+ A3) + (A 4+ M)+ (Mg + A3)a® + Asza®
de donde A3 = 0y A\; = A\o. Por tanto M = Fy(a + a?).
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Ejercicios del Capitulo 3

LEYENDA: O facil, < dificil, << muy dificil, o opcional.

Seccién 3.1

1. Hallar el cuerpo de descomposicién sobre Q del polinomio 2° — 8, y calcular el
grado de la extension correspondiente.

2. Hallar el cuerpo de descomposicién sobre Q del polinomio z* 4 52 4 5 y calcular
su grado.

3. Probar que P = 2* — 22% — 22 — 20 — 2y Q = 2° — 323 + 2% — 3 tienen el mismo
cuerpo de descomposicién sobre Q. Indicacion: Nétese que ¢ es raiz del primero y que
V3 es rafz del segundo.

4. Sean cuerpos K C M C Ly sea P € K[z| no constante. Si L es cuerpo de
descomposicion de P sobre K, probar que L es cuerpo de descomposicion de P sobre

M.

5. Si L es el cuerpo de descomposicién de P € K[z], demostrar que [L : K]|(9P)!.
Indicacion: Procédase por induccién en el grado del polinomio, distinguiendo dos casos
al aplicar la hipétesis de inducciéon dependiendo de la irreducibilidad de P. Recuérdese
que 7!s! divide a (r 4 s)! por la férmula para los niimeros combinatorios.

6. Sea L/K una extensién de grado 4. Demostrar que si L es el cuerpo de descom-
posicién de un polinomio irreducible de la forma z* + az? + b € K|[z|, existe un cuerpo
intermedio K C E C L tal que [E: K] = 2.

7.51 K C M C L, demostrar que L/K normal = L/M normal, pero L/K normal
# M/K normal, y L/M, M/K normales & L/K normal.

8. Estudiar si las extensiones Q(v/—2,v—2)/Q y Q(v/—3,+v/—3)/Q, son normales.

9. Probar que P = 25+ 23 + 1 es irreducible en Q[z] y utilizarlo para demostrar que
la extensién Q(e?™/?)/Q, es normal y de grado 6.

10. Demostrar que toda extensién de grado dos es normal.

11. Dar un ejemplo de una extension normal que no sea finita.
12. Estudiar si Q(z)/Q(z?) es normal.

13. Dar un ejemplo de una extension normal de grado 3.

{$14. Dar un ejemplo de extensién normal de grado 3 sobre Q. Indicacion: Buscar un
polinomio cuyas raices sean cos(2m/7), cos(4w/7) y cos(67/7).

15. Demostrar que dada una extensién finita M/ K siempre existe un L, L D M D K
tal que L/K es normal y finita. A un cuerpo con estas caracteristicas y [L : K] minimo
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se le llama clausura normal (o cierre normal) de M /K. Probar que s6lo hay una clausura
normal salvo isomorfismos y hallar la de Q(v/5)/Q.

16. Demostrar que K; = Fy[z]/(z® + x + 1) y Ky = Fy[z]/(2® + 2% + 1) son cuerpos
de descomposicién de 2® — z € Fy[z]. Concluir que K; y Ky son isomorfos.

17. Probar que Fg es el cuerpo de descomposicién de 23 + 2% +1 € Fy[z] y que Fg/IF,
es simple.

18. ;Cual es el grupo aditivo de Fg?

19. Si P € F,[z] es irreducible y gr P = n, jes su cuerpo de descomposicién isomorfo
aFpn?

20. Estudiar si Fgy es una extension de Fig v de g v en su caso hallar el grado.

21. Sea P = 29 — x con ¢ = p". Demostrar que cualquier polinomio irreducible en
[F,[z] de grado n divide a P.

22. Probar que todos los factores irreducibles de 29 — x € F,[x] con ¢ = p", son de
grado menor o igual que n.

23. Demostrar que si a es una raiz de 2® — 2 en Fys, entonces —1, a 'y —1 + « tienen
orden (multiplicativo) 2, 9 y 19 respectivamente en el grupo multiplicativo de F7s. Galois
utilizé este hecho para deducir que una rafz de 3 — x + 1 € Fy[z] genera este grupo
multiplicativo. Tratar de reconstruir su argumento. Indicacién: 7> —1 =2-9-19 y en
un grupo abeliano [(g)| = n, [(h)| = m = |(gh)| = mcm(n, m).

{$24. Probar que el grupo multiplicativo de un cuerpo finito es ciclico. Indicacion:
Estudiar el nimero de raices de 2™ — 1.

025. Se dice que un cuerpo de caracteristica p es un cuerpo perfecto si el morfismo
de Frobenius x +— 2P es un isomorfismo. Probar que si K es perfecto todo polinomio
irreducible en Kx] es separable. Indicacion: Tratar de ajustar la prueba vista en el caso
K =TF,.

26. ;Cudntas raices distintas tiene z'? + 22% + 1 € F3[z] en su cuerpo de descompo-
sicion?

$27. Sea K un cuerpo de caracteristica p > 0 y supongamos que P = 2P — z — a es

irreducible en K[z]. Probar que si @« € L D K es raiz de P entonces K(«)/K es normal.

28. Sea K un cuerpo de caracteristica p # 0, y sea f(z) = a? —a € K|z]. Demostrar
que f(z) es irreducible sobre K, o que descompone como producto de factores de grado
1 sobre K.

29. Si K C M C L con L/K finita, demostrar que L/K separable= L/M separable,
pero M /K separable # L/K separable.

30. Hallar una extensiéon separable y normal que no sea finita.

31. Dar un ejemplo de una extension de grado 3 no separable.



71

32. Sea K un cuerpo de caracteristica p # 0. Probar que x?" — z no tiene raices
repetidas.

33. Sea L/K una extensién algebraica con K un cuerpo de caracteristica p > 0.
Demostrar que si o« € L es separable sobre K y o™ € K con n una potencia de la
caracteristica, entonces a € K.

34. Sea L/K una extensién algebraica con K un cuerpo de caracteristica p > 0.
Probar que o € L es separable sobre K si y sélo si K(a) = K(a?).

35. Sabiendo que el cuerpo de descomposicién de un polinomio sin raices multiples
da lugar siempre a una extension separable (lo cual es el contenido de un ejercicio de la
préxima seccién), probar que los elementos separables sobre un cuerpo siempre forman
un cuerpo.

O<036. Sea L/K finita, a partir de la conclusion del ejercicio anterior, probar que si
L/M y M/K son separables, L/K también lo es. Indicacion: Comenzar probando que
para todo o € L existe n igual a una potencia de char(K) tal que a” es separable.

37. (Es cierto el reciproco del teorema del elemento primitivo?

<038, Demostrar que si K C Ly [L: K| < oo, la extensién L/K no es simple si y sélo
si existen infinitos cuerpos intermedios K C M C L. Indicacion: Si L = K («), probar
que M debe estar generado sobre K por los coeficientes de algin factor del polinomio
minimo de .

Seccion 3.2

039. Si L = K(ay,...,a,) y o es un K-automorfismo de L tal que o(a;) = a; para
todo 7, probar que o es la identidad.

40. Sea L un cuerpo. Demostrar que cualquier automorfismo es un K-automorfismo
donde K es la interseccién de todos los subcuerpos de L (el llamado subcuerpo primo).

41. Demostrar que los conjuntos:

1 0 0 -1
A={M+ V7 M, 0 €Q} v BZ{>\1<0 1)-1-)\2(1 O) : )\17)\26@}

son espacios vectoriales sobre Q isomorfos, pero no son cuerpos isomorfos. Indicacion:
S6lo en uno de ellos la ecuacién z? + 1 = 0 tiene solucién.

42. ;Cuadles son los automorfismos de Q7 ;y los R-homomorfismos (homomorfismos
que dejan fijo R) de C en C?

43. Este ejercicio determina Aut(R/Q).

i) Probar que cada o € Aut(R/Q) lleva cuadrados a cuadrados y reales positivos a
reales positivos. Concluir que a < b= o(a) < a(b).

it) Probar que |a — b < 1/m = |o(a) — o(b)] < 1/m. Concluir que ¢ es una
aplicacién continua de R.
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ii1) Comprobar que una aplicacién continua de R que es la identidad sobre Q debe
ser la identidad en todo R, y por tanto Aut(R/Q) = {Id}.

44. Probar con todo rigor que en @(\/5, \/§) la aplicacion o(a-+ b\/§+0\/§+d\/é) =
a—bv2+cv3—dv6 con a,b,c,d € Q es un Q-automorfismo.

45. Hallar el grupo de Galois del cuerpo de descomposicién de z* + 22 — 6 sobre Q.

46. Encontrar el grupo de Galois de una extensién normal de Q de grado minimo
conteniendo a v/2 + /2.

47. Calcular el grupo de Galois de la extension Q(v/2,v/5)/Q.
48. Hallar el grupo de Galois del polinomio z* — 9 sobre Q.

49. Hallar el grupo de Galois del polinomio z* + 9 sobre Q.

50. Calcular G(L/K) donde K = Q(e*>™/°) y L es el cuerpo de descomposicién de
P =1° — T sobre K.

51. Sea K C C el cuerpo de descomposicién de 22 —z + 1 € Q[z] y L el de 2 — 2.
Hallar G(L/K).

52. Hallar el grupo de Galois del cuerpo de descomposiciéon de 3 — 5 € Qlz].

53. Recuérdese que el cuerpo de descomposicién, L, de P = 22 +x+1 € Fy[z] es un
cuerpo de cuatro elementos. Hallar sus automorfismos y sus Fy-automorfismos.

54. Sea P € K|[z] irreducible de grado tres con char(K) = 0, y sea L su cuerpo de
descomposiciéon. Demostrar que o bien [L : K] =3 o bien [L : K] = 6.

55. Hallar 6(Q(V2)/Q(v)). §(Q(V2 + V3)/Q(VE)), 6(Q(V2)/Q).
56. Hallar G(Q(v/3 + v/3)/Q(V/3)).
57. Hallar G(Q(v5 + V7)/Q).

58. Sea P = z* — 322 + 4 € Q[z]. Calcular el grupo de Galois de su cuerpo de
descomposicion sobre Q.

59. Sea a = v/2+1i y sea P el polinomio minimo de a sobre Q. Hallar el grupo de
Galois del cuerpo de descomposicion de P sobre Q.

60. Calcular G(Q(z,y)/Q(z +y, zy)) y G(Q(z,y,2)/Qz +y + 2,2y + 22 + y2, 1y2))
donde Q(z,y) v Q(x,y, 2) denotan los cuerpos de funciones racionales en dos y tres
variables respectivamente. Indicacion: En el primer caso, x e y son raices del polinomio

X? — (v +y)X + oy € Qa +y, zy)[X].
$61. Calcular G(Q(z)/Q).
62. Hallar un grupo sencillo que sea isomorfo a G(Q(e*™/'%)/Q).
©63. jPor qué G(L/H') D H es trivial?
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64. Probar que si L = Q(cos 22), G(L/Q) = {Id, 0,0, ¢*, 0%, 0° 0% 0"} = Zs donde

o(2cos(2m/17)) = o (¢ + (') = 3+ (73 con ¢ = *™/!7. Demostrar que cos(2mk/17) €

Ly que o(cos(2rk/17)) = cos(6mk/17). Si H = {Id, o}, probar que H' = Q(x1,x3)
267

_ 2m 26m — 2m 26m
donde x; = cos 7+ cos Ty 19 = cos 7 - cos T

65. Encontrar todos los elementos de G(Q(¢)/Q) con ¢ = €™/ que dejan fijo a
¢+ 43¢+ ¢+ 3¢° + 3¢°.

66. Hallar G(Q(C)/Q(C + C* + (%)) con ¢ = /13,

67. Sean L y Ly los cuerpos de descomposicién de dos polinomios P; y P, sobre Q.

Demostrar que si L1 N Ly = Q, entonces G(L1/Q) x G(Ly/Q) = G(L/Q) donde L es el
cuerpo de descomposicion de P Ps.

68. Hallar una extensién cuyo grupo de Galois sea isomorfo a Zy X Zy X Zs.

69. Si H y N son subgrupos de G(L/K) cuyos subcuerpos fijos son H' = Ly y
N’ = L, indicar qué subcuerpo es (o,7 : 0 € H, T € N)'.

70. Si L = Q(z,y,2) y K = Q(x +y + 2,2y + xz + yz,xyz), probar que Q((w —
y)(x —z)(y — 2)) = (o) con o un elemento de orden 3 de G(L/K).

{T1. Sea L el cuerpo de descomposicién de un polinomio sin raices multiples. Digamos
L = K(og,a9,...,a,) con P = (x —aq)(z —ag) -+ (2 — o) € Klz], oy # . Sea
L; = K(a1,,...,q;)y Ly = K. Probar que cada monomorfismo L; — L se extiende
a [Lj+1 : Lj] monomorfismos L;;1 — L. Deducir de ello que |G(L/K)| = [L : K].
Concluir finalmente que todos los elementos de L son separables sobre K.

72. Hallar G(Q(z)/Q(z")), G(C(z)/C(z")) y G(K(z)/K(x'%)) con K = Q(e2™/3),

calculando en cada caso los cuerpos que quedan fijos por todos los automorfismos.
73. Hallar G(Fy(x)/Fa(2?)).

74. Consideremos ¢ = e*™/® y sea o el Q-automorfismo de Q(¢) dado por o(¢) = ¢*.
Demostrar que el cuerpo fijo de o es Q(v/5). Indicacion: Elevar al cuadrado T+C+C

75. Sea L = Fylz]/{(z*+2°+1) y K = Fy[z]/(x*+2x+1). Hallar G(L/K) y comprobar
que el orden del morfismo de Frobenius en L es 4.

O76. Si o tiene orden 4 y 7 # o2 tiene orden 2, ;por qué sabemos que los automorfismos

en {Id,0,0% 03 7,07, 0%r, 037} son distintos?

77. Sea L el cuerpo de descomposicién en C del polinomio % + 1 sobre Q. Encontrar

los automorfismos de L con cuerpos fijos Q(v/—2) y Q(+/2).

78. Sea o un elemento de G(L/K') de orden 2n. Demostrar que para cualquier « € L,
a+o%(a) + ot Q)+ -+ 0™ 2(a) € (o?).

Seccién 3.3

79. Sea L = Q(¢) donde ¢ = €?>™/!'. Demostrar que L es una extensién normal
de Q y determinar su grupo de Galois. Encontrar todos los cuerpos intermedios de la
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extension L/Q y los subgrupos de G(L/Q) que les corresponden indicando cuéles dan
lugar a extensiones normales de Q.

80. Si L/K es una extensién de Galois con grupo de Galois ciclico, probar que dos
cuerpos intermedios My, M, (conteniendo a K) satisfacen My C My siy sblo si [L : M]
es un multiplo de [L : My].

81. Sean K C M C L con L/K de Galois. Probar que M = K(a) con a € M si
y s6lo si los tunicos elementos de G(L/K) que fijan a estan en G(L/M). Emplear este
resultado para dar una nueva prueba de Q(ﬂ, \/§) = Q(ﬂ + \/5) Demostrar de igual
manera que Q(+/17,/17) = Q(+/17 + /17).

©U82.Si K C M C Ly L/K es de Galois, jdeben ser necesariamente L/M y M/K de
Galois?

83. Si en una extensién de Galois L/K, con char(K) # 2, el grupo de Galois es
Zsy X Ty, demostrar que L = K(a, 3) con o?, 3 € K.

84. Sea o = v/2 4 i y sea P el polinomio minimo de a sobre Q. Hallar todos los
subcuerpos de su cuerpo de descomposicién sobre Q.

©085. Demostrar que si L es un cuerpo de descomposicion de un polinomio sobre Q y
G(L/Q) es abeliano, entonces M/Q es normal para todo subcuerpo M, Q C M C L.

86. Supongamos que f(x) € Q[z] es irreducible con df = 4 y su cuerpo de des-
composicion sobre Q tiene grupo de Galois A,. Sea 6 una raiz de f(z) y sea L = Q(6).
Probar que L es una extension de grado 4 de Q que no tiene subcuerpos propios. ;| Hay
alguna extension de Galois de Q de grado cuatro sin subcuerpos propios?

87. Probar que si el grupo de Galois del cuerpo de descomposicién de una cubica
sobre Q es Zs, entonces todas las raices de la cubica son reales.

88. Hallar el grupo de Galois del cuerpo de descomposicién de P = (x? — 3)(z? + 3)
sobre Q, calculando los subcuerpos intermedios.

89. Calcular cudntos subcuerpos tiene el cuerpo de descomposicion de P = x® +
323 — 32? — 9 sobre Q.

90. Calcular cudntos subcuerpos tiene el cuerpo de descomposiciéon de P = x7 +
42° — 2% — 4 sobre Q.

91. Hallar todos los subcuerpos del cuerpo de descomposicién sobre Q de P = z* +1.

92. Hallar todos los subcuerpos propios del cuerpo de descomposicién de P = % —2

sobre Q.
93. Calcular cudntos subcuerpos tiene Q( cos(2m/13)).

94. Estudiar qué automorfismos de G(Q(e*™/7)/Q) dejan invariante isen(27/7) y
utilizar el resultado para hallar [Q(isen(27/7)) : Q] y [Q(e*™/7) : Q(isen(27/7))].

©95. Sabiendo que L/Q es normal y [L : Q] = p, hallar un grupo isomorfo a G(L/Q).
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96. Si G(L/K) = Z,, (donde p y ¢ son primos distintos) con L/K normal, finita y
separable, ;cuantos subcuerpos, M, hay con K C M C L?

97. Si G(L/Q) = Z,2, (donde p y ¢ son primos distintos) con L/Q de Galois, probar
que L tiene subcuerpos Ly, Lo, L3 tales que [L1 : Q] = p, [Ly : Q] = p* y [L3 : Q] = ¢.

98. Sea K un cuerpo de caracteristica cero, y sea E el cuerpo de descomposicion de
algin polinomio sobre K. Si G(F/K) es isomorfo a A4, probar que E no tiene ningin
subcuerpo L tal que [E : L] = 2.

99. Sea « una raiz de z* + 2® + 1 € Fy[z]. Hallar 8 en funcién de o de tal forma
que Fy & F(8) & Fao(a) y dar un polinomio en Fy[z] cuyo cuerpo de descomposicion sea

Fa(8).

100. Demostrar que si Q C M C Q(e*/*), entonces G(M/Q) es abeliano. (Nota: El
reciproco, para M/Q de Galois, es un profundo resultado llamado teorema de Kronecker-
Weber).

101. Para cada n par hallar un polinomio P € Q[z] con 0P = n y raices distintas
no racionales, tal que el grupo de Galois de su cuerpo de descomposicién sea isomorfo
a ZQ.

102. Hallar una extension normal de Q cuyo grupo de Galois sea Zg. Indicacion:
9=(19-1)/2.

103. Sea L/K una extensién de Galois y sean M;/K y My/K subextensiones de
Galois. Demostrar que si M3 es el menor subcuerpo de L que contiene a M; y Mo,
entonces G(Msz/M,) es isomorfo a G(My/(My N My)).

104. Sea p = 2¢ + 1 con p y ¢ primos, hallar cudntos subcuerpos tiene Q(e7/P).

105. Sea L un cuerpo y sea G un subgrupo finito del grupo de automorfismos ¢ :
L — L Sea K={aeL : ¢(a) =a, V¢ e G}. i) Probar que K es un subcuerpo
de L con [L : K] = |G|. 1) Probar que si L/K es simple, es de Galois. {iii) Probar
incondicionalmente que L/K es de Galois.

106. Demostrar que /n € Q(e?™/?) con n € Z y p primo si y s6lo si n es un cubo
perfecto.

$<H107. Sea p un primo con p — 1 divisible por 4. Demostrar que /n € Q(e*™/P) con
n € Z siy s6lo si n o n/p son cuadrados perfectos. Indicacién: Probar que Y ©_, e2min®/p
genera la tinica subextension de grado 2 de Q(e?™/7).

108. Sea L = Fs({/x, /y) y K = F3(z,y). Demostrar que L/K es normal y finita,
pero existen infinitos subcuerpos intermedios K C M C L. jPor qué esto no contradice
el teorema fundamental de la teoria de Galois?

0109. Galois enuncié el siguiente lema sin demostracién “Sea una ecuacion cualquiera
sin raices iguales, digamos a,b,c,... Siempre se puede formar una funcion V de las
raices tal que los valores que se obtienen permutando dichas raices de todas las formas
posibles son todos desiguales. Por ejemplo se puede tomar V = Aa+ Bb+ Cc+ ...,
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siendo A, B,C,... nimeros enteros [no nulos| convenientemente elegidos”. Y después
dedujo otro lema: “La funcion tomada anteriormente tienen la propiedad de que todas las
raices de la ecuacion propuesta se expresan racionalmente en funcion de V7. En notacion
moderna esto es a,b,c,--- € K(V) donde K es el cuerpo generado por los coeficientes
de la ecuacién. Probar estos resultados (para K C C). Indicacion: El primero se cumple
para numeros complejos arbitrarios. Para el segundo, Galois aplicé el teorema de los
polinomios simétricos al producto de factores (Az + Bb+ Cc+ - -+ — V) permutando de
todas las formas posibles b, c, ... pero sin cambiar V.
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Apéndice del Capitulo 3

Conoce a tus héroes

(Mé&s informacién en: http://turnbull .mcs.st-and.ac.uk/history/)

E. Galois vivié durante
los tumultuosos anos de la
restauracion monarquica en
Francia después de Napo-
leén. A pesar de su brevisi-
ma vida, el importante es-
tudio que realizé sobre la
resoluciéon de ecuaciones al-
gebraicas por medio de gru-
pos de permutaciones ha brindado a las Matematicas una de sus partes mas bellas,
conocida hoy de forma genérica en su honor como teoria de Galois. Sus trabajos no
recibieron la merecida atenciéon en su tiempo, y no alcanzaron difusién entre la comu-
nidad matematica hasta mas de una década tras su muerte. Esto, combinado con la
juventud de Galois, su intensa actividad revolucionaria y su fallecimiento en un duelo,
ha transformado a veces su biografia en una leyenda no siempre fiel a la realidad [Rot].

Apellido: Galois
Nombre: Evariste
Nacimiento: 1811 Bourg La Reine
7 Defuncién: 1832 Paris
¥

Bla, bla, bla

» Sea una ecuacion tal con congruencias, F(x) = 0, y p el mdédulo. Supongamos,
para simplificar, que la congruencia no admite ningun factor conmensurable, esto
es, que no ezisten funciones ¢(x), ¥(x), x(x) tales que ¢p(x)Y(x) = F(z) + px(x).
En ese caso, la congruencia no admitird ninguna raiz entera, ni ninguna raiz
inconmensurable de grado inferior. Consideremos las raices de esta congruencia
como una especie de simbolos imaginarios, ya que no se ajustan a discusiones con
numeros enteros, simbolos cuyo empleo en los cdlculos serd tan util como el del
imaginario /—1 en el andlisis ordinario. E. Galois 1830.

» TEOREMA: Sea una ecuacion dada y a, b, ¢, ... sus m raices. Hay un grupo de
permutaciones de las letras a, b, ¢, ... que goza de las propiedades siguientes:
i) Toda funcion de las raices invariante por las sustituciones del grupo es racio-
nalmente conocida; ii) Reciprocamente, toda funcion de las raices determinable
racionalmente es invariante por las sustituciones. E. Galois 1831.

» Hemos hecho grandes esfuerzos para comprender las pruebas de Galois. Su razona-
miento no estd ni suficientemente claro ni desarrollado para permitirnos juzgar
su correccion, y no podemos hacernos una idea de €él. El autor anuncia que la
proposicion que constituye el objetivo de esta memoria forma parte de una teoria
general susceptible de muchas aplicaciones. S.D. Poisson 1831.
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Pide a Jacobi o a Gauss publicamente que den su opinion, no acerca de la certe-
za, sino de la importancia de estos teoremas. Mds adelante habrd gente, espero,
que encontrard provechoso descifrar todo este lio. E. Galois 1832 (de su carta a
A. Chevalier, el dia antes del duelo que causé su muerte).

. Qué hay que saberse?

Esencialmente, manejar extensiones normales, conocer el concepto de separabilidad,
calcular grupos de Galois de extensiones suficientemente sencillas y, por supuesto, hay
que saberse perfectamente el teorema fundamental de la teoria de Galois y como se
aplica en diferentes ejemplos.

(PQR) Preguntén, quejoso y respondén

La teoria de Galois, ;es realmente de Galois?

En tiempos de Galois no habian sido definidos los automorfismos, ni las extensiones de cuerpos, ni
sus grados, y los grupos eran sélo de permutaciones; de modo que no podemos esperar encontrar
en los trabajos de Galois algo similar a lo que contienen los libros de hoy en dia titulados “Teoria
de Galois”.

Entonces el nombre es inadecuado.

No, porque la idea de que la estructura del cuerpo de descomposicién queda fielmente reflejado
en un grupo y la utilizacién de ello para dar una solucién final al problema de resolubilidad por
radicales, son suyas.

El célculo del grupo de Galois parece algo combinatorio que se reduce a comprobar unas cuantas
posibilidades, jno es asi?

Sélo cuando tenemos extensiones de Galois presentadas de forma muy simple. Si nos enfrentdse-
mos al cuerpo de descomposicién de z° — 6z 4+ 3 no sabriamos cémo empezar.

Tendriamos que hallar explicitamente las raices.

Una consecuencia de la teoria de Galois es que tal cosa es imposible con las operaciones algebraicas
habituales.

Entonces no hay ningin método general para hallar G(L/Q) con L/Q de Galois.
En realidad si, pero requeriria tantas operaciones que es impracticable.
Pero si en general no podemos hallar el grupo de Galois, la teoria de Galois no sirve para nada.

Nos dice que es lo mismo estudiar subcuerpos que subgrupos, lo cual es un descubrimiento
matematico de primer orden, independientemente de lo dificiles que sean los cédlculos.

.Y es posible obtener cualquier grupo finito como grupo de Galois del cuerpo de descomposicién
de un polinomio en Q[xz]?

Se cree que si, pero nadie ha conseguido demostrarlo hasta ahora.



