Facultad de Ciencias Matematicas

UNIVERSIDAD COMPLUTENSE
MADRID

EL TEOREMA DE CARLESON

Juan Cavero de Carondelet Fiscowich

Trabajo académicamente dirigido por Daniel Azagra Rueda

Junio, 2012






Indice general

[IRecordatorio|

T Prelim |

[1.1. Los espacios L>>® v L*Y . . . . . .. ... ...
[1.2. Daistribuciones temperadas| . . . . . . .. ... 0oL,
[1.3. Algunos resultados atiles|. . . . . . .. ... ... o000

. Reduccion del problema)

[2.1. 'Transfterencia de multiplicadores|. . . . . . . . .. ... ... ... ..
[2.2. Descomposicion diadica] . . . . . ..o

2.3, Discretizacionl . . . . . . ...

. Los lemas principales|

[3.1. Aproximacion a los lemas| . . .. ... ... ... ... .. ... ...

25
33

39
39
50
58

71
71
78
81
87

97






Proélogo

Este texto forma parte de un trabajo académicamente dirigido por Daniel Azagra
en la Facultad de Ciencias Matemaéticas de la UCM. Tras cursar la asignatura de
Analisis de Fourier durante el curso 2010-2011, surgi6é mi interés por el problema de la
convergencia en casi todo punto de las series de Fourier. Se habian estudiado teoremas
como el de Du Bois Reymond y el de Kolmogorov, que tratan la convergencia en casi
todo punto de funciones continuas e integrables respectivamente, pero seguia abierto
el problema en L?(T). El teorema de Carleson afirma que cualquier funcién de L?(T)
es, en casi todo punto, el limite de su expansiéon en serie de Fourier. El teorema debe
su nombre a Lennart Carleson, quien en [C| establece como teorema la conjetura que
Nikolai Luzin habia planteado en 1913. Esta conjetura implico a grandes mateméaticos
del siglo XX: Andrey Kolmogorov demostré en 1923 que existe una funcién integrable
tal que su serie de Fourier diverge en casi todo punto; Calderén en 1959 demostré
que si la conjetura de Luzin era cierta, entonces el mas tarde llamado operador de
Carleson

CFE(t) = s]pr |SNF(t)]

cumpliria una desigualdad débil de tipo (2,2). La conjetura finalmente se demuestra
en 1966, y al afio siguiente Richard Hunt [H| extiende el resultado a todo LP con
p>1.

Con el paso del tiempo han aparecido nuevas demostraciones del teorema de Carleson,
Charles Fefferman [Fe] en el afio 1973 demuestra el teorema mediante la acotacion
L? — L' del operador de Carleson. Michael Lacey y Christoph Thiele demuestran
en el ano 2000 el teorema de Carleson en el articulo [LT], acotando débilmente
el operador de Carleson, y siguiendo algunas de las ideas de la demostracion de
Fefferman. En su demostracion no se utiliza el operador de Carleson para las series de
Fourier definido anteriormente, sino que se considera una versién integral en L?(R):

N —~ .
Cf(z) = sup ] / &) df‘-
N —N

Esto es posible gracias a ciertos resultados de transferencia de multiplicadores ini-
cialmente descritos en el caso fuerte por Karel de Leeuw en [dL] y mas tarde gene-
ralizados por Carlos E. Kenig y Peter A. Tomas en [KT|, o por Pascal Auscher y
Maria J. Carro en |AC]. En el libro de Loukas Grafakos [G1] se dedica un capitulo
a desarrollar y exponer estos resultados. Michael Lacey en [La| describe como mo-
dificar la demostracion de |LT]| para todo LP con p > 1. Ademas, en [La] aparecen
resultados complementarios y mejoras de la prueba original. Por otra parte, Juan
Arias de Reyna publica en 2002 el libro [dR], en el que desarrolla la prueba original

3



de Carleson [C] de una manera clara y concisa. Otros trabajos sobre el teorema de
Carleson se deben a Kahane [K|, a Jorsboe & Mejlbro [JM]J, o a Victor Lie, quien en
ILi] adapta la demostracion original de [LT] al caso discreto, sin tener que utilizar
la transferencia de multiplicadores. Se pueden encontrar capitulos enteros dedicados
al teorema de Carleson en los libros [G2] y [Fr].

En un principio Daniel y yo tenfamos pensado abordar uno a uno los articulos [C],
|[Fe|,y [La] cronolégicamente, pero pronto cambiamos de opinioén. La demostracion
original era muy dificil de entender para un alumno de licenciatura, y en cualquier
caso, en seis meses no habria tiempo de entenderlas todas. Al final se decidi6 escoger
la mas reciente. Para poder abordar la demostracion de que aparece en [Lal ha
sido necesario estudiar temas como el espacio L? débil, la funcion maximal, o las
distribuciones temperadas. Para esto se han utilizado libros como [G1], [SS2], o
[SW]| respectivamente. Teniendo en cuenta que estos temas no se tratan en la asig-
natura de Analisis de Fourier de la UCM, se han tenido que anadir en un capitulo
de preliminares. Los preliminares necesarios para abordar [Lal se han desarrollado
en la justa medida, sin sacar més conclusiones que las absolutamente necesarias. En
todo momento se ha intentado que el trabajo fuera autocontenido, desde la pers-
pectiva de un alumno de dltimo ano de Licenciatura en Ciencias Matemaéticas de la
UCM. Asi mismo, también se ha insistido mucho en que todos los pasos formales
de la demostracién estuvieran debidamente justificados. El trabajo pretende ser un
desarrollo de la demostracion expuesta en [Lal, en un lenguaje y con un rigor que lo
convierta en accesible para alumnos de Licenciatura que hayan cursado asignaturas
como Analisis de Fourier, Teoria de la Medida o Analisis Funcional. El libro [G2] ha
sido muy 1til para resolver ciertos problemas que iban saliendo al estudiar [Lal, y
que yo no conseguia resolver siguiendo [LT]. En la parte donde surgia este problema,
|G2] y |LT] seguian un enfoque distinto del de [Lal. Por otra parte, [G2| ha sido
la principal fuente de informacién para la parte final de la demostracion. Para los
resultados bésicos sobre el Anélisis de Fourier se han seguido libros como [D], [G1],
[P], [S1], [S2] o |Fql.

Como no podia ser de otra manera queria darle las gracias a Daniel Azagra Rueda,
el director del trabajo. En todo momento se ha mostrado dispuesto a que le expu-
siera mis razonamientos y mis dudas, resolviéndolas en muchos casos. También me
ha dado pistas y consejos para abordar ciertos problemas a los que no estaba acos-
tumbrado, asi como consejos para mejorar mi IXTEX. En definitiva, ha sido una pieza
imprescindible en el trabajo. También quiero dar las gracias a Michael Lacey, al que
me dirigi personalmente para preguntarle acerca de una duda y en todo momento se
mostré dispuesto a echarme una mano. Me ayud6 a dar otro enfoque distinto a una
parte de la demostracion en la que parecia haber discrepancias entre [Lal y [LT].
Al ver que no habia tales discrepancias consegui entender mejor la demostracion.
Ademaés de eso, Michael me ha propuesto distintas ideas para mi futuro académico,
asesorandome acerca de requisitos y condiciones. También quiero agradecer a Loukas
Grafakos por aconsejarme acerca de cémo abordar unos problemas sobre la transfe-
rencia de multiplicadores, a José Maria Martell por ayudarme con unos resultados de
dualidad, y a Juan Margalef por ensenarme numerosos trucos de IATEX. Finalmente,
quiero agradecer a todo mi entorno, familia, amigos, compaferos de universidad y
profesores por estar a mi lado y apoyarme. A todos ellos va dedicado este trabajo.



Recordatorio

Antes de empezar con el capitulo de preliminares, definiremos formalmente los ob-
jetos y herramientas béasicas del anéalisis de Fourier. Dada F' funcién en T, se define
su coeficiente de Fourier n-ésimo como

~ 1 .
F(n) = o /T F(t)e~t dt.

Bajo ciertas condiciones de regularidad podemos recuperar F' por la formula

o0

F(t) = Z F(n)e™.

n=—oo

Escrimos estas formulas porque como ya sabemos, hay distintas maneras de defi-
nir estos objetos. Para la transformada de Fourier, y por cuestiones de notacion,
pondremos

fle) = /R f(@)e da,

con f definida en la recta real. Como ya sabemos, en esta situacion la formula de
inversion queda expresada por

1 -
_ iz d
f@) = 5 [ Flere as
El teorema de Plancherel afirma entonces que

(f ‘ g) = %<f|§> para cada f,g € L*(R).

También conviene recordar la desigualdad integral de Minkowski, enunciada y de-
mostrada en el capitulo 6.3 de [Fo|. Por otra parte, a lo largo del trabajo se usaran
simbolos como <, ~, o 2. Diremos que A < B cuando existe una constante K tal

que A < KB. Si A > KB diremos que A 2 B. Finalmente, si se cumple
B<A<SB

escribiremos A ~ B. La razén por la que usamos estas abreviaturas es porque estamos
tratando asuntos de convergencia. Siempre que las constantes K estén controladas y
sean uniformes, podremos traspasar la informacién de B a A.






Capitulo 1

Preliminares

1.1. Los espacios L>® y L*!

EIA lo largo de esta secciéon estudiaremos un espacio relacionado con L2, al que
llamaremos L?*°. En ocasiones se le llama espacio L? débil, ya que contiene a L?.
Para el teorema de Carleson sera importante conocer este espacio asi como su predual
L*!. Definiremos estos dos espacios sobre un espacio de medida o-finita X que jugara
el papel de R o T.

Definicién 1.1.1. Decimos que f € L>*°(X) si f es una funcion medible en X y
existe una constante C > 0 tal que

2
HzeX: |f(@)|>A}] < % para todo A > 0.

Diremos que dos funciones de L>*°(X) son iguales si coinciden en casi todo punto.

Para simplificar la notacién escribiremos

{f>A={zeX:|f(x)>A}.

Es facil ver que L?(X) C L?>*(X) ya que para toda f € L?(X) y todo A > 0 se

tiene
2 2 2 2
615 = [1F = [ P2 210>,

Poniendo C' = || f||2 en la definicién anterior se concluye que f € L*»*°(X) y por lo
tanto L? esté contenido en L?>°. En la figura 1.1 podemos observar la geometria de
las bolas de ambos espacios cuando consideramos el espacio X = {0,1} de medida
de contar.

Por ahora no sabemos que el espacio L** sea normable, pero si que podemos dotarle
de una cuasinorma, que definiremos como la aplicacién

2
1f]l00 = fnf{(] >0: dy()) < % para todo A > o},

TPara la primera seccién he seguido principalmente los libros [G1] y [dR]. La parte de dis-
tribuciones temperadas esta basada en [SW| y [G1]. Para la tercera seccion he utilizado [SS2],
[dR] [G1]y [G2].
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Figura 1.1

r ﬂ BZ,oo

Ny

LA

Antes de comprobar que es una cuasinorma recordaremos un par de propiedades de
la funcién de distribucioén dy definida para cada f como

d¢(N) = Hf > )\}‘ para todo A > 0.

Ejemplo 1.1.2. Para entender el comportamiento de este objeto, computaremos la
funcién de distribuciéon de una funcién simple positiva. Consideremos una funcién

simple
N
fl@) =) ajlg,(z)
j=1
con a; > ... >ay >0y los Ij disjuntos dos a dos. Si A > a; entonces claramente

d¢(A) = 0. Supongamos que a1 < A < aj, entonces |f(x)| > X exactamente cuando
x € F; siendo Fj; = F1 U --- U E;. Ponemos

J
By =|Fj|=|Eu--UE;| =" |E|.
k=1
Por lo tanto, la funcién de distribuciéon de f queda expresada como

N
d(A) = Z Bjla; 110N
j=1

donde hemos puesto By = any1 = 0. [ |

Proposicion 1.1.3. Sean f,g funciones medibles en X. Para cada o y 8 nimeros
positivos se tiene

1) dy es decreciente y continua por la derecha,

2) Si|g| < |f| en casi todo punto, entonces dy < dy,
3) dep(a) = dy(a/|c|) para todo ¢ € C no nulo,

4) divgla+B) <dgpla) +dyg(B),

5) dyg(af) < dy(a) +dg(B).
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Demostracion. Supongamos que a < 3, es claro que

{xeX: |f(x)‘>6}§{xeX: }f(:v)‘>a},

por lo que ds(a) > d(B) y dy es decreciente. Para ver que dy es continua por la
derecha, para cada A > 0 definimos

Eyx={zeX: |f(x)] > A}

Los conjuntos E) decrecen a medida que A crece, y de hecho
Ey = U Ext1/n-
neN

Como la medida es continua, podemos concluir
df(/\-f- 1/n) = ‘EA+1/TL‘ — ‘E)\‘ = df()\),

por lo que d; es continua por la derecha. Utilizando la definicion de la funciéon de
distribucién, la segunda y tercera afirmacién son inmediatas. Para la cuarta basta
con ver

{f+g>a+pB}C{f>a}u{g>5B}
Probaremos el contrarreciproco, supongamos que z € X es tal que |f(z)] < ay

lg(z)] < B, entonces

|f(z) +g(x)] < |f(2)]+|9(2)] < a+B.

La quinta afirmacion es anéloga a la cuarta, aunque en este caso |f(z)g(z)] < af. =

Muchos teoremas de esta seccién se probaran para funciones simples, y necesitaremos
un resultado que garantice que se puede extender a funciones medibles cualesquiera.
Normalmente esto se consigue con el lema de Fatou, a partir del cual se demuestra
el teorema de la convergencia mono6tona. Recordemos que para toda funcién medible
positiva existe una sucesion creciente de funciones simples que converge en casi todo
punto a la funcion original. En la siguiente proposicién veremos coémo adaptar esta
técnica a las funciones de distribucion.

Proposicion 1.1.4. Sean f, : X — C funciones medibles y supongamos que f es
una funcion medible tal que

|f(x)| < Mminf |f,(x)| para casi todo = € X,
n—oo
entonces para todo A > 0 se verifica la siguiente desigualdad

d(\) < liminfdy, (N).

n—o0

Demostracion. Fijado A positivo, para cada n € N definimos los conjuntos

E,={zeX: |fa(z)] > A}
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Por hipétesis, y por definicion de limite inferior

}f(:n)‘ < h'minf|fn(x)’ = sup fgf ‘fn(m)‘
n—00 meNn>m

Esto significa que para todo x € X tal que |f(x)| > X existe un natural m tal que si
n > m entonces | f,(z)| > A. Por lo tanto, para cada A\ > 0 se tiene

Ex={zeX:|f@)|>x < ) En
meNn>m
Sea ahora m € N, obviamente

N5

n>m

< inf ‘En‘ < sup inf ‘En‘ = h’minf|En’.
n—oo

n>m meNn=>m

Como la sucesion de conjuntos (Np>mEn)m es decreciente, juntando las dos estima-
ciones anteriores podemos escribir para cada A > 0

N

n>m

= lim
m—00

< liminfdy, (X)

n—o0

4w =18l < |U N

meNn>m

como queriamos demostrar. ]

Con este resultado podemos demostrar que si una sucesion de funciones medibles
(fn) cumple | fn|T|f], entonces también dy, Td¢. En efecto, utilizando la proposicion
es claro que la sucesion (dy,) es creciente, y ademas por la proposicion m
para cada n

dfn()\) < df()\) < h’minfdfn()\).

n—o0

Tomando supremos en n llegamos a

lim dj, (A) = sup dy, (A) < de(A) < liminfdg, (A).

Las desigualdades se convierten en igualdades, y se concluye

dp(\) = lim dy, (\) (1.1)

n—o0

para todo A > 0. Mas adelante sacaremos mas partido a este hecho, pero por aho-
ra seguiremos estudiando la funciéon dy. Una propiedad importante de la funcion
de distribucion es que nos permite recuperar la norma || f||,. Demostraremos esta
propiedad en el caso p = 2.

Proposicién 1.1.5. Sea f € L?>(X), entonces se verifica la igualdad

ny\gzz/o Adjs(X) dA.

Demostraciéon. En efecto, poniendo E\ = {f > A} podemos escribir

2/ Adp(N) d)\:/ /QA]IEA(J:) da dA.
0 0 X
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Ademaés, teniendo en cuenta que 1g, (x) = 1si A < |f(z)|y 0 en otro caso, podemos
utilizar el teorema de Fubini para concluir

2/ )\df()\)d)\:// 2\ g, (z) dA dz
0 X JO

|f (@)l
:// 2\ d\dx
xJo

= /X |f(2)|? da.

con lo que tenemos caracterizada || - ||2 en funcion de dy. ]

En la siguiente proposiciéon se comprueba que L*»* es un espacio cuasinormado, y
se dan dos definiciones equivalentes de || - ||2,0c-

Proposicién 1.1.6. Para cada f € L>*°(X) tenemos

2
1l =08 {€ > 0+ ;) < 55 para todo 1 > 0}.

Esta aplicacion es una cuasinorma y de hecho
£l = sup {Ads(N)!/2: A > 0}.

Demostracién. Dos funciones en L*°(X) son iguales si difieren en un conjunto de
medida nula. Utilizando la proposiciéon es claro que ||k fl|2,00 = |k||| f]|2,00 Para
todo k € C no nulo. Sean ahora f,g € L»*(X), para todo A > 0 se tiene

drg(A) < dp(A/2) +dg(A/2) = daf(X) + dag(X)

y por definicion

2,00

If l9ll2,
df+g(A) S 2( )\2 + )\200 .

Lo anterior implica que || + gllz.co < 201f ||y .. + l19]l5...): asi que || - [lz.o es efecti-

vamente una cuasinorma. Para completar la demostracion tomaremos C' > 0 tal que
df(X) < A72C?. Tenemos entonces

)\df()\)l/2 < C para todo A\ > 0.
Tomando supremos en A > 0 e infimos en C', se obtiene

sup {Ad;(N)V2: A >0} <||f

2,00°
La otra desigualdad se prueba analogamente: para cada A > 0 escribimos

(Ad;72)* _ (sup Adp(N)Y2: A > 0})°

df(/\) = 2 = A2

y por definiciéon de || - ||2,00 se concluye el resultado. ]

Como hemos visto, la aplicacion || - ||2.00 €s una cuasinorma, ya que la desigualdad
K
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triangular se cumple salvo una constante. Mas adelante demostraremos que L%
admite estructura de espacio normado. Para demostrar la equivalencia de normas sera
conveniente conocer algunas propiedades béasicas de los reordenamientos decrecientes.
Partiendo de una funcién medible f en X, conseguiremos otra funcién medible f*
equidistribuida con f, es decir

dy(A) = ds«(\) para todo A > 0.

Definicion 1.1.7. Sea f : X — C una funcidn medible, se define el reordenamiento
decreciente de f como la funcion f* :[0,00) — [0,00) tal que

fXt) =imf {A>0: dg(N) < t}.

Por definiciéon, claramente f* es una funcién decreciente, y su soporte esta contenido
en el intervalo [0, |X]|]. Ademas, es facil ver que f*(¢) > X si y solo si d¢(A) > ¢, lo
que demostraremos en la siguiente proposicion.

Proposicion 1.1.8. Sea f : X — C una funcion medible, entonces para todo t > 0
se tiene dy(f*(t)) <t. De hecho f*(t) > X si y solo si t < ds(X), es decir

{205 7°(0)> A} = [0.d,(0)
y por lo tanto [ y f* estdn equidistribuidas.

Demostracion. Por definicion, f*(t) es el infimo de los A > 0 tales que df(\) < t.
Podemos escoger una sucesion (A,) tal que df(A,) <ty ademas A, | f*(¢). Como
dy es continua por la derecha, tomando limites podemos concluir

ds(f*(t)) <t para todo ¢ > 0.

Demostremos la segunda parte. Sea t > 0 y sea A < f*(¢), por definicion de f*
sabemos que df(\) > t. Para la otra implicacion supongamos que ¢t < ds() cumple
f*(t) < A. Aplicando dy a ambos lados y el apartado anterior

dr(N) < dy(f7() <t

que contradice nuestra hipotesis, y por lo tanto f*(¢t) > A. Gracias a esto tltimo
podemos concluir que f y f* estan equidistribuidas ya que

dp(A) = [{t=0: f*(t) > A} = [[0,ds(N)| = df(N).

Ejemplo 1.1.9. Como antes, calcularemos el reordenamiento decreciente de una
funcién simple positiva

N
fz) = ZajllE].(x) con a;>...>an>0 y E; disjuntos.
J=1
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Como ya vimos en el ejemplo poniendo |By| = |any+1| = 0 la funcion de
distribucién de f venia dada por

N J
df()\) = ZBj ]l[aj+1,aj)(/\) donde Bj = Z ‘Ek‘
j=1 k=1

Si By <t < By, el menor A > 0 tal que d¢(A) < t es claramente A = a;. En
general, para B;j_1 <t < Bj el menor A cumpliendo d¢(\) <t es a;. Por lo tanto, el
reordenamiento decreciente de f es de la forma

N
f*(t) = Z aj ]I[ijth)(t)'
j=1

Proposicion 1.1.10. La cuasinorma ||-||2,00 se puede calcular con el reordenamiento
decreciente, se cumple

HfHZoo = sup {tl/zf*(t) 1 t>0}.
Demostraciéon. Bastara con demostrar que se verifica
sup { A df()\)l/zz A>0} = sup {tl/Qf*(t) ¢ >0}

Empezaremos por la desigualdad >, tomamos ¢t > 0 y € tal que 0 < & < f*(¢).
Ponemos A = f*(t) — € y la proposicion anterior garantiza que df(f*(t) —e) > t.
Tomando supremos en A > 0

* * 1 2 *
sup {Ad; (N2 A> 01 > (F5(8) —e) dy(f*(t) — )% > tV2(f(t) — <)
Primero hacemos tender € — 0 y luego tomamos supremos en ¢t > 0 para concluir
sup{)\df()\)l/Q: A>0} > sup {t1/2f*(t) : t>0}.

Para la otra desigualdad tomamos A > 0y 0 < € < A. Definiendo t = df(\) — ¢
llegamos a f*(ds(\) —e) > A, y por lo tanto

1/2 1/2

sup {125 (1) ¢ >0} > (dp(N) — &) /7 f(dr(N) — ) > A(dp(N) —¢)

Razonando anélogamente al otro caso, se demuestra la proposicion. [

Proposicion 1.1.11. Sea (f,) una sucesion de funciones fp, : X — C medibles
tales que existe f medible con

|fa| 1| f] en casi todo punto.

Entonces se verifica
5@ 1 f5(¢) para todo t.
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Demostracién. Como la sucesion de las f, es creciente, sabemos que (dy, ) es tam-
bién una sucesion creciente. Por lo tanto para cada n € N se tiene

A>0:ds,(N) <t} 2 {A>0:dy,,, (N <t}
y tomando infimos llegamos a

fu®) < fapa(t) <--- < F(1)

para todo t. Hemos comprobado que (f) es una sucesion creciente. Para ver que
su limite es f* empezamos definiendo h = lim f;;. Obviamente h < f*, para la otra
desigualdad tendremos que usar la proposicion [[.1.8] Como f < hy la funcion dy,
es decreciente, por|1.1.8

ds, (1)) < dp, (f2() < ¢

Tomando limites y recordando la ecuacion (1.1)) llegamos a ds(h(t)) < t y por lo
tanto f*(t) < h(t). [ |

Proposicion 1.1.12. Sea f : X — C una funcion medible, entonces

/X (@) do = /Ooof*(t) dt.

Demostraciéon. Para la primera expresiéon tomamos f funciéon simple positiva como

en el ejemplo Como ya vimos
N
fr(t) = Z ajlip,; .5, (1).
j=1

Para esta f el resultado es trivial ya que podemos escribir

N N

/le(fv)\ de =) aj|Ej| =) a;j(Bi=Bj-1) = /0 fr(t) dt.

J=1 J=1

Para extender el resultado a toda f medible, aproximamos f por una sucesién cre-
ciente de funciones simples. Podemos aplicar el teorema de la convergencia mondtona
gracias a la proposicion [1.1.11 [

Podemos sacar una consecuencia importante de esta proposicion. Empezaremos de-
finiendo para cada E conjunto medible la funcion h(x) = f(z)1g(z) Obviamente
sop(h*) C [0,|E|], y ademéas como |h| < |f|, sabemos que h* < f*. Por lo tanto
utilizando la proposicién

151 151
/E\f(x)\dx:/xwx)\dx:/o v < [Croa 02

Gracias a esta cuenta podemos enunciar la siguiente proposicion, que serd muy util
para demostrar cuél es el predual de L>*(X)
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Proposicion 1.1.13. Sean f,g : X — C dos funciones medibles, se verifica la
siguiente desigualdad

/ 1£(@)||g(x)] do < /°°f*<t>g (t) dt
X 0

Demostraciéon. Empezaremos tomando f funcion simple positiva de la forma f(x) =
Zé\le ajlp,(z). Definiendo Fj como en el ejemplo podemos reescribir f como

N
fl) = (aj—ajp) g, (@).

J=1

Por la desigualdad ([1.2)) aplicada a g obtenemos

B,
/‘f )|]g(a ‘dw— —aj+1 / |g(x \dw<z —a]+1/]g*(t)dt

donde hemos puesto B; = |F}|. Reagrupando adecuadamente los sumandos y recor-
dando el ejemplo llegamos a

/v>w>m<z%/ war= ["rwg

Aplicando el teorema de la convergencia monétona y la proposiciéon|l.1.11|se concluye
el resultado general para f medible. [

Ya tenemos las herramientas necesarias para probar que L% (X) admite estructura
de espacio normado. Empezaremos definiendo la aplicaciéon

—1/2

lollyoe = sup [B]77/ l9(2)] de. (13)
’ 0<|E|<o0 E
Es claro que || - ||2,00 €s una norma, ya que en este caso la desigualdad triangular

se cumple sin constantes. El resto de propiedades son inmediatas. De hecho, puede
demostrarse que con esta norma toda sucesion de Cauchy es convergente, y por lo
tanto L%*°(X) es un espacio completo.

Proposicién 1.1.14. Para toda funcion g € L>*°(X) se cumplen las desigualdades

1901300 < Ul9ll3.00 < 2195000
y por lo tanto || - ||2,00 ¥ || - [|l2,00 definen la misma topologia.

Demostracién. Empecemos por la primera desigualdad. Para cada A > 0 tomamos
E = {g > A}, que cumple las condiciones requeridas, y ademas

\”ﬁA;<A£de:> Mg > A2



16 Capitulo 1. Preliminares

~

lo que implica que [{g > A} < A72[gl3 . v consecuentemente [|g|l2.00 < [lgll2,c0-

Para la otra desigualdad haremos uso de la proposicion|1.1.13] Dado un conjunto |E|
de medida no trivial podemos escribir

[l = [ lo@ltet)a < [~ o0 150 a

El soporte de 1% esta contenido en [0, |E|]. Intercalamos t!/2 y su inverso, tomamos
supremos en t > 0, y utilizamos la proposiciéon [1.1.6

|E]
[ late)lde < (sup 62g°(0) [ 4202 dt = 2o, | B
E 0

t>0

Pasamos |E|'/? al otro lado y tomamos supremos en 0 < |E| < co. Hemos demostrado

que || [l2.00 ¥ I [l2.00 0N equivalentes, y por lo tanto L% (X) es un espacio normado.
A partir de ahora trataremos a |- ||2,.0 como si fuera una norma. Por lo que acabamos
de demostrar, esto no supondra ningan problema. [

En el segundo capitulo nos interesara intercambiar las normas || - ||2 ¥ || - ||2,00 con

integrales, para poder traspasar el problema de acotar un operador al de acotar otro
més manejable. Las siguientes proposiciones jugaran un papel muy importante.

Proposicién 1.1.15. Sea (f,)yer una familia de funciones de L*(R), entonces se

verifica la desigualdad
| [aora] < [1500,

y se dice que la norma || - ||2 es conveza.

Demostracion. En efecto, es claro que se cumple

fy() dy|| = fy() dy2dw v
| Lol = (L]
(L (fisers) )

Utilizando la desigualdad integral de Minkowski (ver [Fo|) obtenemos

‘/Rfy(') dy 2§/R</R|fy(ﬂc)\2 dx>1/2dy:/Rny(.)H2 dy

como querfamos probar. [

Proposicién 1.1.16. Sea (f,)yer una familia de funciones de L>*(R), entonces se
verifica la desigualdad

HéhmwmmSAWMmm@

y se dice que la norma || - ||2,00 €s conveza.
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Demostracion. Usaremos la norma |- ||2,0c definida en (1.3). Por una parte podemos

escribir
-1/2
| [roa] = s (B2 ] [ g ] as
R 2,00 O<|E|<o0 E'JR
-1/2
< sup ‘E| /// ‘fy(m){ dz dy
0<|E|<o0 RJE
< / sup ‘E|_1/2 | fy(z)] dz dy
R 0<|E|<o0 E
= [N
Como las normas || - [|2,00 ¥ || - ||2,00 SOn equivalentes, podemos concluir la demostra-
cion. ]

Proposicion 1.1.17. Sea (f,) una sucesion de funciones medibles f, : X — C, se
cumple

sup‘fn‘ ‘ < b siy sdlo si sup sup‘fn‘ ‘ < b.
neN 2,00 FCN Wner 2,00
finito

Demostraciéon. La implicacién a derechas es inmediata, ya que para cualquier sub-
conjunto F' C N finito se tiene

sup | fn| ‘ < |l sup || ‘
neF 2,00 nelr 2,00
Para la otra implicacién definiremos el ntmero
a = sup ||| sup ‘fn‘ < b.
FCN llnep 2,00
finito

Es obvio que existe una sucesion de conjuntos finitos Fj, C N tales que

lim
k—oco

= a.

sup | fa| ym

neFy,

De hecho, y sin pérdida de generalidad, podemos escoger los Fj de modo que Fj C
Fiy1 vy que UFy, = N. Como estamos usando una norma, podemos acotar

< ||| sup ‘fn‘*sup‘fn‘ (1.4)

sup | f|
TLGFk neN

neFy

)2,00.

‘2,007 H‘ sub }f"‘ ‘2,00

neN
Por eleccion de los Fj, la sucesion de funciones gy = sup,,cp, |fn| €s creciente y esta
mayorada por

g =sup sup |fp| = lim gx.
keEN neF, k—oo

Para demostrar que el lado derecho de la ecuacion (1.4) tiende a 0, utilizando el
teorema de la convergencia dominada bastara con ver que [|gfl2,00 < a. Esto es facil
de comprobar ya que por definicion cada ||g 2,00 < a, luego

ll9ll00 = Itmlgil 5 o0 < tim flgx [l o0 < @
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Cuando estamos ante un espacio normado es comun preguntarse cual serd su es-
pacio dual, o si dicho espacio es el dual de otro. En este caso responderemos a la
segunda pregunta, y para ello introduciremos el espacio L*!(X). Supongamos que
f € L**(X) induce un funcional F definido por

ngz/Xg(l‘)f(fv) dzx (1.5)

para ciertas ¢ medibles. Utilizando la proposicién [1.1.13] e intercalando t'/2 y su
inverso, podemos acotar

Frol < [ 1@llote) o < (supe20°0) [ "0 a (o)

El primer factor es la norma || - ||2,»c de f, y parece razonable pensar que el candidato
a predual de L?*°(X) sea un espacio cuya norma venga dada por

lolloy = [+ . (1.7)
Definimos el espacio L?!(X) como el conjunto de funciones medibles g tales que

llgll2,1 < oo. Identificaremos dos funciones medibles que coincidan en casi todo punto.
Sustituyendo g por f en la ecuacion (|1.6)) se obtiene

73 = %57 = [ 15@F do <17 1l

Como vimos al principio del capitulo, ||f|l2,00 < || f]l2, y por lo tanto || f||2 < ||f

2,1
por lo que el espacio L*!(X) esta contenido en L?(X). Como ocurrfa con || - ||2,00 la
aplicacion || - ||2,1 es una cuasinorma.

Proposicién 1.1.18. Sean f y g funciones de L**(X), para cada k € C se cumple
que [[Efll2,0 = [kl fll2,1 y también

Hf +9H2,1 =< \/§(Hf||21 + H9H2,1>'

Demostracion. Utilizando la proposicién y mediante un cambio de variable,
podemos deducir que para todo k € C

(kf)"(t) = tnf {|k|A >0 dp(N) <t} = |k|f*(t).

Aplicando la definicion de || - ||2,1 se sigue el resultado. Por otra parte, dadas f, g €
L?'(X) se verifica la desigualdad
(f+9)" (1) < f1(t/2) + g7(t/2). (1.8)

Para probarla, para cada t > 0 definiremos los conjuntos

A :{)\1 >0: df()\l) St/Q} AQZ{)\Q >0: dg()\g) St/Q}
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ast como S = {X\ > 0 : dy4(\) < t}. Utilizando la proposicion [1.1.3| podemos
deducir que A1 + A2 C S y por lo tanto

inf § < inf A; 4+ inf Ao,
A>0 A1>0 A2>0

con lo que (|1.17)) queda probada. Realizando un cambio de variable podemos concluir
la. demostracion, escribiendo

7+l = | T (/) + 0 0/2) de = VE([Fly + ol ).

Proposiciéon 1.1.19. Las funciones simples son densas en L>'(X). Es decir, dada
g € L»1(X) existe una sucesion de funciones simples (gn) tal que ||g — gnll2.1 — 0.

Demostracién. Sea g € L?1(X), como ya hemos visto g € L?(X) y por lo tanto
para cada n € N el conjunto

E, ={x € X tales que g(z) > 1/n}

tiene medida finita. Para cada n € N definimos las funciones G,, = g1lg, y escogemos
una sucesion creciente (G¥); de funciones simples G¥ : E,, — C que converja en casi
todo punto de E,, a G,,. Por el teorema de Egorov con ¢ = 1/n existe Eg C E, tal
que E, — E? tiene medida menor que 1/n y tal que Gfl — Gy, uniformemente en ED.
Por lo tanto existe k, > n tal que

para € EO. Definimos g,(z) = 0si x ¢ E, y go(x) = GF(z) si x € E,,.
Recapitulando, para cada n € N existe una funcion simple g, > 0 tal que g,(xz) =0
si g(x) <1/ny tal que
1
o(@) L < g,(x) < gla)
cuando g(z) > 1/n, excepto en un conjunto de medida menor que 1/n. Podemos
escribir entonces

Ha:GX: ‘g(w)—gn(m)‘ >1/n}‘ < %

Utilizando lo anterior, dado ¢ > 1/n por definicién se tiene (g — g,)*(t) < 1/n.
Tomando limites en n llegamos a lim(g — g»)*(t) = 0. Ademaés, como g;;(t) < ¢g*(¢)
para todo t > 0, utilizando la proposicion [1.1.3| obtenemos

(9" = g)(®) < 297%t/2).

Aplicando el teorema de la convergencia dominada se concluye ||g — gnll2,1 — 0, por
lo que las funciones simples son densas en L?1(X). |
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Proposicién 1.1.20. Dada g € L*'(X) se verifica la igualdad
lgll,., = 2/0 dg(N)M2 dX.

Demostracion. Como ya vimos en el ejemplo dada f = Zjvzl a;jlg; funcion
simple, f* se expresaba como

N
£ = ailp, pyt).
j=1

Por definicion de || f]|2,1, es decir ([1.7)), y recordando que By = ay4+1 = 0, podemos
escribir

N 00 N
1flly1 = Zaa‘/o P, gy (1) dt = 2> a; (B2~ BY).
j=1

Como antes, hemos puesto B; = |Fj| = |E1 U --- U Ej|. En el ejemplo se vio
que la funcién de distribucién venia dada por

N
dr(\) = ZBj Lgssra)(N).
j=1

Los sumandos tienen soporte disjunto, y por lo tanto podemos descomponer
o N /2 al 1/2
2/ drNY2 X = 22/ B;/*d\ = 2Y  B;"*(a; — ajn).
0 le aj+1 ]:1
Expandiendo la suma y reagrupando, llegamos a

0o N
2 [Casar = 230y (8)-BYD) = |1l
J

—

Esta igualdad se cumple para funciones simples positivas. Dada una funcién positiva
g € L>(X), existe una sucesiéon crecientes de funciones simples que convergen en
casi todo punto a g. Utilizando el teorema de la convergencia monétona junto a las

proposiciones [1.1.11] y [1.1.19] podemos concluir
o0
Jolloy =2 [ ~dy02 i
’ 0
para toda g € L*(X). [

Teorema 1.1.21. La aplicacion F : L>*(X) — L>Y(X) con F definida como en
(1.5) es un isomorfismo. Por lo tanto, el dual de L>'(X) es L>*(X).
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Demostracion. Por una parte esta claro que F esta bien definida y es continua ya
que

Esgl < £ llz00 /19,1

y por lo tanto ||[F¢|| < ||f|l2,00. Para ver que F es sobreyectiva, para cada S €
(L>'(X))" definiremos la medida o por ¢(E) = S(1g). Como S es continuo, tenemos
la acotacion

1/2

lo(B) =[5r)] 5 (e, ~ 2]

y consecuentemente o es absolutamente continua respecto de la medida de X. Apli-
cando el teorema de Radon-Nikodym, existe una funcién medible f tal que

S(1p) = o(E) = / 10(2) (@) da.

X

Por linealidad, para toda funcién simple g se verifica Sg = [ x g f, vy utilizando
el teorema de la convergencia monoétona junto con la proposicion [I.1.19] podemos
concluir

Sg = /X g9(z) f(z) dz =Fyg

para toda g € L>!(X). Si demostramos que f € L?*°(X) podremos deducir que F
es sobreyectiva. Para cada A > 0 consideremos la funcién g = ‘—{c']l{ #>x}- Aplicando
F obtenemos

Pro= [ |f@Mpn(e) do > /{ @l = 20

y consecuentemente Ad¢(X) < [|[Ff|| | g]l2,1. Por otra parte, teniendo en cuenta que
lgl = 1{y>n), la funcién de distribucion de g viene dada por dy(a) = dg(A) si 0 <
a <1y dg(a) =0 en caso contrario. Tenemos entonces

1
21 = 2/0 dg()? da = 2dp(N)Y/2. (1.9)

g

Juntando lo anterior se obtiene la desigualdad

A|[F |

Adg(N) <2 HFfde()\)l/2 que implica que [{f > A}| < ¥

Por definicién f € L**°(X) y por lo tanto F es sobreyectiva. Gracias a la tl-
tima ecuaciéon podemos deducir facilmente que la inversa de F es continua, ya
que || fll2,00 < 2||F¢|. Hemos demostrado que el dual de L*!(X) se identifica con
L?*(X). Salvo constante, la norma en el dual se puede recuperar como

/X F(@)gl@) dal.

Se ha cambiado el orden a la conjugaciéon, pero esto no es relevante debido a que
estamos tomando moédulos. ]

[£llg,00 = sup (1.10)

llgllz,1<1
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Hasta ahora hemos estado tratando espacios de funciones medibles con valores com-
plejos, pero también podemos hacer la misma construccién para funciones con valores
vectoriales. Para cada k € N y cada X espacio de medida o finita se puede definir el
espacio

L2%(X, (CH 1 lls0) )
como el conjunto de funciones h = (hy,...,hs) con h; medibles tales que H €
L?*(X) siendo

H(z) = ‘Slupk|hj(x)|. (1.11)

j: EARAS]

< 00. De la misma manera se puede

Denotaremos su norma como Hh”goi)) =
definir el espacio
L2 (X (CH - 1) )

como el conjunto de funciones g = (g1, ..., gr) con g; medibles tales que G € L*1(X)
siendo

k
Z |g;() (1.12)

Como antes, pondremos HgH2 1 = ||G|l2,1 < oco. Para este tipo de funciones vectoriales
g, sus componentes pertenecen a L>1(X) ya que

k
losllo < [ 3 lasl]],, = llglls) < o
j=1 ’

También se puede probar algo analogo para el espacio L**(X). Como ocurria antes,
parece razonable pensar que

L2°( X, (CF,|| - loo) ) = L*M (X, (CF, || - 1) ).
Definiremos la aplicacion R
R:L>®(X, (CF || - [loo) ) — L2Y( X, (CF, - 1))

para cada h € L>*°(X, (C¥,|| - /o)) como

Rh9=/X<9j($)‘hj( d:c—/Zg]

actuando sobre g € L>(X, (C*,||-|l1)). Veamos que esta aplicaciéon identifica ambos
espacios.

Proposicion 1.1.22. La aplicacion R definida anteriormente es un isomorfismo, y
por lo tanto podemos identificar

L2(X, (C - o) ) = Z21(X, (€5, - 1) )
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Demostracion. Por una parte es facil ver que R esta bien definida ya que Ry, es
un funcional continuo

k 0o
Rag| S/Xj;wj(m)hj(x)‘de/X‘H(x)HG(x)‘de/O H* ()G (1) dt,

y razonando como en se tiene
[Rag| < [[#]l,, 1G], = 1A ]52 o5

En particular, hemos demostrado que |Ry| < ||h||g?§c)> Falta demostrar que R es
sobreyectiva y que su inversa es continua. Empezamos tomando S un funcional con-
tinuo definido en L%!(X, (C*,| - |l1)), para cada j = 1,..., k definimos las medidas

O‘j(E) = S(O...ﬂE...O)
donde 15 aparece en la posicién j-ésima. Como S es un elemento del dual, es obvio
que o0; es absolutamente continua respecto de la medida de X ya que

|05(E)| =80 15...0)| < [|0... 1. 0)||S") = [[1E],, ~|E["*.

)

Utilizando el teorema de Radon-Nikodym para cada j existe h; medible tal que

S(O...]lE...O):O'j(E):/Ehj(:E) dq::/X]lE(az)hj(x)dx.

Por linealidad, podemos extender lo anterior para cada funcion simple g;, es decir

S(O...gj...()):/ng(a;)hj(x) dx.

De nuevo por linealidad, tomando g = (g1, ..., gx) una k-upla de funciones simples,
se tiene

k
j=1

Para que esta igualdad se verifique para toda g € L>!(X, (C*, ||-]|1)) necesitamos un
resultado de densidad. Sea g = (g1,...,9x) € L>' (X, (C*,|| - ||1)), como ya sabemos
cada g; € L>»1(X) asi que podemos escoger sucesiones de funciones simples (97)
que aproximen a g; en norma. Consideramos la sucesion de los g" = (g7,...,9}),
podemos escribir

k
lg = allsh = | Xz = ail],, = D lls7 = gillo, — 0.
j=1 ’ j=1

Hemos demostrado que el producto cartesiano de k veces el conjunto de funciones
simples es denso en L21(X,(C¥, || -|/1)). Utilizando el teorema de la convergencia
monoétona se concluye

k [—
S(on.-v9) = [ 3@ (@) do = Rag
j=1
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para toda g € L*1(X, (C*, | -]/1)), con lo que tenemos caracterizado S = Ry,. Veamos
que de hecho h pertenece a L (X, (C, |||l )). Para cada A > 0 definimos la funcién
hi(z) hi () >
B A 2),..., B g ) ).

Teniendo en cuenta que |h;|? = hjh;, por construccién al aplicarle Ry, queda

k
Rag = [ (3 11(@)])Lisony o) da
j=1
y por definicién de H, es decir , obtenemos
Rhg > /X }H(x)}]l{H>)\}(l‘) dz > /\‘{H > )\}‘ = )\dH()\)

Hemos llegado a la desigualdad Adg (M) < ||R]|]| g||gli Por otra parte, recordando

tenemos
k
G(@)] = |gi(@)] = klgany (@),
j=1

con lo que podemos computar la norma || - Hg% de la funcion g

HgHgi = ||k sy 01 = 21{:/0 {1y > a}|1/2 dov.

Razonando analogamente a como se hizo en se concluye
1
ol =2 [ 11> 07 do = 2k 0

Podemos terminar la demostraciéon juntando las dos estimaciones que hemos conse-
guido

1 42 R
Ay (N) < 2k||Ry|[dr(M)'/* y por lo tanto dg(A) < 2
Con esto, h € L>*(X, (C*,|| - |ls)) ¥ de hecho la inversa es continua ya que

(W

ot = |1, < 28] R
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1.2. Distribuciones temperadas

A lo largo de este capitulo desarrollaremos la teoria necesaria para caracterizar los
operadores acotados de L?(R) que conmutan con las traslaciones. Denotaremos el
operador traslacién por

Try f(z) = f(x —y) para cada y € R.

Se demostrara que estos operadores vienen dados por la convoluciéon con una distri-
bucién temperada. Las distribuciones temperadas son una especie de distribuciones,
pero en vez de actuar sobre funciones de soporte compacto acttian sobre funciones
de Schwarz f € S(R). El dual de S(R) es el espacio de distribuciones temperadas.
Todas las funciones diferenciables de soporte compacto pertenecen a S(R), pero no
son las tnicas. El ejemplo mas claro de funcién de Schwarz es la funcién e’

aunque no tenga soporte compacto, decrece muy rapido en el infinito.

, que

Definiciéon 1.2.1. Se dice que f € S(R) si f es una funcion infinitamente diferen-
ctable tal que para cualesquiera n, m enteros no negativos se tiene

prm(f) = sup [2"][0™ f ()] = Cpym < 0.
zeR

La siguiente caracterizacion de f € S(R) sera muy 1util a lo largo de todo el trabajo.
Supongamos que f es una funcién diferenciable tal que para cualesquiera n,m se
tiene
sug (1+1z))"|0™ f(z)| < oo. (1.13)
e

Si se cumple (|1.13)) es claro que f € S(R), y de hecho el reciproco también es cierto.
Tomamos = € R y n,m enteros no negativos, por el binomio de Newton existen
constantes K simétricas tales que

(14 [2)" = 1+ Kifa| + Kol + - + K" + |2|™,

Multiplicando la expresion anterior por |0™f(x)| y tomando supremos en =z € R
obtenemos

n
sup (1 + |:U|)n|8mf(:n)‘ = ZK]C]‘,m < 00
zeR —
7=0
por lo que las dos definiciones son equivalentes. Sea ahora f € S(R), poniendo n = M
y m = 0, existe C'js tal que

Cu 57 Dara todo x € R. (1.14)

IS ™

El lado izquierdo de la desigualdad es una funcién integrable, cuya integral podemos
calcular facilmente

1 & 1 <1 2
dx:2/ da::2/ — ds = .
/R(Hm)M 0 (1+z)M P M -1

Este hecho implica que la clase de Schwartz estd contenida en L!(R), y por un
razonamiento anélogo también esta contenida en todos los LP(R) con p > 1.
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Recordemos que la transformada de Fourier se relaciona con las derivadas por

o f(€) = ()" F(©) (1.15)
y si definimos g(x) = (—ix)™ f(x) entonces
i) = 0" (e). (1.16)

Estos hechos elementales nos permiten probar que la inversiéon de Fourier funciona

en S(R).
Proposicion 1.2.2. Sea f € S(R), entonces Fy f¥ también pertenccen a S(R)

Demostracién. Teniendo en cuenta que Ve = f(—g ) solo hara falta comprobar
el resultado para f Es claro que f es diferenciable, y de hecho

9(§) = 3mf(£) para cada m

con g definida como antes. Para cada n definiremos G(z) = i~ "9"g(x). Por cons-
truccion, es claro que G € S(R) y ademas utilizando - ) v -

G(©O) = 5 T9(6) = 5 (€)"5() = " T(€).

Por lo tanto f € S(R) ya que
EUPK"H@’”J“ O =G, < llc], <o,

y lo mismo ocurre para la transformada inversa. [

Con esto, hemos obtenido que
A S(R) «+— S(R).

Antes de seguir con las distribuciones temperadas tenemos que ser capaces de dotar
a S(R) de una topologia. Dada una sucesion (fi) € S(R) diremos que fj converge a
f € S(R) si para cualesquiera n, m se cumple que

pm(fe — f) = Sg% ‘anﬁm(fk — f)(x)‘ — 0 cuando k — oo.

Esta nocién de convergencia es compatible con una topologia en la cual la suma,
el producto, y la derivacion son funciones continuas en S(R). Una subbase para los
abiertos que contienen al 0 en esta topologia es

{f € SMR): pum(f) <r paratodo n,m y todo r € Q}.

El origen tiene una base numerable de entornos y podemos dotar S(R) de una dis-
tancia. Definimos para cada f,g € S(R) la aplicacion

&1 pilf-g)
d(ﬁg)—jzlzjlfpj(m’

donde j es una enumeracion de las py, . Es facil comprobar que d es una distancia
que genera una topologia equivalente a la dada, y que de hecho el espacio métrico
S(R) es completo.
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Definicion 1.2.3. Diremos que u es una distribucion temperada si u es una aplica-
citon lineal y continua
u:S(R) — R.

Para definir una distribucién, utilizaremos la notacién

(u, g) =u(g) para cada g € S(R).

Antes de seguir recordemos el operador de reflexion, que venia dado por
fy) = f(=y).

Definicion 1.2.4. Sea u € S(R) y sea f € S(R), se definen u y f * u como las
distribuciones temperadas tales que

(@, g) = (u,9)
(fru,g)=(u, fxg)
para cada g € S(R).

Observacion 1.2.5. Sea u € S(R)' y sean f,g € S(R), por definicion

(£ gy = (u. Fea) = [ Fe o) an) =l [ 10,FC)ato) dy).

Para poder meter v dentro de la integral, tenemos que demostrar que las sumas de
Riemann convergen en la topologia del espacio S(R). Para cada N € N dividimos
el intervalo [-N, N] en 2N? intervalos I, de longitud 1/N. Sea y,, el centro del
intervalo I,, definimos las siguientes funciones:

F(a) = /R Te, F(2)(y) dy

2N? _
Fy(z) =) Try, f(@)g(ym)| Il
m=1

Queremos ver que Fy — F en S(R), es decir que para cualesquiera «, 5 € N se tiene

pasg(Fn — F) = sug’xaH@B(FN —F)(a:)’ —0
Tre

cuando N tiende a infinito. Escribiremos

2N?2
P (Fx - F)(@) = 3 08 F( — yon)g (ym) | on| — /R B F(z - y)gy) dy.
m=1

Separando la integral en dos y tomando valores absolutos, llegamos a la expresion

2N2

(B~ P)a)| = Y [ 027w~ wm)gtm) — 027 — 9)g(w)] dy
m=1"1Im (1.17)

e 227 =00
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Empezaremos acotando el integrando del primer sumando de ((1.17)). Por el teorema
del valor medio existe £ = y + 6(y,, — y) con 6 € [0,1] tal que dicho integrando
coincide con

|y — 9]0y (92 F(z — y)g(y)) (€)].

Teniendo en cuenta que y € I, es claro que el primer factor esta acotado por 1/N.
Utilizando la regla de Leibniz para el segundo factor y teniendo en cuenta que apa-
recen funciones de Schwarz, para M > 2a tenemos

1 1

8, (82 f(x — ol < :
10, (97 F (@ = 9)9()) (©)] i e

De hecho, por eleccion de |€] se ve que |y| < |€] + 1 y por lo tanto
1 1 1

m 89 8£~l‘— S N .
|ym — yl|0y (05 f(z = y)g(y)) (€] N (11 12) ™ (14 )7

Para el segundo sumando de ([1.17)) basta con usar la regla de Leibniz para obtener

1 1 < 1 1
U+ lz—o)™ ()™ ™ @+ 2™ @+ )™

107 f(z —y)g()| S
Juntando las estimaciones de cada sumando llegamos a la expresion

1 |x’a N 1
(6 el _ < - = -
w2|0?(Fy - F))| $ + T ) /_N TR

2o 1
B / o
(1+ )™ Jewme (14 )™

Por eleccién de M y teniendo en cuenta que los integrandos son funciones de Schwarz,
es facil concluir que p, g(Fnv — F) — 0. Con lo que hemos demostrado, podemos
identificar

<f*u,g>=/RU(Tryf)g(y) dy

y como g € S(R) es arbitrario, obtenemos

(f * u) (y) = u(Tryf) = <u, Tryf>.

Lema 1.2.6. Sea T : L*(R) — L%*(R) un operador acotado que conmuta con las

traslaciones. Para cada f € S(R), las derivadas distribucionales de T'f son funciones
de L*(R) tales que

om (Tf) = T(amf) para todo m entero no negativo.

Demostraciéon. Empezamos tomando f, g € S(R). Por una parte es claro que
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en L2(R) cuando h — 0. Por definicién de O(T'f), sabemos que

(O(Tf), g)= —/RTf(x)ag(x) dr = — lim Tf@) (9(90 + hﬁ — g(x)) .

h—0

Haciendo un cambio de variable en el primer sumando y reordenando obtenemos

<a( _ hm/ f Tf(x_ )g@:) dr.

h—0

Por hipétesis T' conmuta con las traslaciones, y por lo tanto

Tf(z—h)=Tep(Tf)(z) =T (Trnf)(z).

Utilizando lo anterior y sacando factor comin g(x) podemos escribir

<a(:rf),g>:,11fg%)/]R [To <f_hTrhf>](x)g(x) do

:/]RT(@f)(:U)g(x) dx
=(T(9f). 9).

Como g € S(R) es arbitraria, hemos deducido que para toda f € S(R) se verifica
O(Tf)="T(0f). Para demostrar el caso general basta con razonar recursivamente

O (Tf) = 0" Ho(Tf)) = 0" (T (0f)) =+ = T(9"F)-
Como 0™(T'f) = T(9™f) es evidente que las derivadas distribucionales de T'f per-
tenecen a L2(R). ]

Lema 1.2.7. Sea h € L*(R) tal que todas sus derivadas distribucionales O™h perte-
necen a L*(R). Entonces existe una funcion continua H cumpliendo

2
0l < > [lo™l,
m=0

y tal que h(z) = H(z) en casi todo punto.

Demostracion. Para cada R > 1 definimos una funcién meseta ¢r soportada en
[—2R,2R] y tal que pr = 1 en el intervalo [~ R, R]. Como h € L?(R) es evidente que
orh € LY(R) ya que

lerhlly < [lerll,[|]l, < oo

Para poder aplicar la inversion de Fourier a pprh, necesitamos que SO/R\h también
pertenezca a L'(R). Por una parte es facil ver que

2

L+le)* <2 |G

m=0
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Multiplicando por |(;}§L(E )| v despejando, llegamos a

2
orh(€)] < (1+1|5|) S ()" rh(€)]- (1.18)
m=0

Utilizando ([1.15) podemos podemos reescribir (|1.18)) como

2
orh(6)] < (Hlm) > o enn(©).

Tomando supremos y utilizando que la norma || - || de la transformada esta acotada
por la norma || - ||; de la funcion original

2 Z H@ (#rh) H1

orh
lerh(€)] < a +|§’

Por hipétesis sop(¢r) C [-2R, 2R], y utilizando la desigualdad de Holder

— 1
erh(&)] & —— Z I 2r2m]], /107 (erR),

(1+ |£|) (1.19)

2/\

"™ (orh)

Por la regla de Leibniz, se tiene que
0" (prh) = 0™ oRph + md™ YOI + - - + mOprO™ 1 h + @rO™h

y por construccion, todas las derivadas 0" ¢pr estan acotadas por cierta Cy, r. Como
tenemos una cantidad finita de sumandos, podemos deducir que

2 2
> o™ (erm)l, < D [lo™n],.
m=0 m=0

Sustituyendo en e integrando, se concluye que
2
lerhll, < > [[0™h], < oo,
m=0

ya que por hipotesis 9™h € L?(R) para todo m. Hemos demostrado que QO/JL € L'(R)
para todo R, y ya podemos aplicar la férmula de inversién. Por una parte sabemos
que

or(x)h(x) = (cp/R\h)v(:E) para casi todo z € R

y como ¢r = 1 en [-R, R], h coincide en casi todo z € [—R, R| con una funcién
continua. Como R es arbitrario, podemos deducir que existe H continua tal que

h(x) = H(zx) en casi todo punto.
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De hecho, se cumple la condicién del enunciado ya que tomando R =1

2
[HO) < [lerhll < lerhlly S 32 (|97 ]l

m=0

En la segunda desigualdad hemos usado la formula de inversion. ]

Teorema 1.2.8. Sea T : L?(R) — L?(R) un operador acotado que conmuta con las
traslaciones. Existe una unica distribucion temperada v € S(R) tal que Tf = f x v.

Demostracion. Utilizando el lema[I.2.6 sabemos que las derivadas distribucionales
de T'f son funciones de L?(R). Empezamos definiendo la aplicacion

u:S(R) — R por (u, f) =Tf(0) para cada f € S(R).

La definicion anterior tiene sentido ya que el lema [I.2.7] nos asegura que 7T'f coincide
en casi todo punto con una funciéon continua. Poniendo H = T'f en el lema [1.2.
llegamos a

2
[(u, D] =TFO)] S D o™ 1),
m=0

Podemos utilizar de nuevo el lema [1.2.6] junto con la acotacién de T', para concluir

2 2
us OIS D@ Nl < D107l < X pam(h),
m=0 m=0

nl,|m|<2

por lo que efectivamente v € S(R)’. Definiremos v € S(R) como v = u, usando la
observacion [1.2.5] podemos escribir

(f xv)(z) = (f x0)(z) = (T, Trwf> =(u, Tr_pf) =T (Tr_f)(0).

Como T conmuta con las traslaciones, se deduce que

(f #v)(z) = Tro(Tf)(0) = Tf(2),

como querfamos demostrar. [

Corolario 1.2.9. En las condiciones del teorema anterior se cumple que v € L*°(R).

Demostracion. Para cada R definimos funciones meseta ¢ soportadas en [-2R, 2R]
y tales que pr =1 en [—R, R]. Es obvio que en esta situacion tenemos

~ A A
orb = (pp*v)" = (T(¢R))" € L*(R).
Por construccion, para cada R se tiene prv = ¥ en [—R, R]. Por lo tanto v €

L?([~R, R]) para todo R, es decir v € L2 (R). Supongamos que f € L>®(R) tiene

loc
soporte compacto, por una parte es evidente que

f|of) = /R (@) [5(2)|* de < oo. (1.20)
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Por otra parte, utilizando el teorema de Plancherel dos veces y teniendo en cuenta
que al final desaparecen las constantes

@f|of) =2m(w £ v £Y) < ||T)(|£]]5- (1.21)

Juntando las expresiones (1.20) y (|1.21]) podemos deducir que
2 a2 2
/R(HTH 5@ ) @) da > 0. (1.22)
Para cada y € R y cada r > 0 elegimos f tal que se cumpla

2 _ ]lB(y,r) (37)
|B(y,r)|

Esta funcion es acotada y de soporte compacto. Sustituyendo f en la expresion ((1.22))

obtenemos 1
"= B T|* — [5()|*) da.
< |B(y7r)‘/B(y’T) (H f ‘v(x)‘> .

Tomando limites en r — 0 y utilizando el teorema de diferenciaciéon de Lebesgue
podemos concluir que 0 < ||T]]? — [0(y)|?
entonces

|f ()]

para casi todo y. Es facil comprobar que

‘iz\(y)‘ < HTH para casi todo y € R,

por lo que v € L*°(R) y el corolario queda demostrado. |
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1.3. Algunos resultados ttiles

Sea f una funciéon localmente integrable, definimos el operador maximal de Hardy-
Littlewood como

Mf(z) = sup,; /B 1£(v)] dy.

zeB

donde el supremo se toma en todas las bolas que contienen al punto x. Es facil ver
que el operador M es sublineal, es decir que para cualesquiera f,g € L%OC(R) se
cumple

M(f+g)(x) < Mf(x)+ Mg(z).

Empezamos enunciando el lema del recubrimiento de Vitali, cuya demostracion se
puede encontrar en cualquier libro elemental de teoria de la medida.

Lema 1.3.1. Sea E C R un conjunto no vacio de medida finita y sea U un recu-
brimiento de E por bolas abiertas. Existe una subfamilia finita de bolas disjuntas
Bi,..., B, tal que

Uﬂ5§?&k

Proposicion 1.3.2. El operador mazimal de Hardy-Littlewood es de tipo débil (1,1),
es decir

1
{321 > A} < Sl
para cada X > 0.

Demostraciéon. Sea A > 0, definimos los conjuntos
E={zeR: Mf(z)>A} y E,=EN(-n,n).

Por definicion de M, dado = € E,, existe una bola B que contiene a x tal que

\;\/B‘f(y)‘ dy > A

Aplicamos el lema de recubrimiento de Vitali para obtener una familia de bolas
disjuntas By, ..., By, para las que se cumple la desigualdad anterior y tales que

m m 1
|En| S ;|Bﬂ < ;A/B\f(y)\ dy.

Como las bolas son disjuntas llegamos a
1 1
|En‘ < XHfHI y tomando limites ‘E‘ < XHle

como querfamos demostrar. [
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Teorema 1.3.3. El operador mazimal de Hardy-Littlewood estd acotado en L*(R).
Es decir, para cada f € L*(R) se tiene

1251, < [1£11,:

Demostracién. Sea f € L?(R), descomponemos f = f; + f2 donde hemos definido
h=Flyeay v =1l

Como M es sublineal, sabemos que M f < M f; + M fo. Ademas, por definicién de
fo podemos escribir

M fala) = sup e

B{r<3} _ A
d — — —.
»cB }B} Bm{f<%}‘f(y>} y < - sup 5

2 zeB ‘B’ o

Por lo tanto M f < M f; + A/2, y dado = € R tal que M f(x) > X se verifica que
M fi(x) > A/2. Por otra parte, la funcién f; es integrable, ya que utilizando la
desigualdad de Cauchy-Schwarz

A
= [, lr@lde < slsl4r 2 537

=2

La tltima cantidad es finita ya que f € L?(R). Podemos utilizar ahora el hecho de
que M f es de tipo débil (1,1), que implica

A 1 1
s =2l < [oer= ) S xlalk =5 [, @l a2
Utilizando la proposicién expresamos || M f||3 como
2273 =2 [~ Al > A} ax

La expresion (1.23) nos permite acotar || M f||3 por

HMfH;fJ/OOO/{bQ}\f(xH d d
=/ \f(@l/ooll{fy}(x) d\ dz
/!f |/2f )\ dz

~ |15

y por lo tanto M f es acotado en L?(R) como queriamos demostrar. [

Consideremos ahora una version centrada del operador maximal de Hardy-Littlewood,

es decir
1 x+e
Mf(x) = sup o | |f(y)| dy
e>0 4€ —&
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Es inmediato comprobar que M < M < 2M, y por lo tanto el operador M también
es acotado. De hecho, podemos ver M como un operador de convoluciéon. Para ello
definiremos

1 1 /s
K= 3 Ty v Ke(z) = gg(g) para cada ¢ > 0.

Con esta familia de K. podemos escribir
+e

e kete) = [ K=l du =5 [ 15w do

Tomando supremos en € > 0 se concluye que

M{(x) = sup |f| * K ()

e>0

Hemos elegido una funcién radial K de soporte compacto, pero podemos refinar atin
maés el argumento. Lo anterior puede extenderse a funciones radiales K de decreci-
miento rdpido. En la siguiente proposicién mostraremos cémo hacerlo en un contexto
més general. En vez de tomar el supremo en € > 0 lo tomaremos en € > ¢y para
150} > 0.

Proposicion 1.3.4. Sea M un nimero natural y sea € > 0, definimos

1 1 T
)= ———— gy también K.(z)=-K(=).
) (1+|:c|)M Y (@) € <5>

Ezxiste Cpy > 0 tal que para todo €9 > 0 se verifica

T+e
sup (|f]+K2)(@) < Carsup o= [ [£(1)] at

e>e0 £>€0 2e r—e

Demostracion. Sea x € R y definamos g(y) = f(z + y), entonces por una parte

(!g\*Ks)(0)=A|g(y)\Ks(y) dy:/R}f(y)\Ks(x—y) dy = (|f] * K:) (2).

y por otra parte podemos escribir

1 € 1 € 1 T+e
% /. \g(t)\dt—%/s\f(:cﬂ)}dt—25/366 |£(t)| dt.

Gracias a esas observaciones, sin pérdida de generalidad soélo hara falta probar el
resultado cuando z = 0. Tomamos €y > 0 y € > gq, por simetria de K

(If] * K.)(0) = /R £ | Ko (y) dy = /0 T F)K-(y) dy

siendo F(y) = |f(y)| + | f(—y)|. Ponemos (f * K.)(0) = I + I donde

I = / @K dy v L= / T F)K-(y) dy.

—€0 €0
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Empezamos acotando I, teniendo en cuenta que € > ¢y y que K es una funciéon
acotada

s [l = o [ 1wlK(Y) do s sw o [ )]

Para demostrar la proposiciéon bastara con ver que

Ig,SsupQ— ‘f ’dy.
e>gq 4€

Llamaremos A al lado derecho de la tltima desigualdad. Integrando por partes, con
f Y F(t) dt podemos escribir

I = [G(y)Ka(y)}: + /oo Gly)(=KZ(y)) dy. (1.24)

Por definicion de G y utilizando que K decrece rapidamente en el infinito, el primer
sumando se anula. Ademas, el integrando del segundo sumando es positivo ya que
K. es decreciente en el semieje positivo. Podemos acotar G por

G(y):/yF(t)dt</y‘f ‘dt<2ysup— !f )| dt = 2yA.
-y

€0

Sustituyendo en ([1.24) obtenemos
<A [ oK) dy < A [ 2(-Klw) du
€0

S6lo queda volver a integrar por partes para concluir

Bo<a([~zrw)] 2 [T R a) = alK], 5 A

donde hemos utilizado que ||K¢||1 = ||K]|1 es un valor fijo. ]

Como ya sabemos, dada 1) € S(R) y M € N podemos acotar

1
V@) S 7

asi que podemos extender el resultado anterior a funciones de Schwarz. Sea 1) € S(R)
y para cada € > 0 definimos

ge() = o(%).

Con la funcion K que definimos anteriormente, se verifica la acotacion

y por lo tanto tenemos

1 T+e
sup (|f‘ * ‘ng‘)(:c) < sup (‘f‘ x Ko)(z) S sup 2— ‘f(t)‘ dt. (1.25)
e>eq e>€0 9

Este resultado se utilizara en la tltima seccion del tercer capitulo. También sera tutil

conocer la siguiente acotacién de operadores maximales. En este caso impondremos

que las bolas tengan un radio acotado inferiormente.
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Proposicion 1.3.5. Sea J un intervalo, y sea 4.J el intervalo de centro c(J) y de
longitud 4|J|. Para toda h se tiene
1 x+d 1 z+4
sup sup — h(t)| dt < 2inf sup / h(t)| dt.
weJ 5>417) 20 Ju—s wol 2€J 534|7) 20 Jo—s ol

Demostracién. Para probar el enunciado, basta con ver que dados xi,z0 € J
cualesquiera, se tiene
1 x1+0 1 To+0
sup / |h(t)| dt < 2 sup — |h(t)] dt.
54171 20 Jau1—s 5>417) 20 Juy—s

Tomando supremos e infimos se tiene el resultado general. Ain podemos simplificar
maés el problema, veamos que para cualesquiera x1,x9 € J y d1 > 4|J|, existe dg >
4|J| tal que

1 x1+01 1 z2+0d2
I = — h(t dt<2/ h(t)| dt = 215.
e /5 po]ar < 250 [ {po)] ae =2,

Tomamos 1,22 € J y 61 > 4]J| y definimos d2 = x2 — x1 + §1. Hemos supuesto sin
pérdida de generalidad que x1 < x2, el otro caso es analogo.

1 1461 ’ ( ) 1 To+02 ‘ ( )‘
12:/ h(t dt+/ h(t)| dt,
262 x1—01 ‘ 262 1401

y por lo tanto la diferencia I; — 215 es igual a

/ oF 1461 1 b 5 1 b p 5 1 To+02 ) ;
TenT S 1M =2 = |h(t)] ) dt =2~ )| dt.
' ’ /1‘1—61 (251| ( )‘ 252‘ ( >}> 252 /x1+51 ‘ ( )‘

Por eleccion de §2, es obvio que z1 + d1 < x2 + b2, vy por lo tanto podemos acotar

1 9 1401
I -2 < (2—51 . 2752> /761_51 ()| dt.

Por otra parte, teniendo en cuenta que d; > 4|J]

1 2 (52—251 :L'2—ZE1—51 |J‘—4|J’
_2 _ < <o,
207 209 20109 20109 - 32|J|2 B

de donde se deduce que I; — 215 < 0 y la proposiciéon queda demostrada. [
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Capitulo 2

Reduccion del problema

2.1. Transferencia de multiplicadores

EIEI teorema de Carleson afirma que dada cualquier funcion F' € L?(T), la sucesion
de sumas parciales de Fourier de F' converge en casi todo punto a la propia funcion.
Es decir
N
F(t) = lim SyF(t) = lim Z F(n)e™ para casi todo ¢ € T.
N—o00

N—oo
n=—N

Como ya sabemos, el nicleo de Dirichlet para las series esté definido por

N
Dy(t) = Z e™ para t € T.
n=—N
Este nticleo esta intimamente relacionado con las sumas parciales de Fourier, recor-
demos que se tiene la igualdad Sy F'(t) = FxDy(t). Asi, el teorema de Carleson se
puede formular como

F(t)= lim FxDp(t) para casi todo t € T.
N—o0

Este hecho se verifica en un subconjunto denso de L?(T), como pueden ser las fun-
ciones de C*°(T), pero eso no es suficiente para probar el teorema. Para ello, tenemos
que introducir un operador maximal al que llamaremos operador de Carleson. Bus-
caremos obtener una desigualdad de tipo débil para dicho operador. Definiremos el
operador de Carleson para F' € L?(T) segtin la expresion

N

Z F\(n) eint
n=—N

Teorema 2.1.1. Supongamos que C : L*(T) — L?*(T) cumple |CF|j2.00 S || F]|2-
Entonces, dada F € L*(T) se tiene

CF(t) = sup |FxDy(t)| = sup
N N

N

F(t) = lim > F(n)e™
n=—N

"La transferencia de multiplicadores se ha tratado segin [KT]y [G1], el resto de secciones se
han basado en los articulos |[LT] y [Lal, con algunas contribuciones de [G2].
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para casi todo t € T, y el teorema de Carleson queda probado.

Demostracién. Consideremos la aplicacion £ definida para cada F € L?(T) por

N

F(t)— Z F(n)e™

n=—N

LF(t) = limsup

N—o0

Basta con demostrar que para cada € > 0 se cumple [{LF > e}| < €. Sea G una
funcion C(T) tal que ||F — G|ls < €%/2. Sabemos que G verifica en todo punto la
formula del enunciado, asi que utilizando la desigualdad triangular

N o~ o~ .
Z (F(n) —G(n))emt

n=—N

ILF(t)| < }F(t)—G(t)‘—i—s?[p

Por definicién el segundo sumando es el operador de Carleson actuando sobre F' — G,
por lo tanto utilizando la proposicion [I.1.3]

{LF >e}| < {F-G > ¢/2}| + |[{C(F-G) > ¢/2}|.

Nuestra hipotesis es equivalente a que para todo A > 0 se cumple

2
29

1
{er > )] < 5 |17]
lo que se traduce en que

4
few-6) > <2 5 5lF-¢f; 5 =

Falta acotar el primer sumando, lo que se puede hacer utilizando la siguiente de-
sigualdad

/\F(t)—G(t)}2 dt > / IF(t)-G)|* dt > < {F-G > ¢/2}),
T (F-G>¢/2} 4

de la que obtenemos |{F—G > ¢/2}| < e 2?||[F—GJj3 < ¢y el teorema queda demos-
trado. ]

En el articulo [LT| se demuestra el teorema de Carleson en el contexto de la trans-
formada. Se prueba que el operador

N o~ .
Cf(x) = sup ‘ / Fle)ee dg‘
N —N

cumple [|Cfll2.00 < |Ifll2 para cada f € L?(R). Un razonamiento anélogo al del
teorema anterior permitiria deducir

para casi todo z € R. La transferencia de multiplicadores asegura que ambas desigual-
dades débiles son equivalentes, aunque nosotros s6lo nos fijaremos en una implicacion,
que establecemos como teorema.
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Teorema 2.1.2. Supongamos que el operador de Carleson para la transformada
verifica

1CA Iy S I £lly para e LAR).

Entonces el operador de Carleson para las series verifica
HCFH2,<>O S ||F]ly para Fe LX(T).

A lo largo de esta seccion vamos a estudiar la demostracion del teorema Em-
pezaremos introduciendo un nicleo de Dirichlet Dy que jugard en C el mismo papel
que Dy en C. Definimos

sen(Nx)

T

Dy (z) = para z € R.

Proposicién 2.1.3. Para cada f € L*(R) se verifica la igualdad
1N
frDxta) =5 [ R
T J-N
y por lo tanto tenemos definido Cf(x) ~ sup|f * Dy(z)|.
N
Demostracion. Comenzaremos reescribiendo la expresion que define a Dy
sen(Nx) etN_ g=izN 1 [y

5 = _= e —
N (@) (¥ 2mix 27 J_N

¢ dg.

Solo falta hacer una sencilla comprobacién, utilizando el teorema de Fubini

1 N i 1 N i(zx—s
%/_Nf(é)e ﬁdsz%/RU_Nf(s)e( >fds>ds
N

_1 ia—s)e >
5 Rf(s)(/Ne d¢ ) ds
= f*ﬁN(:L‘)

Tomando valores absolutos y supremos en N, salvo constante recuperamos el opera-
dor de Carleson. n

A continuacion introduciremos el concepto de multiplicadores de Fourier, empezando

por el caso de las series. Sea b = (b)) una sucesion de nimeros reales, definimos en
L?(T) el operador

SyF(t) = " F(n)b(n)e™
ne”Z

con la notacion b(n) = b,. Diremos que (b,,) es un multiplicador de Fourier en el toro
asociado al operador Sp. Podemos hacer algo parecido con la transformada, pero
en este caso no bastard con una sucesiéon. Sea b una funcién acotada integrable y
regulada, es decir que todo = € R es punto de Lebesgue de b. Recordemos que esto
significa que para todo = € R se tiene que

1

lfm - (b(x —t) — b(z)) dt = 0.

e—0 € |t|<e
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Con esta funcién b podemos definir

Tof(x / Flepp(e)er= de.

Como antes, diremos que b es un multiplicador de Fourier en la recta asociado al ope-
rador T3. Utilizaremos la palabra multiplicador para referirnos a b o bien a cualquiera
de los operadores inducidos. Pasando por la transformada, a veces denotaremos los
multiplicadores como T’ f f b.

Hay teoremas de transferencia para cualesquiera b acotadas integrables y reguladas,
pero nosotros nos centraremos en una en concreto. Para el teorema de Carleson
bastaré con considerar la funcién b : R — R definida por

1 sz <1
bx)=4q 1/2 silz| =1
0 silz]>1

La funcién b cumple las condiciones requeridas, en lo que sigue veremos como se
relaciona con los operadores de Carleson. Empezamos definiendo para cada N € N

Ty / F(eb(E/N ) de.

Por definiciéon de b sabemos que b(§/N) = 0 si €] > N, y que es idénticamente 1
para los |{] < N lo que implica que

Tt @) = o [ F@e g = feDna).

Tomando supremos en NN recuperamos el operador de Carleson para la transformada,
es decir

Nyf(z) = sup|Tbe )| = sup‘f*DN z)| ~ Cf(x). (2.1)

Algo similar ocurre para las sumas de Fourier, aunque en este caso se definira

SynF(t ZF b(n/N)e™t,
nez

Al tomar supremos pondremos

MbF(t) = Sl]i]p ‘Sb,NF(t)’.
Utilizando informacion acerca de b podemos escribir

SpNF(t) = Z F(n)e™ + % (ﬁ(N)eiNt + ﬁ(_N)e—iNt)
In|<N
= F+Dn(t) + QN F(1).

El primer sumando es la suma parcial de Fourier Sy_1F', por lo que no deberiamos
confundir las notaciones. El segundo sumando es una combinacién de operadores de
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proyeccion, y es trivialmente acotado en L?(T). De hecho, es facil comprobar que se
tiene

HS;D!QNF\ |, s 171l

El siguiente lema nos da una condiciéon suficiente para probar que C es de tipo débil
(2,2), es decir que [|[CF 2,00 S || Fl2-

Lema 2.1.4. Supongamos que |[MyF||200 S ||F|l2 para toda F € L*(T), entonces

|CF|l2,00 S || F |2 para toda F € L*(T).
Demostracién. Para cada N € N escribimos

|F«Dn_1| = |QNF| < |F*Dy_1 4+ QnF| = |SynF]|.
Tomando supremos en N y utilizando las definiciones de M y C queda

CF = sup |F«Dy| < MyF +sup|QnF)|.
N N

El sumando de la derecha es un operador acotado en L?(R), asi que tomando normas
[OFl, e < [P, + [[sup @] |,

< 1#l + | sup x|
< |71,

~

como querfamos demostrar. ]

Como ya adelantamos, a partir de ahora supondremos que C : L?(R) — L**°(R)
es acotado. Por (2.1)) esto es equivalente a suponer que

1908 = 1], _ % 161
lo que a su vez equivale, utilizando la proposicion [[.1.17], a

[, o, . < 191, Y

uniformemente en la eleccion del subconjunto finito F={Ni,..., Ni} de ntmeros
naturales. Fijamos F y definimos el operador

I*: L*(R) — L**(R, (C*,| - |))
donde
U f(z) = (Ton, f(2) .-, Ton f ().

La expresion ([2.2)) se traduce en que el operador I'x es acotado, es decir que se verifica

||F*f||é?§g < || f]l2 uniformemente respecto de F.
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Proposicion 2.1.5. El operador I'* es el dual de I' definido por

Z / G (E)b(E/ Ny )€€ de

para cada g = (g1, ..., 9x) € L>' (R, (C*, || - [I1))-

Demostracién. Veremos que dadas f € L2(R) y g € L»Y(R, (C*,|| - ||l1)) se cumple
(L[ 1) =(g|T"f)-

Empezaremos desarrollando el primer término de la igualdad

(Tg|f) = (Z [ gt/ mﬁdf)f(x)dx

= Z / / ( / o dt) b(E/Ny)e™ f () de du

_ Z / / / 4, () F@)b(E/N;)e D€ gt de dr.

Teniendo en cuenta que b toma valores reales, para el segundo término podemos
escribir

k
(0l 00) = [ ST 7 o
= ;Aigj(w) </RJ?(§)Z)(§/NJ‘)6”C5 d£> dx (2.3)
Z / / / 9, (@) F()b(E/N;) )¢ at de dax.

Intercambiando ¢ por x se concluye que I'* es el operador dual de I'. Es importante
darse cuenta de que en (2.3) hemos usado que dada h € L**®(R, (C* || - ||s)) el
funcional de Riesz sobre g € L2 (R, (C*, || - ||1)) esta definido por

k
Ryg = /R <gj(x) ‘ hj($)><ck dr = /Rj;gj(a;)hj (x) dzx

Un hecho elemental es que un operador es acotado si y sé6lo si lo es su dual, por
lo tanto nuestra suposicion implica que |[T'gll2 < || gHél% Reescribiendo lo anterior,

~

hemos llegado a que para cualesquiera g, ..., gi se tiene

9;(€)b(€/N;)e

(2.4)

2
J=1 R

)
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En el lema [2.1.4] se vio que para demostrar el teorema de Carleson para las series
bastaba con probar la desigualdad débil

HMbFH2,oo S HFH2 para toda F € L*(T). (2.5)

Utilizando un razonamiento de dualidad analogo al anterior podemos demostrar que
la desigualdad para M, F es equivalente a una mas manejable. Sea F = {Ny,..., Ny}
un subconjunto de niimeros naturales, definimos

A LA(T) — L (T, (C*, || - llo) )
donde para cada F € L*(T)

NF(t) = (So,vF(t), ..., Syn F(t)).

Como antes, utilizando la proposicion|l.1.17|podemos ver que (12.5)) equivale a ||[A*F' Hgﬁg <
|| F'||2 uniformemente en F. Por unas cuentas similares a las que hicimos con I' se ve
que A* es el operador dual de A definido por

A LPY(T, (CF |- 1) ) — L*(T)
donde para cada G = (G1,...,Gy) € L>Y(T,(C*,|| - ||1)) ponemos

ZZG )b(n/N;)e™.

7=1nezZ

El operador A es acotado si se cumple

ZZG )b(n/Nj)e

j=1neZ

(2.6)

Podemos comenzar la demostracion del teorema [2 Gracias al lema 2.1.4 y a
las observaciones que hemos hecho, bastara con demostrar que la desigualdad (2.4 .
implica (2.6)). Por dualidad podemos escribir

;EG P/ 2 IQlhet A(;%G b(n/Nj)e ’"t>Q(t) dt‘
Qi Z/SG dt‘

donde S; es el multiplicador asociado a b(n/N;). Por densidad sera suficiente compro-
bar para G, () polinomios trigonométricos. El siguiente lema técnico acotara el
lado derecho de la dltima igualdad utilizando funciones Gaussianas. En lo que sigue
definiremos

L.(x) = e ™" para cada ¢ > 0.
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Lema 2.1.6. Sean P y @Q polinomios trigonométricos en T, y sean Sy y T los
operadores asociados a b, se verifica

/SbP Q(t) dt = hm f/ Ty(P L. j2)(2)Q(x) L. o () dav.

Demostraciéon. Por linealidad, basta con demostrar la férmula del enunciado para
monomios P(t) = e** y Q(t) = e¥!. Utilizando la identidad de Parseval, podemos

escribir
/sbp@) =S 5Pm)Qm) =3 Pn)b(m)Qn).
T

neZ neZ
Por eleccion de P y @ llegamos a que el primer término de la igualdad del enunciado
es igual a b(k) si k = j y 0 en caso contrario. Nos centraremos ahora en el segundo
término. Utilizando el teorema de Plancherel

[ TP L) @ QL@ de = [ (P Lapa) ©QLopae) de
R RO 2.7)
=4M©Pam®Qam0&.

Recordando cémo se calcula la transformada de Fourier de una Gaussiana podemos
escribir

e Crez? V2 —rk—)?
PL = —i(§=k)z g0 V2 —pm
8/2(6) /]Re 2 € €z \/g € ’

asi como

Ca(i—€)2
TLal0) = [ e an = 7
R Ve

3

Multiplicando por 4/ la expresion ([2.7) y sustituyendo, el segundo término de la
igualdad del enunciado queda expresado como

/ ~n<k/—2 m/—;ﬂ . (2.8)
c e .

f

Para completar el lema empezaremos tomando k£ = j, de modo que

“n(k =8  —n(j = _ =nlk—£)
e/2 e/2 e/d

Sustituimos en (2.8)) y tomamos limites en £ — 0, con lo que

2 —n(k—¢)2
waéd@e 7 de s (k)

donde hemos usado que b es una funcion regulada y que la que le acompana es una
aproximacion de la identidad. Como k y j son enteros el caso k # j se traduce en
|k — j| > 1, asf que para todo f 6 R o bien |§ — k] > o bien |£ — j| > 1 . Separando
la integral en dos, acotamos por

2 r —li=)? (k=&
b 5 2 d b /2 % d
\@<A£_<@ee e [ o ) <

1
2 2

5 (et )
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que es arbitrariamente pequeno cuando £ — 0 y por lo tanto el limite coincide b(k)
para k # j. |

Volvemos a la demostracion del teorema[2.1.2} Sean G, Q polinomios trigonométricos
con ||Q|| < 1, utilizando el lema anterior podemos escribir

zi:/TSjGj(t)Q(t) dt‘ _

k
li VY [ 15(G; Lups) ()Q@IEopa(e) do
j=1"R

e—0

i 7 Lejs()b(E/N)) e " ds‘ |Q(2) Le jo ()| da

T e—0

27
=1

T e—0

Eog - N
ZlW/RGjLa/z(ﬁ)b(ﬁ/Nj)ezg dﬁHQHQLe/QHQ-

Aplicando la hipotesis (2.4), lo anterior queda acotado salvo constante por

(f | le@pr.@) dx)m.

En ambos factores estamos considerando las extensiones periddicas de funciones ini-
cialmente definidas en T. Dada ¢ funciéon en T llamaremos Pg a su extension perio-
dica. Empezaremos por el segundo factor, para el que habra que usar la férmula de
sumaciéon de Poisson.

lim
e—0

k
/1Y 1G] Leyz
j=1 2

Lema 2.1.7. Sea g una funcion continua en T, entonces se verifica

h’mf/Pg )dw—/Tg(:r) da.

e—0

Demostracion. Partimos la recta en intervalos
, [—37r, —ﬂ, [—ﬂ',ﬂ'], [7‘(, 37r] e

es decir [(2n — 1)m, (2n + 1)7] para n € Z. En cada sumando efectuamos el cambio
de variable s = — 27n

A, = f/Pg )dz = /2 Z/ Pg(s+2mn)Le(s+2mn) ds.

ne”L

Por definicion Pg(s+2mn) = g(s) y utilizando la formula de sumacion de Poisson
para L. llegamos a

A = ﬁ/ﬂ ZL (s+2mn) ds = / ZL e ds

nez ne’l



48 Capitulo 2. Reduccion del problema

donde E;(n) = ¢ 1/2¢=m*/¢ g la transformada de Fourier de L. en n. Queremos
comprobar que A, tiende a fT g, por lo que restaremos ambos términos.

A /T o(z) dz = /:r g(x)(glei*emw) da.

Tomando valores absolutos se obtiene

—mn?
‘AE—/EQ(J?) dm’ < HgHOOZ e e —0

In|>1

cuando ¢ tiende a cero. ]

Como estamos hallando un limite cuando € — 0, podemos restringirnos al caso
0 < € < 1. Para el primer factor tomaremos 0 < € < 1 y veremos que la cota del
operador no depende del € escogido.

Lema 2.1.8. Sea S : L>*(T) — L*'(R) definido por
Sg(x) = /' Pg(x) L. ja(x)

donde Pg es la periodizacion de g. Existe una constante tal que para toda funcion
g € L>Y(T) y todo 0 < & < 1 se tiene |Sgll21 < |lgll2.1-

Demostracion. Por densidad bastara ver el resultado para ¢ funcion simple de la
forma g = Zjvzl ajlg, con ap > ... > ay > 0. Ponemos any41 = 0 y para cada j
definimos F; = F7 U --- U Ej, se puede reescribir g como

N
9= (aj=aj+1)1g.
j=1
Salvo constante, acotamos la norma || - ||2.1 de S(g) por
N
HSgHZl S Z(a’j_aj‘f'l)HS(]le)HQ,l'
j=1

Supongamos por un momento que hemos probado la desigualdad de tipo débil res-
tringido
HS(]IE)H2 1 S ’E‘lﬂ para todo E C T medible. (2.9)

Podriamos concluir la demostracion ya que poniendo Fy = () se tiene

N N-1
1595, < S(a—a)|B =Y aj+1<}Fj+1‘1/2— ’Fj}1/2> = [lgll,,,
j=1 =0

como ya vimos en la proposicion [1.1.20, Ahora nos centraremos en probar (2.9)),
teniendo en cuenta que ||S(1g)||oc = /% podemos escribir

51/4 1
Is(g)]l,, = 2/0 {S(1g) > A}"* dn.
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Por simetria de L. tenemos

[50) > 0} =0 2 (5 /4))ﬂU b+ )|

Sea R el radio de la bola, en B(0, R) hay menos de 2R+ 1 valores enteros. Para cada
entero a lo sumo hay un trasladado de E en la interseccién, luego

{S(1g) > A}| < QR+ 1)|E|

Teniendo en cuenta que € < 1, tomando raices cuadradas y sustituyendo

cl/4
Istel,, <2 [ (VeR+1|E” i
0

c1/4

\E\”%W/ VR|E['? dx

\E}1/2+\/§/0 2 Zw (D)) da

Cancelamos los /4 y llegamos a la desigualdad buscada ya que el logaritmo que
aparece es integrable. [

A

Gracias a los dos tultimos lemas podemos acotar

Tomando el supremo en [|Ql|2 < 1 se obtiene ([2.6]) es decir

ZZG )b(n/Nj)e

Jj=1nez

k

S| 2216

7=1

el

con lo que hemos demostrado el teorema [2.1.2
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2.2. Descomposicion diadica

La seccion anterior se dedico a probar el teorema [2.1.2] que nos da una condicion
suficiente para demostrar el teorema de Carleson. Basta con demostrar la desigualdad
débil ||ICf 2,00 S ||fll2- Para ello, tenemos que introducir varios operadores que nos
simplificaran el camino. Para cada f € L?(R) definimos los operadores de traslacion,
modulacién, y dilatacién como

Try f(z) = f(x —y) con y € R
Modg f(z) = €™ f(x) con &€ €R
Dil? f(x) = A\™Y2f(x/\) con A > 0.

Proposicién 2.2.1. Para cualesquiera y,§ € R, A > 0, los operadores Tr,, Mod;¢ y
Dil3 estdn bien definidos, y de hecho ||Try f|l2 = [|[Modg f|j2 = ||Dil3 fll2 = || f|2-

Demostracién. Por definicion, es obvio que ||Modg f||2 = || f||2. Para las traslaciones
podemos hacer el cambio de variable s =z —y

T, 712 = / @) do = / £ ds = ||£|%

Las mismas ideas valen para demostrar que Mod y Tr conservan la norma || - |[,.
Para las dilataciones el razonamiento es parecido, aunque en este caso usaremos el
cambio de variable s = z/\

|Dis3 || = AYW@MWM=AU®F®=W@

Para que la dilatacién conserve la norma p tendremos que extender la definicién a
Dil} f(z) = AP f(z/N) con p > 1, y la demostracion es analoga. Estos operadores
se relacionan bien con la transformada, como se puede ver en la siguiente proposicion.

Proposicién 2.2.2. Dada f € L*(R) se verifican T/‘rﬁ = Mod_yf, M/o@f = Trgf,
Y Dilif = Dil%//\fpam todo y,£ € R, A > 0.

Demostraciéon. Las tres igualdades anteriores son inmediatas. Para la traslacion
hacemos el cambio de variable s =t —y

Tryf / f et dt = e~y /R f(s)e™ ds = Modwf(x).

Para el operador de modulacién no haré falta ningtin cambio de variable, simplemente
aplicaremos la definicién

Nodfa) = [ F(0)e7 dt = Flo =€) = Trefa)

El caso de la dilatacion es similar al de la traslacion, ponemos s = t/\

Dil f( ) = /R ATYV2F/N)e T dt = /R A2 f(s)e A= ds = Dil} , f(x)
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y la proposicién queda demostrada. [

Al componer cada uno de estos operadores con otro de su misma clase llegamos a un
operador de la misma clase, es decir

Mod¢Mod,, f(z) = €"*e™" f(z) = Modg¢p f(x)
Te,Tr. f(2) = f(o—y—2) = Trys2 f(2)
DI D12 f () = A~ /2 1/ f(%) — DI}, f(x).
Ademas, si componemos operadores de tipos diferentes, obtenemos
DilZMode f(z) = A™Y2¢'S" f(z/\) = Modg/,\Dil3 f (x)
Dil?\Tryf(a:) = )\*1/2f( % — y) = Tr)\yDilif(a:)

Mod¢Try f(x) = W@V (1 — g = Ty, Mode f ().
Otro resultado facil de probar es que para cada f,g € L?(R) y cada A, y, &, se tiene

<f ‘ Try9> = <Tr—yf ‘ 9>

(f|Modeg) = (Mod_¢f | g) (2.10)
(f|Pilg) = (Dil{ 5 f[ 9)-
Estos operadores también se comportan bien con la norma || - ||2. o0, como se puede

ver en la siguiente proposicion.

Proposicion 2.2.3. Los operadores de traslacion, modulacion, y dilatacion son iso-
metrias en || - ||2,00-

Demostraciéon. Para la traslaciéon, podemos escribir
}{xeR: }f(:v—y)| >af|={t+yeR: ’f(t)’ >al|=|{teR: }f(t)| > al

ya que la medida es invariante por traslaciones. Aplicando la definicién de norma
| - ll2,00 se tiene el resultado. El resultado relativo a la modulacion es trivial, ya que

Mode f(a)| = |£(a)]-
Para la dilatacién, tendremos que probar dos desigualdades. Por una parte
{zeR: ‘Dllif(l‘)‘ >at] = [{AseR: |f(s)] > a)\1/2}‘
= A{seR: |[f(s)] > oz)\l/Q}‘

o[l

y por lo tanto ||Dil3 f||2.00 < ||f]l2,00- La otra desigualdad se prueba facilmente po-
niendo x = s/

IN

{z eR: f(@)] > a}| = [{z €R: A2 |f(2)] > aX~V/2}]
:)\_IHSER: ‘Dilg\f(s)‘ >a>\_1/2}|

<o DI f]5
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por lo que la dilatacién también es una isometria en || - [|2,00. ]

Para cada f € L?(R) se define el operador P_ segiin la férmula

0 o~ .
=1.mw“%

A continuacién veremos coémo se relacionan P_ y el operador C. Empezaremos escri-
biendo para cada x € R

-N

‘/f M%" e as + | [ Feeas)
Tomando supremos a ambos lados en N € N se obtiene Cf < Cif 4+ Cof, donde
hemos definido N
Cf(o) =sup| [ ey ag

Cof () = sup \ | Fees dg\.
N —0

Podemos caracterizar C; en términos de P_, poniendo s = £ + N se tiene

N
P_Mod_y f(z / FlE+ N)e™ de = 7N / F(s)e™ ds.

Como e N tiene modulo 1, tomando modulos y supremos en N llegamos a la
igualdad
Cif(z) = sxfp | P_Mod_ f()|.

De manera analoga se demuestra que Cof(x) = supy |[P-Mody f(z)| y por lo tanto
Cf(x) <sup‘P Mod_n f(z ‘+sup‘P Mody f()|. (2.11)
Para demostrar el teorema de Carleson bastara con probar que cada sumando es de

tipo débil (2,2). Probaremos este hecho en el proximo capitulo, utilizando fuertemente
la siguiente caracterizacion.

Teorema 2.2.4. Salvo constante multiplicativa, P_ es el dnico operador acotado en
L3(R) tal que

1) conmuta con las traslaciones,
2) conmuta con las dilataciones,
3) su nicleo contiene a las funciones f tales que sop (]?) C (0,400).

Demostraciéon. Primero comprobaremos que el operador P_ cumple las condiciones
requeridas, por una parte

0 o~ . o~ .
=/‘mw%%=/ﬂmwwﬁw%%
—00 R
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~

Poniendo g(§) = f(§)1(—o0,0)(£), la formula de inversion garantiza que
N

P_f(z) = /R GO de = m [ §©)e™E de ~ g(a),

N—oo J_ N

donde el limite se considera en L?(R) (y no en casi todo punto). Utilizando la iden-
tidad de Plancherel, podemos concluir que P_ es un operador acotado ya que

1211l = llglly = I Lwooplly < 71l = 171l

El operador P_ conmuta con traslaciones, lo que se comprueba de manera rutinaria
utilizando la proposicion 2.2.2]

' (Tr, f(x /Mod F(€)e™ de = / F(&)e' v dg = Tr, (P f(x)) .

Para comprobar que conmuta con dilataciones volvemos a utilizar la proposicién
y efectuamos el cambio de variable s = A&

0
P_ (DI f(x)) = / Dil2 , f(€)ei® de = / “Y2f(s)¢'%* ds = Dil2 (P_ f(x)).

Es evidente que si sop(f) C (0,400), entonces P_ f(z) = 0 para cualquier z, por lo
que f € ker(P-).

Falta comprobar la unicidad salvo constante multiplicativa, para ello consideramos un
operador acotado T que cumpla las restricciones del enunciado. Como ya sabemos,
por el teorema la primera condiciéon implica que T'(f) = ¢ = f para cada

f € L*R) donde ¢ es una distribucién. De hecho, podemos asegurar que T( fl=r f
siendo 7 = 1 una funcién acotada. La segunda condicién asegura que

(T o Dil})(f) = (Dil§ o T)(),

lo que pasando por la transformada se convierte en 7(z)(Dil3 f)(x) = Dil%/A (T})(a@)
Utilizando la proposicion [2:2.2] esto altimo implica que

T(@)A2f(Az) = A2 r(\z) f(Az) paratodo A >0, z € R, f € L*(R).

Hemos demostrado que para cada A > 0 y cada = € R, se verifica 7(z) = 7(Az), es
decir que T es constante en cada semieje, aunque la constante no sea necesariamente
la misma. Utilizando la tercera condicion, vamos a demostrar que Z(7) 2 (0, 4+00),
donde definimos

Z(t)={z eR: 7(x) =0}.

Sea x > 0 y supongamos que = ¢ Z(7), entonces 7(x) # 0 y podemos escoger f
funcion meseta tal que z € sop(f) C (0,+00). Sabemos entonces que f pertenece

a ker(T), sin embargo T(f)(z) = 7(z)f(z) # 0, que contradice lo anterior. Por lo
tanto, necesariamente (0,+00) C Z(7) y esto tltimo nos permite escribir

Tf() = ()" (z) = /R (&) F(e)e™E de = C /_ 76" de ~ P_f(2),

por lo que la proposiciéon queda demostrada. [
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Definicion 2.2.5. Llamaremos intervalo diddico a un intervalo de la forma
[72%, (5 + 1)2%) con j,k € Z.
El conjunto de todos los intervalos diddicos es entonces
D= {[j2k,(j+1)2k) ke Z}.
Denotaremos la longitud de un intervalo I como |I|, y su centro como c(I).

Vamos a trabajar en el plano de tiempo-frecuencia, diremos que un rectangulo s = I x
w € D x D es una baldosa cuando |I||w| = 1. Para mejorar la notacion, normalmente
escribiremos s = I; X ws. Al conjunto de todas las baldosas lo llamaremos 7T, y jugara
un papel clave a lo largo de toda la demostracién. Para cada w € D llamaremos w_
y w4 a sus mitades inferior y superior respectivamente.

Como la inversion de Fourier funciona en S(R), podemos elegir ¢ funcion de Schwarz
tal que

Ly <p<1

e
Esta condicién implica que el soporte de @ esté contenido en [%1, é] Con esta ¢ que
se ha construido, se obtendran distintas ¢ para cada s € T

(53]

. — r—cC IS ic(wg )x
ula) = Mod, . Toor Dify ) = |12 (500 e,

Consecuentemente, aplicando la transformada

o : - /24 (§ — clwg i(c(wg)—E&)e
$s(€) = Tr,,-\Mod (1) Dilf,, | B(€) = |ws] 1/290(57())6(( #)=0ells),

|ws|
Podemos localizar el soporte de pg dentro del intervalo w; ya que

|£ - C(ws )| 1 . . |w3|
|ws| 3 mmplica C(ws)

De hecho el soporte esta estrictamente contenido en w; . Si ademas usamos la igual-
— w., . . —

dad c(ws) = c(wy) + | 4S|, tenemos controlada la distancia de sop(ps) a ¢(ws), hecho

que serd crucial en la siguiente secciéon. Antes de nada, demostraremos un par de

desigualdades relacionadas con las funciones ¢s que acabamos de definir. Empeza-

remos con un resultado 1til que a primera vista no parece relacionado con nuestra

situacion.

Proposicion 2.2.6. Sean a,b € R, M > 1, y u,v € R, entonces

oM oV omin(u,v)
/ M 4T S - M-
R (142¢z —al)” (1+2%|z—b]) (1 + 2min(e2)|q — b])

Demostraciéon. Por una parte, es claro que

[ S
T = — S = Q.
R (14 [z))™ o sM M -1
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Sin pérdida de generalidad supondremos que min(u, ) = v. Distinguiremos dos casos
en funcion de 2¥|a — b|. En el primer caso se supondra que 2¥|a — b| < 1, y por lo
tanto

2 2M

< .
T 1420 T (14 2v)a— b))V

Esto tltimo implica que
v . v 2M
w <2<
(1+ 2|z —b]) (1+2¥|a — b|

)"
Integrando, la expresiéon inicial del enunciado queda acotada por

2v oM 21 2v
M/ M dw g M
(1+2]a—0b])" Jr (1+ 2~z —al) (1+2%]a —b|)

y se concluye el primer caso. Ahora supondremos que 2”|a — b| > 1 y partiremos la
recta en R = H, U Hp, siendo

Hy={xeR:2x<a+b} yHy={ze€R: 2z >a+b}.

Sin pérdida de generalidad a < b, asi que se tendrd a € H, y b € Hp. Si tomamos
x € H, podemos ver que |z — b| > § |a — b| y consecuentemente

1
142"z —b| > 1+§2"]a—b\.

Con esta desigualdad podemos acotar la integral inicial (en H,) por

/ 2 z dr <
o (L4202 —a)™ (L4 2 - 7

2v / 2¢
<
T+ dovla—o)M a1+ 28]z — o))
2V
(1+2¥]a — b|

AN

)
Algo parecido ocurre cuando x € Hp, aunque en este caso usaremos
1 1
1+ 2%z —al > 1+§2“]a—b\ > 52“|a—b].

Para la integral en Hp, habra que trabajar algo més. Por un razonamiento parecido
al anterior

2¢ 2v 2¢
/ i 7 dr S —— 7
Hy, (14 20|z —al)” (1+ 2|z —b]) (3 2¢4a —b])

pero esta cota no es suficiente. Estamos en el caso en el que 2”|a — b| > 1, y por lo
tanto § |a — b| > 5. Podemos escribir
1 1 2(y+1)M

<
la=b" = (Fr+3la-b

™o+ 2vja—b)™
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Esta desigualdad se traduce en
oh oM ou(1—M)
(Lonfa—b)™  |a—b™
oM ou(1—-M) o(v+1)M
)M

(1+2|a — b|
B 4M 9(p—v)(1-M) 9v

(14 2a—b)M

Como i > v y M es mayor que 1, podemos quitar las constantes del numerador.
Juntandolo todo obtenemos

2K 2 2
/ M M dx SJ M
m, (14202 —al)” (14 2]z —b]) (1+2%|a—b])

y sumando las integrales en H, y Hj, el resultado queda probado. [

Dentro de poco haremos uso de este resultado, pero en este capitulo sblo trataremos
el caso = v =0, es decir

1 S S |
A(®+W—@DM(L+M—MV4d ~ (+la—-b)" (2.12)

El caso de p y v generales no lo explotaremos hasta el tercer capitulo, para el que
seran decisivas las siguientes proposiciones.

Proposicion 2.2.7. Sean s,s' € T, para las funciones @5 definidas anteriormente
se tiene

Inﬁl(#ﬂp”%1>U2
(s [0s)] S VTR
(1 4 dels)—ell)| )
max(|Ls|, [1y])
Demostracién. Supongamos que |Is| = 2¢, |Iy| = 27, y pongamos a = ¢(I), b =
¢(Is). Por definicion de ¢; y utilizando que ¢ es funcién de Schwarz tenemos
it 27 27
Ps|sr)| S 22 j/ . . dz.
eelow) R (14272 —a)™ (14 27z — )"
Podemos aplicar la proposicién anterior, tomando 4 = —i y v = —j, y queda
omin(52,25%)
Ps | ps)| S — :
‘< # ‘ 5 >| (1_|_2m1’n(—'l,—ﬂ)|a—b|)M
A falta de sustituir, la proposicion esta demostrada. [

Proposicion 2.2.8. Supongamos que |Iy| < |I5|, entonces se tiene

| )1/2 / 1]~
Joad| < dx.
(s | @5)] <|[S,‘ Is/( \m_c(15)|>M x

L+ =7
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Demostracion. En este caso min(|[s|, |I¢]|) = |Is|, asi que si aplicamos la proposi-

cién anterior
1

1/2
> (1+ \c(f@\;sc‘as/)\)”

Fijémonos en el denominador del segundo factor, utilizando la desigualdad triangular
y tomando x € Iy queda

‘IS/’

, <
|<905’905 >‘ ~ <|Is|

|c(Ls) —ely)| o |z —cly)| |z —cly)l o [z —cs)] 1|yl
|| L A 2 |I|

Teniendo en cuenta que |Iy| < |Is| podemos escribir

1 _ < 1 _ < 1 .
lets)—eDN ™ 7 (1 |as—c<fs>\) - ( |x—c<fs>|>
(1 ) (3 + =5 L+

Pero el x € I es arbitrario, y por el teorema del valor medio para integrales sabemos
que

1 < 1 1

dx.
M ~ [./ r—c(I. M
(1 |C(Is)|ISC|(ISI)|> ’ S | ]S/ <1 | Ii[s)l)

Finalmente, podemos concluir

I, \V% 1 1
|<903‘803/> N < dx
Ll ) |Is] Ji, e—c(z:)] \ M
s (H 7] )
1/2 —1
_ <\|IIS|]) / IIsI(I) — du.
s’ I, r—clls
s (].+ ‘IS‘ )
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2.3. Discretizacion

Definicion 2.3.1. Dado £ € R, se define el operador Q¢ : L*(R) — L*(R) por la
formula
Qﬁf(x) = Z ]le (§)<f ’ 905> ws(x)‘
seT

Para cada & € R, existe una sucesiéon de intervalos diddicos encajados tal que &
pertenece a la mitad superior de cada uno de ellos. Dependiendo de la expansiéon
en base 2 del nimero &, los intervalos involucrados tendran distintas longitudes.
Llamaremos a cada uno de estos intervalos w(n), donde impondremos que |w(n)| =
27" con n entero. Definimos el conjunto 7 (n) segun la expresion

Tn)={seT: ws=w(n), {cwl}.

Esto significa que para cada s € T(n), se tiene |ws| = 27", y consecuentemente
|Is| = 2™. Dado n entero arbitrario, es posible que no exista ningin intervalo diadico
ws = w(n) de longitud 27" tal que £ € w;, en ese caso T(n) = . Ademas, es claro
que si n # m, entonces T (n) N T(m) = (. Gracias a esta construccion, podemos

descomponer el operador ()¢ en una suma infinita de operadores (), definidos por

Qn)f = Z (f|@s)@s con fe L*(R).

s€T (n)

En el caso T(n) = (), definimos Q(,f = 0. Con todo lo anterior, es inmediato
comprobar que Q¢ f = >, 7 Qn)f, hecho que nos permitira demostrar que Q¢ es un
operador acotado con cota independiente de £. Antes de eso, tenemos que conocer
algunas propiedades de los operadores @Q)(,,). A no ser que se diga lo contrario, siempre
consideraremos operadores Q,y # 0, es decir con T (n) # 0.

Proposicién 2.3.2. Sean n y m enteros distintos y f € L*(R), entonces se verifica
Q) f | Qumyf) = 0.

Demostracién. En efecto, por construccion € € w(n)™Nw(m)™, y por las propieda-
des de los intervalos diadicos que hemos estudiado, necesariamente w(n) ™ Nw(m)~ =
(). Computemos el producto escalar:

(Quf | Qumy f) =< Y (Fles)es

> <f\sor>sor>

s€T(n) reT (m)
= > X flea(Flenes| o).
s€T (n) reT (n)

Dados s€T (n) y r€ 7T (m) cualesquiera, es evidente que s # r. Por lo tanto, utilizan-

do que sop(®s) € w(n)~ y que sop(@;) € w(m)~ obtenemos (¢, | @r) ~ [p @5 o =
0, y el resultado queda probado. [

Proposicion 2.3.3. Sean n,m € Z y sean Q,),Qm) sus operadores asociados,
entonces existen A\, € R tales que

Q(m) = Mod,;Dil3Q,) Dil} ,,Mod .
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Demostracién. Tenemos fijado ¢ € R tal que € € w(n)™ Nw(m)*. Sea f € L*(R),
por definicion de @, y utilizando (2.10)) podemos escribir

Mod, Dil Q) Dil} \Mod -, f = > (Dilf ,Mod, [ | ¢s) Mod, Dil5
s€T (n)

= ) (f|Mod,Dil ¢s) Mod,Dil3 ¢.
s€T (n)

Tomamos A = |w(n)|/|w(m)| y n = c(w(m)~) — c¢(w(n)”)/A. Recordando las pro-
piedades estudiadas antes de la proposicion [2.2.3] y aplicando la definiciéon de g,
obtenemos

Mod,Dil§ ¢s = Mod,DiliMod, (.- Tre(z,) Dilfy, ¢
112
- MOdn+c(w;)/ATrAc(Is)DﬂAus| i
112
ctwr) et Dilir, -

Poniendo I, = A\ y w, = w(m), la altima expresion coincide con ¢,. Con esto,
podemos concluir

3" (f]er)er = Mod,Dil3QDil3 ) Mod_, f.
reT(m)

Proposicion 2.3.4. Para cada § € R los operadores Q) : L*(R) — L2(R) estdn
acotados uniformemente, es decir ||Q ) fll2 < [[fll2 con la constante independiente
den €Z yde.

Demostracion. Por la proposiciéon anterior, basta con que lo comprobemos para un
Qn) fijo, ya que los operadores Mod y Dil% son isometrias en L?(R). En efecto, si
para dicho n se cumpliera que ||Q,)f|l2 < || fll2, para otro m tendrfamos

1Qem) fll, = [IMod;DikQ g DIt} \Mod—y £, = [|QuDili\Mod I, < [ ]|,

Por comodidad, y sin pérdida de generalidad, elegiremos el operador @), aunque
exista la posibilidad de que éste sea nulo para nuestro £ € R. En nuestra situacion, las
baldosas s consideradas son cuadrados de lado |I5| = 1, lo que como veremos facilita
los calculos. Sean s, s’ € T(0), veamos primero que |{¢s|py)| < dist(Ls, [¢)~% En
efecto, por definicion de ¢, y utilizando que ¢ es funcién de Schwarz, podemos

escribir
/\w (1) |o@—c(ly)
1

~Y 4
/ E(1+]z— c( L))" (1+le—c(ly)])
Aplicando la estimacion (2.12)), llegamos a

1 1
< < .
~e(Is)—e(Ig)|*r — dist(Is, Ig)*

| (s | )

dx.

(s | 0s)
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Sea f € L*(R), nuestra meta es acotar ||Q)f||. Por definicion podemos escribir

||Q(0)f||% = (Q(0)f | Qo) f), y por una cuenta similar a la realizada en la proposicion
2.5.2] se tiene

IRl = D (Fles)(Flew)(es|os)

5,8'€T(0)
1
<y \<f|sos>!|<f!wsf>>m
s,s'€T(0) h
= X 12l 3 e Lol
s€T(0)

Fijado s € T(0), por construcciéon cada s € T(0) se escribira como s’ = Iy x w(0)
es decir, s’ = (Is + m) x w(0) con m € Z luego

1R fls < 3 [(f]ws)] sup\<f|9013+m < (0))| Z

SET(0) mez "
< sup Z ‘<f’80s>‘ ‘<f“P(I +m)xw(0 )>‘
SET(O)
SSUp(Z’f‘@s ) (ZKf"pI—i-mxw >’>
me s€T(0)
:sup<2\f\¢s ) (ZKH% )
meZ s€T(0)
= 3 [fleal™
s€T(0)

Antes de concluir el razonamiento tenemos que estimar |{f | p,)|?, para ello utiliza-
remos la desigualdad de Cauchy-Schwarz, que nos permite escribir

istent < ( [1stlel) < ( [1s1ed)([lel)

Como g es una funciéon de Schwarz, el segundo factor es finito y de hecho esta
acotado por [|¢||2 uniformemente. Por lo tanto, juntando lo anterior,

ol X [1Fled = [5G T losta)] ae

s€T(0) s€T(0)

Dado z € R, los I con s € T(0) forman una particién de R en intervalos de longitud
1. Reordenando estos intervalos podemos conseguir que |z — ¢(Is)| > |m|/2, donde
cada m € Z proviene de un [ distinto. Utilizando lo anterior y que ¢, es una funcién
de Schwarz, se obtiene la cota

1 1
’905(2” < < s para cada z € R.

Yt lz—I)t T
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Figura 3.1

Asi, la proposicién queda demostrada ya que

1
ool < s ( 3 el )IAlh = 1 S 2 = 012

seT(0 meZ

Teorema 2.3.5. Para cada £ € R, Q¢ es un operador acotado en L?(R) con cota
independiente de &.

Demostracion. Los Q(,) son ortogonales y podemos usar el teorema de Pitdgoras,

Qe f113 =D 11Qum fII5.

ne’l

Utilizando el teorema de Plancherel

Q(n)f = Z <f}§08>80s = Z <]?“Es>903

s€T (n) s€T (n)

Para cada s € T(n) se verifica que sop(¢s ) C w(n)~, por lo que si reemplazamos f
por fp donde fn = f L(,)-, obtenemos

o~

(Fl7) = [ FO 1o ©F@ d€ = [ JOF@ e = (7|7
Obviamente, esto dltimo implica que Q) f = Q(n)fn, asi que usando la proposicion

anterior
1Qeflls = Do 1Qumfalls £ Do alls £ D2 M1alls-

ne”Z nez nez

Los soportes son disjuntos, asi que podemos usar de nuevo el teorema de Pitagoras,
que unido a ) fn, < f permite concluir que ||Q¢ f]l2 < || f]]2 con cota independiente
de €. [

Proposicion 2.3.6. Sea £ € R y sea k € Z, entonces se cumple que

Q¢ = Dil3_, Qep+ Dil3),
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Demostracion. Escogemos intervalos diadicos w(n) = [1,27", (1, +1)27") tales que
€ € w(n)T. Si definimos w(n) = [1,27" 7%, (I, + 1)27"7%) es evidente que £27% €
w(n)t, y por lo tanto podemos escribir

Qeavf =D D> {fler)er

ne r€7~—(n)

donde los 7 € T (n) cumplen que w, = @(n). Componiendo con dilataciones y utili-
zando que Dilgﬂk es el adjunto de Dilgk queda

Dily 4 Qeo+Dilse f = > Y (f | Dil3 o )Dil3 s 0r
ne r€'7~’(n)
Para ver que esta tltima expresion es igual a Q¢ f bastara con demostrar que cada
Dilg%cpr coincide con un ¢s donde s € 7 (n). Ademaés, definiendo la baldosa s por
wy = 2kw, y Iy = 2-k[ se tiene
Dil3 o = Dil3 xMod,,— Trer,) Dilfy |
= Modzkc(w )TI‘QJ@ ( )D1124€|IT‘ Y2
que por definicién es @g. Con la siguiente igualdad se concluye el resultado de la

proposicion:

Dﬂg%Q@*Dﬂ%kf = Z Z <f’<;05>905 = fo

neZ s€T (n)

Proposicién 2.3.7. El operador Q¢ es semidefinido positivo y su nicleo contiene
aquellas funciones f tales que sop(f) C [€,00).

Demostracién. Veamos primero que ()¢ es semidefinido positivo, para ello tomamos
f € L*(R) y ponemos

@Qef 1) =23 [fleal” => > [Fles

n€Z seT (n) neZ seT (n)

Estamos ante una suma de términos no negativos. Teniendo en cuenta que los w; =
sop(ps) cubren todo R y que f no es idénticamente nula, existird algin sumando
positivo y por lo tanto tendremos (Q¢f| f) > 0. Sea ahora f € L?(R) tal que fA’estéL
soportada en [£, 00). Recordemos que

Qef = L+ (O] ws) @s

seT

Tomamos s € T tal que £ € wl ya que de no ser asi, el sumando no aportaria en
()¢. Utilizando el teorema de Plancherel

(fles) = (Fl@s)=0
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ya que por construccion, sop(ps) Nwl = 0. Por lo tanto f pertenece al nicleo de
Q¢, con lo que se demuestra la proposicion. [

Ya tenemos todas las herramientas suficientes para pasar a la siguiente fase. Gracias
a las propiedades de Q)¢ podremos expresar el operador P_ de una manera que nos
permitira simplificar bastante la demostracion de la desigualdad ||Cfll2,00 S || fll2-
Al principio del capitulo 3 veremos la relacién que guardan P_ y C.

Definiciéon 2.3.8. Para cada f € S(R) se define el operador

Qf(z) = lim Dil3 , Tr_,Mod_¢Q¢Mod¢ Tr, Dil3, f(z) pu(d\, dy, d€)
Y —oo B(Y)

donde B(Y) = [1,2] x [0,Y] x [0,Y] y la medida p(dX,dy,d) indica que la integral
estd dividida por |B(Y)| = Y?2.

Una de las partes més tediosas de la demostracion es la de probar que el limite existe
para funciones de Schwarz. Para ello tendremos que usar propiedades de periodicidad
junto con el hecho de que las colas del integrando convergen a cero uniformemente
en (A, y,§) € B(Y). La propiedad de periodicidad que utilizaremos se resume en la
siguiente proposicion.

Proposicion 2.3.9. Sea g : R — R una funcion acotada y periddica de periodo 0,

entonces se verifica
I 1 ?
/ o) dt—>/ o(t) dt

cuando k tiende a infinito. Bl mismo resultado se puede extender a mds dimensiones,
es decir si g : R™ — R es una funcion acotada y periddica de periodo (01, ...,0y,),
entonces

1 kl kn 1 91 en
| ... tdty...dt, — ——— | ... t) dty ... dt,
- k/O /0 ot) dix —>91m9n/0 /Ogu 1

cuando todos los k; tienden a infinito.

Demostracion. Dado k € N existe n € N tal que nf < k < (n + 1)6. Separamos la

integral en dos
1 k 1 k—nb k
/ o) dtz(/ o(®) dt+/ o) dt).
k Jo kX Jo k—nf
Ahora podemos expresar la diferencia como
1
- )dt — =
o= [ o4 <
k—no 1 k 1 0
g/ |g(t }ﬁ+‘/ g@ﬁ—/g@ﬁ‘
k k—n6 0 0
0 0
1
/ﬂg\ﬁ+r/gMﬁ—/g@ﬁy
k 0 0 0

| /\
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Hemos acotado el primer sumando teniendo en cuenta que 0 < k —n# < 6, y para
el segundo sumando hemos usado que g es peridédica. Tal como hemos escogido n es

claro que se cumple

-1 n 1

— < ——=—2<0.

kK — k 06—
Utilizando que g es acotada, podemos concluir

n

1 [k 1[0 0 1
’k/o o(t) dt—e/o o) dt‘gkuguoo+e\k_0\||guoo—>o

cuando k tiende a infinito. Para extender el resultado a varias dimensiones basta con
utilizar el teorema de Fubini junto con el resultado que acabamos de probar. [

Una vez sepamos que el limite existe y que el operador es acotado en S(R), lo
extenderemos por densidad a todo LQ(R). Para simplificar un poco la notacion,
pondremos
Ay yef = Dil2, Tr_,Mod_¢Q¢Mod¢Tr, Dil%, f
AL, ef = Dil3_\Tr_,Mod_¢Q ) Mod¢ Tr, Dil3, f.
Es decir, que

; k
Aryef = Z A/Qy,ff = klggo Byiyef
NneZ

siendo B/\k’yéf = Z\n|§k A£y7£f. Ahora podemos expresar el operador () como
Qf(@)=lim [ lim BY,  f(a) u(dA, dy.d).
Y —o0 B(Y) k—o0 Y

Veremos que el operador esta bien definido en las funciones de Schwarz y que fuera
de la integral, los limites se pueden intercambiar, hecho al que sacaremos més partido
en el futuro. Pero antes de nada, tenemos que demostrar que los A Iﬁy,i son periodicos
en sus dos ultimos parametros.

Proposicion 2.3.10. Para cada n € N se verifica

Alve = Alysane = Ay eron
para cualesquiera (X, y,&) € B(Y).

Demostraciéon. Por definicién, y pasando los operadores al lado derecho del pro-
ducto escalar (los adjuntos son los inversos)

AL e f = ) (f| DiliTryMod_¢ ¢,)Dil3_, Tr_, Mod ¢ 5.
s€T (n)

Para la primera igualdad, vamos a computar Dilg,A Tr_y onMod_¢ ps. Utilizando las
propiedades estudiadas antes de la proposicion [2.2.3]

Dilg,A Tr_y onMod_¢ s = Dilg,ATrW,Qn MOd—EMOdC(w;)Trc(IS)Dﬂ‘2[5| %
112 12
= Dilj \Tr on MOdc(w;)_gTrc(Is)Dﬂ|Is| %)
=Q Dilg_AModC( e Tre( 1.)—y—2n DIl | @

Wy
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donde 2 es un complejo de modulo 1. Para cada s, definimos r con I, = I3 — 2" y
w, = wg, podemos reescribir la dltima expresiéon como

QDI \Mod, ) ¢ Tre(r,) 4 Dilfy, | -
Repitiendo el proceso anterior en el sentido contrario llegamos a que
Dil3_, Tr_,Mod_¢ ¢, = Dil3_, Tr_y_snMod_¢ ;.

La relacién entre s y r es biyectiva, asi que realmente estamos ante una permutaciéon
de los indices de la suma. Sumando la tltima expresién obtenemos A Ay = A Aytane-
Para demostrar la otra igualdad el razonamiento es anilogo:
Mod_¢_n @5 = Mod_¢_gnMod,(,— Tre(s DIl o

= MOdC(”LU;)—ﬁ—Q% C(Is)Dﬂ‘Is‘ %2

_ 12

= MOdc(w;)—gTrt:(Ir)Dﬂur\ ©

= MOd_E Or-

En este caso hemos definido I, = I y w, = ws —27". Componiendo por la izquierda

con Dilg_A Tr_, y sumando, llegamos a Ay , ¢ = A;\’y gran ¥ el resultado queda pro-

bado. ]

En las siguientes proposiciones veremos que para las funciones de Schwarz, B /\ky ¢ f

1
converge a Ay , ¢ f uniformemente en A, y, {. Bastara con demostrar que cada cola de
la suma converge uniformemente a 0.

Proposicion 2.3.11. Sea f funcion de Schwarz, si k — 400 los términos

> Alyef(@)

n>k
convergen a cero uniformemente enY >0, x € R, (A\,y,£) € B(Y).

Demostracion. En efecto, utilizando la propiedad triangular sabemos que

Z ,yﬁf

n>k

<y Z {f | Dil2_\ Tr_,Mod ¢ 5 )| |Dil2_\ Tr_,Mod_¢ s ().
n>k s€T(n

Para el primer factor utilizaremos la desigualdad de Cauchy Schwarz junto con el
hecho de que los operadores de modulacién, traslacion y dilataciéon conservan la
norma dos:

[{f DI TrMod g )| < [[f]l, ]|,

Como la funcion @ esta fijada de antemano, usando el teorema de Plancherel aco-
tamos la dltima expresion por una constante que tinicamente depende de f. Para el
segundo factor escribiremos

IDI2 \ Tr_,Mod ¢ ()| = 27 |ps(202 +y)| = 22 27
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donde z = 2*z + y. Para cualquier valor de los parametros, podemos acotar la
distancia entre z y los ¢(I5) con s € T (n). Numerando estos intervalos como hicimos
en la Figura 3.1, obtenemos

. |ISJ' ’ con—1
|z —c(Is;)| > j =j2"
2
y utilizando que ¢ es funciéon de Schwarz podemos mayorar el segundo factor por

A A
22272 22272
Dil3_, Tr_,Mod ¢ gps(x)} < il < 22 ” :

~ (}z—;(fs) )4 T

Sumando en j € Z y recordando que X € [1,2],, llegamos a

> |Dils L TryMod_¢ ¢s(z)| S 272
s€T (n)

Juntando las dos estimaciones, tenemos acotada la cantidad principal por
YAl @)| 327
n>k n>k

que converge a cero cuando k — 4o00. [

Proposicion 2.3.12. Sea f funcion de Schwarz, si k — —oo los términos

Z Axyef (@)

n<k
convergen a cero uniformemente en'Y >0, z € R, (\,y,€) € B(Y).

Demostracion. Ahora tenemos

DIIIGIESS Z |(f | DI\ Tr,Mod ¢ i, )| D2, Tr_, Mod ¢ ()]

n<k n<kseT(n

Igual que antes, para el segundo factor acotamos

> DI Tr yMod_¢ ¢s(z)| <2
s€T(n)

-
2

En este caso, la cota que conseguimos antes para el primer factor no es suficiente,
ya que ahora k — —oo. Habréa que usar fuertemente el hecho de que f es funcion de
Schwarz para llegar al resultado deseado. Utilizando el teorema de Plancherel

|(f | Dil2, Tr_,Mod ¢ 5| < / | F(2)||Dil2\Mod, Tr_¢ 5;(z)| da.
R

Por construccion, todo z € sop(p;) verifica z < c(wy) + lwél , lo que se traduce en

\wsl . Por lo tanto, teniendo en cuenta que

@(%—i‘f)a

que z < c(wg) —

12 —~ 2
|Dil5x Mody Tr_¢ 95 ()| = 272
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s6lo nos interesaran los x tales que

x < 2>‘<c(ws) - |Ués —{).

Por construccion de los intervalos diddicos anidados, sabemos que £ > c(ws), asi

que podemos deducir que x < usando que A es positivo. En la definicion de

—Jws|
8 ~
¢ exigimos que el modulo de @ estuviera acotado por 1, usando ademéas que f es
funcién de Schwarz se tiene
—1
82m 2 ,A
7

/R‘f(x)HDilgAModyTrgﬁ(x)‘dxg/ |f(x \‘¢s< +§)‘

—00

< 23 /82” U”\(m)‘ dx

N
\]
[NIE]
IS
8

< 2%,

Es importante darse cuenta de que las desigualdades anteriores son uniformes en los
parametros. Multiplicando ambos factores en la expresion general obtenemos

‘Z Ay ef@)] Y 2% 2% = Yo,
n<k n<k n<k

que converge a cero cuando k — —oo. ]

Recordemos que @ venia dado por

Qf = lim lim B)\ygf wu(d\, dy, d€),
donde B)ffy,5 f= Z'”‘ <k A/{“‘,yf f. Ya tenemos .las'herramienta's.necesarias para de-
mostrar que el limite existe, lo veremos en la siguiente proposicion.

Proposicion 2.3.13. Para cada f € S(R), el operador Q estd bien definido, y de
hecho

= lim I k .
Qf = lim lim (Y)B)\,y,gf pu(dA, dy, d)

Demostraciéon. Usando las dos proposiciones anteriores B/\ky ¢ f converge uniforme-
mente en los parametros a Ay, ¢f cuando k tiende a infinito. Por lo tanto, en la
definicion de @ podemos sacar el limite fuera de la integral para obtener

Qf = lim lim B, o f w(dX, dy, dg).

Y —o0 k—oo B(Y)

Como tendremos que trabajar con limites en dos variables distintas, definimos para
cada k y cada Y

QLf = / BE, of p(dN, dy, ).
B(Y)
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Fijamos k y hacemos tender Y a infinito, el candidato a limite de los Q{i fes

k

Qf = lim / Al f p(d), dy, dE).
Yﬁ)oonz—k B(Y) A’yf ( )

Intercambiamos la suma y el limite, y aplicamos en cada sumando el argumento de
periodicidad estudiado en la proposicién [2.3.9, Podemos concluir que el limite en Y
efectivamente existe. Aun falta probar que el limite en k es uniforme en Y, o lo que
es lo mismo, que (Q{} f)r es de Cauchy uniforme en Y. Para ello, basta con escribir

QL —Quf] < /B P o = BY o f| nlax, dy,d€)

|B
()
y recordar que la integral estd normalizada y que B )\ky ¢ f converge uniformemente (y
por lo tanto Cauchy uniforme) en los parametros. Gracias a un conocido resultado
de analisis elemental podemos deducir que el limite existe y que

— K 1 ke oy 1 k
@ V00 o0 @/ Fyoo Y 3o @v/
por lo que el operador esta bien definido en f € S(R). [ |

Para poder extender ( de manera tinica a un operador acotado en L%(R), es necesario
comprobar que @) es acotado en las funciones de Schwarz. Sea f funcién de Schwarz,
utilizando la convexidad de la norma || - || vista en el primer capitulo, y teniendo en
cuenta que Mod, Tr y Dil? son isometrias, podemos escribir

Y-

Qf|, = lim H/Bm Aryef u(d)\,dy,di)HQ

< dm [ [[Avgef|, ndr. dy, d)
B(Y)

Y >0

Y >

= lim |QeMode TryDil3, f|, p(dA, dy, d€)
B(Y)

A

1f Mod, Tr, Dil2 d\, dy, d€).
Y1—I>Icl>o BY) H 0dg 1Ty D1y ng /’L( y AY,s 5)
En la ultima desigualdad hemos utilizado el teorema [2.3.5] Ademas, la tltima ex-
presion coincide con || f||2 ya que la integral estd normalizada. Como ya sabemos, el
operador @) admite una extensién tinica como operador acotado de L?(R), a la que
seguiremos denotando Q.

Aunque a primera vista no lo parezca, () coincide con P_ salvo constante multipli-
cativa. Para poder concluir lo anterior, usaremos el teorema aunque todavia
tenemos que verificar ciertas propiedades del operador Q.

Proposicion 2.3.14. El operador () conmuta con las dilataciones y las traslaciones.

Demostracion. Toda dilatacién Dili se puede expresar como Dﬂ%a donde a es un
numero real. Vamos a probar que para cada a € R, se tiene DilgﬂQ Dil2. = Q. Por
definicién

DilZ_,QDil3. f = lim Dil_, Ay, ¢Dil3a f p(d, dy, d€).
Y —oo B(Y) 7
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Basta con fijarse en el integrando, por definiciéon de Ay , ¢ y utilizando las propiedades
conocidas

Dil3_, Ay, ¢Dil3. = Dil3_,Dil3_, Tr_,Mod_¢Q¢ModTr,Dil2, Dil3.
= Dil} (44 Tr—yMod_¢Q¢Mod¢ Try Dil3, s »
= Tr_y27(a+>\)Mod{2a+kDilg,(aJr)\)QgDi1§a+)\M0d£2a+/\Try27(a+)\).

Descomponiendo a + A = ([a+A]—1) + ((a+A)+1) = k + X, podemos escribir
Dil} (.15 QeDil3,n = Dl Dil3 Q¢ Dil3, Dil2,,

Utilizando la proposiciéon Y y deshaciendo las cuentas anteriores, llegamos a la si-
guiente igualdad

Dil3 « Ay y,eDil3. = Dil2_, Tr_ -« Mod_gor Qgox Mod g Tr, - DilZ,,

Si realizamos el cambio de variable N = (a + A) + 1, v/ = y27F, ¢ = £€2*, el dominio
de integracién pasa a ser

B'(Y)=[1,2]x[0,27%Y] x [0, 2*Y],
vy hemos demostrado que Dﬂ%_aA ,\7y7§Dﬂ§a = Ay 4 ¢. No hay ningtin problema con

el cambio de variable de A\ ya que la parte fraccionaria es peridédica y continua salvo
en un conjunto de medida nula. Aplicando el teorema del cambio de variable

Dif} QD f = Jim [ | A W dy )

= lim Ay o f p(dX, dy', d€").
Y —oo B’(Y) Y 6 ( )

Cambiando X por A\ y usando la periodicidad en los parametros y, £, obtenemos

Dil; .QDil3. f = Jim Ay e f p(dr,dy',de’)
—00 B’(Y)

= lim / Aryef p(dA, dy, d€)
B(Y)

Y —oo
= Qf.

Falta probar que ) conmuta con las traslaciones. Efectivamente, dado un nimero
real z, escribimos Tr_,Q Tr, como

Tr_.QTr.f = hm Tr ANy e Tro f p(dA, dy, d€)

/ (ylfloo/ / Jim BY o e f u(dy7d€)>
:/1 Jim, <Ylg>noo/ / Ay+2X ef u(dy,d§)>
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Para cada A efectuamos el cambio de variable ' = 2%z + 4, con ¢/ € [2*2,2%z + Y.
Obtenemos

2 22 24Y Y
Tr_.QTr.f = / lim (h’m / B yef u(dy’,d§)> dA.
1 2

k—oo \Y—o00 Jox, 0

Utilizando un argumento de periodicidad en la variable 7/, la expresiéon anterior

coincide con
2 Y Y .
/1 Jm <Ylggo/0 /0 Byyef u(dy,d§)> d\ = Qf,

como querfamos demostrar. [

Proposiciéon 2.3.15. El niicleo de Q contiene a las f € L*(R) tales que f estd
soportada en [0, 00).

~

Demostraciéon. Comprobaremos que si sop(f) C [0, 00) entonces todos los
Ay yef = Dil2 Tr_, Mod_¢Q¢Mod, Tr, Dil2, f

con (A, y,&) € B(Y) son idénticamente nulos. Para ello, basta con recordar la propo-
sicion 2.377], que reduce el problema a demostrar que el soporte de la transformada
de

g = Mod¢Tr, Dil3, f

esta contenido en [£, 00). Utilizando la proposicion [2.2.2] podemos escribir

g(z) = TrgMod_yDﬂ%,Af(:L‘) = 2)‘/26_iy(x_f)f(2’\(x —-9).

~

Teniendo en cuenta que sop(f) C [0,00), si x € sop(g) entonces x > £ y se concluye
el resultado. n



Capitulo 3

Los lemas principales

3.1. Aproximacién a los lemas

mRecapitulando, hemos demostrado que @ es un operador acotado en L?(R) que
conmuta con dilataciones y traslaciones, y tal que

ker(Q) 2 {f € L*(R) : sop(f) C [0,+00)}.

Por la proposicién podemos deducir que P_ ~ (). Mas adelante veremos lo
atil que resulta esta caracterizacién, aunque antes tenemos que hacer un par de

observaciones. Recordemos la ecuacion (2.11)), es decir

Cf(x) <sup‘P Mod_y f(x ‘—I—Sup’P Mody f(z ‘ =Cif(z) +Cof(x).

El problema de los operadores C; y Cy es que para cada x existe un N(z) distin-
to donde se alcanza el supremo (en caso de que exista), lo que dificulta bastante
las estimaciones. En lo que sigue, supondremos que N(z) es una funciéon medible
cualquiera. Definimos el operador

Cnf(@) = 1 (N(@)(f ] ps)ps(x).

seT

Este operador es muy parecido a Q¢, de hecho si ponemos N (zx) constantemente &,
ambos coinciden. Gracias a la construcciéon que hemos hecho, podremos traspasar la
informacién de Cy al operador de Carleson, como se ve en la siguiente proposicion.

Proposicion 3.1.1. Supongamos que para toda funcion medible N, se cumple la
desigualdad ||C f|2,00 < || fll2. Entonces para toda f € L*(R) se verifica ||Cfll2.00 S
I fll2 y el teorema de Carleson queda demostrado.

Demostracion. Utilizando la ecuacion (2.11) bastara con demostrar que C; y Co
cumplen la desigualdad débil. Como hemos podido ver @) es un miltiplo de P_, asi

"La primera seccién est4 inspirada en [Lal, [LT]y [G2]. El lema de la densidad se trata segiin
[G2], el del tamafio segun [Lal y el del arbol segun [G2].
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que se tiene |P_Mod_p f| ~ |[@QMod_y f| y consecuentemente
|P-Mod_yf| <

< lim |Dil5_, Tr—yMod _¢ Q¢ Mod Try, Dil3, Mod _y f| p(dA, dy, d€)

= Qiinoo \Dﬂg,ATrAyMod{QgMod&ﬂATryDﬂ; f| u(dX, dy, d€).
B(Y) 2

Primero tomamos supremos en N a ambos lados de la desigualdad, luego tomamos

normas y utilizamos la convexidad de la norma || - ||2. o0, que se trata en el primer

capitulo. Tenemos acotada salvo constante ||C f||2,00 por

. . 12 12
Yh_r)noo . H 51]\1[p |Dllz,kTrﬁMod_gQgModgi%TryDllQA f} - p(d\, dy, d§).
Los operadores de dilatacion, traslacion y modulacién conservan la norma || - ||2,cc-

Ademas, a la izquierda de )¢ no hay dependencia en IV, por lo tanto

p(dA, dy, d€).

2,00

01 5 i [, ouplaedione it 5

Como la integral esta normalizada, bastara con demostrar que el integrando esté aco-
tado por || f||2 uniformemente en A, y, £. Pero esto ultimo es equivalente, cambiando
el nombre de los parametros, a

H s%p ’QgUrz%MOdf’TryDﬂg* /] Hz,oo N HfH2

uniformemente en A, y, £. Gracias a este cambio hemos ubicado la N donde nos
interesaba. Como en la hipoétesis vale cualquier funciéon medible, llegamos a

ICxMode Try i, f|, o S [[Mode Try Dils, f[|, = | /]

27

y la primera parte de la proposicién queda demostrada. Para la segunda parte ra-
zonamos de manera analoga utilizando que Caf(z) = supy |P-Mody f(x)|, es decir
cambiando N por —N. [

A partir de ahora nos olvidaremos del operador de Carleson y nos centraremos en
obtener la desigualdad débil para Cy. En la siguiente proposiciéon mostraremos como
obtener esa desigualdad débil asumiendo una afirmacion méas simple y manejable.

Proposicion 3.1.2. Supongamos que para todo E conjunto de medida finita, toda
N funcion medible, y toda f € L*(R) se verifica |(Cnf | 1) < || fll2|E|?. Entonces
se tiene que [[Cn fll2,00 < [ fll2-

Demostracién. Como ya sabemos, el dual de L?*(R) es L%*°(R), asi que por defi-
nicién de norma en el dual

lexfllp o0 = sup {[(Cx T [a)] + ol <1}

Por la proposicion [I.1.19] las funciones simples son densas en la bola unidad de
L*1(R), asf que solo haré falta ver que para toda g simple con ||g|l21 < 1 se verifica



3.1. Aproximacion a los lemas 73

[CNF 1) < |Ifll2- Sea g = Z;V:laj]lEj tal que ||gllo1 < 1y a1 > ... >an >0.
Definimos F; = E1U--- U Ej, ay41 = 0y |Fy| = 0. Podemos reescribir g como

N
9=>;1(a;—aj41)1F;, y queda

=

N
(exf o)l < D(a—azn)l(Cnf [1r)] £ £y D (as=aze) F5]".

Jj=1 J=1

Reordenando, ponemos la dltima suma como Zjvzl a;(|F;|Y? — |Fj1|Y?), que como
vimos en el ejemplo propiedades estudiadas antes de la proposicion es un
multiplo de ||g||2,1. Hemos llegado a

(e f 19 5 If 1Mol < 1171l

y por lo tanto la proposiciéon queda demostrada. [

Para obtener |[(Cxf|1g)| < ||f]l2|E|Y? y por lo tanto demostrar el teorema de
Carleson, atin podemos hacer més simplificaciones. Por una parte, si definimos ¢ =
(L,+ © N)gps, tenemos

[enflie)] < D 1(F[es)(@s | 1)l

seT

Asi que bastara con probar que dados E de medida finita y N medible, se cumple

S Flea)(oe 1) < [1£],12 (3.1)

seT

para toda f € L?(R). De hecho solo hara falta demostrar el resultado para funciones
con norma 1, ya que de no ser asi

;.KH;H ‘ 905><¢s ‘ ]lE>’ S HH;HH‘E‘I/Q

y lo tendriamos demostrado en general. El hecho de que la suma es infinita no va
a ser un problema para nosotros, demostraremos que para cada subconjunto finito
de baldosas & C T se tiene la estimacion , y que la constante no depende del
subconjunto finito elegido. A partir de ahora ya no habra que preguntarse si las sumas
en s convergen, y todos los procesos iterativos que hagamos acabaran. A continuacién
enunciamos el teorema del que nos ocuparemos durante las siguientes secciones.

Teorema 3.1.3. Sea E C R un conjunto de medida finita, sea N : R — R una
funcion medible, y sea S C T un conjunto finito de baldosas. Entonces para toda
f € L3(R) de norma 1 se cumple que

Z‘<f|‘108><¢s}]lE>‘ < ‘E}l/Z

seS

donde la constante no depende del S elegido ni de la funcion medible N.
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Existe un orden parcial en el conjunto de baldosas 7 definido por s < s’ cuando
I, C Iy y wy C ws. Sidos baldosas s y s’ son disjuntas en el plano, entonces para
alguno de los ejes las proyecciones son disjuntas, y por tanto s y s’ son incomparables.
De hecho se cumple el reciproco, ya que si s y s’ se cortan en el plano, necesariamente
I;NIy y wsNwg son no vacios. Por las propiedades de los intervalos diddicos, o bien
s < s’ o bien s’ < s,y por lo tanto son s y s’ son comparables.

Definicion 3.1.4. Diremos que un subconjunto T C T es un drbol si exriste una
baldosa It x wr, llamada punta del drbol, tal que para cada s € T se verifica s <
IT X wr.

Definiciéon 3.1.5. Sea S C T wun conjunto de baldosas, diremos que cant(S) < A
siempre que S = Ujec;T; donde cada T; es un drbol y Zje] I, < A.

Fijamos M constante suficientemente grande y definimos

1
X = T

Como ya hicimos con las ¢, nos interesara adaptar estas funciones a nuestra des-
composicion diadica del plano. Esto es, para cada intervalo diddico I pondremos Y7
como

7!

T—cC M-
(1 )

x1(z) = TrypDilly x(z) =

Para cada baldosa s definimos su densidad por la siguiente férmula

s<u

1
den(s) = — sup/ X1, () dx
|E| ENN~-1(wy)

donde el supremo se toma en todos los u € T que cumplen s < wu. Si tomamos
un M grande podemos conseguir que den(s) < |E|™!, ya que ||xz,|l1 = ||x|l1 para
todo u € T. Para definir la densidad en un conjunto arbitrario de baldosas S, nos
apoyaremos en la anterior definicién

den(S) = sup den(s).
seS

Es evidente que siempre que S C S’ se cumple que den(S) < den(S’), utilizaremos
esta propiedad mas adelante.

Definicion 3.1.6. Sea T un drbol con punta It X wr, diremos que T es un £ drbol
+

st para cada s € T se cumple que w% Cwy.
Por las propiedades de los intervalos diadicos, es facil comprobar que en un + arbol
todos los w estédn anidados. En efecto, las mitades superiores de los ws contienen
a w,f y por lo tanto su intersecciéon es no vacia, lo que implica que cada una esta
contenida en otra. Para los — arboles ocurre algo analogo.

Para cada arbol T ponemos A(T)? = Y"1 |(f | ¢s)|?. Dado un conjunto de baldosas

S C T, definiremos su tamano como

tam(S) = sup {}IT‘71/2A(T) : TCSesun + érbol}.
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Como antes, es evidente que si S C &', entonces tam(S) < tam(S’), ya que todo +
arbol en S es también un + arbol en S'.

Los lemas que enunciamos a continuaciéon se demostraran por separado en las tres
proéximas secciones.

Lema 3.1.7 (De la densidad). Cada subconjunto finito S C T es la unidn disjunta
Slig U Spes, donde se cumple que

1
den(Siig) < Zden(S)

cant(Spes) < den(S)™'.

~

Lema 3.1.8 (Del tamano). Cada subconjunto finito S C T es la union disjunta
Speq U Sgra, donde se cumple que

—

tam(Speq) < = tam(S)

\]

cant(Sgra) < tam(S) 2.

Lema 3.1.9 (Del arbol). Sea T C T un drbol, se verifica la siguiente desigualdad

D_|(fl@s)(0s[1m)| S || tam(T) den(T) | E].

seT

Supongamos demostrados los tres lemas anteriores y veamos cémo se puede concluir
la demostracion. Se describira un proceso iterativo por el que obtendremos conjuntos
de baldosas cada vez mas pequenos cumpliendo las propiedades requeridas.

Proposiciéon 3.1.10. Sea § un conjunto finito de baldosas, existe una sucesion de
conjuntos disjuntos Spy, Sng—1,.--,80,S—1... tal que S = Up<p Sy v tal que

1) tam(S,) < 2"t para todo n < ny,
2) den(S,) < 222 para todo n < ng,
8) tam(S—(Sp, U---US,)) < 2" para todo n < ny,
4) den(8—(Spy U+ US,)) < 22" para todo n < ny,
5) cant(S,) < 272" para todo n < ng.

Demostracion. Como S es finito, existe un ng € N suficientemente grande tal
que tam(S) < 2"0. Podemos escoger también M en la definiciéon de densidad tal que
den(8S) < 2270, Construiremos la sucesién S, por induccién decreciente. Comenzamos
el proceso tomando S,,, = 0}, que verifica trivialmente las condiciones 1 2 y 5. Ademas,
por eleccion de ng también se cumplen 3 y 4. Supongamos que hemos construido
Sno> Sno—1, - - - » Sy, cumpliendo las condiciones del enunciado. Veamos cémo se obtiene
Sp—1, para ello construiremos dos conjuntos auxiliares S,_; y S;/_;.

Empecemos por S/ ;. La hipotesis de inducciéon nos asegura que den(S — (S, U
--US,)) <227y por lo tanto pueden ocurrir dos casos distintos. Cuando se tenga
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den(S—(Sp, U---US,,)) < 221 pondremos S/, _; = ). En caso contrario aplicamos
el lema de densidad para obtener S),_; C S— (S, U---US,,) verificando

den(§—(Spy U---US, U8, 1)) < ~den(S—(Spo U---US,)) < 227D (3.2)

asi como la siguiente desigualdad
cant(S),_;) < den(S—(Sp, U--- USn))_l < 9-2(n-1)

La construccion de 8_; es similar, por hipotesis sabemos que tam(S—(Sp, U -+ U
Sn)) < 2™ Si esa cantidad es a su vez menor o igual que 2"~ ponemos S”_; = (). De
no ser asi aplicamos el lema del tamano para conseguir S/ _; C S—(Sp, U+ US,)
cumpliendo

tam (S—(Spo U+ US, USH_1)) < = tam(S—(Sp, U+~ US,)) <= 2""1 (3.3)

junto a la condicién

cant(S)_;) < tam(S—(Sp, U--'USn))_2 < 9—2(n—1).

n—1
En cualquier caso, hemos obtenido el siguiente par de desigualdades
den(S—(Sp, U---US,US), ) < 2271

tam (S—(Spy U+ US, USH_y)) < 2",

n—1

Definimos §,,—1 como S,,—1 = S),_1US//_;. Falta comprobar que se cumplen las cinco
condiciones del enunciado. Para la primera y la segunda basta con darse cuenta de
que S;,—-1 CS—(Sp, U---US,) y por lo tanto

tam(S,—1) < tam(S—(Sp, U---US,)) < 2" = 9(n—1)+1

den(Sp—1) < den(S—(Spy U---US,)) < 220 = 22(n=1+2,

Teniendo en cuenta que S —(Sp, U---US, US,—1) CS—(Sp,U---US, US/ )
obtenemos
tam (S—(Spy U+ US, US,—1)) < 2771

usando la condicion (3.3), y 3 queda probado. Para 4 el razonamiento es analogo,
aunque en este caso partiremos del hecho de que §— (S, U---U S, US,_1) esta
contenido en §— (S, U---US, US/,_;), que nos permite concluir por (3.2

den(S—(Sno u---uS,u Snfl)) < 22(71—1)‘
La dltima condicién se demuestra facilmente, ya que
cant(Sp_1) < cant(S)_ ;) + cant(S"_ ;) < 2721,

Por construccion, el proceso acaba después de un ntmero finito de pasos, y se tiene
S = UngnoSn- [ |

Una vez demostrada la proposicion, el teorema se concluye facilmente. Tomamos un
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conjunto finito de baldosas & C T y construimos la sucesion de los S, con n < ny.
Fijado n < ng por la condicién 5 sabemos que cant(S,) < 272", asi que existe un
conjunto de arboles T,, tal que S, = Upeg, Ty ZTezn |It| < 272", Podemos escribir
entonces

2 (fleses|te)l < > > [(F|ea)(és | 1))

SES, TeX, seT
< Z |I7| tam(T) den(T) |E|
Te%,
Z ‘IT} tam(S,,) den(S,,) ‘E‘
TeY,

donde hemos usado el lema del arbol en la segunda desigualdad, y la monotonia de
tam y den en la tercera. Por definicién, y para M suficientemente grande, es claro
que la densidad de cualquier conjunto de baldosas esta acotada por |[E|™!, y por lo

tanto
den(S,) < min (‘Erl, 22”+2) para n < ng.

Gracias a esta estimaciéon y a la proposiciéon anterior podemos concluir la demostra-
cién ya que

> les)os | 1e)| S 2 min (||, 2242) [B| S | i

Sesn Tezn

S 2n+12—2n min (‘E‘il, 22n+2) ‘E‘
< 91" mm (‘E‘_I/Q, 22n+2’E‘1/2> ‘E’1/2
<

27 min (||, 22|B|?) |B| 2
— min (27|B| 2, 20| |) | B,
y sumando en n € Z se deduce
SOIF [es)(@s [ 12)] S Y min (277 B2, 20| B|2) | B2 5 | B[
sES ne”L
como queriamos probar. Es claro que la cota no depende de S ni de |E| ya que

me( 27| B2, 2n\E\1/2) ooy S 2 |E

nez n<[©)] n>[0)]
2(| B[/ 2 4 | B[ /2 2)

-9 (2 Q2 4 9 Q—[Q])

donde hemos definido = logy(|E|™/?). La tltima expresion esta acotada por una
constante ya que [Q] < Q < [Q] + 1.
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3.2. El lema de la densidad

Sea § C T un subconjunto finito y sea ¢ = den(S), definimos

1
Spes = {s € S: den({s}) > 15}
Si ponemos Sjig = S — Spes; €s obvio que se cumple

1
den(Sig) = sup den({s}) < -
SGShg 4

asi que solo hara falta comprobar la condiciéon cant(Spes) S 61 Por definiciéon de
densidad, para cada s € Spes existe una baldosa u(s) € T con u(s) > s tal que

1 1
X1, > — 4. (3.4)

S

|E’ EﬂN_l(’wu(S))

Seald = {u(s) : s € Spes} v seaUnmax C U el subconjunto de elementos maximales de
U para la relacion <. Podemos descomponer Spes = W;T; donde cada t; = I, xwr, es
un arbol maximal en Spes. Dado t;, existe u(t;) € U tal que t; < u(t;). Siu(t;) ¢ Umax

siempre existe u € Upax cumpliendo t; < u(t;) < u, asi que en cualquier caso

LIPS

UEUmax ti<u

Por otra parte, sea u € Unax y sean t; € T, t; € T; cumpliendo ¢; < u y t; < u.
Es claro que w, C wr, Nwr; # 0 y como t; y t; son disjuntos, necesariamente
It, N ITj = () y ambos intervalos estan contenidos en I,,. La desigualdad anterior se

convierte en
> > |n]

% ueuméx

Para demostrar que cant(Spes) S 5~ y por lo tanto el lema de la densidad, bastara

con ver que se Cumple
S St (3.5)
uEMmax

Para ello, tomamos u € Upax v expresamos R como la unién disjunta en & > 0 de
los conjuntos (2¢1, — 2¥711,). Definimos 2*I, como el intervalo centrado en ¢(I,),
generalmente no diadico, de longitud 2¥|I,,|. Ademas, imponemos que 2711, = 0.
Gracias a esta descomposicién podemos reescribir la ecuaciéon como

E] Z/ Xt > ‘553

siendo E, = EN N~ (w,) N (2¥1, — 2¥711,). Utilizando la definicién de x, en la
desigualdad anterior, se tiene

1B ¢ |I‘22k<2/ +|:rc )\)Md‘r'
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Comparando término a término, existe k tal que un sumando es menor que otro.
Utilizando ademas que los = € 2¥I,, —2F~1 I, verifican |z —c(I,)| > 2¢72|I,], llegamos
: E
1| < 82° \E\’15*1‘7“|M.
(1+2F-2)

Es decir, que Umsx = Ur>oU), donde cada U}, viene dado por
U = {u € Unon: L] <8671 B[ 25 (24727 |[E A N (w,) 121}
Por lo tanto, para demostrar (3.5)) bastara con ver que

> L < 2B ks (3.6)
uEUy,

ya que entonces

Z |Iu‘ 5 i 2(2—M)k5—1 5 5—1

UEUMax k=0

y tendriamos probado el lema. A partir de ahora nos centraremos en demostrar la
desigualdad , pero antes tenemos que enunciar un par de resultados que nos
seran muy utiles. Para cada k > 0, construiremos recursivamente el conjunto de
baldosas Vi como sigue:

Empezamos con Vi, = ). En el primer paso tomamos vy € Uy, tal que |I,,| es lo mayor
posible y actualizamos Vy, := Vj, U {vg}. Para el segundo paso escogemos v; tal que
|1,,,| es la mayor de entre las |I,| con v € Vi,—{vo} y [(281,,) X wy, JN[(2F Ly ) X w0 = 0.
Actualizamos Vy, := Vi U{v1 }. Andlogamente ocurre en los pasos sucesivos, escogemos
vj+1 tal que |1, , | es la mayor de todas las |I,| con v € U, —{vo,...,v;}y (2FI,) xw,
disjunto de los (2klvj) X wy,; anteriores. Actualizamos Vi := Vx U {vj11}

El proceso anterior termina tras un ntmero finito de pasos. Supongamos construidos
Vi para k > 0 y enunciemos los siguientes lemas.

Lema 3.2.1. Dado u € Uy, existe v € Vy, tal que [(2F1,) x w,) N [(2¥1,) x wy] # 0 y
ademds se cumple que |I,| < |I,|. Denotaremos esta situacion por u ~ v.

Demostracion. Si u € Vi, ponemos v = u y se verifican trivialmente las con-
diciones. En caso contrario si u € U — Vi, u no se pudo anadir a Vi porque
(2FI,) x w, corta a algtn (2*I,,) x w,, anterior. Sea i el menor indice de entre
los que [(2F1,) x wy] N [(2F1,,) x wy,] # 0. Es evidente que (2F1,) x w,, no corta a
(2F,) X Wy, - - -, (281, ) X wy, ,, y por lo tanto u no se eligié en el paso i-ésimo
va que |I,| <|I,,|. Poniendo v = v; se tiene el resultado. ]

Lema 3.2.2. Sea v € Vi, y sean u,u’ € Uy tales que u ~ v y ' ~ v. Entonces
I, NI, =0 y ambos estdn contenidos en 2k,

Demostracion. Como u y u' son maximales respecto de <, son incomparables, y
por lo tanto se tiene que uNu’ = (). Ademas, como [(2¥1,) x w,] N [(2¥1,) x w,] # 0
y |Iu] < |I,|, necesariamente w, C w,. Anélogamente ocurre para w,, de lo que
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se deduce que w, C w, Nwy, # 0. Usando que v y u' son disjuntos, obtenemos
I, NI, = () como queriamos demostrar. La hipotesis

(L) x ] 0 [(2°F) x ] 0

implica que 2¥I, C 2*I, razonando con longitudes. Por lo tanto, podemos deducir
que I, C 21, y lo mismo para I, [

Usando los dos resultados anteriores tenemos

Do < D0 3 ] <2 L)

uEUy, VEV uEU) vEVY
U~

Ademas, como todo v € V, estd a su vez en Uy, llegamos a

STn] <283 8o B 2R (2 Y B0 N (w,) N 28|
uEUy, vEV)

< 2(2-Mk 51§ [ENN " (wy) N 2kIv|'
Bl
vEV
Por construcciéon, dados v,v’ € Vj se tiene que [(2¥1,) x wy] N [(281) X wy] = 0
y por lo tanto o bien (2¥I,) N 21, = () o bien w, Nw, = (. En cualquier caso los
conjuntos E NN~ w,) N2¥I, y EN N~ (w,)N2*I, son disjuntos, y como ambos
estan contenidos en F, se tiene

Z ‘Iul < 9(2=M)k 5-1

uEU,

y se demuestra el lema de la densidad.
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3.3. El lema del tamano

Sea S un subconjunto finito de baldosas y sea 0 = tam(S). Vamos a construir una
coleccién de arboles disjuntos T € Ty, tal que

Slarge = U T vy ademés Z |IT‘ < o2 (3.7)
TETra TETra

Para ello, utilizaremos un procedimiento recursivo. Inicializamos S*™ := S y también

CS«’gra:: @
‘Igta:: .

Repetiremos el proceso siempre que tam(Salm) > %, ya que en caso contrario ten-
dremos tam(S?™) < 1 tam(S) y bastard con definir Speq = S*™. A continuacién
describiremos cémo funciona este proceso. Mientras tam(S*™) > g, elegimos un +
arbol T4 C 8™ tal que A(Ty)|Ip, |7/2 > Z, es decir tal que

o®|It,| < 4A(T4)> (3.8)

Impondremos que It, X wr, sea maximal respecto de < de entre todos los arboles
que cumplen . Ademas, c(wr, ) ha de ser minimal en R respecto de los centros
de los arboles que verifican . Sea ahora T el arbol maximal en S¥™ con punta
It, X wr, , actualizamos

Salm = Salm T
(Zgra = Sgra U {T}
‘I+ = f"r U {T+}

gra gra

Cuando tam(S*™) < Z, ponemos Speq 1= S alm ¢ 56l hara falta probar que se cumple
cant(Sgra) S tam(S)™2, que como ya sabemos es equivalente a la condicion (3.7).
Antes de eso, enunciaremos un lema con el que podremos ver ciertas propiedades
importantes de la construccién que se ha descrito.

Lema 3.3.1 (Disyuncién fuerte). Sean T¢ y Ti dos + drboles escogidos mediante
el proceso inductivo, al cabo de i y j pasos respectivamente. Seqn seT,s ¢ Ti
tales que ws C w,, entonces Iy N Ipi = 0. Mas ain, si s’ € T, y s € TX son dos
baldosas distintas tales que existe s € T, con ws C w, Nw,,, entonces Iy NIy = (.

Demostracion. Por definicion de + arbol, sabemos que w;j - w;'?. Ademas, por
+

+ + )
T T/
y por minimalidad necesariamente i < j. Queremos comprobar que Iy N Ipi = (),
supongamos lo contrario. Teniendo en cuenta que Ti = T y utilizando las pro-
piedades de los intervalos diddicos se deduce que Iy C ITi+ . Hemos llegado a que

hipotesis ws C w7, asi que w, C w,,. En esta situacion se tiene c(wi, ) < c(w
s s T

s < ITL X Wi, Y por maximalidad de T? deberfamos tener s’ € T¢ que fue escogido
antes. Esta contradiccion se evita concluyendo que Iy N Ipi = ().

Para el segundo resultado usaremos lo que acabamos de demostrar. Por hipotesis,
para cierto s € Ti se tiene que ws C w, Nw,,, por lo que obtenemos tres casos
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distintos. Si wy C w,,, por el apartado anterior Ig» N [, = () y consecuentemente
+

I NIy =0. Cuando wy» C w7, el razonamiento es analogo, asi que s6lo hara falta
s s s s )

estudiar el caso wy = wgr. Teniendo en cuenta que s’ # s” y que |Iy| = |Ig] se
concluye trivialmente que Iy N Iy = (). =

Volvamos a la condicion (3.7]), por eleccion de los T4 podemos escribir
2
o 3 I < Y AAM S Y Y (e
TJFE‘Ig—ra T+€‘Igra T+€Tgra s€Ty

Por construccion los Ty € ‘Egra son disjuntos, asi que si definimos S’ como la union
de dichos T, obtenemos

o 3 || S Y[ Flea)” = (£ F)

T4C%ha ses’
siendo F' = Y &/ (f | @s) s Si utilizamos Cauchy-Schwarz y tenemos en cuenta que
|l fll2 =1, llegamos a

2
o > Mo |l

Ty ETgJ’-rra

Para concluir la demostracién bastara con ver que se verifica

175 < 0* 2

T4 e‘f‘z:gra

(3.9)

ya que entonces tendremos

1/2
A3 i <P 5 (3 I

T4 Gtzgra T4 E‘Igra

1/2 . .
y por lo tanto 0'( ZT+eIgta | It, \) < 1. Pero recordemos que en el proceso iterativo,
para cada T € Ty, existia un tnico T € T, asociado tal que |It| = |It |, asi que
_ -2
Y Hxl=3 S0
Te%gra T4E%ha

y el lema estaria demostrado. A partir de ahora nos centraremos en demostrar la
acotacion ([3.9)). Para ello, escribiremos

172 = (S (lede| (1o oo)
seS’ s'eS!
< X KFles)(f ew){es [ ow)
s,8’'€S’
= 2 (Lot leades o) UESICH ]

En la tltima desigualdad hemos usado que si ws Nwy = @, entonces (ps | ps) = 0.
Acotaremos por separado cada uno de los sumandos de la ultima desigualdad.
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Lema 3.3.2. El primer sumando estd acotado por

Yo K les)(Fles)(eslean] S 0® > [, ].

s,8'€S’ T4 Efgra
We=wWgr

Demostracion. Reordenando adecuadamente los sumandos que aparecen, podemos

acotar
> [fles)(flesdesloa)] < DK lea)” D2 [es] o)l
s,8'eS’ seS’ s'eS’!
Ws=W gy Ws=Wg/

Utilizando la proposicion [2.2.8] la tltima expresion esta mayorada por

ST lea S <|‘II§‘|>W/ (1 %de-

SeSl S/GS/ ‘ ‘
’UJS:U)S/
Por otra parte, los s’ € &' tales que ws = wy tienen Iy disjuntos. La suma de
integrales queda acotada entonces por HTrC([S)DiIﬁIS‘Xﬂl = |Ix|l1- Usando que |I5| =

|Is| la expresion inicial esta acotada salvo constante por
SIlea = D D WFlea? = > AT
s€S’ T, eTh, €T+ T, €T5a
Obviamente tam(S™™) < o, asi que |It, |"!A(T1)? < o2, y por lo tanto

Yo ) (Fles)es|es)| S 0 Y i,

s,8'€S’ T4€%ha
Wwe=wy

como queriamos demostrar. [ |

La acotacién del segundo sumando es algo mas complicada, y la dividiremos en varios
pasos. Empezamos reordenando los sumandos

Yo Ko (Fleadleslead = Do D0 [ les)l Do [ o) (es] e

5,5'€S’ T4 €Tgha 5T+ s'es’
wsCw, wsCwr

Utilizamos Cauchy-Schwarz en cada uno de los factores junto con la definicién de
A(T4), la expresion anterior esta acotada por

= (S k) (S (S Wleatalen) ) <

TyeSha €T+ s€eT ~ s'es’
wsCw,r
2\1/2
< > A(T+)(Z ( D KF s ) es | e >)
T4C%ha s€Ty ~ s'es’
wsCwgr
1/2 2\1/2
< ¥ ol (T (X Wlededeal) )
T4ETha s€Ty © ses’

wsCw,s



84 Capitulo 3. Los lemas principales

donde hemos usado que tam(T,) < o y por tanto A(T4)? < o?|It, |. Supongamos
demostrado

4= 3 (X Wledteledl) sl @

seT 4 s'eS’
wsCw,yr

Juntandolo todo, gracias a esta acotacion y al lema [3.3.2] llegamos a

17y < 0* 32 [r|

Ty G‘Igra

como buscdbamos, y el lema del tamano estaria demostrado. Para demostrar la

desigualdad (3.10) es importante darse cuenta de que si ws C wy y (ps|ps) # 0,
entonces se tiene w, C w,,. Ademas, si consideramos el conjunto unipuntual {s'}, es

claro que
[T [N (o) | =

Gracias a estas observaciones, hemos llegado a

({s'}) < 0.

2
1< Y (T 1 elen]) =o'
seT s'eS’
wsgw;

Para la desigualdad (3.10)) bastara con ver que B < |It, |. Como |Iy| < |I| podemos
aplicar la proposicion que junto con la definicién de y;, implica

L\
‘<30s‘§05'>| < (]‘I ‘,) / x1.(2) dx.
s’ IS/

Sustituyendo en la expresion que define B obtenemos

pr S X [ ).
seT+ ses s
wsgwsl

Podemos utilizar el lema los s" € &' tales que w, C w, verifican Iy N It, =0
y son disjuntos dos a dos. Por lo tanto para todos los s’ que aparecen en la suma, se
tiene Iy C Irl‘i+, asi que

75 3 W[ wre) < 3 [ e

ya que para M suficientemente grande, lo de dentro del paréntesis es menor que 1.
Todos los s € T que aparecen en la suma cumplen || < |I1, |, y de hecho existe



3.83. El lema del tamano 85

k € NU {0} tal que |I5| = 27|It, |. Esto dltimo nos permite escribir

B z > / i
= s€Ty
|13| 2% Iy, |
= 2k 1
= I dx.
kZ:O I, | sgra | s‘ If, (1+ |z l;(‘fs)\>M
o] =27*| I, | ’

Antes de seguir, necesitamos el lema técnico que enunciamos a continuacion.
Lema 3.3.3. Se verifica la siguiente acotacion

1
I, dz dy.
| l <1+Iw c<f>| /1/ xy\)M v

|
7] 1 + 0

Demostraciéon. Para demostrarlo, tomamos y € I y utilizamos la propiedad trian-
gular:
[z —clls)| o Jz—yl _Jy—cl)l  |lz—yl 1
| L] | Ll ] 2’
Podemos escribir entonces
1 1 < 1

<
M — M ~ M
|z—c(Ts)] 1, |z—yl |z—y|
(1+x\§\ ) <§+aflﬁ) <1+g|cfj>

Como y es arbitrario, podemos utilizar el teorema del valor medio para integrales,
con lo que

1 < 1 1

— | —— = dy.
(14k |c<lfs>|) 151 1, (1+ \aﬁA)M
Integrando la expresién anterior en x € Iﬁ se sigue el resultado. [

Usando el lema anterior y el hecho de que fijado k, los Iy son disjuntos y estan
contenidos en I, , obtenemos

B < / / ——— 7 dxdy
k=0 T | seT, Vis /I "T;?"‘)
[Ls|=27| I, |
oo
= Z |/1 / w—y| \M da dy.
h= T* t 3 Iy, |>

Para acotar la integral doble haremos uso del siguiente lema, que enunciaremos en
un contexto algo mas general.

Lema 3.3.4. FExiste una constante C' > 0 tal que para cada intervalo J y cada b > 0

se verifica
// o dedy < C0?|J|.
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Demostracion. Trasladamos x — x —c¢(J), y — y—c(J) y efectuamos el cambio de

variable, obtenemos los conjuntos I y I¢ donde I = J — ¢(J) = (=3 @, 3 @) y hemos

puesto a = |J|. Por simetria, inicamente hara falta acotar la expresion

/I[:O<i_y|)M drdy < Ca’b?

ya que el otro caso es analogo. En la situacién que vamos a tratar se tiene que

|r —y| = z — y. Para cada y € I, haciendo el cambio de variable s = 1 + ¥
podemos escribir una de las integrales como
o0 1 & 1 b
——dr =ab —ds < a .
1l a—y\ M IR - Ly )M
2 <1+W> 25 af (1—’_277_%)

De nuevo hacemos otro cambio de variable, esta vez pondremos t = 1+ i — % para
obtener

b
//; 1+|:r yl) dxdygfl(l_i_liy)M_ldy

2b ab
1+% 1
_ 272
= a’b / T dt
1
272
< ah
como estabamos buscando. ]
Ya tenemos todas las herramientas necesarias para acotar B < |It,|. En efecto,

utilizando el lema anterior

B § / / dx dy
\IT+\ In, jo—y| )M

T3 I |

o0
S Z2k|IT+ ‘_1 (2_k‘IT+D
k=0

< |z, |,

que era lo tnico que faltaba para demostrar el lema del tamano.
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3.4. El lema del arbol

Dado un arbol T buscamos obtener

ZKf’goS ¢s|]lE>} < ‘IT’tam T) den(T )’E‘
seT

Para cada s € T existe ¢ € C de modulo 1 tal que

[{f 1s)(0s [ LE)| = es(f [ 05) (s [ Lr)-

Podemos acotar entonces la expresiéon principal por

St e on|16)] = Soels]0s) [ utwd
seT s€T
< /E‘ Zfs<f‘90s>¢s($) dx

seT
donde hemos usado que T es un conjunto finito de baldosas. Para manejar la dltima
expresion, definimos

J = {J diadico : Iy ¢ 3J para todo s € T}.

Como en la seccion 3.2, 3J denota el intervalo centrado en ¢(J) de longitud 3|.J|.
Es claro que dado = € R, existe J € J' suficientemente pequeno tal que z € J.
Si ponemos J C J' el subconjunto de elementos maximales respecto de la inclu-
sién, entonces los intervalos de J forman una particion de R. Son disjuntos por las
propiedades de los intervalos diddicos y la maximalidad. Con esto, tenemos

GENCAIBIED S DS

seT JeJg

es(f | ps)ds(x)

seT

Separamos la suma en dos segtn la longitud de I, aplicando la desigualdad triangular
Z ‘<f ‘ Sps><¢s ‘ ]1E>‘ < E1 + 227
seT

donde hemos definido

=2 el 2

5s<f’80s>¢s(x) dx

Jeg seT
[1s]1<2]J]|
Yo = Z/ ‘ €s f}%ps>¢s
JeJg se€T
[s[>2]J]

Vamos a acotar por separado y salvo constante cada sumando por |It|tam(T)den(T)|E|.
Empezaremos por X1, que de hecho es algo mas sencillo.
Para cada s € T el conjunto s es un + arbol, asi que si utilizamos la definicién de

tamano
’Is‘_1/2‘<f}g03>’ = tam({s}) < tam(T).
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Gracias a esta observacion y usando que |eg| = 1, podemos escribir

5 <Y Y \<f{sos>\/ [65(2)| de

JeJ seT
s|<2]J]
< tam(T) 3 Z/ 11265 (@)| da-
JeJ seT
175|<2]J]

Recordemos que ¢ = (]le o N)ps siendo pg = MOdC(w;)TTc(IS)Dﬂ?[S\ © y ¢ una
funcién de Schwarz, asi que para una constante adecuada

S < tam(T) Y Z/ ;1\1/2\%@);43;

JeJ seT JOENN—

|Is|<2]J]|
1
Sammy >/ —
i der Jammwei) (1 4 e
|1s]|<2|J] °

Intercalamos |I5| y su inverso, tomamos supremos, y utilizamos que JNENN 1 (w])
esta contenido en E' N N~1(w;). Salvo constante, 1 estd acotado por

1
tam(T I, (sup >/ xr1,(x) dx
pHpIY (1+ BT Jonn-an ™

JeJ sET z€J
[Is|<2]J]

con X7, como en la seccion 3,1. Por definicion de den(T) podemos mayorar la integral
por den(T)|E|, con lo que se obtiene

S < tamn(T) den(T [Z 3 ‘I|<sup(1+|m|16(|[)|) )}\E}.

JeJg seT
|Is|<2]J]

Para terminar con la acotaciéon de ¥ bastara con demostrar que

1
211 = Z Z ‘I ‘<sup z—c(1y)] ) 5 ‘IT’
JEJ s€T I (1+ 55 )"
1s|<2]J]

Los s € T que aparecen en la suma cumplen |I| = 2% < 2|J|, y ademas para cada
x € J se verifica |x — ¢(I5)| > dist(J, I5), por lo que

1
Y11 < E g ok E - _
JeJ k<log,2|J| s€T (1 + dlbthJs))
|IS‘:2I€ | S|

Por otra parte, para cada k los I con s € T y |I5| = 2* son disjuntos y estan todos
contenidos en It, es decir
dist(J, I5) S dist(J, It) S dist(J, It)
|IS| N ‘IS‘ N ’IT’ .
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Sacando factor comun en ¥i 1 se tiene

2k 1
Z11 = Z Z dist(J,I) \ M/2 Z dist(J,1,) \ M/2 (8:11)
JeT k<log, 2|J| <1+T"T> s€T <1+ N )

‘IS|:2k

A continuacion demostraremos que la tltima suma esté acotada por una constante.

Lema 3.4.1. Para todo darbol T y todo k entero, se cumple que

> .1))M/251

T <1+ dist(J, I
‘Is|:2k us‘

Demostracion. En efecto, fijamos k entero y T un arbol. Sea J € J y sea s € T
cumpliendo |I;| = 2% < 2|J| y tal que Iy € 3J. Para cada m entero positivo existen
a lo sumo dos baldosas (una a cada lado) tales que

m|l,| < dist(J,I,) < (m+ 1)|I],

asi que la suma queda acotada por

) ! < 2503 oy
s€T (1+M)M/2 T A (m)MZ Y
|I5|=2" ILs]

Usando el resultado anterior y sumando en k, la expresion (3.11)) se convierte en

i1 S Z : ]

M2
2 (14 o)

A partir de aqui, y teniendo en cuenta que J y |It| son intervalos diadicos, pueden
ocurrir dos casos distintos. En el primer caso tendremos J N It = (), y en el segundo
caso J C Iy. El caso It C J queda descartado ya que tendriamos It C 3J, que
contradice la hipotesis.

Supongamos primero que J N It = . Si tuviéramos |Ip| < |J|, entonces ne-
cesariamente It N3J = ( y por lo tanto |J| < dist(J,It). En cualquier caso
|J| < dist(J, It) + | It|, por lo que si x € J se tiene

‘x—c([T ‘ ‘J‘ + dist(J, It) + ‘IT‘ < 2dist(J, It) + ‘IT‘

Gracias a esta desigualdad tenemos

/ ! dx 2/ ! dr = 171 ,
(1 I |;(TI|T)|>M/2 J (% N 2dis‘1}(’;7‘,IT)>M/2 <%)M/2 (1 n %dist'g,{T))Mm

y consecuentemente
/] 1

(1+M>M/2 . /J(me)l)m

[T [t

da. (3.12)
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Para el caso J C It el razonamiento es algo més sencillo. Basta con darse cuenta de
que

[IT|

/ 1 x> > /]
’ (1+W>Mﬂ ) (%)M/Z - (H_M)M/z’
T

con lo que se llega a la misma cota de antes (3.12). Recapitulando, podemos concluir
la parte de la demostracion relativa a 11 ya que

Jers (1 + Lt‘g"“)

J
Y11 3 Z .| | >M/2

A

JeJ
[I|

I
= ‘IT|/ x| >M/2 dz

1+ |x CIT)|

1
Z/J ( 4 lam c<1T>|>M/2 &

<

~

donde hemos usado que la integral es realmente ||Tr, IT)DII\IT\X 1 =Xl = Cu,

siendo x’ una funcion similar a y pero con M/2 en el exponente. Como buscdbamos,
hemos obtenido

$1 S |Ir|tam(T) den(T) |E]|

Volvamos ahora al otro sumando, recordemos que Yo venia dado por

22_2/

JeJ JNE

> el f|ps)dala)| do

seT
[Is|>2|J|

Supondremos que existe al menos una baldosa s € T tal que |I5| > 2|.J|, entonces se
verifica el siguiente lema.

Lema 3.4.2. En las condiciones anteriores se tiene que J C 3l.

Demostracién. Razonaremos por contradiccion, supongamos que J ¢ 3It. Por lo
anterior es claro que |J| < |It|, y ademés pueden ocurrir dos casos. Si J N3t =0
podemos escoger J' 2 J que cumpla 3J" 2 Ir, lo que contradice la maximalidad.
Supongamos por el contrario que J N3l # (). Como 31t es la uniéon disjunta de tres
intervalos diddicos, utilizando las propiedades ya conocidas llegamos a J C 3. =

Mas adelante sacaremos més partido a este lema. Ahora descomponemos T =T wT,
donde T es el 4+ arbol de todos los s € T tales que wT CwfyTy=T-Tsesun
— arbol sin punta. Por la propiedad triangular, o es menor o igual que

S Y allede@ ae X [

Jeg/JINE s€T1 Jeg s€Ts
\1,]>2]J] \1,|>2]J]

5s<f}@s>¢s(x) dx
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Llamaremos Y91 al primer sumando y Y92 al segundo. Empecemos por X1, por
definicién de ¢, tenemos

E21—23/

JeJ

es(f ’ 905>308(55)]1E0N—1(
seTy
|15]>2]J]|

dx—Z/\FU )| da.

JeJ

Definimos el conjunto G; segin la expresion

Gy = Jﬂ( U EﬂN‘l(wj))

seT
[Is|>2]J]

Supongamos que x € J es tal que = ¢ G, entonces para todo s € T con |I4| >
2|J| tenemos x ¢ EN N~ (wT) y por tanto Fyj(x) = 0. Hemos demostrado que
J Nsop(F17) € Gy por lo tanto

[]\FlJ(x)\dx :/ |Fus()] de <

Z Z es(f| 908>908]1E0N—1(wj)

k>log, 2|J| s€T:
[Is|>2|J|

donde

1L @) ooy =

L))

Lema 3.4.3. Sean s,s' € Ty tales que |I;| # |Iy|, entonces wi Nw} = 0.

Demostracién. Como s, s’ < It X wr, obviamente wt C ws Nwy # (). Por las pro-
piedades de los intervalos diddicos, sin pérdida de generalidad wy; C wy. Supongamos
que ws C w,, entonces es evidente que w+ Nw? g = = (.

En caso contrario ws, C w}, y Como se Ty sabemos que wh ¢ w]. Por otra parte

Q wg, asi que necesariamente wT esta contenido en wy . Por lo tanto
+ - +
wp Cw, Cws C wy
lo que implica que s’ € T9, que contradice nuestra hipotesis. [

Con este hecho podemos deducir que los conjuntos £ N N~ (w]) son disjuntos dos
a dos, luego

Z 5S<f‘908>%]1EmN—1(wj)

1Fr @) sy < sup

k>log, 2|J| $€T, Leo(J)
L.|>2]J]|
< o (s 3 (lenlle])
k>log, 2|J| = seTy
|Ls|>2]J]
T —1/2
S Sup (Sup Z ‘I ‘1/2 T) ‘ S‘ M>
L, |>2J]| 1|

1
< tam(T)  sup (sup Z M>,
k>logy 2|J| \2el o (1+\w—c(fs)\>
|Zs|>2]J]|
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y esta expresion esté acotada salvo constante por tam(T) utilizando un razonamiento
analogo al que se hizo al final de la proposicion [2.3.4] Hemos llegado a la desigualdad

/J\Fu(ﬂf)\ dr < tam(T) |Gyl

Supongamos que se tiene |G| < |E|den(T)|J| con cota independiente de J € 7,
entonces
S21 S tam(T)den(T) |E| > |J].
JeJg

Por el resultado visto en el lema y como los J son disjuntos, la suma esté
acotada por 3|Ir|, con lo que llegariamos a

Y21 S |Ir|tam(T) den(T) |E|,
y habriamos terminado la acotacion del sumando X 1.
Lema 3.4.4. Para cada J € J se tiene que G; < |E|den(T)|J|.

Demostraciéon. Sea J € J, por construccion existe un tinico intervalo diadico J de
longitud 2|J| que contiene a J. Por maximalidad de J, J no puede pertenecer a J’
y por lo tanto existe sy € T tal que I, C 3.J.

Supongamos que I, y J tienen interseccion no vacia. Descartamos el caso en el que
I, C J C 3J ya que entonces J no perteneceria a J'. Nos quedamos con la situacién
JC I, C 3.J, que implica que I, = (J —|J) U J o bien I, = JU(J +|J)). Los
dos casos son similares, definimos u; = s; quedando

1, | = |1, =2 7] = 4]7] asi como [wi,| = ;] "
Ademas, dado = € J se verifica
o~ e(L,)| < 7] = 2J| < |1,

Supongamos ahora que I, y J son disjuntos. Es evidente que dada esta condicion,
o bien I, C J — |J| o bien I, C J + |J|. Supondremos sin pérdida de generalidad
que se da la primera situacién. Usando que I, C It se tiene que It N (J—|J]) #0.
Usando que |J| = 2|J| < |I| se deduce que J —|J| esta contenido en It. Definimos
una baldosa uy € T con I,,, = J —|J| y tal que w,, C ws,. Ahora tenemos

1, = 7] = 20| v tambien fuwn, | = 7 [7]7"
Ademas, para los z € J se cumple
o~ e(l,)] < 27| = 2|1, |.

Recapitulando, en cualquiera de los casos existe una baldosa uy con s; < uy <
It x wr y tal que |wy,| > +|J|71. Por definicion de densidad

}E’den(T) = sup sup/ X1, (z) de > / X1, () dx.
s€T s<u J EAN-1(wy) JNEAN~Y(w,,)
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Utilizando que en ambos casos |z — ¢(I,,,)| < 2|I,,| y recordando la definicion de
X1, , obtenemos

| Luy | "
3M

|E| den(T) 2/ de 2 | L, | TN EN N (w,,)).

JNENN~1(wy ;)

Falta ver que Gy C JNEN N~ (w,,). Sea x € G tal que = ¢ J, entonces existe
s € T con |I,| > 2|J| y tal que z € ENN~!(w]). Sabemos que |w,| < 3|J|7L, y por
ser diadico )

[wsl < 717170 < |

Teniendo en cuenta que wr C ws N wy,, podemos deducir que ws C w,, y con-
secuentemente x € E N N~!(w,,). Ya tenemos demostrado que se da la inclusion
G; CJNENN"Yw,,) que nos permite poner

|E|den(T) > |L,|7|Gy].
Despejando |G s| llegamos a la expresion
|Gy| < |E|den(T)|1y,| < |E|den(T)|J]|,

ya que en cualquiera de los dos casos se cumple que |I,,,| < 4[J|. ]

Para demostrar el lema del arbol inicamente hace falta acotar el sumando X5 2, que

viene dado por
Yoo = Z/JlFQJ(CC)‘ dx

JeJ
donde
Fyy(x) = Z 58<f"P8>908($)11E0N71(wj)(1')-
s€To
|1s[>2]J]

Para cada = € J tal que Fyy(x) # 0 existe s € Tq con |I;] > 2|J| y tal que
N(z) € wf. Como Ty es un + arbol los w] estan anidados, y dado x € J existe un
w,, minimo y un w,, maximo tales que para cada s € Ty con |I;| > 2|J| se cumple

N(z) € wl <= w,, Cws Cwy,.

Obviamente, hemos escogido u; y v, de entre las baldosas de Tq tales que |I,,,| y
|I,,,| son mayores que 2|J|. Gracias a estas observaciones podemos escribir

Fyy(x) = Y, e{f|es)es(@)lp(@).

seT>
Wy gws gwum

Sea 1 funcion de Schwartz tal que 1;(5) esta soportada en [¢] < 1+ ﬁ y tal que
P(€) =1 para [¢] < 1.

Lema 3.4.5. Sea z € R y supongamos que w,, C ws C w,,, entonces

MOdC(wuz)Dﬂ?ﬂM |71((/} MOdc(w;z)Dllfwj |7117[)
SOS(Z) — SOS * L _ x AR

—1/2 SAIC

|wy, | [wy,
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Demostraciéon. En efecto, como estamos en funciones de Schwartz, basta probarla
igualdad para las transformadas. Utilizando la proposicion llegamos a

z@@>=¢xo(&G*“*%”)—&(g‘“wﬁb>.

Para que se verifique la igualdad anterior, en los puntos & € sop(p;) se exige que

gﬁ—dww>_$@—d%ﬁ)_1 (3.13)

Escogemos £ € sop(gs), es decir [§ — c(wy)] < %|ws]. Probaremos que el primer
sumando de la anterior igualdad es idénticamente 1. Utilizando la desigualdad trian-
gular junto a ws C w,, obtenemos

W, | W, | W, |
| — c(wy)| | [e(wy) — c(wy, )|
|ws| W, |
RS
-8 2
Por definiciéon de 1 deducimos que w(i“'z)) =1, y s6lo haré falta comprobar que

el segundo sumando de (3.13)) es idénticamente nulo. De nuevo por la desigualdad
triangular

|§_C(w+)| 2 1|ws’ 1’wvx‘ Z l—i-l
jwi, | 8lwy,|  2|wy,| ~ 8
E—clwily)y _
con lo que se concluye que w(Tﬂl’) =0 y el lema queda demostrado. [

Poniendo = = z en el lema que acabamos de demostrar, tenemos Fs; definido por la
expresion

Mod,(y, )Dll 11p Mod c(w )Dll X
oI S ) @tst)

< Z es(f] <Ps>503) * ( e wi, |1/

seTo

Tomando moédulos en la expresion anterior

> eulf | os)es |JZ_11 +w + ) dy| 1p()
13wt o

W,
se€T2
1 T
S 521111514 > €s<f}<ps><ps(y)‘ : \w(

se€To
donde se ha usado que |w; |7t > |wy, |7'. Ademas, como |w,,|™' > 2|J| y por lo
tanto mayor o igual que 4|.J| obtenemos
) ‘ dy.

|Foy(z)| < sup / D elf | eshpsly ’5 ’@/J(

s>4lJ| IR | SoF,

| Fas ()|

IN
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Estamos ante la convoluciéon de una funcién con dilataciones de cierto nucleo 9, que
es funcion de Schwarz. Por la desigualdad (|1.25) podemos escribir

T+
Fyy(z)| < sup /
| 5417 20

Tomamos supremos en = € J y usamos la proposicion [I.3.5]

55 f“ps%@s )‘ dy.
seTo

z+0
1F2slliery = sup|Fas@)] 5 2 3D 25/

> eS| sos>sos(y)‘ dy.

s€To

Ya tenemos las herramientas necesarias para completar la demostracién. Como antes,
Fy; esta soportada en G, asi que si usamos el lema queda

Yoo < Z HFZJHLOO(J)‘GJ‘

JeJ
< ’E‘den(T)%‘J’(;Ielgéili& 25/ P > es(f | ws)wsl )' dy)
g’E‘den g/(és;ig'% 15’265 f’%ﬁs ws(y ‘ )dx
< |E| den(T) HM( 3 ss<f}gos>cps> .

s€T2

ya que todos los J € J son disjuntos y por la proposicion (3.4.2)) estan contenidos
en 3Ir. Como se ve en el primer capitulo el operador maximal de Hardy-Littlewood
es acotado en L?(R), y por Cauchy-Schwarz

.

|3 ( 3 ot s loehes) (PR NG SERTIPREY

s€T2 s€Ty

1x|2[ 32 el f [ es)es

seT>

L'(3I1)

AN

Ademés, por un razonamiento andlogo al utilizado para probar que Q) era un
operador acotado

H Z 5s<f‘§05>905 ) 5
s€To

(ZT eulf ] gos>|2>1/2.

Como ¢, tiene modulo 1, juntandolo todo y utilizando la definicién de tamano, po-

demos concluir
S22 S |I7|tam(T)den(T) | E|,

con lo que se demuestra el lema del arbol.
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