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6) Comprueba que si V y W son campos de vectores ∇(V ⊗W ) = (∇V )⊗W + V ⊗∇W .

Solución. Las componentes de T = V ⊗W son T ij = V iW j . Utilizando la fórmula para la
derivada covariante de un tensor de tipo (2, 0):

∇kT
ij = ∂k(V iW j) + Γi

klV
lW j + Γj

klV
iW l

=
(
∂kV

i + Γi
klV

l
)
W j + V i

(
∂kW

j + Γj
klW

l
)

=
(
∇kV

i
)
W j + V i

(
∇kW

j
)

y la útlima expresión son las componentes de (∇V )⊗W + V ⊗∇W .

7) Si C es la matriz (∇jV
i) con V un campo en R2 (con la métrica usual) cuando se usan

coordenadas cartesianas y P es la matriz correspondiente cuando se emplean coordenadas
polares, demuestra que P = J−1CJ donde J es la matriz jacobiana de x = x(r, θ), y = y(r, θ).

Solución. Llamemos cij y pij a los elementos de C y P , y escribamos (x1, x2) = (x, y),

(z1, z2) = (r, θ). Por la tensorialidad de ∇V , al cambiar de coordenadas (carta) se tiene

pij =
∂zi

∂xk
∂xl

∂zj
ckl =

∂zi

∂xk
ckl
∂xl

∂zj
.

Como ∂xl/∂zj son los elementos de la matriz jacobiana y ∂zi/∂xk los de su inversa, basta
recordar que el producto de matrices ABC se pod́ıa escribir en componentes como aikb

k
l c

l
j .

8) En los textos básicos de geometŕıa de superficies en R3 se trabaja con parametrizaciones
Φ : U ⊂ R2 −→ R3, se definen los śımbolos de Christoffel como las funciones Γk

ij tales que

Γk
ij∂kΦ es la proyección de ∂i∂jΦ en el plano tangente Π y se definen las componentes de la

derivada covariante de un campo V (t) a lo largo de una curva como ci con ci∂iΦ la proyección
de V ′(t) sobre Π. Explica con detalle por qué esto es coherente con lo visto en este curso.

Solución. La base del plano tangente es {∂1Φ, ∂2Φ}, por tanto los campos de vectores son
de la forma V = V i∂iΦ. Si particularizamos en una curva, por la regla de la cadena

V ′(t) =
(∂V i

∂xj
∂iΦ + V i∂j∂iΦ

)dxj
dt
.
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Por la definición del enunciado, ∂j∂iΦ = Γk
ij∂kΦ + un vector normal, aśı pues la proyección de

V ′(t) sobre Π es (∂V i

∂xj
∂iΦ + V iΓk

ij∂kΦ
)dxj
dt

=
dV k

dt
∂kΦ + Γk

ijV
idx

j

dt
∂kΦ

y en este curso usamos ∂k en vez de ∂kΦ, por tanto la definición de derivada covariante es
equivalente.

Los śımbolos de Christoffel del curso también coinciden con los de los cursos de geometŕıa
de superficies porque la definición dada en estos, ∂j∂iΦ = Γk

ij∂kΦ + un vector normal, implica

∂igjl = ∂i〈∂jΦ, ∂lΦ〉 = 〈∂i∂jΦ, ∂lΦ〉+ 〈∂jΦ, ∂i∂lΦ〉
= 〈Γk

ij∂kΦ, ∂lΦ〉+ 〈∂jΦ,Γk
il∂kΦ〉 = Γk

ijgkl + Γk
ilgkj

y ésta es la relación de la que en este curso obtuvimos la fórmula para Γk
ij en términos de la

métrica (Lema 3.3.1 de los apuntes).

9) [opcional] Explica por qué

∂g′bc
∂ya

=
( ∂2xj

∂ya∂yb
∂xk

∂yc
+

∂2xj

∂ya∂yc
∂xk

∂yb

)
gjk +

∂xj

∂yb
∂xk

∂yc
∂xl

∂ya
∂gjk
∂xl

se sigue de la tensorialidad, donde gbc y g′bc son las componentes de la métrica con las coor-
denadas xi e yi respectivamente. Permutando ı́ndices deduce que la ley de transformación
de [ab, c] = gclΓ

l
ab, a veces llamados śımbolos de Christoffel de primera especie, es [ab, c]′ =

[ij, k]∂ax
i∂bx

j∂cx
k + gjk∂cx

k∂a∂bx
j donde las ∂i son derivadas con respecto a yi. Concluye

finalmente la ley de transformación de los śımbolos de Christoffel habituales:

Γ′
c
ab =

∂yc

∂xk
∂xi

∂ya
∂xj

∂yb
Γk
ij +

∂yc

∂xk
∂2xk

∂ya∂yb
.

Solución. Derivando con respecto a ya la relación

g′bc =
∂xj

∂yb
∂xk

∂yc
gjk y sustituyendo

∂gjk
∂ya

=
∂gjk
∂xl

∂xl

∂ya

se sigue la primera fórmula del enunciado.
Por la expresión de Γl

ab en términos de las componentes de la métrica se deduce

[ab, c]′ = gclΓ
l
ab =

1

2

(
∂bg
′
ca + ∂ag

′
bc − ∂cg′ab

)
.
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Empleando la primera fórmula del enunciado, el paréntesis con derivadas segundas para ∂bg
′
ca

es ∂a∂bx
j∂cx

k + ∂ax
j∂b∂cx

k. Permutando ı́ndices para ∂ag
′
bc y para −∂cg′ab se obtienen respec-

tivamente ∂b∂ax
j∂cx

k + ∂bx
j∂a∂cx

k y −∂b∂cxj∂axk − ∂bxj∂c∂axk. Al sumar los resultados se
sigue

[ab, c]′ = [lj, k]∂bx
j∂cx

k∂ax
l + gjk∂cx

k∂a∂bx
j ,

que es lo que afirma el enunciado. Ahora basta multiplicar en ambos miembros por

g′cl =
∂yc

∂xr
∂yl

∂xm
grm y usar

∂xk

∂yc
∂yc

∂xr
= δkr

para conseguir la fórmula final.

10) Un campo de vectores en una variedad riemanniana se dice que es un campo de Killing
si verifica V k∂kgij + gkj∂iV

k + gik∂jV
k = 0 (en un problema especial veremos la motivación

para esta extraña definición). Demuestra que esto es equivalente a ∇jξi + ∇iξj = 0 donde
ξk = gkmV

m. Indicación: Usa ∇kgmn = 0 y que gikΓk
jr + gjkΓk

ir se simplifica mucho.

Solución. La derivada covariante de la métrica es nula, por tanto

∇j(gimV
m) +∇i(gjmV

m) = gim∇jV
m + gjm∇iV

m

= gim
(
∂jV

m + Γm
jlV

l) + gjm
(
∂iV

m + Γm
il V

l).

= gim∂jV
m + gjm∂iV

m +
(
gimΓm

jl + gjmΓm
il )V l.

Por la expresión de los śımbolos de Christoffel en términos de la métrica,

gimΓm
jl =

1

2
gimg

mr(∂lgrj + ∂jglr − ∂rgjl) =
1

2
(∂lgij + ∂jgli − ∂igjl)

Cambiando ı́ndices, se obtiene la fórmula similar para gjkΓk
ir y de ah́ı gimΓm

jl + gjmΓm
il = ∂lgij .


