
10.2. DESARROLLADAS CAPÍTULO 10. SOLUCIONES

10.2. Soluciones desarrolladas

Nada se aprende mirando las soluciones sin haber estudiado antes la teoŕıa e intentado
los problemas. En algunos casos estas soluciones son un poco esquemáticas. Se deja al lector
completar los detalles.

Números naturales, racionales y reales

1) a) O bien denominador y numerador son ambos positivos o bien son ambos negativos.
El primer caso requiere x < 1 y (x + 2)(x− 3) < 0. Esto último ocurre sólo si x ∈ (−2, 3), por
tanto x ∈ (−2, 1). El segundo caso requiere de la misma forma x > 1 y (x + 2)(x− 3) > 0 que
se dan simultáneamente para x > 3.

Por consiguiente la solución es (−2, 1) ∪ (3,∞).

b) Si x ≥ −1 entonces la ecuación es (x + 1) + (x + 3) < 5 que equivale a x < 1/2. Si
−3 ≤ x ≤ −1 entonces la ecuación es −(x+1)+(x+3) < 5 que se cumple siempre. Finalmente,
si x ≤ −3 entonces la ecuación es −(x + 1) − (x + 3) < 5 que equivale a x > −9/2.

Combinando estos tres casos se obtiene la solución (−9/2,−3] ∪ [−3,−1] ∪ [−1, 1/2), es
decir, (−9/2, 1/2).

2) a) Falso por ejemplo para x = 1, y = 2.

b)
√

xy ≤ x + y

2
⇔ 2

√
xy ≤ x + y ⇔ 4xy ≤ x2 + 2xy + y2 ⇔ 0 ≤ x2 − 2xy + y2 y esto

se cumple siempre porque el segundo miembro es (x − y)2.

3) Claramente se cumple para n = 1 porque 12 = 1(1 + 1)(2 + 1)/6. Ahora partiendo de
la identidad del enunciado tenemos que llegar a la misma cambiando n por n + 1. Con este
fin sumamos (n + 1)2 en ambos miembros. El primer miembro es lo que esperamos y podemos
manipular el segundo de la siguiente forma:

n(n + 1)(2n + 1)

6
+ (n + 1)2 =

n + 1

6

(

n(2n + 1) + 6(n + 1)
)

=
n + 1

6

(

2n2 + 7n + 6
)

.

Factorizando, 2n2 + 7n + 6 = (n + 2)(2n + 3) y se obtiene entonces que la expresión anterior
es (n + 1)

(

(n + 1) + 1
)(

2(n + 1) + 1
)

/6, como deseamos.

4) a) x4 < 9 ⇔ x2 < 3 ⇔ |x| <
√

3 que representa el intervalo (−
√

3,
√

3), por tanto
ı́nf = −

√
3 y sup =

√
3.

b) x5 < 9 ⇔ x < 5
√

9 por tanto no está acotado inferiormente y sup = 5
√

9.
c) Los elementos negativos son de la forma −1 − 1

n con n impar. Claramente su ı́nfimo
es el que corresponde a n = 1, es decir, ı́nf = −2. El resto de los elementos son de la forma
1− 1

n con n par. El supremo es 1 porque van acercándose indefinidamente a este valor sin llegar
a superarle.
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Sucesiones y series

5) En cada caso tranformamos la fórmula para an para que sea más sencillo estudiar la
convergencia

a) Dividiendo entre n4,

an =
3 − 2/n4

1 + 2/n2 + 2/n4

que claramente converge con ĺım an = 3.
b) Dividiendo entre 6n,

an =
1

(5/6)n + (−1)n
.

Notando que (5/6)n → 0, se sigue que ĺım a2n = 1 mientras que ĺım a2n+1 = −1, por tanto no
existe ĺım an. La sucesión no converge.

c) Sacando factor común n, multiplicando y dividiendo por el conjugado y, finalmente,
dividiendo por n,

an = n
(

√

n2 + 1 − n
)

= n
n2 + 1 − n2

√
n2 + 1 + n

=
1

√

1 + 1/n2 + 1

que claramente converge con ĺım an = 1/2.

6) a) La desigualdad an < 2 se cumple para n = 1. Si la suponemos cierta para un n,
entonces an+1 =

√
2an <

√
2 · 2 = 2, que es la desigualdad para n + 1.

b) Consideramos las implicaciones

an ≤ an+1 ⇔ an ≤
√

2an ⇔ a2
n ≤ 2an

y la última desigualdad es cierta porque 0 < an < 2 (simplif́ıquese entre an). Por el teorema
de Bolzano-Weierstrass la sucesión es convergente. digamos l = ĺım an. Tomando ĺımites en la
recurrencia an+1 =

√
2an se tiene l =

√
2l y las posibilidades son l = 0 y l = 2. La primera es

claramente imposible porque a1 = 1 y la sucesión es creciente.

7) La desigualdad (a+b)2 ≥ 4ab se cumple para todo a, b ≥ 0 porque (a+b)2−4ab = (a−b)2.
a) La desigualdad anterior con a = xn, b = t/xn implica que x2

n+1 ≥ t de donde
√

t es una
cota inferior para la sucesión. Por otro lado, la cota superior 2 se sigue por inducción, ya que
xn ≤ 2 se cumple para n = 1 y suponiéndola para algún n, se deduce para n + 1 gracias a

xn+1 =
1

2

(

xn +
t

xn

)

≤ 1

2

(

xn +
t√
t

)

≤ 1

2

(

2 +
√

t
)

≤ 2.

b) Se tienen las implicaciones

xn+1 ≤ xn ⇔ 1

2

(

xn +
t

xn

)

≤ xn ⇔ t

xn
≤ xn ⇔ t ≤ x2

n
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y esta última desigualdad es cierta por el apartado anterior.
c) El teorema de Bolzano-Weierstrass asegura que existe el ĺımite. Digamos que L = ĺımxn,

entonces L = ĺımxn+1 y tomando ĺımites en la fórmula que define la sucesión se deduce
L = 1

2

(

L + t
L

)

. Resolviendo esta ecuación en L se concluye L =
√

t o L = −
√

t. La segunda
posibilidad no es válida porque xn > 0.

8) En cada caso llamamos an a la expresión que aparece dentro del sumatorio.
a) Se cumple ĺım an/(n2−n) = 1 y por comparación basta estudiar

∑

bn con bn = n2−n

que converge por ejemplo por el criterio del cociente: ĺım bn+1/bn = 1/2 < 1.
b) Converge por el criterio de la ráız ya que ĺım n

√
an = ĺım 21/

√
n/n = 0 < 1.

c) Veamos que la serie sin signos
∑

|an| converge, por ello la original también converge.
Por comparación

∑

|an| y
∑

1/n2 tienen el mismo carácter, y esta última serie converge
por ejemplo por el criterio de condensación.

d) Transformamos un poco primero la serie multiplicando y dividiendo por el conjugado,

an =
(√

n + 1 −
√

n
)2

=

(

n + 1 − n
)2

(√
n + 1 +

√
n
)2 =

1
(√

n + 1 +
√

n
)2 .

Es fácil ver que ĺım an/(n−1) = 1 por tanto
∑

an tiene el mismo carácter que la serie armónica
∑

n−1, que no converge usando por ejemplo el criterio de condensación.

9) Como antes, llamemos en cada caso an a la expresión que aparece dentro del sumatorio.
a) Si α > 0 entonces ĺım an = ∞ y la serie no converge. Si α = 0, an = (n2 + 1)−1 que se

puede comparar con 1/n2 o aplicar el criterio de la integral, siendo convergente. Finalmente,
para α < 0, an ≤ (n2 + 1)−1 y también converge por comparación.

b) Multiplicando y dividiendo por el conjugado se sigue que ĺım an/n−α = 1 y la serie tiene
el mismo caracter que

∑

n−α la cual converge exactamente para α > 1.
c) Aplicamos el criterio del cociente:

ĺım
an+1

an
= ĺım

( (2n+3)!
(n+2)!(n+1)!

(2n+1)!
(n+1)!n!

)α

= ĺım

(

(2n + 3)(2n + 2)

(n + 2)(n + 1)

)α

= 4α.

Entonces la serie converge para α < 0 y no converge para α > 0. Tampoco lo hace para α = 0,
ya que en este caso ĺım an = 1.

10) La serie es S =
∑∞

n=1(−1)nan con an = rn
(

1 + 1
n

)−n
n−1. Se cumple

ĺım n

√
an = ĺım r

(

1 +
1

n

)−1
n−1/n = r · 1 · 1 = r,

donde se ha usado ĺım n1/n = ĺım e(log n)/n = e0 = 1.
Por el criterio de la ráız, si 0 < r < 1 la serie sin signos

∑

an converge y por tanto S
también converge (absolutamente).
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Si r > 1, claramente ĺım an = ∞ (nótese que
(

1 + 1
n

)n → e) y por tanto S no converge.
Finalmente, para r = 1, S converge por el criterio de Leibniz, ya que en este caso ĺım an = 0

y an decrece. Esta última afirmación requiere recordar que la sucesión que define el número e,
(

1 + 1
n

)n
, es monótona creciente.

11) Dando valores se obtiene 1,
√

2 = 1,41 . . . ,
√

1 +
√

2 = 1,55 . . . , . . . entonces si es
monótona debe ser creciente. Para comprobarlo seguimos las implicaciones

an+1 ≥ an ⇔
√

1 + an ≥ an ⇔ 1 + an − a2
n ≥ 0 ⇔ an ≤ 1 +

√
5

2
.

Donde se ha usado que an ≥ 0 y que −x2 + x + 1 = 0 tiene a x = (1±
√

5)/2 como soluciones.

Entonces es monótona creciente si y sólo si está acotada superiormente por 1+
√

5
2 . Esto se sigue

por inducción:

Claramente a1 = 1 ≤ 1+
√

5
2 , y suponiendo an ≤ 1+

√
5

2 se deduce

an+1 =
√

1 + an ≤

√

1 +
1 +

√
5

2
=

√

6 + 2
√

5

4
=

√

(1 +
√

5)2

4
=

1 +
√

5

2
.

En definitiva, an es monótona creciente, está acotada superiormente por 1+
√

5
2 e inferiormen-

te por a1 = 1. El teorema de Bolzano-Weierstrass asegura que converge. Digamos l = ĺım an,

entonces al tomar ĺımites en an+1 =
√

1 + an se sigue l =
√

1 + l que conduce a l = 1+
√

5
2 .

12) Es más conveniente escribir la sucesión como

an =

(√
n + 2 −

√
n − 2

)(√
n + 2 +

√
n − 2

)

nα
(√

n + 2 +
√

n − 2
) =

4

nα
(√

n + 2 +
√

n − 2
) .

El denominador tiende a ∞ si α > −1/2, tiende a cero si α < −1/2 y tiende a 2 si α = −1/2.
Por tanto la sucesión converge si y sólo si α ≥ −1/2, en otro caso ĺım an = ∞.

A partir de ĺım nα+ 1
2 an = 2 se deduce que

∑∞
n=2 an y

∑∞
n=2 n−α− 1

2 tienen el mismo carácter.
La segunda serie converge si y sólo si α + 1/2 > 1 (por ejemplo por el criterio de condensación
o por el de la integral), esto es, para α > 1/2.

Funciones continuas y sus propiedades

13) En cada apartado hay muchas soluciones posibles.
a) Por ejemplo f(x) = 2

π arctanx. Quizá es más sencillo pensar en ejemplos definidos a
trozos como

f(x) =

{

x
1+x si x ≥ 0

x
1−x si x < 0

.

b) g(x) =
(

1 + f(x)
)

/2 con f como en el apartado anterior.
c) h(x) = sen(πx). Nótese que |h(x)| ≤ 1 y h(±1/2) = ±1.
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18) Se va derivando sucesivamente

(fg)′ =f ′g + fg′

(fg)′′ =f ′′g + 2f ′g′ + fg′′

(fg)′′′ =f ′′′g + 3f ′′g′ + 3f ′g′′ + fg′′′.

Teoremas sobre derivación

19) Simplemente hay que derivar la fórmula para (f−1)′

(f−1)′(x) =
1

f ′
(

f−1(x)
) ⇒ (f−1)′′(x) = − 1

(

f ′
(

f−1(x)
))2 · f ′′(f−1(x)

)

· 1

f ′
(

f−1(x)
) .

20) a) Definiendo f(x) = 2x − 1 − sen x se cumple f ′(x) = 2 − cos x > 0 por tanto hay a
lo más una solución, y f(0) = −1 < 0 < f(π) = 2π− 1 implica que hay uno en [0, π] Por tanto
hay solución única y está en [0, 1].

b) Tomamos f(x) = 2x3 + ax − a. De nuevo se tiene f ′ > 0 y f(0) < 0 < f(1).

c) La función f(x) = x5 − 5x − 3 cumple f ′(x) < 0 en (−1, 1) y f ′(x) > 0 en R − [−1, 1].
Se tiene f(−2) < 0 < f(−1) por tanto hay solución única en (−∞, 1). De la misma forma,
f(1) < 0 < f(−1) y el signo constante de la derivada en (−1, 1) implica que hay solución única
en (−1, 1). El mismo argumento se aplica a (1,∞) ya que f(1) < 0 < f(2). En total hay tres
soluciones en R.

21) Una posibilidad es calcular las derivadas y sustituir en la fórmula, pero para f em-
pleamos los polinomios de Taylor de orden 3 de log(1 + x) y de sen x que son respectivamente

x − x2

2
+

x3

3
y x − x3

3
.

sustituyendo la segunda en la primera y extrayendo los términos de grado menor o igual que 3
se obtiene el polinomio deseado:

(

x − x3

3

)

− 1

2

(

x − x3

3

)2
+

1

3

(

x − x3

3

)3 ⇒ T3,0(x) = x − x2

2
+

x3

6
.

Para g calculamos las derivadas:

f ′(x) =
−ex

(3 + ex)2
, f ′′(x) =

−ex(3 + ex)2 + 2e2x(3 + ex)

(3 + ex)2
=

e3x − 9ex

(3 + ex)4
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y

f ′′′(x) =
3

(

e3 x − 3 ex
)

(ex + 3)4
+

−4
(

e3 x − 9 ex
)

ex

(ex + 3)5
.

De aqúı f(0) = 1
4 , f ′(0) = − 1

16 , f ′′(0) = − 1
32 y f ′′(0) = 1

128 . Entonces

T3,0(x) =
1

4
− 1

16
x − 1

64
x2 +

1

768
x3.

22) Para resolver este ejercicio usamos las series de Taylor de log(1 + x) y sen x que son:

∞
∑

n=1

(−1)n+1 xn

n
y

∞
∑

n=0

(−1)n x2n+1

(2n + 1)!

La primera converge en (−1, 1] y la segunda en todo R. La convergencia de la primera serie
en x = 1 se deduce del criterio de Leibniz y su no convergencia en x = −1 de que es la serie
armónica. En el resto de los casos basta el criterio del cociente sobre las series sin signos.

Efectuando las operaciones indicadas en el enunciado se obtiene

a)

∞
∑

n=1

(−1)n+1 x2n+1

n
, b)

∞
∑

n=0

(−1)n x6n+5

(2n + 1)!
, c)

∞
∑

n=0

(−1)n x2n

(2n + 1)!
.

Para c) la definición en x = 0 asegura la continuidad. La serie de a) converge en [−1, 1] y las
otras en todo R.

Aplicaciones de la derivada

23) En todos los casos denotamos con L el ĺımite a calcular.
a) Regla de L’Hôpital dos veces:

L =
0
0

ĺım
x→1

−π sen(πx)

2x − 2
= ĺım

x→1

−π2 cos(πx)

2
=

π2

2
.

b) Regla de L’Hôpital dos veces simplificando:

L =
0
0

ĺım
x→0+

−6 tan(6x)

−3 tan(3x)
= ĺım

x→0+

2 sen(6x)

sen(3x)
= ĺım

x→0+

12 cos(6x)

3 cos(3x)
= 4.

En la segunda igualdad se ha usado que cos(3x)/ cos(6x) → 1 cuando x → 0+.

c) Se toman logaritmos primero y después se usa la regla de L’Hôpital una vez:

log L = ĺım
x→+∞

log x

x
=
∞

∞

ĺım
x→+∞

1/x

1
= 0 ⇒ L = e0 = 1.
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Integrando una vez más por partes con u = x y dv = e−5x+3 dx, se termina de calcular I:

I = −9x2

5
e−5x+3 +

18

5

(

− x

5
e−5x+3 − 1

25
e−5x+3

)

= −e−5x+3
(9

5
x2 +

18

25
x +

18

125

)

.

33) En ambos casos son funciones racionales y hay que calcular su descomposición en
fracciones simples.

a) Las ráıces son simples y reales, entonces

x

(x + 1)(x − 3)
=

A

x + 1
+

B

x − 3
⇒ x = A(x − 3) + B(x + 1)

que sustituyendo x = −1 y x = 3 da lugar a A = −1/4 y B = 3/4. Y la integral es

1

4
log |x + 1| + 3

4
log |x − 3| + K.

b) La ráız x = −3 está repetida y entonces corresponde a dos fracciones simples:

2

(x − 1)(x + 3)2
=

A

x − 1
+

B

x + 3
+

C

(x + 3)2
⇒ 2 = A(x+3)2 +B(x−1)(x+3)+C(x−1).

Sustituyendo x = 1 y x = −3 se sigue A = 1/8 y C = −1/2. Por ejemplo comparando los
coeficientes de x2 se obtiene B = −1/8. Integrando término a término, el resultado final es

1

8
log |x − 1| − 1

8
log |x + 3| + 1

2
(x + 3)−1 + K.

34) El factor x2 + 2x + 2 tiene ráıces complejas, mientras que x2 − 1 = (x + 1)(x− 1), por
tanto buscamos una descomposición en fracciones simples de la forma

5x2 + 5

(x2 − 1)(x2 + 2x + 2)
=

A

x − 1
+

B

x + 1
+

Cx + D

x2 + 2x + 2
.

Comparando los numeradores

5x2 + 5 = A(x + 1)(x2 + 2x + 2) + B(x − 1)(x2 + 2x + 2) + (Cx + D)(x2 − 1).

Sustituyendo x = −1 y x = 1 se tiene B = −5 y A = 1. Comparando los coeficientes de x3 se
deduce C = 4 y comparando los términos independientes D = 7.

La integral es entonces

log |x − 1| − 5 log |x + 1| +
∫

4x + 7

x2 + 2x + 2
dx.

Completando cuadrados el denominador en el integrando es (x + 1)2 + 1 por tanto el cambio
de variable t = x + 1 lleva a

∫

4t + 3

t2 + 1
dt = 2

∫

2t

t2 + 1
dt + 3

∫

1

t2 + 1
dt = 2 log(t2 + 1) + 3 arctan t.
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Deshaciendo el cambio se obtiene finalmente que la integral buscada es

log |x − 1| − 5 log |x + 1| + 2 log(x2 + 2x + 2) + 3 arctan(x + 1) + K.

35) En ambas integrales lo más natural es hacer un cambio de variable.
a) Con x = t2 eliminamos la ráız cuadrada:

∫ 1

0
e−

√
x dx =

x=t2
2

∫ 1

0
te−t dt = 2

(

− te−t − e−t
)

∣

∣

∣

∣

1

0

= 2 − 4e−1.

b) Con x = log t (o equivalentemente t = ex) obtenemos una integral racional:

∫ 1

0

1

ex + 4e−x
dx =

x=log t

∫ e

1

dt
(

t + 4
t

)

t
=

∫ e

1

dt

t2 + 4
=

1

4

∫ e

1

dt

(t/2)2 + 1
=

1

2
arctan

t

2

∣

∣

∣

∣

e

1

.

Sustituyendo los ĺımites, el resultado es 1
2 arctan e

2 − 1
2 arctan 1

2 .

36) El procedimiento habitual es integrar por partes repetidamente para bajar el grado.
La primera vez elegimos u = x3, dv = cos x dx

I = x3 sen x

∣

∣

∣

∣

π/2

0

− 3

∫ π/2

0
x2 sen x dx =

π3

8
− 3I1 con I1 =

∫ π/2

0
x2 sen x dx.

Esta integral se hace de nuevo por partes con u = x2, dv = sen x dx

I1 = −x2 cos x

∣

∣

∣

∣

π/2

0

+ 2

∫ π/2

0
x cos x dx = 2I2 con I2 =

∫ π/2

0
x cos x dx.

Finalmente, se integra por partes I2 con u = x, dv = cos x dx

I2 = x sen x

∣

∣

∣

∣

π/2

0

−
∫ π/2

0
sen x dx =

π

2
− 1.

Las relaciones

I =
π3

8
− 3I1, I1 = 2I2 e I2 =

π

2
− 1

implican

I =
π3

8
− 3π + 6.

37) Es una indeterminación del tipo 0/0. Aplicando la regla de L’Hôpital en combinación
con el teorema fundamental del cálculo, se tiene

L = ĺım
x→0

2ex2 ∫ x
0 et2 dt

xex2 = ĺım
x→0

2
∫ x
0 et2 dt

x
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show (p)
# b)

p = p lo t ( cos ( ( xˆ2−1)/abs (xˆ2−1) ) , x ,−2 ,2)
p . a x e s l a b e l s ( [ ’x’ , ’14-c)’ ] )
show (p)
# b)

p = p lo t ( exp(−1/(x−2∗xˆ2) ) , x , 0 , 1 /2 )
p . a x e s l a b e l s ( [ ’x’ , ’14-d)’ ] )
show (p)

Problema 15

# 15 (Sage)

p1 = p lo t ( 1+x , x , 0 , 1 ) + p lo t ( −1+x , x ,−1 ,0)
p2 = p lo t ( −1+x , x , 0 , 1 ) + p lo t ( 1+x , x ,−1 ,0)
show (p1 )
show (p2 )

Problema 16

# 16 (Sage)

f = 1/(xˆ2∗ abs (x)+1)
p = p lo t ( f , x , −0 .1 ,0 .1)
p . a x e s l a b e l s ( [ ’x’ , ’f’ ] )
show (p)

g = xˆ2∗ s i n (1/x )
p = p lo t ( g ,x , −0 .1 ,0 .1)
p . a x e s l a b e l s ( [ ’x’ , ’g’ ] )
show (p)

h = x∗ s i n (1/x )
p = p lo t ( h ,x , −0 .1 ,0 .1)
p . a x e s l a b e l s ( [ ’x’ , ’h’ ] )
show (p)

Problema 17

# 17 (Sage)

def p l o t t g ( f , a , s ) :
var ( ’t’ )
p = p lo t ( f , x , a−0.5 , a+0.5 , t h i c kne s s =2)
p += plo t ( d i f f ( f , x ) ( a )∗ ( t−a)+ f ( a ) , t , a−0.47 , a+0.47 , c o l o r=’red’ )
p . a x e s l a b e l s ( [ ’x’ , s ] )
show (p)

# a)

p l o t t g ( l og ( exp (1)+ s i n (x ) ) , 0 , ’17-a)’ )

# b)

p l o t t g ( xˆ(xˆ2−x+1) , 1 , ’17-b)’ )

84
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# c)

p l o t t g ( ( s i n (x))ˆ2−( cos ( x ) )ˆ2 , p i /6 , ’17-c)’ )

# d)

p l o t t g ( ( x+1)/(xˆ2+1) , 2 , ’17-d)’ )

Problema 25

# 25 (Sage)

f = x∗ l og ( x )
p = p lo t ( f , x , 0 . 0 1 , 3 . 0 , ymin = −0.5 , ymax = 2)
p += c i r c l e ( ( 0 , 0 ) , 0 . 03 , c o l o r=’blue’ , t h i c kne s s =2)

p . a x e s l a b e l s ( [ ’x’ , ’25)’ ] )
show (p)

Problema 26

# 26 (Sage)

f = abs (xˆ2−4∗x+3)
p = p lo t ( f , x , 0 . 0 , 4 . 0 , t h i c kne s s =2)
p . a x e s l a b e l s ( [ ’x’ , ’26)’ ] )
show (p)

Problema 28

# 28 (Sage)

f = abs (x)/(1+x)
p = p lo t ( f , x , −2.0 ,−1.2 , t h i c kne s s =2)
p += plo t ( f , x , −0.8 ,1 .0 , t h i c kne s s =2)
p += l i n e ([(−1 ,−6) , ( −1 ,4) ] , c o l o r=’red’ , l i n e s t y l e=’--’ )
p . a x e s l a b e l s ( [ ’x’ , ’28)’ ] )
show (p)

Problema 30

# 30 (Sage)

p = p lo t ( abs (x )/ ( xˆ2+1) ,x , −2 .5 , 2 . 5 )
p . a x e s l a b e l s ( [ ’x’ , ’30)’ ] )
show (p)

Problema 39

# 39 (Sage)

p = p lo t ( 2/(4∗xˆ2+1) ,x ,−1 ,1) + p lo t ( 2∗ abs (x ) , x ,−1 ,1)
p += plo t (2/(4∗xˆ2+1) ,x , −1/2, 1/2 , f i l l =2∗abs (x ) , f i l l c o l o r=’red’ ,

f i l l a l p h a =0.2 , t h i c kne s s =0)
show (p)

Problema 40
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# 40 (Sage)

p = p lo t ( xˆ2−2∗x+7,x , 0 , 2 )
p += plo t ( −2∗x+7,x , 0 , 1 )
p += plo t ( 2∗x+3,x , 1 , 2 )
p += plo t ( xˆ2−2∗x+7,x , 0 , 1 , f i l l =−2∗x+7, f i l l c o l o r=’red’ , f i l l a l p h a =0.2)
p += plo t ( xˆ2−2∗x+7,x , 1 , 2 , f i l l = 2∗x+3, f i l l c o l o r=’red’ , f i l l a l p h a =0.2)
show (p)

Problema 41

# 41 (Sage)

p = p lo t ( s q r t (3∗x ) ,x , 0 , 5 4 )
p += plo t ( −s q r t (3∗x ) , x , 0 , 5 4 )
p += plo t ( x/2−12 ,x , 0 , 5 4 )
p += plo t ( s q r t (3∗x ) , x , 0 , 12 , f i l l =−s q r t (3∗x ) , f i l l c o l o r=’red’ , f i l l a l p h a =0.2)
p += plo t ( s q r t (3∗x ) , x , 12 , 48 , f i l l = x/2−12 , f i l l c o l o r=’red’ , f i l l a l p h a =0.2)

show (p)

Problema 42

# 42 (Sage)

S = sphere ( s i z e =0.99 , mesh=True , c o l o r=’white’ , opac i ty =0.8)

alpha = var ( ’alpha’ )
S += parametr i c p lo t3d ( ( cos ( alpha ) , 0 , s i n ( alpha ) ) , ( alpha , 0 , p i ) , t h i c kne s s =8)
#show(S, mesh=True)

show (S)

from sage . p l o t . p lot3d . shapes import Cone
C = Cone (1 , 1 , c o l o r=’gray’ , opac i ty =0 .4) . t r a n s l a t e ( 0 . 0 , 0 . 0 , −1 . 0 ) . rotateY ( p i /2)
C += paramet r i c p lo t3d ( ( alpha , 0 , alpha ) , ( alpha , 0 , 1 ) , t h i c kne s s =8)
show (C)

Problema 43

# 43 (Sage)

p = p lo t ( xˆ2/2 ,x ,−3 ,3)
p += plo t ( s q r t (−2∗x ) , x ,−3 ,0)
p += plo t ( −s q r t (−2∗x ) , x ,−3 ,0)
p += plo t ( s q r t (−2∗x ) , x , −2, 0 , f i l l =xˆ2/2 , f i l l c o l o r=’red’ , f i l l a l p h a =0.2)

show (p)

Problema 44

# 44 (Sage)

p = p lo t ( x/(1 + xˆ2) , x , −1 .5 , 1 . 5 ) + p lo t ( 0 . 5∗ abs (x ) , x , −1.5 , 1 . 5 )
p += plo t ( 0 . 5∗ abs (x ) , x , 0 , 1 , f i l l =x/(1 + xˆ2) , f i l l c o l o r=’red’ ,

f i l l a l p h a =0.2 , t h i c kne s s =0)
show (p)
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10.4. Un examen resuelto

Los cinco ejercicios siguientes corresponden al examen final de Cálculo I del primer curso
de grado de Ingenieŕıa Informática, que tuvo lugar el 19 de enero de 2011.

Enunciado

1) Consideramos la sucesión an definida por

an+1 = 2a2
n − 1, a1 =

1√
3
.

a) Demostrar que −1 ≤ an ≤ 1 para todo número natural n.
b) ¿Es an monótona?

2) Calcular
∫ 3

2

2x

x2 − 1
dx y

∫ π/2

0
sen3 x dx.

3) Calcular los ĺımites siguientes

a) ĺım
x→+∞

xsen(1/x), b) ĺım
x→0

sen(sen(sen x))

sen(sen x)
,

c) ĺım
x→0+

log(cos x)

sen x
, d) ĺım

x→+∞
(
√

x(4x + 3) − 2x).

4) Esbozar la gráfica de la función f(x) = x log(x). Indicando, si los hubiera, extremos
locales, puntos de inflexión, intervalos de crecimiento y decrecimiento e intervalos de concavidad
y convexidad.

5) Hallar qué valores reales debe tomar el parámetro α para que la siguiente serie converja:

∞
∑

n=1

4αn + 1

2αn + 2−αn
.
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Soluciones

1) a) Lo que se pide probar es |an| ≤ 1. Procedemos por inducción. Claramente
∣

∣

1√
3

∣

∣ ≤ 1.

Ahora suponemos que se cumple |an| ≤ 1. De aqúı, 0 ≤ a2
n ≤ 1, por tanto 0 ≤ 2a2

n ≤ 2 y
finalmente −1 ≤ 2a2

n − 1 ≤ 1 que equivale a |an+1| ≤ 1, es decir, hemos obtenido la propiedad
cambiando n por n + 1.

b) Sustituyendo tenemos a2 = 2 · 1
3 − 1 = −1

3 , a3 = 2 · 1
9 − 1 = −7

9 , y a4 = 2 · 49
81 − 1 = 17

81 .
Entonces a1 > a2 pero a3 < a4 (basta mirar el signo). Por tanto la sucesión no es monótona.

2) La primera integral es inmediata:

∫ 3

2

2x

x2 − 1
dx =

∫ 3

2

1

x2 − 1
· 2x dx = log |x2 − 1|

∣

∣

∣

∣

3

2

= log 8 − log 3 = log
8

3
.

La segunda es suma de dos integrales inmediatas después de usar sen2 x = 1 − cos2 x:

∫ π/2

0
sen3 x dx =

∫ π/2

0
(1 − cos2 x) sen x dx =

∫ π/2

0

(

sen x + (cos x)2(− sen x)
)

dx

=
(

− cos x +
cos3 x

3

)

∣

∣

∣

∣

π/2

0

= 1 − 1

3
=

2

3
.

3) Llamemos a los ĺımites L1, L2, L3 y L4, respectivamente.

a) Usando que la exponencial es la inversa del logaritmo y que ĺımx→∞
sen(1/x)

1/x = 1 (esto

se puede hacer por L’Hôpital (0/0) o usando que sen t
t → 1 cuando t → 0), se tiene

L1 = ĺım
x→+∞

e(log x) sen(1/x) = eĺımx→+∞(log x) sen(1/x) = eĺımx→+∞

log x

x = eĺımx→+∞

1
x = e0 = 1.

En el último paso se ha empleado la regla de L’Hôpital.
b) La manera más rápida consiste en escribir t = sen(sen x) y utilizar el ĺımite del seno

antes mencionado. También se puede aplicar directamente la regla de L’Hôpital (0/0):

L2 = ĺım
x→0

cos(sen(sen x)) · cos(sen x) · cos x

cos(sen x) · cos x
=

1

1
= 1.

c) Es un ĺımite de tipo 0/0 sin la menor complicación:

L3 = ĺım
x→0+

(−sen x)/cos x

cos x
=

0

1
= 0.

d) Como es habitual para eliminar la indeterminación ∞ − ∞ con ráıces, multiplicamos
por el conjugado:

L4 = ĺım
x→+∞

(
√

x(4x + 3) − 2x)(
√

x(4x + 3) + 2x)
√

x(4x + 3) + 2x
= ĺım

x→+∞

4x2 + 3x − 4x2

√
4x2 + 3x + 2x

.
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