
Capı́tulo10

Sucesiones y series de funciones

10.1. Introducción

La representación de funciones complicadas por medio de funciones sencill as es una de
las ideas centrales del Análisis Matemático. En este capítulo vamos a precisar algunos de los
posibles significadosdel término“representación” . Intuitivamente, setratade “aproximar” fun-
ciones quesesuponen muy generales por otras deun tipoespecialmente sencill o. Por ejemplo,
podemos aproximar localmente, en las proximidades de un punto, una función derivable por
sus polinomios de Taylor calculados en dicho punto. Yahemos visto que esta aproximación es
de gran utili dad para calcular límites. Ahora queremos dar un paso más y nos interesamos por
representaciones que sean válidas no sólo localmente, en las proximidades de un cierto punto,
sino en todo unintervalo.

Hay muchas maneras de representar funciones complejas por medio de otras más simples,
una de las más útiles es la representación por medio de series. Podemos describir este proceso
en términos muy generales como sigue.

� Se considera una clase S de “funciones simples” . Por ejemplo, S puede ser la clase de
lasfuncionespolinómicas, o la clasedetodos lospolinomios trigonométricos quesonlas

funciones de la forma
n
X

kD0

�

ak cos.kx/C bk sen.kx/
�

dondeak ; bk son números reales.

� Para representar una función f por medio de funciones de la clase S hay que asociar a
dicha función una sucesión de funciones ffng donde fn 2 S. Las funciones fn suelen
interpretarse como las “componentes elementales” de la funciónf . La formadeobtener
las funciones componentes fn de f viene dada en cada caso por un algoritmo matemá-
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Introducción 582

tico que, conocida la función f , permite calcular, al menos en teoría, las fn. Esta parte
del proceso de representación se suele llamar “análisis” porque consiste en analizar f
descomponiéndola en sus componentes más simples. Esto es algo que se hace constan-
temente en todos losprocesos de tratamiento deseñales auditivas o gráficas.

Si, por ejemplo, queremos representar la función exponencial f .x/D ex por medio de
funciones polinómicas, entonces las funciones elementales son lospolinomios deTaylor

que, para la función exponencial viene dados por fn.x/D
n
X

kD0

xk

k!
.

� El último paso consiste en “recomponer” la función f mediante sus componentes ele-
mentales fn. Para que este proceso seaútil l as funciones componentes fn deben estar
determinadas de manera únicapor f y debe ser posible, mediante algúnalgoritmo ma-
temático – que suele ser una serie o una integral –, recobrar la función f mediante
sus componentes fn. Por ejemplo, para el caso de la función exponencial sabemos (ver
(9.13)) que para todox 2R es:

ex D lKım
n!1

fn.x/D lKım
n!1

n
X

kD0

xk

k!
D

1
X

nD0

xn

n!

Conello hemos representado una función trascendente, como es la exponencial, por me-
dio deuna serie de funciones polinómicas.

Volviendo a la situación general, lo que suele hacerse es tratar de recuperar la función
f por “superposición” de sus componentes elementales fn. El término “superponer”
procededelaFísicay en Matemáticas setraducepor “sumar” . Por tanto, lo quequeremos
esexpresar f como la sumade laserie definida por la sucesión de funciones ffng:

f D
1
X

nD0

fn:

Lo primero que debemos hacer es dar un sentido a esta igualdad. El sentido que va a
tener para nosotros en este capítulo es que para cada valor de x en uncierto intervalo I

severificaque:

f .x/D
1
X

nD0

fn.x/: (10.1)

Esta igualdad sí sabes lo que significa: quiere decir que la serie de números reales
P

fn.x/ converge y tiene como suma el número f .x/.

Puede que te estés preguntando¿para qué sirve todoesto? Respuesta: para traducir problemas
relativos af en otros más sencill os relativos a sus funciones componentes fn. Por ejemplo, si
queremos obtener la solución de una ecuación diferencial en la que interviene una función f ,
podemos sustituir dicha función por fn y resolver la ecuación diferencial correspondiente, y a
partir de las soluciones obtenidas construir por superposición una función que esperamos que
seala solución buscada.

Una representación como la dada por (10.1) lleva apreguntarse por aquellas propiedades
de las funciones fn que se conservan y se transmiten de forma automática ala función repre-
sentadaf . Por ejemplo, si las funcionesfn son continuas o derivables ¿es también f continua
o derivable?.
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Conceptos básicos 583

Paraterminar esta introducción vamosaver unejemplo de aproximación defunciones que,
en cierto sentido, es paradójico. Seaf1 la función identidad en el intervalo Œ0; 1� cuya gráfica
es la diagonal del cuadrado unidad (ver figura 10.1). Seaf2 la función definida en Œ0; 1� cuya
gráfica esel triángulo devértices .0; 0/; .1

2
; 1

2
/; .1; 0/. La longitud de lasgráficas def1 y f2 es

evidentemente lamisma eigual a
p

2.

0

1

0 1
Figura10.1. ¿Es

p
2 D 1?

Seaf3 la función definida en Œ0; 1� cuyagráficason los triángulos devértices .0; 0/; .1
4
; 1

4
/;

.1
2
; 0/ y .1

2
; 0/; .3

4
; 1

4
/; .1; 0/. La longitud de lasgráficas def2 y f3 esevidentemente lamisma

e igual a
p

2. Este proceso de ir dividiendo por la mitad los lados de los triángulos puede
proseguirse indefinidamente y obtenemos una sucesión de funciones fn tales que para todo
x 2 Œ0; 1� es 0 6 fn.x/ 6 1

2n�1 , y la longitud de la gráfica de fn es igual a
p

2. Es evidente
que las funcionesfn convergen a la funciónf .x/D 0 cuyagráfica esel segmento de extremos
.0; 0/; .1; 0/ de longitud 1; ¿luego

p
2 D 1?.

En esta introducción del capítulo ya han salido algunas ideas que seguidamente vamos a
presentar de manera formal.

10.2. Conceptos básicos

10.1 Definición. Una sucesión de funciones es una aplicación que a cada número natural n

hace corresponder una función fn. Usaremos el símbolo ffng para representar la sucesión de
funciones dada por n 7! fn, para todon2N.

Supondremos en lo que sigue que las funciones fn son funciones reales definidas en un
intervalo I .

10.2 Ejemplos. Consideremos las sucesiones de funciones ffng, donde fn W R ! R es la
función definida en cada caso por:

a/ fn.x/D x2n

1 C x2n
; b/ fn.x/D

r

x2 C 1

n
; c/ fn.x/D nx.1 � x/n; d/ fn.x/D

n
X

kD0

xk

k!
:
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Convergencia puntual 584

10.2.1. Convergencia puntual

10.3 Definición. Dadox 2I sedicequelasucesión defuncionesffng convergepuntualmente
en x, si la sucesión de números reales ffn.x/g esconvergente.

El conjunto C de todos los puntos x 2I en los que lasucesión de funciones ffng converge
puntualmente, se llama campo de convergencia puntual. Simbólicamente:

C D fx 2I W ffn.x/g convergeg:

Supuesto que C ¤ Ø, la funciónf W C ! R definida para todox 2C por:

f .x/D lKım
n!1

ffn.x/g

se llama función límite puntual de lasucesión ffng.

10.4 Observación. Para entender la definición de convergencia puntual y en general en todo
este capítulo, es muy importante no confundir la sucesión de funciones ffng con la sucesión
de números reales ffn.x/g obtenida evaluandolas funciones de dicha sucesión en un número~
x 2I . Tampoco debes olvidar que en una sucesión la variable es siempre n2N y nuncax 2I .
Así, lasucesión ffn.x/g esla aplicación que a cadanúmero natural n2N (lavariable) le asigna
el número real fn.x/ donde x está fijo.

10.5 Ejemplo. Seala sucesión de funciones ffng donde, para cada n 2 N, fn W Œ0; 1� ! R es
la función definida para todox 2 Œ0; 1� por:

fn.x/D nx.1 � x/n:

0 1

fn.x/ D nx.1 � x/n

b b

1
e

Figura10.2. Convergenciapuntual

Observa que si x D 0 o x D 1, la sucesión ffn.0/g D ffn.1/g D f0g es, evidentemente,
convergente a0. Si 0 < x < 1 entonces 0 < 1 � x < 1 y se verificaque ffn.x/g ! 0 porque
es una sucesión de la forma fnp�ng donde j�j < 1. Deducimos que el campo de convergencia
puntual de esta sucesión es el conjunto C D Œ0; 1� y la función límite puntual es la función
idénticamente nula, f .x/D 0 para todox 2 Œ0; 1�. Observa en lafigura 10.2 las gráficas de las
primeras seis funciones de esta sucesión.
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Convergencia puntual 585

Fíjate cómo por el extremo derecho del intervalo las gráficas se van pegando al eje de
abscisas pero su comportamiento es muy diferente en el extremo izquierdo. Ello es así porque
cuando 1 � x es pequeño (es decir, x está cerca de 1) la sucesión ffn.x/g converge muy
rápidamente a cero, pero cuando1� x estápróximo a1 (esdecir, x está cercade0) lasucesión
ffn.x/g converge lentamente a cero.

Observa lasgráficas de las funciones f10 y f20

en la figura de la derecha. ¿Te pareceque estas
funciones están muy próximas a la función lí-
mitepuntual f � 0?Observaque, aunque para
cada x 2 Œ0; 1� es f .x/ D lKım

n!1
ffn.x/g D 0,

la función fn no se acerca mucho a la función
límitepuntual f � 0.

0 1

f10f20

b b

1
e

�

Para evitar ambigüedades necesitamos precisar qué entendemos por proximidad entre dos
funciones. Para ello, considera dos funciones f;g W I ! R . Dichas funciones son iguales
cuandof .x/Dg.x/ para todox 2I o, lo que es igual, cuandomKaxfjf .x/� g.x/j Wx 2IgD0.
En general, el número mKaxfjf .x/� g.x/jWx 2Ig proporcionaunabuenaideadelaproximidad
entre las funciones f y g pues dicho número es tanto más pequeño cuanto más cercanas estén
las gráficas de las dos funciones.

Volviendoal ejemplo anterior, confn.x/D nx.1 � x/n y f � 0, podemos calcular fácil -
mente el número mKaxfjfn.x/� f .x/j W x 2 Œ0; 1�g D mKaxffn.x/ W x 2 Œ0; 1�g. Basta derivar fn

para comprobar que la funciónfn alcanzasu máximo absoluto en el intervalo Œ0; 1� en el punto
xn D 1

nC1
. Luego

mKaxffn.x/ W x 2 Œ0; 1�g D fn.xn/D
�

n

n C 1

�nC1

! 1

e
:

Fíjate en que lKım
n!1

ffn.x/gD0 pero lKım
n!1

mKaxffn.x/Wx 2 Œ0; 1�gD1=e> 0, esdecir, lasfuncio-

nesfn nose aproximan alafunción nula. Dehecho, como lasucesión
˚�

n
nC1

�nC1	
escreciente,

cuanto mayor sean mayor es la distancia entre la función fn y la función nula. Observa cómo
son las gráficas de las funciones fn cercade cero para n D 100; 120; 140; 160; 180; 200.

0 0�10�05

f100

f200

b bb

1
e
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Convergencia Uniforme 586

10.6 Ejemplo. Seala sucesión de funciones ffng donde, para cada n 2 N, fn W R ! R es la
función dada para todox 2R por:

fn.x/D x2n

1 C x2n

Es claro que si jxj < 1 se tiene que ffn.x/g ! 0, y si jxj > 1 se tiene que ffn.x/g ! 1.
Parax D ˙1 es ffn.˙1/g D f1=2g que, evidentemente, converge a1=2. Por tanto, el campo de
convergencia puntual de ffng esC D R, y la función límitepuntual está definida por:

f .x/D lKım
n!1

ffn.x/g D

8

ˆ

<

ˆ

:

1 si jxj > 1I
1=2 si jxj D 1

0 si jxj < 1:

Aquí ocurrequela función límitepuntual esdiscontinua (tienediscontinuidades desalto en �1

y en 1) a pesar de que las funciones de la sucesión son continuas. Observa las gráficas de las
primero cinco funciones de la sucesión.

1

1 2 3-1-2-3

fn.x/D x2n

1Cx2n

1
2

bb

Tenemosque:

mKaxfjf .x/�fn.x/jWx 2Rg>f
�

1C 1

2n

�

�fn

�

1C 1

2n

�

D1�
.1C 1

2n
/2n

1 C .1C 1
2n
/2n

! 1� e

1Ce
D 1

1Ce
:

Por tanto, ladistancia entre la funciónfn y la función límitepuntual, f , noconverge a cero. �

Este ejemplo y el anterior ponen de manifiesto que la convergencia puntual de ffng a f
no proporciona una buena idea de la aproximación entre las funciones fn y f . Además las
propiedades de continuidad de las funciones fn pueden noconservarse para la función límite
puntual. Esto lleva adefinir un tipo de convergencia mejor que la convergencia puntual.

10.2.2. Convergencia Uniforme

SeaJ un intervalo no vacío contenido en el campo de convergencia puntual de lasucesión
ffng. Y seaf la función límitepuntual deffng. Sediceque ffng converge uniformemente af
en J si para todo" > 0 existen0 2 N (quedependerá de ") tal quepara todon > n0 severifica
que supfjfn.x/� f .x/j W x 2 J g 6 ".
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Convergencia Uniforme 587

Para comprender bien esta definición, analicemos laúltima desigualdad. Tenemosque:

supfjfn.x/� f .x/j W x 2 J g 6 "” jfn.x/ � f .x/j 6 " 8x 2J

” �"6 fn.x/ � f .x/6 " 8x 2J

” f .x/� " 6 fn.x/6 f .x/C " 8x 2J:

Cuya interpretación gráfica es la siguiente (donde hemos considerado J D Œa; b�).

f C "

ffn

f � "

b b

a b
Figura10.3. Interpretación gráficade la convergenciauniforme

Esto nos dice que la gráfica de la función fn se queda dentro de un tubo centrado en la
gráficadef de anchura 2" (ver figura10.3). Ahoradebe estar claro que en el ejemplo 1 no hay
convergencia uniforme en ningúnintervalo del tipo Œ0; a� con 0 < a < 1 y en el ejemplo 2 no
hay convergencia uniforme en ningúnintervalo que contenga a�1 o a1.

10.7 Observaciones. Observaqueladiferencia entre la convergenciapuntual y la convergencia
uniforme en J es la siguiente.

Decir que ffng converge af puntualmente en J significaque:

� Fijas un x 2J ;

� La correspondiente sucesión de números reales ffn.x/g converge af .x/, es decir: para
todo " > 0, existe un número natural n0 tal que para todo n 2 N con n > n0 se verifica que
jfn.x/� f .x/j 6 ".

Naturalmente, el número n0 dependerádel " y, en general, también dex porquesi cambias
x por otro punto z 2 J la sucesión ffn.z/g es distinta de ffn.x/g y el n0 que vale para una no
tiene por qué valer también para laotra.

Decir que ffng converge af uniformemente en J significaque:

� Fijas un " > 0;

� Existe un número natural n0 (que dependerá de ") tal que para todon2N conn > n0 se
verificaque jfn.x/� f .x/j 6 " para todo x 2J .

Esdecir, en la convergencia uniforme, hay unmismo número n0 que es válido simultánea-
mente para todos los x 2J .

En lapráctica, el estudio de la convergencia puntual sereduce a calcular para cadax fijo el
límite lKım

n!1
ffn.x/g, lo que suele ser muy sencill o. Mientras que para estudiar la convergencia
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Convergencia Uniforme 588

uniforme en unintervalo J , lo quesehace escalcular, con las técnicasusualesdederivación, el
máximo absoluto de jfn.x/� f .x/j en J . Lapresencia del valor absoluto en jfn.x/� f .x/j
es incómoda para derivar por lo que conviene quitarlo, lo que casi siempre puede hacerse con
facili dad. Supongamosque el máximo absoluto de jfn.x/� f .x/j en J se alcanza en un punto
cn 2J . Entonces, si lKım

n!1
ffn.cn/ � f .cn/gD0 hay convergencia uniforme en J , y en otro caso

no hay convergencia uniforme en J . En particular, si hay una sucesión fzng de puntos de J tal
que fjfn.zn/ � f .zn/jg noconverge a0, entonces ffng no converge uniformemente af en J .

10.8 Ejemplo. Estudiemosla convergenciauniforme enR
C
o y en intervalosdelaforma Œa;C1Œ,

(a > 0), de la sucesión de funciones ffng definidas para todox 2R
C
o por fn.x/D n2x e�nx.

Observa que fn.0/ D 0 y, si x > 0, lKım
n!1

fn.x/ D x lKım
n!1

n2.e�x/n D 0 (porque es una

sucesión de la formanp�n donde0 < j�j < 1). Por tanto, el campo de convergencia puntual es
C D R

C
o , y la función límite puntal está dada por f .x/D lKım

n!1
ffn.x/g D 0 para todox 2R

C
o .

Estudiemos si hay convergencia uniforme en R
C
o . Observa que fn.x/ > 0, por lo que

jfn.x/�f .x/jDfn.x/. Ahora, como, f 0
n.x/Dn2 e�nx.1�nx/, sededucequef 0

n.x/ > 0 para
0 6 x < 1=n, y f 0

n.x/ < 0 parax > 1=n. Luegofn.x/6fn.1=n/ para todox > 0. Deducimos
que fn.1=n/ D mKaxffn.x/ W x 2 R

C
o g, y como fn.1=n/ D n=e, sucesión que, evidentemente,

no converge a0, concluimos que no hay convergencia uniforme en R
C
o .

Estudiemos si hay convergencia uniforme en unintervalo de la forma Œa;C1Œ, con a > 0.
Por lo antes visto, sabemos que la función fn es decreciente en el intervalo Œ1=n;C1Œ. Sea
n0 un número natural tal que 1

n0
< a. Entonces, para todo n > n0, tenemos que Œa;C1Œ�

Œ1=n;C1Œ, por lo que, mKaxffn.x/ W x 2 Œa;C1Œg D fn.a/. Como lKımffn.a/g D 0, concluimos
que hay convergencia uniforme en Œa;C1Œ.

Observa las gráficas de lasprimero cinco funciones de la sucesión.

1

1 2

fn.x/D n2x e�nx

Puedescomprobar fácilmente, integrando por partes, que
r 1

0 n2x e�nx dx D1�.1Cn/e�n

para todon2N. Por tanto:

lKım
n!1

1w

0

fn.x/dx D 1 ¤ 0 D
1w

0

. lKım
n!1

fn.x//dx :

Esdecir, en general, no sepuede permutar la integración con el límite puntual. �
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10.9 Observaciones. El concepto de convergencia uniforme requiere algunas precisiones im-
portantes.

� La convergencia uniforme se refiere siempre a un conjunto. No tiene sentido decir que
“ la sucesión ffng converge uniformemente” si no se indica inmediatamente a continuación
el conjunto en el que afirmamos que hay convergencia uniforme. Además, siempre hay con-
vergencia uniforme en subconjuntos finitos del campo de convergencia puntual (si no sabes
probarlo es que no has entendido la definición de convergencia uniforme). Por ello, sólo tiene
interés estudiar la convergencia uniforme en conjuntos infinitos, por lo general en intervalos.

� No existe “ el campo de convergencia uniforme” . Es decir, el concepto de campo de
convergencia puntual no tiene un análogo para la convergencia uniforme. La razón es que no
tiene por qué existir un más grande conjunto en el que haya convergencia uniforme. Así, en el
ejemplo anterior, hay convergencia uniforme en intervalos de la forma Œa;C1Œ con a > 0. La
unión de todos ellos esR

C y en R
C no hay convergencia uniforme.

10.10 Teorema (Condición de Cauchy para la convergencia uniforme). Una sucesión de
funciones ffng converge uniformemente en J si, y sólo si, para todo" > 0, existe un número
natural n0 tal que para todos n;m > n0 se verifica que:

supfjfn.x/� fm.x/j W x 2J g 6 ":

Demostración. Supongamos que ffng converge uniformemente auna función f en J . Enton-
ces, dado " > 0, existirá un n0 2N tal que para todon > n0 se tiene que:

supfjfn.x/ � f .x/j W x 2J g 6
"

2
:

Seam > n0. Para todox 2J tenemos que:

jfn.x/� fm.x/j 6 jfn.x/� f .x/j C jfm.x/� f .x/j 6
"

2
C "

2
D ":

Por tanto para todos n;m > n0 severificaque supfjfn.x/ � fm.x/j W x 2J g 6 ".

Recíprocamente, supuesto que la condición del enunciado se cumple, entonces para cada
x 2J severificaque la sucesión ffn.x/g verificala condición de Cauchy pues:

jfn.x/ � fm.x/j 6 supfjfn.x/� fm.x/j W x 2J g 6 ":

Por el teorema de completitud de R dicha sucesión es convergente. Por tanto podemos definir
la función límite puntual f W J ! R por f .x/D lKım

n!1
f .x/ para todox 2 J . Comprobemos

que ffng converge uniformemente af en J . Dado" > 0, por lahipótesis hecha, hay unn0 2N

tal que para todos n;m > n0 es:

jfn.x/� fm.x/j 6 " 8x 2J

Fijandox 2J y n > n0 en esta desigualdad y tomandolímite para m ! 1 obtenemos que:

jfn.x/� f .x/j 6 ";

desigualdad que es válida para todo x 2 J . Deducimos que supfjfn.x/� f .x/j W x 2J g 6 "

siempre que n > n0. Hemosprobado así que ffng converge uniformemente af en J . 2

Lautili dad de la condición deCauchy para la convergencia uniforme esque es intrínseca a
la sucesión, es decir, no involucra ala función límite.
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Series de funciones 590

10.2.3. Series de funciones

Dadaunasucesión defunciones ffng, podemos formar otra, fFng, cuyos términos seobtie-
nen sumandoconsecutivamente losdeffng. Esdecir, F1Df1, F2Df1Cf2, F3Df1Cf2Cf3,...

En general, Fn D
n
X

kD1

fk . Lasucesión fFng así definidase llamaseriede término general fn y

la representaremos por el símbolo
X

n>1

fn .

Debe quedar claro que una serie de funciones es una sucesión de funciones que se ob-
tienen sumando consecutivamente las funciones de una sucesión dada. Todolo dicho para
sucesiones de funciones se aplica exactamente igual paraseriesdefunciones. En particular, los
conceptos de convergencia puntual y uniformeparasucesiones de funciones tienen igual signi-
ficado paraseries. Así el campo de convergencia puntual de laserie

X

n>1

fn cuyas funcionesfn

suponemos definidas en unintervalo I , es el conjunto:

C D fx 2I W
X

n>1

fn.x/ esconvergenteg:

La función límite puntual, llamada función suma de la serie, es la función F W C ! R dada
para todox 2 C por:

F.x/D
1
X

nD1

fn.x/:

Laúnicanovedad esque ahoratambién podemosconsiderar el campo de convergencia absoluta
de laserie, que es el conjunto

A D fx 2I W
X

n>1

jfn.x/j es convergenteg:

El siguiente resultado es el más útil para estudiar la convergencia uniforme y absoluta de una
serie.

10.11Teorema (Criterio deWeierstrass). Sea
X

n>1

fn unaseriedefunciones y A unconjunto

tal que para todo x 2 A y todo n 2 N se tiene que jfn.x/j 6 ˛n, donde la serie
X

n>1

˛n es

convergente. Entonces
X

n>1

fn converge uniformemente yabsolutamente en A.

Demostración. De lashipótesis sededuce, en virtud del criterio de comparación paraseriesde
términos positivos, que la serie

X

n>1

jfn.x/j converge para todox 2A. Esto implicaque la serie

X

n>1

fn (x) converge para todox 2A. Veamos que la convergencia esuniforme. Utili zaremos el

criterio deCauchy.

Universidad de Granada
Dpto. de AnálisisMatemático

Prof. Javier Pérez
Cálculo diferencial e integral



Series de funciones 591

Como
X

n>1

˛n es convergente cumpli rá la condición de Cauchy, esto es, dado " > 0, existe

n0 2N tal que si n > m > n0 entonces

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
X

kD1

˛k �
m
X

kD1

˛k

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

D
n
X

kDmC1

˛k < ":

Deducimos que para todox 2A severificaque:

jFn.x/ � Fm.x/jD
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
X

kD1

fk.x/�
m
X

kD1

fk.x/

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

D
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
X

kDmC1

fk.x/

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

6

n
X

kDmC1

jfk.x/j6
n
X

kDmC1

˛k < ":

Como esta desigualdad esválida para todox 2A se sigue que:

supfjFn.x/� Fm.x/j W x 2Ag 6 ": (10.2)

Esdecir, laserie
X

n>1

fn cumple la condición deCauchy para la convergencia uniforme en A. 2

Por otra parte, si en la condición de Cauchy (10.2) para una serie de funciones
P

fn,
hacemosmDnC1 deducimos lasiguiente condición necesariapara la convergencia uniforme.

10.12 Corolar io. Una condición necesaria para que unaserie de funciones
P

fn sea unifor-
memente convergente en unconjunto A es que la sucesión de funciones ffng converja unifor-
memente a cero en A.

Observaque losconceptos de convergencia absoluta y de convergencia uniforme son inde-
pendientes: una serie puede ser uniformemente convergente en unconjunto A y no ser absolu-
tamente convergente en A. En talescasos se aplican los siguientes criterios de convergencia no
absoluta para series de funciones.

10.13Proposición (Criteriosde convergencia uniformeno absoluta). Sea fang unasucesión
numérica y

X

n>1

fn unaserie de funciones definidas en unconjunto A.

Criterio de Dirichlet. Supongamos que:

a) fang esunasucesión denúmeros reales monótonay convergente a cero.

b) La serie
X

n>1

fn tiene sumas parciales uniformemente acotadas en A, es decir, hay un nú-

mero M > 0 tal que para todox 2A y para todon2N se verifica que

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
X

kD1

fk.x/

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

6 M .

Entonces la serie de funciones
X

n>1

anfn converge uniformemente en A.

Criterio de Abel. Supongamos que:

a) La serie
X

n>1

an esconvergente.
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b) Para cada x 2 A ffn.x/g es una sucesión de números reales monótona y la sucesión de
funciones ffng está uniformemente acotada en A, es decir, hay un número M > 0 tal que
para todox 2A y para todon2N se verifica que jfn.x/j 6 M .

Entonces la serie de funciones
X

n>1

anfn converge uniformemente en A.

Demostración. Probaremos primero el criterio de Dirichlet. Pongamos Fn D
n
X

kD1

fk . De la

fórmula (9.10) de suma por partes de Abel se deducefácilmente que:

p
X

kD1

anCkfnCk.x/D
p
X

kD1

FnCk.x/.anCk �anCkC1/CFnCp.x/anCpC1�Fn.x/anC1: (10.3)

Igualdad que es válida para todos p > n > 1 y todox 2A. Tomando valores absolutos en esta
igualdad, teniendo en cuenta que para todon 2 N es jFn.x/j 6 M y suponiendo que fang es
decreciente en cuyo caso será an > 0, obtenemos:

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p
X

kD1

anCkfnCk.x/

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

6 M

p
X

kD1

.anCk � anCkC1/C ManCpC1 C ManC1D

D M.anC1 � anCpC1/C ManCpC1 C ManC1 D 2ManC1:

Dado " > 0, como suponemos que fang ! 0, hay un n0 tal que para todon > n0 se verifica
que an 6 "

2M
. Deducimos que para todos p > n > n0 y para todox 2A severificaque:

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p
X

kD1

akfk.x/�
n
X

kD1

akfk.x/

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

D
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p
X

kD1

anCkfnCk.x/

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

6 2ManC1 6 ":

Hemosprobado así que laserie de funciones
X

n>1

anfn verificala condición deCauchy para la

convergencia uniforme en A.

Probaremos ahora el criterio de Abel. SeaSn D
n
X

kD1

ak . Intercambiando los papeles de ak

y fk en la igualdad (10.3) tenemos:

p
X

kD1

anCkfnCk.x/D
p
X

kD1

SnCk.fnCk.x/� fnCkC1.x//C SnCpfnCpC1.x/� SnfnC1.x/:

SeaS D
1
X

nD1

an.Teniendoen cuenta que:

p
X

kD1

.fnCk.x/ � fnCkC1.x//C fnCpC1.x/� fnC1.x/D 0;
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deducimos de la igualdad anterior:

p
X

kD1

anCkfnCk.x/D
p
X

kD1

.SnCk � S/.fnCk.x/� fnCkC1.x//C .SnCp � S/fnCpC1.x/�

� .Sn � S/fnC1.x/:

Igualdad que es válida para todos p > n > 1 y todox 2 A. Dado " > 0, tomemos n0 2 N tal
que jSq � S j 6 "=4M siempre que n > n0. Entonces p > n > n0, tomando valores absolutos
en la igualdad anterior y teniendoen cuenta que jfn.x/j 6 M para todon2N, obtenemos:

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p
X

kD1

anCkfnCk.x/

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

6
"

4M

p
X

kD1

jfnCk.x/� fnCkC1.x/j C "

2
:

Como para cadax 2A lasucesión ffn.x/g esmonótona, lasdiferenciasfnCk.x/�fnCkC1.x/

son todas positivas o todas negativas y, por tanto:

p
X

kD1

jfnCk.x/� fnCkC1.x/jD
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p
X

kD1

.fnCk.x/� fnCkC1.x//

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

D
ˇ

ˇfnC1.x/� fnCpC1.x/
ˇ

ˇ62M:

Concluimos que para todos p > n > n0 y para todox 2A severificaque:
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p
X

kD1

anCkfnCk.x/

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

6
"

4M
2M C "

2
D ":

Hemosprobado así que laserie de funciones
X

n>1

anfn verificala condición deCauchy para la

convergencia uniforme en A. 2

10.14 Corolar io (Criterio de Leibniz para la convergencia uniforme). Sea fgng unasuce-
sión de funciones definidas en unconjunto A � R tal quepara todox 2A la sucesión fgn.x/g
es monótonay converge uniformemente a cero en A. Entonces la serie

P

n>1.�1/nC1gn con-
verge uniformemente en A.

Demostración. Pongamosfn � fn.x/D.�1/nC1. Entoncesffng esunasucesión defunciones

constantes. SeaFn D
n
X

kD1

fk . Severificaque jFnjD
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
X

kD1

fk.x/

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

61 paratodox 2A. Pongamos

también ak D gk.x/. Usandola igualdad (10.3), tenemos que:

p
X

kD1

.�1/nCkC1gnCk.x/D
p
X

kD1

FnCk.gnCk.x/�gnCkC1.x//CFnCpgnCpC1.x/�FngnC1.x/:

Tomando valores absolutos obtenemos:
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p
X

kD1

.�1/nCkC1gnCk.x/

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

6

p
X

kD1

jgnCk.x/� gnCkC1.x/j C
ˇ

ˇgnCpC1.x/
ˇ

ˇC jgnC1.x/j :
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Como, para cada x 2A, los números gnCk.x/� gnCkC1.x/ son todos positivos o todos nega-
tivos, se tiene que:

p
X

kD1

jgnCk.x/� gnCkC1.x/j D
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p
X

kD1

.gnCk.x/� gnCkC1.x//

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

D
ˇ

ˇgnC1.x/ � gnCpC1.x/
ˇ

ˇ6

6
ˇ

ˇgnCpC1.x/
ˇ

ˇC jgnC1.x/j :

Resulta así que para todox 2A:
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p
X

kD1

.�1/nCkC1gnCk.x/

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

6 2
ˇ

ˇgnCpC1.x/
ˇ

ˇC 2 jgnC1.x/j :

Como fgng converge uniformemente a0, dado" > 0, hay unn0 tal quepara todon>n0 y para
todox 2A se verificaque jgn.x/j 6 "=4. De la desigualdad anterior, se sigue que para n > n0

y para todox 2A se verificaque:
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p
X

kD1

.�1/nCkC1gnCk.x/

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

6 ":

Hemos probado así que la serie
P

n>1.�1/nC1gn verifica la condición de Cauchy para la
convergencia uniforme en A. 2

Losresultados siguientes, relativos a la convergencia uniforme, se aplican, claro está, tanto
a sucesiones como aseries de funciones.

10.15 Teorema (Conservación de la continuidad). Supongamos que ffng converge unifor-
memente a f en unintervalo J . Sea a2J y supongamos que las funciones fn son todas ellas
continuas en a. Se verifica entonces que la función f es continua en a. En particular, si las
funciones fn son todas ellascontinuas en J . Se verifica entonces que la funciónf escontinua
en J .

Demostración. Dado " > 0, la hipótesis de convergencia uniforme implicaque existe n0 2 N

tal que para n > n0 severificaque jfn.u/ � f .u/j 6 "=3 para todou2J . Tenemos:

jf .x/� f .a/j 6 jf .x/� fn0
.x/j C jfn0

.x/ � fn0
.a/j C jfn0

.a/ � f .a/j

Pero por la forma en que hemos tomado n0 se sigue que:

jf .x/� f .a/j 6
2"

3
C jfn0

.x/� fn0
.a/j (10.4)

Además, como por hipótesis fn0
es continua en a , se verifica que existe ı > 0 tal que para

todox 2J con jx � aj < ı es jfn0
.x/� fn0

.a/j6 "=3, lo que, en virtud de(10.4) implicaque:

jf .x/� f .a/j 6
3"

3
D ":

Resumiendo, hemos probado que dado " > 0, existe ı > 0, tal que si tomamos jx � aj < ı y
x 2J entonces jf .x/ � f .a/j 6 ", que es, precisamente, la continuidad def en a. 2
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Como la continuidad def en a2J se expresa por f .a/D lKım
x!a

f .x/D lKım
x!a

. lKım
n!1

fn.x//

y, por otraparte, por ser fn continua en a, f .a/D lKım
n!1

fn.a/D lKım
n!1

. lKım
x!a

fn.x//; el resultado

anterior nos diceque:
lKım

x!a
. lKım
n!1

fn.x//D lKım
n!1

. lKım
x!a

fn.x//:

Es decir, la convergencia uniforme permite permutar los límites. El ejemplo 10.6 con a D 1 o
a D �1 muestra que esta igualdad puede ser falsa si no hay convergencia uniforme.

10.16 Teorema (Permutación de la integración con el límite uniforme). Supongamos que
ffng converge uniformemente en un intervalo Œa; b� y que las funciones fn son todas ellas
continuas en Œa; b�. Se verifica entonces que:

lKım
n!1

bw

a

fn.x/dx D
bw

a

. lKım
n!1

fn.x//dx : (10.5)

En particular, si unaserie
X

n>1

fn converge uniformemente en Œa; b� se verifica que:

1
X

nD1

bw

a

fn.x/dx D
bw

a

 1
X

nD1

fn.x/

!

dx : (10.6)

Demostración. Seaf .x/D lKım
n!1

ffn.x/g. Lahipótesis de convergencia uniformenosdiceque

dado " > 0 existe unn0 tal que para todon > n0 se cumple:

jf .x/� fn.x/j 6 " para todox en Œa; b�

Así pues, si n > n0 tenemos:
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

bw

a

f .x/dx �
bw

a

fn.x/dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

D

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

bw

a

Œf .x/� fn.x/�dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

6

bw

a

jf .x/� fn.x/j dx 6

bw

a

"dx D".b�a/:

Al cumpli rse esto para todo" > 0 se sigue que

bw

a

f .x/dx D lKım
n!1

bw

a

fn.x/dx

2

Este resultado es válido también si solamente se supone que las funciones fn son integra-
bles en Œa; b�, aunque en ese caso su demostración esun poco más largaporque hay queprobar
en primer lugar que la función límite uniforme f también es integrable en Œa; b�. Suponiendo
que las funciones fn son continuas la función límite uniforme f también es continua y, por
tanto, es integrable en Œa; b�.

Cuando no hay convergencia uniforme la igualdad (10.5) no tiene por qué ser cierta como
se pone de manifiesto en el ejemplo 10.8.
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10.17Ejemplo. Para cadan2N sea fn W Œ0; 1� ! R la función dadapor fn.x/D xn.logx/2,
y fn.0/D 0. Veamosque la serie

P

fn converge uniformemente en Œ0; 1�.

Observa que fn es continua y positiva en Œ0; 1� y se anula en los extremos del intervalo.
Como f 0

n .x/D .n logx C 2/xn�1 logx, sesigue que en el punto cn D exp.�2=n/ la función
fn alcanzaunmáximo absoluto en Œ0; 1�. Luego

jfn.x/j D fn.x/6 fn.cn/D 4 e�2

n2
;

y, puesto que la serie
P 4 e�2

n2
es convergente, deducimos, por el criterio de Weierstrass, que

P

fn converge uniformemente en Œ0; 1�. En consecuencia, se verificará que:

1w

0

 1
X

nD1

fn.x/

!

dx D
1
X

nD1

1w

0

fn.x/dx :

Puesto que
1
X

nD1

fn.x/D x.logx/2

1 � x
y

1w

0

fn.x/ dx D 2
1

.n C 1/3

como fácilmente puedes comprobar integrando por partes, sededuceque:

1w

0

x.logx/2

1 � x
dx D 2

1
X

nD2

1

n3
:

�

La convergencia uniforme no conserva la derivabili dad. Esto es fácil de entender si consi-
deras que puedes sacar pequeños dientes de sierra ala gráficade una función derivable con lo
que resulta una nueva función no derivable y arbitrariamente próxima alaprimera. Por ello, el
siguiente resultado tiene hipótesis másexigentes que los anteriores.

10.18 Teorema (Derivabili dad y convergencia uniforme). Sea ffng unasucesión de funcio-
nes definidas en unintervalo I , y supongamos que:

i) fn esderivable en I para todon2N.

ii ) ffng converge uniformemente a f en I .

iii ) ff 0
ng converge uniformemente a g en I

Entoncesf esderivable en I y g.x/D f 0.x/ para todox 2I .

Demostración. Demostraremos este resultado en el caso particular de que las funciones fn

tengan derivada primera continua en I . En tal caso, fijemos un punto a2I . Ahora, para x 2I ,
en virtud del teorema fundamental del Cálculo, tenemos que:

fn.x/D fn.a/C
xw

a

f 0
n.t/dt :
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Tomandolímites y haciendo uso del teorema anterior, deducimos que:

f .x/D f .a/C
xw

a

g.t/dt :

Una nueva aplicación del teorema fundamental del Cálculo nos dice ahora que f es derivable
en I y quef 0.x/D g.x/ para todox 2I . 2

Observa que este teorema nos diceque, en lashipótesis hechas, podemos permutar la deri-
vabili dad con la convergencia uniforme:

f D lKımfn÷f 0 D lKımff 0
ng:

Esta igualdad esuna permutación de límites pues afirmaque para a2I se verificaque:

f 0.a/D lKım
x!a

f .x/ � f .a/
x � a

D lKım
x!a

�

lKım
n!1

fn.x/� fn.a/

x � a

�

D

D lKım
n!1

�

lKım
x!a

fn.x/ � fn.a/

x � a

�

D lKım
n!1

ff 0
n.a/g

El teorema anterior suele enunciarsedeunaformamásgeneral en apariencia. Tú mismo puedes
deducirla a partir del siguiente resultado que se prueba haciendo uso del teorema del valor
medio.

10.19 Proposición. Sea ffng unasucesión de funciones derivables en unintervalo I . Supon-
gamos que la sucesión ff 0

ng converge uniformemente en I y que hay un punto a 2 I tal que
ffn.a/g es convergente. Entonces la sucesión ffng converge uniformemente en todo intervalo
acotadocontenido en I .

Demostración. SeaJ un intervalo acotado contenido en I y seaL la longitud de J . Podemos
suponer que a 2 J (si es necesario ampliamos J para que así sea). Como ff 0

ng converge uni-
formemente en I también converge uniformemente en J � I . Por tanto, dado " > 0, existe un
n0 2N tal que para todos n;m > n0 severificaque:

ˇ

ˇf 0
n.x/� f 0

m.x/
ˇ

ˇ6
"

2L
; 8x 2J (10.7)

Como ffn.a/g es convergente, podemos tomar también n0 de forma que para n;m > n0 se
verificaque:

jfn.a/ � fm.a/j 6
"

2
(10.8)

Aplicandoel teorema del valor medio a la función h.t/D fn.t/� fm.t/� .fn.a/� fm.a// en
un intervalo de extremos x y a donde x 2J , se tiene quehay algúnc comprendido entrex y a,
por lo que c 2J , tal que h.x/� h.a/D h 0.c/.x � a/, es decir:

fn.x/� fm.x/� .fn.a/ � fm.a//D
�

f 0
n.c/� f 0

m.c/
�

.x � a/:

Tomando valoresabsolutosen estaigualdad y teniendoen cuenta(10.7), resultaqueparan;m>

n0 es:

jfn.x/� fm.x/� .fn.a/ � fm.a//j D
ˇ

ˇ

�

f 0
n.c/ � f 0

m.c/
�ˇ

ˇ jx � aj 6
"

2L
L D "

2
; 8x 2J:
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Deducimos que:

jfn.x/� fm.x/j 6 jfn.x/ � fm.x/� .fn.a/ � fm.a//j C jfn.a/ � fm.a/j 6
"

2
C "

2
D ";

desigualdad que esválida siempre quen;m > n0 y para todox 2J . Hemosprobado así que la
sucesión ffng verifica en J la condición deCauchy para la convergencia uniforme. 2

10.3. Series de potencias

Dadosun número real, a2R, y unasucesión denúmeros reales, fcngn>0, sea fn W R ! R

la función dada para todo x 2 R por fn.x/ D cn.x � a/n y, por convenio, f0.x/ D c0. La
serie de funciones

X

n>0

fn se llama serie de potencias centrada en a. La sucesión fcngn>0 se

llama sucesión de coeficientes de la serie. El coeficiente c0 se llama término independiente de
laserie. Sueleusarse, y nosotros también seguiremos la costumbre, lanotación

X

n>0

cn.x � a/n

para representar la serie depotencias centrada en a con coeficientes cn, n D 0; 1; 2; : : :.

Un tipo particular deseries depotencias son lasseriesdeTaylor . Dadauna funciónf que
tiene derivadas de todo orden en un punto a, la serie de potencias

X

n>0

f .n.a/

n!
.x � a/n

se llama serie de Taylor def en a. Recuerda que, por convenio, la derivada de orden 0 de una
función, f .0/, es lapropia función f .0/ D f y que 0! D 1.

Observa que la serie de Taylor def en a es la sucesión de los polinomios de Taylor de f
en a. Recuerdaque el polinomio deTaylor deorden n def en a es la función polinómicadada
por:

Tn.f; a/.x/D
n
X

kD0

f .k/.a/

k!
.x � a/k :

El resultado básico para estudiar la convergencia deuna serie depotencias es el siguiente.

10.20 Lema (Lema de Abel). Sea � > 0 y supongamos que la sucesión fjcnj�ng está mayo-
rada. Entonces se verifica que la serie de potencias

X

n>0

cn.x � a/n converge absolutamente

en el intervalo �a � �; a C �Œ y converge uniformemente en todo intervalo cerrado y acotado
contenido en �a � �; a C �Œ.

Demostración. Por hipótesis, existeM > 0 tal que jcnj�n6M paratodon2N. Sea0 < r < �.
Será suficiente probar que la serie converge absolutamente y uniformemente en el intervalo
Œa � r; a C r �. Aplicaremos para ello el criterio de Weierstrass. Para todo x 2 Œa � r; a C r �,
tenemos que:

jcn.x � a/nj D jcnj�n jx � ajn
�n

6 M 6 M
rn

�n
D M

�

r

�

�n

:
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Basta ahora tener en cuenta que la serie
X

n>0

� r

�

�n
es convergente por ser una serie geométrica

de razón 0 <
r

�
< 1. 2

El resultado anterior nos lleva, de forma natural, a considerar el más grande � > 0 tal que
la sucesión fjcnj�ng esté mayorada.

10.3.1. Radio de convergencia deuna seriede potencias

Consideremos el conjunto

A D f� > 0 W la sucesión fjcnj�ng está acotadag:

Observa que A ¤ Ø ya que el 0 2 A. Además, A es un intervalo porque si � 2 A entonces
Œ0; �� � A. Si A está mayorado definimos R D sup.A/, si no lo está definimos R D C1. Se
dice que R es el radio de convergencia de la serie de potencias

X

n>0

cn.x � a/n . El intervalo

ID�a � R; a C RŒ, con el convenio de que cuandoR D C1 es I D R, se llama intervalo de
convergencia de la serie. La razón de esta terminología queda clara en el siguiente resultado,
fácil consecuencia del lemade Abel.

10.21Teorema. Sea
X

n>0

cn.x � a/n unaseriedepotencias conradio de convergencia no nulo

y sea I el intervalo de convergencia de la serie. Se verifica que la serie converge absoluta-
mente en todo punto de I y converge uniformemente en cualquier intervalo cerradoy acotado
contenido en I . Además la serie noconverge para valores dex 2R tales que jx � aj > R.

10.22 Definición. Sea
X

n>0

cn.x � a/n una serie de potencias con radio de convergencia no

nulo y seaI el intervalo de convergencia de laserie. Lafunción f W I ! R definidapara todo
x 2I por:

f .x/D
1
X

nD0

cn.x � a/n

se llama función suma de la serie.

Como consecuencia del teorema anterior, del carácter local de la continuidad y del teorema
10.15, se sigue que la función suma de una serie de potencias es continua. Enseguida veremos
que es mucho másque continua.

El teorema 10.21 nos dice que el estudio de la convergencia de una serie de potencias
se reduce a calcular el radio de convergencia. La única duda corresponde alos extremos del
intervalo de convergencia, los puntos a � R y a C R, en los cuales puede darse cualquier
comportamiento como veremos enseguida con ejemplos.

Fíjate en que el radio de convergencia sólo depende de la sucesión de coeficientes de la
serie y que el punto a en que la serie está centrada no interviene para nada en la definición del
radio de convergencia.
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Todo esto está muy bien, dirás, pero ¿cómo se calcula el radio de convergencia? Desde
luego, la definición que hemos dado de radio de convergencia tiene utili dad teórica pero no
sirve para calcularlo. Hay una fórmula general para calcular el radio de convergencia que no
vamos considerar aquí porque, a efectos de cálculo, los siguientes casos particulares son los
más interesantes.

10.3.1.1. Cálculo del radio de convergencia

Podemosaplicar loscriteriosdel cocientey delaraíz para estudiar la convergencia absoluta
de una serie de potencias. Ello permite deducir con facili dad los siguientes dos resultados.

10.23Proposición. Sea
X

n>0

cn.x � a/n unaseriedepotenciasy supongamosque
jcnC1j
jcnj ! L

donde 0 6 L 6 C1. Entonces si L D 0 el radio de convergencia de la serie es R D C1, si
L D C1 el radio de convergencia de la serie es R D 0 y si 0 < L < C1 el radio de
convergencia de la serie es R D 1=L.

Demostración. Apliquemos el criterio del cociente para estudiar la convergencia absoluta de
la serie

X

n>0

cn.x � a/n . Pongamos an D jcn.x � a/nj. Tenemos que:

anC1

an
D jcnC1j

jcnj jx � aj ! Ljx � aj:

Si 0 < L < 1, el criterio del cociente nos dice que la serie converge absolutamente si
Ljx � aj < 1, es decir, si jx � aj < 1=L, y que si Ljx � aj > 1 entonces la serie no con-
verge porque su término general fcn.x � a/ng no converge a0. Deducimos que el radio de
convergencia es R D 1=L.

Si L D 0 la condición Ljx � aj < 1 se cumple para todox 2R y el radio de convergencia
es R D C1. Si L D C1 entonces para todox ¤ a se tiene que:

anC1

an
D jcnC1j

jcnj jx � aj ! C1:

lo que, por el criterio del cociente, nosdiceque laserienoconverge porque su término general
no converge a0. Luego en este caso esR D 0. 2

De forma totalmente análoga, haciendo uso del criterio de la raíz, se prueba el siguiente
resultado.

10.24Proposición. Sea
X

n>0

cn.x � a/n unaseriedepotencias y supongamos que n
p

jcnj ! L

donde 0 6 L 6 C1. Entonces si L D 0 el radio de convergencia de la serie es R D C1,
si L D C1 el radio de convergencia de la serie es R D 0 y si 0 < L < C1 el radio de
convergencia de la serie es R D 1=L.

Observa que los criterios anteriores son bastante restrictivos pues, por ejemplo, a la serie
X

n>0

x2n no puedes aplicarle ninguno de ellos. En particular, el criterio del cociente no puede
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aplicarse cuando hay infinitoscoeficientes nulos. En casosparecidos a este el siguiente artificio
es debastante utili dad práctica.

10.25 Observaciones.

� Consideremos una serie de potencias de la forma
X

n>0

cn.x � a/qn donde q es un número

natural fijo. Para calcular su radio de convergencia hacemos z D .x � a/q y calculamos el radio
de convergencia de laserie

X

n>0

cnzn . Si éste es R2R
C, entonces la

X

n>0

cn.x � a/qn converge

para jx � ajq < R, es decir, para jx � aj < q
p

R, luego su radio de convergencia es q
p

R.

� Si k 2 N, las series
X

n>0

cn.x � a/n ,
X

n>0

cn.x � a/nCk y
X

n>k

cn.x � a/n�k tienen igual

radio de convergencia puesto que todas ellas convergen para los mismos valores dex.

� Si las sucesiones fjcnjg y fjbnjg son asintóticamente equivalentes, entonces las series de
potencias

P

cn.x �a/n y
P

bn.x �a/n tienen igual radio de convergencia. Ello esconsecuen-
cia de que si � > 0 las sucesiones fjcnj �ng y fjbnj �ng son, evidentemente, asintóticamente
equivalentes, por lo que ambas están mayoradas o ninguna lo está.

El siguiente importante teorema nos dice, entre otras cosas, que si una serie de potencias
tiene radio de convergencia no nulo entonces dicha serie es la serie de Taylor de su función
suma. Usaremos el siguiente resultado.

10.26 Lema. Las series
X

n>0

cn.x � a/n y
X

n>1

ncn.x � a/n�1 tienen igual radio de convergen-

cia.

Demostración. Pongamos:

A D
˚

� > 0 W fjcnj �ng está acotada
	

; B D
˚

� > 0 W fn jcnj �ng está acotada
	

:

Los respectivos radios de convergencia viene dados por R D sup.A/ y R 0 D sup.B/ con los
convenios usuales. EsevidentequeB � A. Lo queimplicaqueR 0 6R. En particular, si RD0

entonces R D R 0 D 0. Consideremos que 0 < R < C1 y sea0 < �0 < R. Por definición
de supremo, tiene que haber algún�2A tal que�0 < �. Lasucesión fjcnj �ng está acotada, es
decir, hay un M > 0 tal que jcnj �n 6 M para todon2N. Deducimos que:

n jcnj �n
0 D n jcnj �n

�

�0

�

�n

6 M n

�

�0

�

�n

:

Como, por ser 0 < �0 < �, la sucesión n
�

�0

�

�n
converge a cero, se sigue que dicha sucesión

está acotada y, teniendo en cuenta la desigualdad anterior, se sigue que también está acotada
la sucesión fn jcnj �n

0
g. Hemos probado así que �0 2 B y, por tanto, �0 6 R 0. Como esta

desigualdad es válida para todo número �0 < R se sigue que necesariamente debe ser R 6 R 0

y concluimosqueRDR 0. En el caso en queRDC1 puederepetirse el razonamiento anterior
con cualquier número �0 > 0 y concluimos que también es R 0 D C1. 2
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10.27 Teorema (Derivación de una serie de potencias). Sea
X

n>0

cn.x � a/n una serie de

potencias con radio de convergencia no nulo R. Sea I el intervalo de convergencia de la serie
y f W I ! R la función suma de la serie definida para todox 2I por:

f .x/D
1
X

nD0

cn.x � a/n:

Entonces se verifica que:

i) f es indefinidamente derivable en I .

ii ) La derivada deorden k def está dada para todox 2I por:

f .k//.x/D
1
X

nDk

n.n � 1/ � � � .n � k C 1/cn.x � a/n�k : (10.9)

En particular, se verifica que f .k//.a/D ck � k!, es decir, ck D f .k//.a/

k!
y, por tanto, la serie

de potencias
X

n>0

cn.x � a/n coincide con la serie de Taylor en a desu función suma.

Demostración. Las series de potencias son series de funciones polinómicas las cuales son
indefinidamentederivables. Pongamosfn.x/Dcn.x�a/n. Teniendoen cuenta el lema anterior,
las series de potencias

X

n>0

fn �
X

n>0

cn.x � a/n y
X

n>0

f 0
n �

X

n>0

ncn.x � a/n�1 tienen igual

radio de convergencia. Podemos aplicar ahora los teoremas 10.21 y 10.18 para obtener que la
función sumaf esderivable y su derivada viene dada para todox 2I por:

f 0.x/D
1
X

nD1

ncn.x � a/n�1:

Esdecir, laderivada de la función suma es la función suma de laserie de las derivadas.

Podemosvolver a aplicar este resultado a laseriede lasderivadas
X

n>0

ncn.x � a/n�1 , pues

dicha serie sigue siendo una serie de potencias con el mismo radio de convergencia, y deduci-
mosque la función sumadedichaserie, que esf 0 segúnacabamosdeprobar, esderivable y su
derivada viene dada para todox 2I por:

f 00.x/D
1
X

nD2

n.n � 1/cn.x � a/n�2:

Este razonamiento puede repetirse tantas veces como queramos. Una simple y evidente induc-
ción prueba que para todok 2N severificala igualdad (10.9). 2

Diji mos que las series de Taylor eran un tipo especial de series de potencias. El teorema
anterior nos diceque no son tan especiales: toda serie de potencias con radio de convergencia
no nulo es una serie de Taylor; es la serie de Taylor de su función suma.
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El teorema anterior nos diceque las funciones suma de series de potencias son funciones
con derivadas de todosórdenes (funciones de claseC 1) y quepodemos calcular susderivadas
sucesivas derivandotérmino a término laserie que lasdefine.

El siguiente resultado es una consecuencia inmediata del teorema de derivación y nos dice
que siempre podemos calcular una primitiva deuna seriedepotencias expresándola por medio
de otra serie de potencias.

10.28Corolar io (Primitiva deunaseriedepotencias). Las seriesdepotencias
X

n>0

cn.x � a/n

y
X

n>0

cn

n C 1
.x � a/nC1 tiene igual radio de convergencia. Supuesto que dicho radio de con-

vergencia es positivo y llamandoI al intervalo de convergencia, se verifica que la función

F.x/D
1
X

nD0

cn

n C 1
.x � a/nC1 .x 2I /

es una primitiva en I de la función

f .x/D
1
X

nD0

cn.x � a/n .x 2I /:

En otros términos, este resultado afirmaque para todox 2I severificala igualdad:

xw

a

 1
X

nD0

cn.t � a/n

!

dt D
1
X

nD0

xw

0

cn.t � a/n dt D
1
X

nD0

cn

n C 1
.x � a/nC1 (10.10)

10.29 Ejemplo.
xw

0

et2

dt D
xw

0

1
X

nD0

t2n

n!
dt D

1
X

nD0

x2nC1

n!.2n C 1/

�

10.30Estrategia. Acabamosdever quesi expresamos una funciónf como sumadeunaserie
depotencias, derivandolaserie términoatérminoseobtiene laseriedepotenciasdeladerivada
def , eintegrandolaserie términoatérminoseobtieneunaseriedepotenciascuyasuma esuna
primitiva def . Estos procesos se determinan mutuamente. Por eso, para expresar una función
f como sumadeuna serie depotencias, puede ser una estrategia válida, cuandoladerivada de
f seamás sencill a quef , expresar la derivada f 0 como suma de una serie de potencias, pues
integrando dicha serie término a término se obtiene unaserie depotencias que sediferencia de
f en una contante que usualmente puede calcularse fácilmente.

10.31 Ejemplo. Sabemos que:

1

1 � x
D

1
X

nD0

xn .1� < x < 1/

Integrandotérmino a término seobtiene que la función:

h.x/D
1
X

nD0

xnC1

n C 1
.1� < x < 1/

Universidad de Granada
Dpto. de AnálisisMatemático

Prof. Javier Pérez
Cálculo diferencial e integral



Desarr ollos en serie depotencias de las funciones elementales 604

es derivable en � � 1; 1Œ con derivada h 0.x/ D 1

1 � x
. Por tanto, las funciones h y f .x/ D

� log.1 � x/ tienen la misma derivada en � � 1; 1Œ y como h.0/ D f .0/ D 0, concluimos que
h.x/D � log.1 � x/. Luego:

log.1 � x/D �
1
X

nD0

xnC1

n C 1
.1� < x < 1/:

�

10.4. Desarr ollosen seriedepotenciasdelasfuncioneselementales

Dadauna funciónf con derivadas de todos órdenes en unintervalo I y un punto a2I , ¿se
verificaque laseriedeTaylor def centrada en a tiene radio de convergencia no nulo?En caso
de que así sea, ¿se verificaque la función suma de laserie deTaylor def coincide conf ?

Contrariamente alo que en principio puede parecer, la respuesta a ambas preguntas es, en
general, negativa. Un estudio en profundidad de este problema requiere el uso de técnicas de
variable complejaquenoson propiasde este curso. A continuación consideraremos algunasde
las funcionesmásusualesdel Cálculo y probaremosque, en determinados intervalos, coinciden
con la suma de sus respectivas series de Taylor. La herramienta básicapara estudiar la conver-
gencia de una serie de Taylor es, precisamente, el teorema deTaylor. Conviene recordarlo.

Teorema deTaylor

Seaf un función n C 1 veces derivable en unintervalo I y sean a;x 2 I entonces existe
un punto c 2I con ja � cj < ja � xj tal que:

f .x/D Tn.f; a/.x/C 1

.n C 1/!
f .nC1.c/.x � a/nC1

Series deTaylor de la función exponencial

Yasabemos que la función exponencial coincide con la sumade su serie deTaylor en 0:

ex D
1
X

nD0

xn

n!
para todox 2R.

Recuerdaqueusamosel TeoremadeTaylor paraprobar estaigualdad. Vamosavolver aobtener
este resultado de forma diferente.

Lospolinomios de Taylor de la función exp son particularmente fáciles de calcular. Puesto
que exp.k/.0/D exp .0/D 1 para todok, el polinomio deTaylor de orden n en 0 es:

Tn.exp; 0/.x/D 1 C x C x2

2!
C x3

3!
C � � � C xn

n!

Consideremos la serie de potencias centrada en 0
X

n>0

xn

n!
. Llamando cn D 1

n!
tenemos que

cnC1

cn
D 1

n C 1
! 0, por tanto laserie tiene radio de convergencia R D C1. Llamemosh a la

Universidad de Granada
Dpto. de AnálisisMatemático

Prof. Javier Pérez
Cálculo diferencial e integral



Desarr ollos en serie depotencias de las funciones elementales 605

función suma de laserie:

h.x/D
1
X

nD0

xn

n!
para todox 2R.

Vamos aprobar que h es la función exponencial. Por el teorema de derivación tenemos que

h 0.x/D
1
X

nD1

nxn�1

n!
D

1
X

nD1

xn�1

.n � 1/!
D

1
X

nD0

xn

n!
D h.x/:

Acabamos de probar que h es una función que coincide con su derivada, esto es, h.x/D h 0.x/

para todox 2R. Consideremos ahora la función g.x/D h.x/e�x,

g 0.x/D h 0.x/e�x �h.x/e�x Dh.x/e�x �h.x/e�x D0 para todox 2R.

Como g 0.x/ D 0 para todo x 2 R tenemos que la función g es constante. Como g.0/ D 1,
deducimos que g.x/D g.0/D 1. Concluimos, por tanto, que h.x/D ex.

La serie de Taylor centrada en un punto a se deduce de la anterior sin más que tener en
cuenta que:

ex D ea ex�a D
1
X

nD0

ea

n!
.x � a/n para todox 2R.

Series deTaylor del seno y del coseno

Sabemos que:

sen 0.x/D cos.x/D sen
�

x C �

2

�

I

sen.k/ .x/D sen
�

x C k
�

2

�

Por tanto

Tn.sen; a/.x/D
n
X

kD0

sen
�

a C k �
2

�

k!
.x � a/k

Como para todoz 2R es jsenzj 6 1, el teorema deTaylor implicaque:
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

senx �
n
X

kD0

sen
�

a C k �
2

�

k!
.x � a/k

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

6
1

.n C 1/!
jx � ajnC1

Pero sabemos que

lKım
n!1

jx � ajnC1

.n C 1/!
D 0

Dedonde deducimos

senx D
1
X

kD0

sen
�

a C k �
2

�

k!
.x � a/k para todo x 2R

Esdecir, laserie de Taylor del seno converge asenx cualquiera seax 2R.
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Por el teorema de derivación para series de potencias obtenemos la serie del coseno, que
también será convergente cualquiera seax 2R.

cosx D
1
X

kD1

sen
�

a C .k C 1/�
2

�

.k � 1/!
.x � a/k�1 D

1
X

kD0

cos
�

a C k �
2

�

k!
.x � a/k para todo x 2 R

Si hacemos a D 0 tenemos que para todox 2R:

senx D
1
X

nD0

.�1/n

.2n C 1/!
x2nC1; cosx D

1
X

nD0

.�1/n

.2n/!
x2n

Series deTaylor de la función logar itmo

Seguiremos la idea expuesta en la estrategia 10.30 y en el ejemplo 10.31.

Para calcular laseriedeTaylor de log, pongamosf .x/D log.1Cx/ definidaparax > �1.
Tenemos que

f 0.x/D 1

1 C x
D

1
X

nD0

.�1/nxn .jxj < 1/

Integrandotérmino a término esta serie, definamos para jxj < 1:

h.x/D
1
X

nD0

.�1/n

n C 1
xnC1

Tenemos, en virtud del teorema de derivación, que h 0.x/D f 0.x/ para todox 2� � 1; 1Œ, esto
implicaqueh.x/� f .x/ esconstante y, como h.0/� f .0/D 0, concluimos quef .x/D h.x/.
Hemos probado así que:

log.1 C x/D
1
X

nD0

.�1/n

n C 1
xnC1 .jxj < 1/

Observa que, efectivamente, � � 1; 1Œ esel intervalo de convergencia de laserie.

Laserie deTaylor del logaritmo centrada en a > 0 sededucede lo anterior:

log.x/Dlog.aC.x�a//DlogaClog
�x � a

a

�

DlogaC
1
X

nD0

.�1/n

.n C 1/anC1
.x�a/nC1 .jx�aj<a/:

Observa que laserie
X

n>0

.�1/n

n C 1
xnC1 cuya sumapara jxj < 1 es igual a log.1 C x/ es también

convergente para x D 1 puesto que se trata de la serie armónica alternada. En esta situación

¿cabe esperar que la igualdad log.1 C x/D
1
X

nD0

.�1/n

n C 1
xnC1 válida, en principio, para jxj < 1

seatambién válidaparaxD1?Eneste caso particular, larespuesta esafirmativaporquesabemos

que log2 D
1
X

nD0

.�1/n

n C 1
. El siguiente resultado estableceque esto es cierto en general.
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10.32 Teorema (Teorema de Abel). Sea
X

n>0

cn.x � a/n unaserie de potencias con radio de

convergencia R, siendo0 < R < C1. Sea

f .x/D
1
X

nD0

cn.x � a/n x 2�a � R; a C RŒ

la función suma de la serie. Supongamos además que la serie
P

n>0 cnRn converge. Entonces

se verifica que la serie
X

n>0

cn.x � a/n converge uniformemente en el intervalo Œa; a C R�. En

consecuencia:

lKım
x!aCR
x<aCR

f .x/D
1
X

nD0

cnRn y
aCRw

a

f .x/dx D
1
X

nD0

aCRw

a

cn.x�a/n dx D
1
X

nD0

cn

n C 1
RnC1:

Demostración. Escribamos:
X

n>0

cn.x � a/n D
X

n>0

cnRn
�x � a

R

�n

:

Podemos aplicar a esta serie el criterio de Abel 10.13 con an D cnRn y fn.x/ D
�

x�a
R

�n
.

Por hipótesis la serie
X

n>0

an es convergente y para x 2 Œa; a C R� se verifica que ffn.x/g es

una sucesión de números reales monótona (decreciente); además, para todon 2 N y para todo
x 2 Œa; a C R� setieneque jfn.x/j 6 1. En estascondiciones el citadocriterio deAbel nosdice
que la serie

X

n>0

anfn.x/D
X

n>0

cn.x � a/n converge uniformemente en Œa; a C R�.

Las dos afirmaciones finales del teorema son consecuencia de que al ser la convergencia
uniforme en Œa; a C R� severificaque:

lKım
x!aCR
x<aCR

f .x/D lKım
x!aCR
x<aCR

 1
X

nD0

cn.x � a/n

!

D
1
X

nD0

lKım
x!aCR
x<aCR

cn.x � a/n D
1
X

nD0

cnRn:

donde en la segunda igualdad podemos permutar el límite con la suma de la serie por ser la
convergencia uniforme en Œa; a C R�.

Igualmente, la convergencia uniforme de laserie en Œa; a C R� permite permutar la integral
con la sumade laserie. 2

Serie deTaylor del arcotangente en cero

Puesto que

arctg 0.x/D 1

1 C x2
D

1
X

nD0

.�1/nx2n .x 2� � 1; 1Œ/

se deducefácilmente que

arctgx D
1
X

nD0

.�1/n

2n C 1
x2nC1 .x 2� � 1; 1Œ/
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Además, como esta serie converge también para x D 1, el teorema de Abel nos diceque:

�

4
D arctg1 D lKım

x!1
x<1

arctgx D
1
X

nD0

.�1/n

2n C 1

Serie binomial deNewton

Consideremos lafunciónf .x/D.1Cx/˛, donde˛ 2 RnZ, yaquepara˛2Z el desarrollo
es conocido. Calculemos laserie de Taylor def en 0. Tenemos que

f 0.x/D ˛.1 C x/˛�1

f .n.x/D ˛.˛ � 1/ � � � .˛ � n C 1/.1 C x/˛�n

Los coeficientes de laserie serán:

f .n.0/

n!
D ˛.˛ � 1/ � � � .˛ � n C 1/

n!
D
�

˛

n

�

:

Por tanto laserie deTaylor def es:
X

n>0

�

˛

n

�

xn:

Calculemos su radio de convergencia.

cn D
�

˛

n

�

)
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

cnC1

cn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

D j˛ � nj
jn C 1j ! 1

Por tanto, el radio de convergencia esR D 1. Definamospara jxj < 1

g.x/D
1
X

nD0

�

˛

n

�

xn; .jxj < 1/

Queremos probar ahora que la función suma de la serie, g, coincide con la función f en el
intervalo � � 1; 1Œ. Para esto consideremos la función h.x/ D .1 C x/�˛g.x/, definida para
jxj < 1. Calculemos h 0.

h 0.x/D �˛.1 C x/�˛�1g.x/C .1 C x/�˛g 0.x/D .1 C x/�˛�1
�

�˛g.x/C .1 C x/g 0.x/
�

Analicemos ahora la expresión entre corchetes,

.1 C x/g 0.x/� ˛g.x/D .1 C x/

1
X

nD1

n

�

˛

n

�

xn�1 � ˛
1
X

nD0

�

˛

n

�

xn

D
1
X

nD1

n

�

˛

n

�

xn�1 C
1
X

nD1

n

�

˛

n

�

xn � ˛
1
X

nD0

�

˛

n

�

xnD

D
1
X

nD0

�

.n C 1/

�

˛

n C 1

�

� ˛
�

˛

n

�

C n

�

˛

n

��

xnD

D
1
X

nD0

�

.n C 1/

�

˛

n C 1

�

C .n � ˛/
�

˛

n

��

xn D 0
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Hemosprobado queh 0.x/D0 paratodox 2��1; 1Œ, dedondededucimosqueh.x/ esconstante,
y como h.0/D 1, concluimos que g.x/D .1 C x/˛ para jxj < 1. Hemosprobado así que:

.1 C x/˛ D
1
X

nD0

�

˛

n

�

xn; .jxj < 1/

Para centrar esta serie en un punto a > �1 podemos proceder como sigue:

.1 C x/˛ D .1 C a C .x � a//˛ D .1 C a/˛
�

1 C x � a

1 C a

�˛

D .1 C a/˛
1
X

nD0

�

˛

n

��

x � a

1 C a

�˛

D

D
1
X

nD0

�

˛

n

�

1

.1 C a/n�˛
.x � a/n siempre que jx � aj < 1 C a:

Donde hemos tenido en cuenta que 1 C a > 0.

Serie deTaylor del arcoseno en cero

Seaf .x/D arcsenx, su derivada viene dada como:

f 0.x/D 1p
1 � x2

D .1 � x2/�1=2

Haciendolas sustituciones x ! �x2 y ˛ ! �1=2 en laseriebinomial deNewton obtenemos:

f 0.x/D .1 � x2/�1=2 D
1
X

nD0

��1=2

n

�

.�x2/n D
1
X

nD0

��1=2

n

�

.�1/nx2n .jxj < 1/:

Integrandotérmino a término la expresión anterior obtenemos laserie del arcoseno:

arcsenx D
1
X

nD0

��1=2

n

�

.�1/n

2n C 1
x2nC1 .jxj < 1/

Como
��1=2

n

�

D �1=2.�1=2 � 1/ � � � .�1=2 � n C 1/

n!
D .�1/n

1

2n

3 � 5 � � � .2n � 1/

n!
D

D .�1/n
3 � 5 � 7 � � � .2n � 1/

2 � 4 � 6 � .2n/

Resulta finalmente:

arcsenx D x C
1
X

nD1

3 � 5 � 7 � � � .2n � 1/

2 � 4 � 6 � .2n/

1

2n C 1
x2nC1 .jxj < 1/

Además, como laserie también converge para x D 1, por el teorema deAbel tenemos que:

arcsen1 D �

2
D 1 C

1
X

nD1

3 � 5 � 7 � � � .2n � 1/

2 � 4 � 6 � .2n/

1

2n C 1

Ya diji mos que las series de Taylor de una función nosiempre convergen a dicha función.
Veamos un ejemplo de esto.
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10.33 Ejemplo. Consideremos la función f W R ! R definida de lasiguiente forma

f .x/D
(

e�1=x2

si x > 0

0 si x 6 0

La función es de clase infinito, y puede probarse sin dificultad que f .n/.0/ D 0 para todo
n D 0; 1; 2; : : :, por lo que su serie de Taylor en a D 0 es la serie idénticamente nula que,
evidentemente, noconverge af en ningúnintervalo abierto que contenga a0. �

Por esta razón se define una clase de funciones que son precisamente aquellas que pueden
representarse localmente por sus series deTaylor.

10.34 Definición. Se dice que f es una función analítica en un intervalo abierto I si para
cada punto a2I hay una serie de potencias centrada en a que converge en unintervalo abierto
no vacío Ja, y su suma es igual af en el intervalo Ja \ I .

Dicho de forma más concisa: las funciones analíticas son las funciones que se representan
localmente por medio de series depotencias. Teniendoen cuenta el teorema dederivación y el
carácter local de la derivabili dad, es inmediato que una función f es analítica en unintervalo
abierto I si, y sólo si, se cumplen las dos condiciones siguientes:

1. f 2 C 1.I /.

2. Para todo punto a 2 I la serie de Taylor de f en a converge en un intervalo abierto no
vacío Ja, y su suma es igual af en el intervalo Ja \ I .

10.35 Ejemplos. Hemosvisto antes que para todoa > 0 severificaque:

logx D loga C
1
X

nD0

.�1/n

.n C 1/anC1
.x � a/nC1 .jx�aj<a/: (10.11)

Esto nosdiceque la función logaritmo esanalítica en el intervalo ID�0;C1Œ. Observa que en
cada punto a > 0 la serie de Taylor del logaritmo converge en el intervalo JaD�0; 2aŒ y es en
ese intervalo en donde representa ala función. El intervalo es tanto más pequeño cuanto más
próximo esté a de 0.

También hemos visto que para todoa > �1 se verificaque:

.1 C x/˛ D
1
X

nD0

�

˛

n

�

1

.1 C a/n�˛
.x � a/n jx � aj < 1 C a:

Esto nos dice que la función f .x/ D .1 C x/˛ es analítica en el intervalo ID� � 1;C1Œ.
Observa que en cada punto a > �1 la serie de Taylor f converge en el intervalo abierto no
vacío JaD� � 1; 2a C 1Œ y es en ese intervalo en donde representa ala función. El intervalo es
tanto máspequeño cuanto máspróximo esté a de�1.

De la misma forma, los resultados vistos para las funciones exponencial, seno y coseno,
muestran que dichas funciones son analíticas en R y sus series de Taylor en cualquier punto
convergen en todoR.

La función del ejemplo 10.33 no es analítica en ningúnintervalo abierto que contenga a0,
pero sí es analítica en intervalos abiertos que no contengan a0.
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10.4.1. Las funciones trascendentes elementales definidas por series

Las series de potencias son objetos matemáticos muy simples, en ellas solamente intervie-
nen lasoperaciones algebraicas de adición y de multiplicación y laoperación analíticade paso
al límite. De hecho, las series de potencias son sucesiones de funciones polinómicas. Por eso
dichas series suelen usarse para definir nuevas funciones. Recuerda que usamos el Teorema
Fundamental del Cálculo para definir el logaritmo natural y, apartir de él, la función exponen-
cial. Ahora vamos a hacer lo mismo con series de potencias y ¡por fin! podremos definir de
forma analítica las funciones trigonométricas.

10.4.1.1. La función exponencial

Olvidemos de momento lo que sabemos de la función exponencial. Sabemos que la serie

de potencias
X

n>0

xn

n!
tiene radio de convergencia R D C1 y, por tanto, su función suma está

definida en todoR.

10.36 Definición. La función exp WR ! R dada para todox 2R por:

exp.x/D
1
X

nD0

xn

n!

Se llama función exponencial.

Como consecuencia del teorema de derivación para series de potencias, la función expo-
nencial esderivable en todo punto x 2R y su derivada viene dada por:

exp 0.x/D
1
X

nD1

n
xn�1

n!
D

1
X

nD1

xn�1

.n � 1/!
D

1
X

nD0

xn

n!
D exp.x/:

Por tanto, la exponencial es una función que coincide con su derivada. Consideremos un nú-
mero fijo a2R y definamos para todox 2R f .x/D exp.x C a/exp.�x/. Tenemos que:

f 0.x/D exp.x C a/exp.�x/� exp.x C a/exp.�x/D 0W

Por tanto f esconstante en R. Como exp.0/D1, deducimosquef .x/Df .0/Dexp.a/. Hemos
probado que exp.x C a/exp.�x/D exp.a/. En particular, paraa D 0 será exp.x/exp.�x/D 1

lo que implicaque la función exponencial no se anula nuncay que exp.�x/D 1=exp.x/. Por
tanto, podemos escribir la igualdad antes obtenida en la forma exp.a C x/ D exp.a/exp.x/.
Igualdad que es válida para todos a;x 2 R. Hemos probado así la propiedad aditiva de la
exponencial.

Tenemos también que exp.x/ D .exp.x=2//2 > 0, por lo que la función exponencial es
siempre positiva. Como coindide consu derivada, deducimos que esuna función estrictamente
creciente. Como exp.1/ > exp.0/D 1 se tiene que exp.n/D .exp.1//n ! C1 y exp.�n/D
1=exp.n/ ! 0. Deducimosque lKım

x!�1
exp.x/D0 y lKım

x!C1
exp.x/DC1 y quela exponencial

es una biyección de R sobre R
C.
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Sedefine el número eD exp.1/. Es fácil probar, usandolapropiedad aditivade la exponen-
cial, que exp.r/D .exp.1//r para todo número racional r , es decir exp.r/D er , por lo que se
usa la notación exp.x/D ex.

Observa de qué forma tan elegante y cómoda hemos obtenido las propiedades principales
de la función exponencial. Se define ahora la función logaritmo natural como la inversa de la
función exponencial.

10.4.1.2. Las funciones tr igonométr icas

Olvidemos de momento lo que sabemos de las funciones trigonométricas. La serie de po-

tencias
X

n>0

.�1/n
x2nC1

.2n C 1/!
tieneradio de convergencia RDC1 y, por tanto, su funciónsuma

está definida en todoR.

10.37 Definición. La función sen W R ! R dada para todox 2R por:

sen.x/D
1
X

nD0

.�1/n
x2nC1

.2n C 1/!

Se llama función seno.

Como consecuencia del teorema de derivación para series de potencias, la función seno es
derivable en todo punto x 2R y su derivada viene dada por:

sen 0.x/D
1
X

nD0

.�1/n.2n C 1/
x2n

.2n C 1/!
D

1
X

nD0

.�1/n
x2n

.2n/!
:

La función derivada de la función seno se llama función coseno y es la función definida para
todox 2R por:

cosx D
1
X

nD0

.�1/n
x2n

.2n/!
:

El teoremadederivación permiteprobar enseguidaque cos 0.x/D� sen.x/. Además sen.0/D0

y cos.0/D 1.

Derivandoahora la función f .x/D sen2.x/C cos2.x/ seobtiene que:

f 0.x/D 2 senx cosx � 2 senx cosx D 0:

Luegof esconstante. Comof .0/D1, concluimosquesen2.x/Ccos2.x/D1 paratodox 2R.

Seaa2R fijo y definamos la función:

h.x/D
�

cos.xCa/�.cosx cosa�senx sena/
�2 C

�

sen.xCa/�.senx cosaCcosx sena/
�2
:

Puedes comprobar en dos líneas que h 0.x/D 0 para todox 2R. Como h.0/D 0, se sigue que
h.x/D 0 lo que implicaque:

cos.x C a/D cosx cosa � senx sena; sen.x C a/D senx cosa C cosx sena:
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Igualdades que son válidas para todos x; a 2 R. Acabamos de probar los teoremas de adición
para el seno y el coseno.

Este estudio puede proseguirse y no está exento de algunas dificultades. Por ejemplo, hay
que definir el número � y probar que las funciones seno y coseno son periódicas con período
2� . Esto puede hacerse como sigue. Tenemos que:

1 � cos2 D
1
X

nD1

.�1/nC1 22n

.2n/!
:

Esta serie es una serie alternada cuyo término general es decreciente y, por tanto, por la aco-
tación (9.11), se verifica que la suma de la serie es mayor que las sumas parciales pares, en
particular:

1 � cos2 >
4

2!
� 16

4!
÷ cos2 < �1

3
:

Como cos.0/ D 1 por el teorema de Bolzano hay un mínimo número 0 < s0 < 2 tal que
cos.s0/D 0. Por tanto 0 < cosx para 0 6 x < s0. Definimos:

� D 2s0:

Como cos.�=2/ D 0 deducimos que sen.s0/D ˙1, pero como sen 0.x/D cosx, se sigue que
la función seno es creciente en Œ0; s0� y, como sen.0/ D 0, resulta que debe ser sen.s0/ D
sen.�=2/D 1. Usandoahora los teoremas de adición seobtiene fácilmente que:

sen.�/D 2 sen.�=2/ cos.�=2/D 0; cos.�/D cos2.�=2/ � sen2.�=2/D �1

sen.2�/D 2 cos.�/ sen.�/D 0; cos.2�/D cos2.�/ � sen2.�/D 1:

Deducimos que:

sen.x C 2�/D senx cos.2�/C cosx sen.2�/D senx;

lo quepruebaquelafunciónsenoesperiódica con período2� . Lo queimplicaquesu derivada,
la función coseno, también esperiódica con igual período.

A partir de las funciones seno y coseno ya podemos definir todas las demás funciones
trigonométricas como lo hicimos en el capítulo 2. Tú mismo puedes completar este estudio.

Ladefinición de las funciones exponencial y trigonométricas por medio deseriesdepoten-
cias tiene, desdeun punto devistamatemático, todas lasventajasposibles pues lasdefiniciones
dadas prueban la existencia dedichas funciones y permiten obtener concomodidad suspropie-
dadesprincipales. Además, y esto esfundamental, dichasdefiniciones se extienden exactamen-
te igual al campocomplejo porque las seriesdepotencias realesy complejas tienen lasmismas
propiedades de convergencia. Esto no quieredecir, ni muchomenos, quedebasolvidar el signi-
ficado de las funciones seno ycoseno de la trigonometría elemental. Simplemente, debes saber
que las funciones seno y coseno analíticas tal como las acabamos de definir, y las funciones
seno y coseno de la trigonometría elemental tal como se definen para ángulos de un triángulo
rectángulo, son funciones quese relacionan a través del concepto de “medida de unángulo” , y
en cada situación concreta debes adoptar el punto de vista másadecuado a la misma.
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10.5. Teorema deaproximación de Weierstrass

Muchas funciones continuas no son derivables, es claro que dichas funciones no pueden
representarse por medio deseriesdepotencias. Por otraparte, dado unconjunto finito depuntos
en el plano, f.xk ;yk/ W 1 6 k 6 ng, es fácil construir una función polinómica P que interpole
dichospuntos, esdecir, cuyagráficapasepor todosellos, P .xk/Dyk para16k 6n. Dadauna
función continua en unintervalo Œa; b�, pareceintuitivo que si tomamos una partición de Œa; b�
con un número suficientemente grande de puntos, faDx0<x1<x2< � � �<xn�1<xnDbg, y
esP una función polinómicaque interpola loscorrespondientes puntos en lagráficadef , esto
es los puntos del conjunto f.xk ; f .xk// W 1 6 k 6 ng, entonces dicha función polinómica P

coincide con f en todos los puntos xk y debería ser una buena aproximación de la función f
en todoel intervalo Œa; b�.

Aunque lascosas nosonexactamente así, un notable resultado debido aWeierstrassafirma
que, efectivamente, es posible aproximar uniformemente en un intervalo cerrado y acotado
una función continua por una función polinómica. Pero no debes hacerte una ideafalsa de la
situación. Las cosas no son tan simples como pudieran parecer a primera vista. Ello se debe
a que una función continua puede oscilar demasiado, de hecho puede oscilar tanto que no sea
derivable en ningún punto. El primer ejemplo de una función continua que no es derivable en
ningún punto (¿puedes imaginar la gráfica de una función así?) fue dado por Weierstrassen
1872. Su función era:

f .x/D
1
X

nD0

bn cos.an�x/ .x 2R/

donde a es un número impar, 0 < b < 1 y ab > 1 C 3�=2. Observa quef está definida como
la suma de una serie de funciones continuas (¡de clase C 1!) que converge absolutamente y
uniformemente en R (porque para todox 2R es jbn cos.an�x/j 6 bn y laserie

P

bn converge
por ser 0 < b < 1). Por tanto, f es una función continua en R. Weierstrassdemostró que f
no es derivable en ningún punto. Te digo esto para que aprecies que el problema de aproximar
una función continua por una función polinómica en todos los puntos de un intervalo noes un
fácil problema de interpolación.

Delasvariadas demostraciones quehay del citado resultado deWeierstrass, vamosa expo-
ner la basada en los polinomios de Bernstein porque, además de ser la más elemental, propor-
ciona unos polinomios concretos para realizar ladeseada aproximación.

10.38 Definición. Dada una función f W Œ0; 1� ! R el polinomio de Bernstein de orden n de
f es la función polinómica:

Bn.f /.x/D
n
X

kD0

f

�

k

n

��

n

k

�

xk.1 � x/n�k :

Necesitaremos usar algunas identidades que sededucen fácilmente de la igualdad siguiente.

.x C y/n D
n
X

kD0

�

n

k

�

xkyn�k :
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Teorema deaproximación deWeierstrass 615

Derivandoesta igualdad una vezrespecto a x y multiplicando después por x obtenemos:

xn.x C y/n�1 D
n
X

kD0

�

n

k

�

kxkyn�k :

Derivandola primera igualdad dos veces respecto a x y multiplicando después por x2 obtene-
mos:

x2n.n � 1/.x C y/n�2 D
n
X

kD0

�

n

k

�

k.k � 1/xkyn�k :

Haciendo en las anteriores igualdades y D 1 � x y definiendo, por comodidad de notación,

bn
k
.x/D

�

n

k

�

xk.1 � x/n�k, obtenemos las siguientes igualdades:

1 D
n
X

kD0

bn
k.x/ (10.12)

nx D
n
X

kD0

kbn
k.x/ (10.13)

n.n � 1/x2 D
n
X

kD0

k.k � 1/bn
k .x/ (10.14)

Usandoestas igualdades deducimos que:

n
X

kD0

.k � nx/2bk
n .x/D

n
X

kD0

k2bk
n .x/� 2nx

n
X

kD0

kbk
n .x/C n2x2

n
X

kD0

bk
n .x/D

D
n
X

kD0

.k.k � 1/C k/bk
n .x/� 2n2x2 C n2x2D

D n.n � 1/x2 C nx � n2x2 D nx.1 � x/:

Por tanto:
n
X

kD0

.k � nx/2bk
n .x/D nx.1 � x/: (10.15)

10.39Teorema (Weierstrass(1868)). Sea f W Œa; b� ! R unafunción continua. Dado" > 0,
hay unafunción polinómica P" que verifica que

jf .x/� P".x/j 6 "

para todox 2 Œa; b�.

Demostración. Haremos primero la demostración en el caso de que el intervalo Œa; b� es el
intervalo Œ0; 1�. Como f es continua y Œ0; 1� es un intervalo cerrado y acotado, sabemos quef
está acotada en Œ0; 1� y es uniformemente continua en Œ0; 1�. SeaM > 0 tal que jf .x/j 6 M

para todox 2 Œ0; 1�. Dado" > 0, por la continuidad uniforme def , existe un ı > 0, tal que:

jf .x/� f .y/j 6
"

2
para todos x;y 2 Œ0; 1� tales que jx � yj < ı: (10.16)
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Acotaremos ahora el error que se comete al aproximar f por su polinomio de Bernstein de
orden n. Tenemos que:

jf .x/ � Bn.f /.x/j D
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

f .x/ �
n
X

kD0

f

�

k

n

�

bk
n .x/

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

(10.12)D
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
X

kD0

�

f .x/ � f
�

k

n

��

bk
n .x/

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

6

6

n
X

kD0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

f .x/� f
�

k

n

�ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

bk
n .x/: (10.17)

Dondehemosusado quebk
n .x/> 0. Acotaremos ahora ladiferenciaf .x/� f

�

k

n

�

según que
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x � k

n

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

< ı o

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x � k

n

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

> ı. Tenemos que:

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x � k

n

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

< ı
(10.16)
÷

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

f .x/� f
�

k

n

�ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

<
"

2
:

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x � k

n

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

> ı÷
jnx � kj

nı
>1 ÷

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

f .x/� f
�

k

n

�ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

6

6 jf .x/j C
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

f

�

k

n

�ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

6 2M 6
2M

n2ı2
.nx � k/2

Podemos resumir las dos acotaciones obtenidas en una sola de la forma:
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

f .x/ � f
�

k

n

�ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

6
"

2
C 2M

n2ı2
.nx � k/2: (10.18)

Esta desigualdad es válida para todo x 2 Œ0; 1� y para todo k D 0; 1; 2; : : : ;n. Usando ahora
(10.17),deducimos que:

jf .x/�Bn.f /.x/j6
n
X

kD0

�

"

2
C 2M

n2ı2
.nx�k/2

�

bk
n .x/

(10.12)D "

2
C 2M

n2ı2

n
X

kD0

.nx�k/2bk
n .x/D

(10.15)D "

2
C 2M

n2ı2
nx.1 � x/6

"

2
C 2M

nı2
:

Donde hemos tenido en cuenta que para x 2 Œ0; 1� es x.1 � x/ 6 1. Hemos probado así que
para todox 2 Œ0; 1� se verificaque:

jf .x/� Bn.f /.x/j 6
"

2
C 2M

nı2
:

Tomando ahora n0 2 N tal que para n > n0 se verifique que
2M

nı2
6
"

2
, concluimos que para

todon > n0 y para todox 2 Œ0; 1� se verificaque:

jf .x/ � Bn.f /.x/j 6
"

2
C "

2
D ":

Podemos tomar como polinomio P" del enunciado cualquier polinomio Bn.f / con n > n0.

Observaquehemosprobado que lasucesión depolinomios deBernstein def converge unifor-
memente af en Œ0; 1�.
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En el caso general de un intervalo cerrado y acotado Œa; b� y una función f W Œa; b� ! R

continua en Œa; b�, podemos proceder como sigue. Consideremos la función g W Œ0; 1� ! R

dada por g.t/ D f .a C t.b � a// para todo t 2 Œ0; 1�. La función g es continua en Œ0; 1� por
ser f continua en Œa; b�. Dado " > 0, por la ya probado, hay un polinomio de Bernstein de g,
Bn.g/, tal que para todo t 2 Œ0; 1� es:

jg.t/ � Bn.g/.t/j 6 ":

Teniendo ahora en cuenta que para x 2 Œa; b� se tiene que x�a
b�a

2 Œ0; 1�, deducimos que para
todox 2 Œa; b� severificaque:

ˇ

ˇ

ˇg
�x � a

b � a

�

� Bn.g/
�x � a

b � a

�ˇ

ˇ

ˇ6 ":

Puesto quef .x/Dg
�x � a

b � a

�

, y P".x/DBn.g/
�x � a

b � a

�

esun polinomio por ser composición

de dos polinomios, obtenemos que para todox 2 Œa; b� es jf .x/� P".x/j 6 ". 2

El polinomio

Bn.g/
�x � a

b � a

�

D
n
X

kD0

f

�

a C k
b � a

n

��

n

k

�

�x � a

b � a

�k
�

b � x

b � a

�n�k

es, por definición, el polinomio de Bernstein de orden n def en Œa; b�. Hemos probado que la
sucesión de dichos polinomios converge uniformemente af en Œa; b�.

10.40 Corolar io. Todafunción continuaen unintervalo cerradoy acotadoes límite uniforme
en dicho intervalo de unasucesión de funciones polinómicas.

10.5.1. Ejercicios propuestos

474. Estudia la convergencia uniforme en intervalosde laforma Œ0; a� y Œa;C1Œ dondea > 0,
de la sucesión de funciones ffng definidas para todox > 0 por:

fn.x/D 2nx2

1 C n2x4
:

475. Estudia la convergencia uniforme en Œ0; 1�, de la sucesión de funciones ffng definidas
para x 2�0; 1� por fn.x/D xn log.1=x/, y fn.0/D 0.

476. Dado ˛ 2 R, consideremos la sucesión de funciones ffng, donde fn W Œ0; 1� ! R es la
función definida para todox 2 Œ0; 1� por:

fn.x/D n˛x.1 � x2/n:

¿Para qué valores de˛ hay convergencia uniforme en Œ0; 1�? ¿Para qué valores de˛ hay
convergencia uniforme en Œ�; 1�, donde 0 < � < 1?
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477. Para cada n2N sea fn W Œ0; �=2� ! R la función dada por:

fn.x/D n.cosx/nsenx:

Estudia la convergencia puntual de la sucesión de funciones ffng y la convergencia uni-
forme en los intervalos Œ0; a� y Œa; �=2� donde 0 < a < �=2.

478. Para cada n2N sea fnW�0; �Œ! R la función dada por:

fn.x/D sen2.nx/

n senx
0 < x < �:

Estudia la convergencia puntual de lasucesión defunciones ffng así como la convergen-
ciauniforme en intervalos del tipo �0; a�, Œa; �Œ y Œa; b� donde 0 < a < b < � .

479. Estudia la convergencia puntual y uniforme de la sucesión de funciones ffng donde
fn W R ! R está definida por:

fn.x/D n
p

1 C x2n x 2R:

480. Estudia la convergencia uniforme en intervalosdelaforma � � 1;�a�, Œ�a; a� y Œa;C1Œ

donde a > 0, de la sucesión de funciones ffng definidas por fn.x/D n sen.x=n/ para
todox 2R.

481. Estudia la convergencia uniforme en R
C
o , delasucesión defunciones ffng definidaspara

todox 2R
C
o por:

fn.x/D arctg

�

n C x

1 C nx

�

:

482. Para cada n2N sea
fn.x/D x

na.1 C nx2/
.x > 0/:

Prueba que laserie
P

fn:

a) Converge puntualmente en R
C
o si a > 0, y la convergencia esuniforme en semirrectas

cerradas que no contienen al cero.

b) Converge uniformemente en R
C
o si a > 1=2.

483. Estudia la convergencia puntual y uniforme de la serie
P

fn donde, fn W R ! R es la
función dada por:

fn.x/D x

1 C n2x2
n D 0; 1; 2; : : :

SeaF.x/D
1
X

nD0

fn.x/, la función suma de laserie. Calcula lKım
x!0
x < 0

F.x/ y lKım
x!0
x > 0

F.x/.

Sugerencia. Parax > 0 se tiene que

kC1w

k

x

1 C t2x2
dt 6 fk.x/D

kC1w

k

x

1 C k2x2
dt 6

kw

k�1

x

1 C t2x2
dt :
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484. Estudia la convergencia puntual y uniforme de la serie
P

fn donde

fn.x/D nnC1

n!
xn e�nx .x > 0/:

485. En cada uno de los siguientes ejercicios se especifica un conjunto � � R y, para cada
n 2 N, se define una función fn W� ! R . Se pide estudiar la convergencia puntual en
� de lasucesión defunciones, ffng, así como la convergencia uniforme en losconjuntos
A � � que se indican en cada caso.

a) �D�0; �
2
Œ; fn.x/D n2.tgx/n.1 C cos4x/; A D Œ0; a�; A D Œa; �

4
�; 0 < a < �

4
:

b) �D R
C; fn.x/D n

�

n
p

x � 1
�

; A D Œa; b�; AD�0; a�; A D Œb;C1Œ; 0 < a < b:

c) �D R; fn.x/D
�

1 C x

n

�n

; A D Œa; b�; a < b:

d) �D� � 1;C1Œ; fn.x/D n log

�

1 C x

n

�

; AD� � 1; a�; A D Œa;C1Œ; a > �1:

e) �D R
C
o ; fn.x/D n˛x e�nx (donde˛>0 esun número fijo), ADŒa;C1Œ; a>0.

¿Paraqué valores de˛ hay convergencia uniforme en R
C
o ?

486. Seaffng unasucesión defunciones que convergeuniformemente aunafunción f en un
conjunto A � R. Supongamosque fn.A/ � Œa; b� para todon2N; y sea' una función
continua en Œa; b�. Prueba que la sucesión f' ı fng converge uniformemente a ' ı f en
A.

487. Sean ˛ > 0 y ffng la sucesión de funciones definida por:

fn W R
C
o ! R ; fn.x/D

�

1 C nx

n C x2

�˛

:

Estudia la convergencia puntual y uniforme en R
C
o y en intervalos del tipo Œ0; a� donde

a > 0.

Sugerencia. Puede usarse el ejercicio anterior con'.x/D x˛.

488. Para cada n2N sea fn W R ! R la función definida para todox 2R por:

fn.x/D
�

cos
xp
n

�n

:

Estudia la convergencia puntual de lasucesión ffng y la convergencia uniforme en inter-
valos cerrados y acotados.

489. Sea f W R
C
o ! R una función continua, no idénticamente nula con lKım

x!C1
f .x/ D 0,

f .0/D 0. Sean ffng y fgng las sucesiones de funciones definidas por fn.x/D f .nx/,
gn.x/D f .x=n/, para todox 2R

C
o y todon2N. Prueba que:

a) ffng y fgng convergen puntualmente a ceroenR
C
o pero la convergencianoesuniforme

en R
C
o .

b) Lasucesión ffngng converge uniformemente a cero en R
C
o .
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490. Sea f W R ! R una función de clase C 1 eI D Œa; b� un intervalo cerrado yacotado.

a) Prueba que para todo " > 0 existe ı > 0 tal que cualesquiera sean x;y 2 I con

0 < jx � yj < ı severificaque

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

f .x/ � f .y/
x � y

� f 0.y/

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

6 ".

b) Para cada n2N definamos:

fn.x/D n

2

xC 1
nw

x� 1
n

f .t/dt .x 2R/:

Justificaque ff 0
ng converge uniformemente af 0 en I .

491. Sea gW� � 1; 1Œ! R una función noconstante y continua en x D 0. Seaffng la sucesión
de funciones definida por fn.x/ D g.xn/ para todo n 2 N y para todo x 2� � 1; 1Œ.
Prueba que dicha sucesión converge uniformemente en intervalos cerrados y acotados
contenidos en � � 1; 1Œ, y no converge uniformemente en � � 1; 1Œ.

492. Supongamosqueunasucesión de funciones polinómicas converge uniformemente en R.
¿Quépuede decirse de dicha sucesión?

Sugerencia: La condición deCauchy puede ser útil .

493. Prueba que la función límite de una sucesión uniformemente convergente de funciones
uniformemente continuas también esuna función uniformemente continua.

494. Prueba que lKım
n!1

3w

0

n C senx

3n C cos2 x
dx D 1:

495. Supongamos que f es una función continua en Œa; b� y que para todo n 2 N [ f0g se
verificaque:

bw

a

xnf .x/dx D 0:

Prueba quef .x/D 0 para todox 2 Œa; b�.
Sugerencia: Usa el teorema de aproximación deWeierstrass.

495. Para cada n2N, sea fn W Œ0; 1 ! R la función definida para todox 2 Œ0; 1� por:

1. fn.x/D 1

n
e�x cosx log.x C n/.

2. fn.x/D nx

1 C n2x2
e�x2

.

3. fn.x/D n
p

x

1 C n2x2
cosx2.

4. fn.x/D
�

n sen.nx/ si 0 6 x 6 �
n

0 si �
n

6 x 6 1

Estudia, en cada caso, la convergencia puntual y uniformedelasucesión ffng y compara
1w

0

lKım
n!1

ffng con lKım
n!1

1w

0

fn.
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496. Da un ejemplo de una sucesión de funciones que converge uniformemente en R tal que
lasucesión de las derivadas noconverge puntualmente en ningún punto deR.

497. Da un ejemplo de una sucesión de funciones que no converge en ningún punto de R y
cuya sucesión dederivadas converge uniformemente en R.

498. Sea fn W R ! R la función dada por fn.x/D arctg.x=n/. Prueba que:

a) ffng converge puntualmente a cero en R pero la convergencia noes uniforme.

b) ff 0
ng converge uniformemente a cero en R.

499. Sea fn W R
C ! R la función dada por fn.x/ D 1

1 C n2x
. Prueba que la serie

P

fn

convergepuntualmente en R
C. Estudia la continuidad y derivabili dad delafunciónsuma

de la serie: f .x/D
1
X

n

fn.x/.

500. Seaffng una sucesión de funciones que converge uniformemente auna función f en
un intervalo Œa;C1Œ. Supongamos que, para cada n 2 N, existe lKım

x!C1
fn.x/D an 2

R. Prueba que la sucesión fang es convergente y que f tiene límite en C1, siendo
lKım

x!C1
f .x/D lKım

n!1
fang.

Sugerencia. La condición de Cauchy permite probar la convergencia de fang.

501. Sea ffng una sucesión de funciones continuas que converge puntualmente a una fun-
ción f en un intervalo Œa; bŒ, .a < b 6 C1/, siendo la convergencia uniforme en todo
subintervalo cerrado y acotado contenido en Œa; bŒ. Supongamos, además, que hay una
función positiva g cuya integral es convergente en Œa; bŒ y tal que jfn.x/j 6 g.x/ para
todox 2 Œa; bŒ. Prueba que las integrales defn y f son convergentes en Œa; bŒ y que:

lKım
n!1

bw

a

fn.x/dx D
bw

a

f .x/dx :

502. Para cada n2N, sea fn W R
C
o ! R la función dada por:

fn.x/D
� �

1 � x2=n
�n

si 0 6 x 6
p

n

0 si x >
p

n

a) Demuestra, haciendo uso del ejercicio anterior, que

lKım
n!1

C1w

0

fn.x/dx D
C1w

0

e�x2

dx :

b) Pruébese que
C1w

0

fn.x/dx D
p

n

�

2w

0

.sen t/2nC1dt , y deduceque:

C1w

0

e�x2

dx D
p
�

2
:
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503. Seaffng unasucesión defuncionescontinuasque convergeuniformemente aunafunción
f en unconjunto A � R. Seafxng unasucesión depuntosdeA que converge aun punto
x 2A. Prueba que lKım

n!1
fn.xn/D f .x/.

504. En cada uno de los siguientes ejercicios se especifica un conjunto � � R y, para cada
n2N, se define una función fn W� ! R . Sepide estudiar, en cada caso, la convergen-
cia puntual en � de la serie de funciones,

P

fn, y la continuidad de la función suma

F D
1
X

nD1

fn.

a) �D R, fn.x/D e�nx.

b) �D R, fn.x/D 1

n
� 1

x2 C n
.

c) �D R, fn.x/D .�1/n
sen.n2x/

n.log.n C 1//2
.

d) �D R n Z
�, fn.x/D 1

n2 � x2
.

e) �D R n f�1; 1g, fn.x/D x2n

1 � x2nC1
.

f) �D R
C
o , fn.x/D x

.1 C nx/.1 C nx C x/
.

505. Estudia la derivabili dad de la función de Riemann & W �1;C1Œ! R , definida para todo
x > 1 por:

&.x/D
1
X

nD1

1

nx
:

Justificatambién que lKım
x!1

&.x/D C1.

506. Sea f W R
C
o ! R la función definida por:

f .x/D
1
X

nD0

e�nx

1 C n2
; .x 2R

C
o /:

Estudia la derivabili dad def y justificaque para todox > 0 es:

f 00.x/C f .x/D 1

1 � e�x
:

Prueba que f es continua en R
C
o que lKım

x!C1
f .x/D 1, y lKım

x!0
f 0.x/D �1. Deduce

quef no esderivable en 0.

507. Sea
P

fn una serie de funciones que converge uniformemente en un conjunto A. Sea

Fn D
n
X

kD1

fk . Prueba que para toda sucesión fxng de puntos de A se verifica que la

sucesión fF2n.xn/ � Fn.xn/g converge a cero.
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508. En cada uno de los siguientes ejercicios se especifica un conjunto � � R y, para cada
n2N, sedefineunafunción fn W� ! R . Sepide estudiar, haciendo uso deloscriterios
deDirichlet o deAbel, la convergencia puntual y uniforme en� de laseriede funciones
P

fn.

a) �D R; fn.x/D .�1/n

x2 C n
.

b) �D Œ2;C1Œ; fn.x/D .�1/n

nx C .�1/n
.

c) �D Œ0; ��; fn.x/D sen.nx/p
n

.

d) �D R; fn.x/D
�

1 C 1

2
C � � � C 1

n

�sen.nx/

n
.

e) �D Œ�2�; 2��; fn.x/D x sen.nx/

2
p

n C cosx
.

f) �D Œ0; 1�; fn.x/D .1 � x/xn

log.n C 1/
. Seaan D supfn.Œ0; 1�/. Pruébese que laserie

P

an

noconverge.

g) �D R n f�1g; fn.x/D an
xn

1 C xn
, donde la serie

P

an converge.

509. Prueba que la serie
X

n>1

1

n
sen

x

n
converge uniformemente en subconjuntos acotados de

R pero noconverge uniformemente en R.

Sugerencia. La condición uniforme de Cauchy nose satisface en R. Téngase en cuenta
que senx >

p
2=2 para�=4 6 x 6 3�=4. También puede hacerse uso del ejercicio 507

con xn D n�=2.

510. Seafang una sucesión creciente y nomayorada denúmeros reales positivos. Prueba que
la función f W R

C ! R definida para todox > 0 por:

f .x/D
1
X

nD0

.�1/n e�anx

escontinua y:
C1w

0

f .x/dx D
1
X

nD0

.�1/n
1

an
:

Aplica lo anterior a los casos particulares an D n C 1, y an D 2n C 1 para obtener las
igualdades:

1
X

nD0

.�1/n

n C 1
D log2;

1
X

nD0

.�1/n

2n C 1
D �

4
:

511. Para cada n2N sea fn.x/D
x

na.1 C nx2/
.x 2R/. Prueba que laserie

P

fn:
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a) Converge puntualmente en R si a > 0, y la convergencia es uniforme en semirrectas
cerradas que no contienen al cero.

b) Converge uniformemente en R si a > 1=2.

c) No converge uniformemente en R si 0 < a 6 1=2.

Sugerencia. Estudia el comportamiento defn. Para el apartado c) puede usarse el ejerci-
cio 507.

512. Prueba que si fang es una sucesión decreciente de números positivos y
P

an sen.nx/

converge uniformemente en Œ0; 2��, entonces lasucesión fnang converge a cero.

Sugerencia. Usar el ejercicio 507, tomandoxn D �

4n
.

513. Prueba que la serie
X

n>0

.�1/n
x

.1 C x2/n
converge uniformemente en R y calcula su

suma. Calcula también
1
X

nD0

.�1/n
1w

0

x

.1 C x2/n
dx .

514. Calcula el radio de convergencia de cada una de las series de potencias
P

anxn, y estu-
dia el comportamiento de la serie en los extremos del intervalo de convergencia, en los
siguientes casos:

cn D n � p
n

n2 C n C 1
; cn D .n C 1/log.nC1/; cn D e�

�

1 C 1

n

�n

cn D 1 � 3 � 5 � � � .2n C 1/

2 � 4 � 6 � � � .2n C 2/
; cn D a

p
n .a>0/; cn D n!

.n C 1/n

cn D 1 C 1

2
C � � � C 1

n
; cn D 1

2n.n C 1/
; cn D 1

log.n C 2/

cn D 3 � 5 � � � .3n C 1/

5 � 10 � � � .5n/
; cn D n˛ ; .˛2R/; cn D 1

1 C 1=2 C � � � C 1=n

515. Calcula la función suma de la serie depotencias
X

n>1

x2n

n.2n � 1/
.

516. Calcula la función suma de las series depotencias
X

n>0

.n C 1/
x3n

2n
y
X

n>1

n.x C 3/n

2n
.

517. Dado un número natural q 2N, prueba la igualdad

1w

0

1

1 C xq
dx D

1
X

nD0

.�1/n

qn C 1
:

Calcula el valor de la sumade las series correspondientes a los valores deq D 1; 2; 3.

518. Expresa la funciónsumade las seriesdepotencias
X

n>1

nxn�1, y
X

n>1

n

n C 1
xn por medio

de funciones elementales y calcula el valor de
1
X

nD1

n

2n.n C 1/
.
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519. Calcula el radio de convergencia y lasuma de las series:

X

n>0

n3 C n C 3

n C 1
xnI

X

n>0

n3

n!
xnI

X

n>1

1

1 C 2 C � � � C n
xn:

520. Calcula la función suma de la serie de potencias
X

n>1

xn

n.2n C 1/
y deduce el valor de las

sumas de las series:
X

n>1

1

n.2n C 1/
y

X

n>1

.�1/n

n.2n C 1/
:

521. Prueba que las funciones definidas por:

g.x/D senx

x
; g.0/D 1; f .x/D ex �1

x
; f .0/D 1

h.x/D cosx � 1

x2
; h.0/D �1=2; '.x/D log.1 C x/

x
; '.0/D 1

son de clase C 1 en su intervalo natural de definición.

522. Prueba que la función f W� � �;�Œ! R dada por:

f .x/D x

senx � x
log

�senx

x

�

f .0/D 1;

esde clase C 1. Calcula lKım
x!0

f .x/� 1 � 1
12

x2

x4
.

523. Calcula el desarrollo en serie depotencias centrada en un punto a de la función:

f .x/D 2x3 � x2 C 2x � 7

x4 � x3 � 3x2 C x C 2
:

524. Calcula el desarrollo en serie depotencias centrada en cero de las funciones:

1

x2 C 5x C 6
;

1 C x

.1 C x2/.1 � x/2
:

525. Representa la función f W� � 1; 1Œ! R, dada por f .x/D log
1 C x

1 � x
, como suma de una

serie de potencias centrada en 0. Utili za dicha serie para calcular log2 con ocho cifras
decimales exactas.

526. Prueba que:

1 � 1

2
� 1

3
C 1

4
C 1

5
C � � � C .�1/nC1

2n � 1
C .�1/n

2n
C � � � D �

4
� 1

2
log2

Sugerencia. Considera la serie de potencias:

x � 1

2
x2 � 1

3
x3 C 1

4
x4 C 1

5
x5 C � � � C .�1/nC1

2n � 1
x2n�1 C .�1/n

2n
x2n C � � �
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527. Justificaque la serie de potencias
P

n>0 anxn, donde para todon2N [ f0g es:

a3nC1 D 1

3n C 1
; a3nC2 D 0; a3nC3 D �1

3n C 3
;

converge en � � 1; 1Œ. Seaf la función suma de dicha serie. Calcula la derivada def , y
deduceque para todox 2� � 1; 1Œ es:

f .x/D 1

2
log.1 C x C x2/C 1

2
arctan

�

2x C 1p
3

�

:

Como aplicación calcula el valor de
1
X

nD0

2

.3n C 1/.3n C 3/
:

528. Expresa como suma deuna serie depotencias centrada en cero la función:

f .x/D 1

3
log

1 C x
p

1 � x C x2
C 1p

3
arctan

2x � 1p
3

C �

6
p

3
:

Calcula la sumade laserie
X

n>0

.�1/n
1

3n C 1
.

Sugerencia. Deriva la función dada.

529. Calcula explícitamente el valor de an, n= 0,1,2,... sabiendo que se verifica la siguiente
relación de recurrencia:

anC2 D �2anC1 � an; a0 D 1; a1 D �3:

10.41 Estrategia. Las relaciones de recurrencia como la anterior, también llamadas
“ecuaciones en diferencias finitas” , se pueden resolver a veces por el método de la fun-

ción generatriz. Se llama así a la función f .x/D
1
X

nD0

anxn. El proceso a seguir es el

siguiente:

1. Haciendo uso de la relación de recurrencia dada sepuede calcular la función gene-
ratriz sin conocer el valor dean.

2. Una vez conocida la función generatriz se obtiene su desarrollo en serie de poten-
cias centrado en cero.

530. Resolver por el método de la función generatriz las siguientes ecuaciones en diferencias
finitas:

1. anC2 D 5anC1 � 6an; n D 0; 1; 2; : : : a0 D 2; a1 D 5:

2. bnC2 D bnC1 C bn; n D 1; 2; : : : b1 D 1; b2 D 1:

531. ¿Paraqué números reales˛ severificaque
1

2
.ex C e�x/6 e˛x2

para todox 2R?

Sugerencia. Expresa dicha desigualdad usandoseries de potencias.
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532. Justificaque para �1 6 x < 1 se verificaque:

xw

0

log
1

1 � t
dt D

1
X

nD1

xnC1

n.n C 1/
:

Pruebatambién, yaseapor cálculo directo o por razonesde continuidad, quedicha igual-
dad esválida para x D 1.

533. Justificaque para �1 < x < 1 se verificala igualdad:

xw

0

1

t
log

1

1 � t
dt D

1
X

nD1

xn

n2
:

¿Esdicha igualdad válida para x D 1?

534. Definamos f W R
C
o ! R por:

f .x/D
1w

0

e�x2.1Ct2/

1 C t2
dt :

Prueba que:

a) f .0/D �=4, y lKım
x!C1

f .x/D 0.

b) Usando un desarrollo en serie paraf , prueba quef esderivable en R
C y:

f 0.x/D �2x

1w

0

e�x2.1Ct2/ dt :

c) Justificaque para todox > 0 severificaque:

f .x/C
 

xw

0

e�t2

dt

!2

D �

4
:

d) Deducede lo anterior que
C1w

0

e�x2

dx D
p
�

2
.

10.5.2. Ejercicios resueltos

¡Antes dever lasolución deun ejercicio debes intentar resolverlo!

Ejercicio resuelto 240 Estudia la convergencia uniforme en intervalos de la forma Œ0; a� y
Œa;C1Œ donde a > 0, de la sucesión de funciones ffng definidas para todox > 0 por:

fn.x/D 2nx2

1 C n2x4
:
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Ejercicios resueltos 628

Solución. Esevidenteque lKım
n!1

ffn.x/gD0. Como f 0
n.x/D4nx

1 � n2x4

.1 C n2x4/2
, tenemos

que f 0
n.1=

p
n/D 0, f 0

n.x/ > 0 para 0 < x < 1=
p

n y f 0
n.x/ < 0 para x > 1=

p
n.

Deducimos que la función fn es estrictamente creciente en Œ0; 1=
p

n� y estrictamente
decreciente en Œ1=

p
n;C1Œ, por lo quefn alcanzaun máximo valor en R

C
o en el punto

xn D 1=
p

n.

1

1 2

fn.x/D 2nx2

1 C n2x4

Dado un número a > 0 sean0 tal que xn0
< a. Para todon > n0 tenemos quexn < a, y

por tanto:

mKax ffn.x/ W 0 6 x 6 ag D fn.xn/D 1; mKax ffn.x/ W x > ag D fn.a/

Como lKımffn.a/g D 0 se sigue que ffng converge uniformemente en Œa;C1Œ pero,
evidentemente, no converge uniformemente en Œ0; a�. ©

Ejercicio resuelto 241 Estudia la convergencia uniforme en Œ0; 1�, de la sucesión de funcio-
nes ffng definidas para x 2�0; 1� por fn.x/D xn log.1=x/, y fn.0/D 0.

Solución. Esevidenteque lKım
n!1

ffn.x/gD0. Comof 0
n.x/D�

�

n logxC1
�

xn�1 tenemos

quef 0
n.x/D 0 si, y sólo si, logx D �1=n, es decir, x D e�1=n. Ademásf 0

n.x/ > 0 para
0 < x < e�1=n y f 0

n.x/ < 0 para e�1=n < x 6 1. Deducimos que la función fn es
estrictamente creciente en �0;e�1=n� y estrictamente decreciente en Œe�1=n; 1�, por lo que
fn alcanzaun máximo valor en Œ0; 1� en el punto xn D e�1=n. Por tanto:

mKaxffn.x/ W x 2�0; 1�g D fn.e
�1=n/D 1

e

1

n

y, deducimos que la sucesión ffng converge uniformemente en Œ0; 1�. ©

Ejercicio resuelto 242 Dado ˛ 2 R, consideremos la sucesión de funciones ffng, donde
fn W Œ0; 1� ! R es la función definida para todox 2 Œ0; 1� por:

fn.x/D n˛x.1 � x2/n:

¿Para qué valores de˛ hay convergencia uniforme en Œ0; 1�? ¿Para qué valores de˛ hay
convergencia uniforme en Œ�; 1�, donde 0 < � < 1?
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Ejercicios resueltos 629

Solución. Observa que fn.0/ D fn.1/ D 0 y, si 0 < x < 1, la sucesión fn˛.1 � x2/ng
es de la forma fn˛�ng con 0 < � < 1 por lo que lKım

n!1
ffn.x/g D 0. Por tanto, en el

intervalo Œ0; 1� la sucesión ffng converge puntualmente a cero.

Tenemosque
f 0

n.x/D n˛.1 � x2/n�1.1 � .1 C 2n/x2/

Pongamos xn D 1p
1 C 2n

. Entonces f 0
n.xn/ D 0, f 0

n.x/ > 0 para 0 < x < xn y

f 0
n.x/ < 0 para xn < x < 1. Deducimos que la funciónfn esestrictamente creciente en
Œ0;xn� y estrictamente decreciente en Œxn; 1�, por lo que fn alcanzaun máximo valor en
Œ0; 1� en el punto xn.

0.25

0.50

1

fn.x/Dn
1
4 x.1�x2/n

La sucesión ffng para˛ D 1=4

0.25

0.50

1

fn.x/Dn
1
2 x.1�x2/n

La sucesión ffng para˛ D 1=2

Como

fn.xn/D n˛

p
1 C 2n

�

1 � 1

1 C 2n

�n

sededucequelKımffn.xn/gD0 si, y sólo si, ˛ < 1=2. Pot tanto, lasucesión ffng converge
uniformemente en Œ0; 1� si, y sólo si, ˛ < 1=2.

Dado 0 < � < 1, sean0 tal que xn0
< �. Para todon > n0 tenemos que xn < � y por

tanto mKaxffn.x/ W �6 x 6 1g D fn.�/ ! 0 por lo que ffng converge uniformemente en
Œ�; 1� para todo˛2R.

Ejercicio resuelto 243 Para cada n2N sea fn W Œ0; �=2� ! R la función dada por:

fn.x/D n.cosx/nsenx:

Estudia la convergencia puntual de la sucesión de funciones ffng y la convergencia uni-
forme en los intervalos Œ0; a� y Œa; �=2� donde 0 < a < �=2.

Solución. Esclaro quefn.0/Dfn.�=2/D0 y para0 < x < �=2 lasucesión fn.cosx/ng
esdelaformafn�ng con0 < � < 1 por lo que lKım

n!1
ffn.x/gD0. Por tanto, enel intervalo

Œ0; �=2� lasucesión ffng converge puntualmente a cero. Observa también quefn.x/> 0

para todox 2 Œ0; �=2�.
Intentemos calcular el máximo absoluto defn.x/ en Œ0; �=2�. Tenemosque:

f 0
n.x/D n.cosx/n�1.cos2.x/� n sen2.x//:
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Seaxn 2�0; �=2Œ tal que cos2.xn/ � n sen2.xn/D 0. Como fn es positiva y se anula en
los extremos del intervalo, es evidente que fn alcanza su mayor valor en Œ0; �=2� en el
punto xn. Observa que xn D

p

arctg.1=n/ ! 0.

Tenemosque:
fn.xn/D n.cos.xn//

n sen.xn/:

Estudiar la convergencia de estasucesión noesdel todoinmediato. Pongamosfn.xn/D
ynzn donde yn D n sen.xn/, zn D .cos.xn//

n. Entonces:

yn D nxn
sen.xn/

xn
D

p
n
p

n arctg.1=n/
sen.xn/

xn
;

y como
sen.xn/

xn
! 1 y n arctg.1=n/ ! 1, se sigue que yn ! C1 (de hecho, se tiene

que yn es asintóticamente equivalente a
p

n, esto es, yn � p
n).

Por otra parte, tenemos que:

log.zn/D n log.cosxn/ � n.cos.xn/ � 1/ � n
�1

2
x2

n D �1

2
n arctg.1=n/ ! �1

2
:

Por tanto zn ! e�1=2. Deducimos así quefn.xn/D ynzn ! C1.

Dado un número 0 < a < �=2, sean0 tal que xn0
< a. Para todon > n0 tenemos que

xn < a. Por tanto, para todon > n0 es:

mKaxffn.x/ W 0 6 x 6 ag D fn.xn/ mKaxffn.x/ W a 6 x 6 �=2g D fn.a/:

Como ffn.xn/g no converge a0 sesigue que ffng noconverge uniformemente en Œ0; a�.
Como ffn.a/g ! 0 sesigue que ffng converge uniformemente en Œa; �=2�.

1

1
Lasucesiónfn.x/D n.cosx/nsenx

Hagamos este mismo ejercicio sin calcular el valor máximo de fn, acotando de forma
conveniente.

Lo primero que nos damos cuenta es de que es muy fácil probar que hay convergencia
uniforme en Œa; �=2�, puescomo lafuncióncosenoesdecreciente en Œ0; �=2� y senx 61,
se tiene que:

0 6 fn.x/D n.cosx/nsenx 6 n.cosa/n
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para todox 2 Œa; �=2�. Puesto que la sucesión fn.cosa/ng ! 0 (es de la forma n�n con
0 < � < 1) concluimos que hay convergencia uniforme en Œa; �=2�.

Lasituaciónesdistinta en el intervalo Œ0; a�. Podemos sospechar queno hay convergencia
uniforme en dicho intervalo. Para ello, tomemos un D 1=n. Tenemos que:

fn.1=n/D n sen.1=n/.cos.1=n//n;

y como fn sen.1=n/g ! 1 y

lKım
˚

.cos.1=n//n
	

D exp
�

lKımfn.cos.1=n/ � 1/g
�

D exp.0/D 1;

obtenemos que ffn.1=n/g ! 1. Como, para todon > 1=a se verificaque 0 < 1=n < a,
resulta que:

mKax ffn.x/ W 0 6 x 6 ag > fn.1=n/

y concluimos que no hay convergencia uniforme en Œ0; a�. ©

Ejercicio resuelto 244 Para cada n2N sea fnW �0; �Œ! R la función dada por:

fn.x/D sen2.nx/

n senx
0 < x < �:

Estudia la convergencia puntual de lasucesión defunciones ffng así como la convergen-
ciauniforme en intervalos del tipo �0; a�, Œa; �Œ y Œa; b� donde 0 < a < b < � .

Solución. Evidentemente lKımffn.x/g D 0. Observa también que fn.x/ > 0 para todo
x 2�0; �Œ. Para estudiar la convergencia uniforme en un intervalo de la forma �0; a� to-
memosxn D 1=n. Como

fn.1=n/D sen2.1/

n sen.1=n/
! sen2.1/

deducimos que no hay convergencia uniforme en �0; a�.

Análogamente, como

fn.� � 1=n/D sen2.n� � 1/

n sen.� � 1=n/
! sen2.1/;

deducimos que no hay convergencia uniforme en Œa; �Œ.

Finalmente, sea0 < a < b < � . Como senx > 0 para todox 2 Œa; b� y por el teorema
de Weierstrass sabemos que tiene que haber un punto x0 2 Œa; b� tal que senx0 6 senx

para todox 2 Œa; b�, deducimos que:

0 6 fn.x/D sen2.nx/

n senx
6

1

n sen.x0/
;

y por tanto:

mKax ffn.x/ W a 6 x 6 bg 6
1

n sen.x0/
:

Yaque, evidentemente, f1=n sen.x0/g ! 0, concluimos que hay convergencia uniforme
en Œa; b�.
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1

1 2 3

Lasucesiónfn.x/D sen2.nx/

n senx

Ejercicio resuelto 245 Estudia la convergencia puntual y uniformede lasucesión de funcio-
nes ffng donde fn W R ! R está definida por:

fn.x/D n
p

1 C x2n x 2R:

Solución. Para calcular la función límite puntual hay que distinguir dos casos:

� Si jxj < 1, entonces 1 6
n
p

1 C x2n 6 1 C x2n y por tanto lKımffn.xn/g D 1.

� Si jxj > 1, entonces x2 6
n
p

1 C x2n 6 21=nx2 y por tanto lKımffn.xn/g D x2.

La función límite puntual viene dada por:

f .x/D lKımffn.x/g D
�

1; si jxj < 1

x2; si jxj > 1

Tenemosque:

� Si jxj < 1 es:

0 6 fn.x/� f .x/D n
p

1 C x2n � 1 6 21=n � 1:

� Si jxj > 1 es:

0 6 fn.x/� f .x/D n
p

1 C x2n � x2 D x2

 

n

r

1 C 1

x2n
� 1

!

: (10.19)

Aplicando el teorema del valor medio a la función h.t/ D n
p

1 C t en el intervalo Œ0; s�

obtenemos que
h.s/ � h.0/

s
D h 0.c/ donde c esalgún punto del intervalo �0; sŒ. Como:

h 0.c/D 1

n
.1 C c/1=n�1 6

1

n
;

sesigue que h.s/ � h.0/D sh 0.c/6
s

n
. Tomandos D 1

x2n
resulta que

n

r

1 C 1

x2n
� 1 D h.1=x2n/ � h.0/ 6

1

nx2n
6

1

nx2
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Deducimos ahora de (10.19) que 0 6 fn.x/� f .x/6
1

n
.

Finalmente:

mKax fjfn.x/� f .x/j W x 2Rg 6 mKax

�

21=n � 1;
1

n

�

! 0

y concluimos que ffng converge uniformemente en R.

Observaque, aunque la convergencia esuniformey todas lasfuncionesfn son derivables
en R, la función límite, f , noes derivable en x D 1. ©

Ejercicio resuelto 246 Estudiala convergenciauniforme en intervalosdelaforma � � 1;�a�,
Œ�a; a� y Œa;C1Œ donde a > 0, de la sucesión de funciones ffng definidas por
fn.x/D n sen.x=n/ para todox 2R.

Solución. Definamos la función

' W R ! R ; '.t/D sen t

t
.t ¤ 0/; '.0/D 1

Conello, tenemosquefn.x/Dx'.x=n/ y, como lKım
t!0

'.t/D1, deducimosquelafunción

límite puntual de lasucesión viene dada por:

f .x/D lKım
n!1

fn.x/D x .x 2R/:

Dado a > 0, es fácil comprobar que no hay convergencia uniforme en Œa;C1Œ, pues
para todon > a se tiene que:

mKax fjf .x/� fn.x/j W x > ag > f .n/ � fn.n/D n.1 � sen.1// ! C1:

Análogamente se prueba que no hay convergencia uniforme en � � 1;�a�.

Estudiemos si hay convergencia uniforme en Œ�a; a�. Para todox 2 Œ�a; a� tenemos que:

jf .x/� fn.x/j D jx � x'.x=n/j D jxjj1 � '.x=n/j 6 aj1 � '.x=n/j:

Dado " > 0, seaı > 0 tal que j1 � '.t/j < "=a siempre que jt j < ı. Tomemos un
número natural n0 tal que1=n0 < ı=a. Entonces, paratodon>n0 y paratodox 2 Œ�a; a�

se tiene que jx=nj 6 a=n 6 a=n0 < ı, por lo que:

jf .x/� fn.x/j 6 aj1 � '.x=n/j < ";

y por tanto, para todon > n0 esmKax fjf .x/� fn.x/j W x 2 Œ�a; a�g < ". Hemosprobado
así que ffng converge uniformemente en Œ�a; a�. ©

Ejercicio resuelto 247 Estudia la convergencia uniforme en R
C
o , delasucesión defunciones

ffng definidas para todox 2R
C
o por:

fn.x/D arctg

�

n C x

1 C nx

�

:

Solución. Como fn.0/ D arctgn, y lKım
t!C1

arctg t D �=2, la función límite viene dada
por:

f .x/D lKımffn.x/g D
�

arctg.1=x/; si x > 0

�=2; si x D 0
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Observa que se trata de una función continua en R
C
o . Estudiemos si hay convergencia

uniforme en R
C
o . Para ello es conveniente conocer el signo de la funciónfn.x/� f .x/.

Teniendo en cuenta que la función arcotangente es inyectiva, se deduce que
fn.x/ � f .x/ D 0 si, y sólo si, .n C x/=.1 C nx/ D 1=x lo que equivale a x D 1

(laotraposibili dad x D �1 sedescarta porque suponemos quex > 0). En consecuencia,
la funciónfn.x/�f .x/ debe tener signoconstante en cadaintervalo Œ0; 1Œ y en �1;C1Œ.
Como:

fn.0/ � f .0/D arctgn � �=2 < 0; y lKım
x!C1

.fn.x/� f .x//D arctg.1=n/ > 0;

sesigue quefn.x/� f .x/ < 0 para x 2 Œ0; 1Œ, y fn.x/� f .x/ > 0 para x > 1.

Estudiemos ahora la derivada defn.x/� f .x/. Un cálculo sencill o nos da:

f 0
n.x/� f 0.x/D 2

1 C 2nx C x2

.1 C x2/..1 C n2/x2 C 4nx C 1 C n2/
:

Por tanto f 0
n.x/ � f 0.x/ > 0 para todox > 0. En consecuencia fn � f es una función

creciente en R
C
o . Como

jfn.x/� f .x/j D
�

f .x/� fn.x/; si x 2 Œ0; 1�
fn.x/ � f .x/; si x 2 Œ1;C1Œ

Resultaque la función jfn � f j esdecreciente en Œ0; 1� y creciente en Œ1;C1Œ. Conclui-
mosque

jfn.x/�f .x/jD
(

f .x/�fn.x/6f .0/�fn.0/D �=2 � arctgn; si x 2 Œ0; 1�
fn.x/�f .x/6 lKım

x!C1
.fn.x/�f .x//D arctg.1=n/; si x 2 Œ1;C1Œ

Por tanto, para todox > 0, es:

jfn.x/� f .x/j 6 ˇn D mKax f�=2 � arctgn;arctg.1=n/g ;

y como fˇng ! 0, la sucesión ffng converge uniformemente en R
C
o . ©

Ejercicio resuelto 248 Para cada n2N sea

fn.x/D x

na.1 C nx2/
.x > 0/:

Prueba que laserie
P

fn:

a) Converge puntualmente en R
C
o si a > 0, y la convergencia esuniforme en semirrectas

cerradas que no contienen al cero.

b) Converge uniformemente en R
C
o si a > 1=2.

Solución. a) Como se pide estudiar la convergencia en R
C
o , consideraremos en lo que

sigue que x > 0. La serie
X

n>1

x

na.1 C nx2/
es de términos positivos y, para x > 0,

tenemos que:

lKım
n!1

n1Ca x

na.1 C nx2/
D 1

x
:
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Por el criterio límite de comparación (o por el criterio de Prinsheim, como se prefiera),
sesigue que laserie converge si, y sólo, si 1 C a > 1, es decir a > 0.

Estudiemos la convergencia uniforme en una semirrecta del tipo Œ�;C1Œ, (� > 0). Co-
mo:

f 0
n.x/D 1

na

1 � x2n

.1 C nx2/2
;

se deduce fácilmente que fn es creciente en Œ0; 1=
p

n� y decreciente en Œ1=
p

n;C1Œ.
Sean0 2N tal que 1=

p
n0 < �. Para todon > n0 se tiene que 1=

p
n < � por lo quefn

esdecreciente en Œ�;C1Œ y, por tanto, fn.x/6 fn.�/ para todox > �. Puesto que, para
a > 0, la serie

P

fn.�/ converge, se sigue, por el criterio de Weierstrass, que la serie
P

fn converge uniformemente en Œ�;C1Œ.

b) Si a > 1=2 entonces la serie
X

n>1

fn.1=
p

n/D 1

2

X

n>1

1

naC1=2
es convergente (es una

seriedeRiemannconexponenteaC1=2 > 1). Como paratodox>0 setienequefn.x/6

fn.1=
p

n/, el criterio deWeierstrassimplicaque laserie
P

fn converge uniformemente
en R

C
o . ©

Ejercicio resuelto 249 Estudia la convergencia puntual y uniforme de la serie de funciones
P

fn donde, fn W R ! R es la función dada por:

fn.x/D x

1 C n2x2
n D 0; 1; 2; : : :

SeaF.x/D
1
X

nD0

fn.x/, la función suma de laserie. Calcula lKım
x!0
x < 0

F.x/ y lKım
x!0
x > 0

F.x/.

Sugerencia. Parax > 0 se tiene que

kC1w

k

x

1 C t2x2
dt 6 fk.x/D

kC1w

k

x

1 C k2x2
dt 6

kw

k�1

x

1 C t2x2
dt

Solución. Puesto que, para x ¤ 0:

lKım
n!1

n2 jxj
1 C n2x2

D 1

jxj ;

se sigue, por el criterio límite de comparación (o por el criterio de Prinsheim, como se

prefiera) que la serie
X

n>1

jxj
1 C n2x2

es convergente. También converge, evidentemente,

para x D 0.

Para estudiar la convergencia uniforme veamos qué información nos da el criterio de
Weierstrass. Tenemos que:

f 0
n.x/D 1 � n2x2

.1 C n2x2/2
:

Deducimosquefn escreciente en Œ0; 1=n� y decreciente en Œ1=n;C1Œ. Como fn.�x/D
�fn.x/, deducimos que jfn.x/j 6 fn.1=n/ D 1=2n para todo x 2 R. Como la se-
rie

P

1=2n no es convergente el criterio de Weierstrass no nos dice nada acerca de
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la convergencia uniforme de laserieen todoR (observa que el criterio deWeierstrassda
condiciones suficientes pero nonecesarias para la convergencia uniforme). Sin embargo,
dicho criterio sí nos proporciona información cuando consideramos un conjunto de la
forma: A� D fx 2R W jxj > �g, donde � > 0. Pues, tomandon0 tal que 1=n0 < �, para
todon > n0 se tiene que 1=n < �, por lo quefn es decreciente en Œ�;C1Œ y, en conse-
cuencia jfn.x/j 6 fn.�/ para todox 2A�. Puesto que la serie

P

fn.�/ es convergente,
el criterio de Weierstrassnos diceque

P

fn converge uniformemente en A�.

La única duda que queda por resolver es si la serie converge uniformemente en algún
intervalo de la forma Œ��; �� con � > 0 (en cuyo caso sería uniformemente convergente
en todoR). Pronto saldremos de dudas.

Calculemos los límites laterales en x D 0 de la función suma de la serie. Usando la
sugerencia del enunciado tenemos, supuesto x > 0, que

nC1w

0

x

1 C t2x2
dt D

n
X

kD0

kC1w

k

x

1 C t2x2
dt 6

n
X

kD0

kC1w

k

x

1 C k2x2
dt D

D
n
X

kD0

fk.x/D x C
n
X

kD1

x

1 C k2x2
6

6x C
n�1
X

kD0

kC1w

k

x

1 C t2x2
dt D x C

nw

0

x

1 C t2x2
dt

deducimos que:

arctg..n C 1/x/6

n
X

kD0

fk.x/6 x C arctg.nx/:

Tomandolímites para n ! 1 en esta desigualdad obtenemos �=2 6 F.x/6 �=2 C x.
Como esta desigualdad esválida para todox > 0, sesigue que lKım

x!0
x > 0

F.x/D �=2. Como

F.�x/D �F.x/, se deduce que lKım
x!0
x < 0

F.x/D ��=2. Por tanto, la función F tiene una

discontinuidad desalto en x D 0.

Como las funciones fn son continuas en R deducimos que la serie
P

fn no puede ser
uniformemente convergente en ningúnintervalo de la forma Œ��; �� con � > 0 pues, si
así ocurriera, la función sumahabría deser continua en dicho intervalo y, por tanto sería
continua en x D 0 lo que acabamos de probar que no escierto.

Fíjate en quelafunciónF sí escontinua en Rnf0g. Puescualquier número a¤0 podemos
meterlo dentro de un conveniente conjunto A�, sin más que tomar � < jaj, y como la
serie

P

fn convergeuniformemente en A�, la funciónsuma, F , escontinua en A� y, por
lapropiedad local de la continuidad, se sigue que F escontinua en a. ©

Ejercicio resuelto 250 Estudia la convergencia puntual y uniforme de laserie
P

fn donde

fn.x/D nnC1

n!
xn e�nx .x > 0/:

Universidad de Granada
Dpto. de AnálisisMatemático

Prof. Javier Pérez
Cálculo diferencial e integral



Ejercicios resueltos 637

Solución. Estudiemos la convergencia puntual. Parax > 0 laserie
P

fn.x/ esde térmi-
nos positivos y podemos aplicar el criterio del cociente. Tenemosque:

fnC1.x/

fn.x/
D .n C 1/nC2

.n C 1/!

n!

nnC1
x e�x D

�

n C 1

n

�nC1

x e�x ! x e1�x :

Consideremos la función'.x/D x e1�x. Setieneque' 0.x/D e1�x.1 � x/ y, fácilmen-
te, se deduce que ' es estrictamente creciente en Œ0; 1� y estrictamente decreciente en
Œ1;C1Œ. Luego para x > 0, x ¤ 1 se tiene que '.x/ < '.1/ D 1. Por tanto, el criterio
del cociente implicaque laserie converge para todo número x > 0, x ¤ 1.

En este caso el criterio del cociente también proporciona información para x D 1, pues
aunque

lKım fnC1.1/

fn.1/
D lKım

�

n C 1

n

�nC1

e�1 D1;

como lasucesión .1C1=n/nC1 esdecreciente, setienequedicho límitese acerca a1 por

valores mayores que 1, esdecir
fnC1.1/

fn.1/
> 1, lo que claramente implicaque ffn.1/g no

converge a cero y, por tanto, la serie
P

fn.1/ no converge por no cumpli r la condición
necesaria básicade convergencia para series.

Estudiemos la convergencia uniforme. Tenemosque:

f 0
n.x/D nnC1

n!
nxn�1 e�nx.1 � x/:

Y, al igual que antes, se sigue que fn es estrictamente creciente en Œ0; 1� y estrictamen-
te decreciente en Œ1;C1Œ. Dado � > 1, para todo x > � es fn.x/ 6 fn.�/ y como la
serie

P

fn.�/ es convergente, deducimos, por el criterio de Weierstrass, que
P

fn con-
verge uniformemente en Œ�;C1Œ. Análogamente se comprueba que hay convergencia
uniforme en intervalos de la forma Œ0; �� donde 0 < � < 1. ©

Ejercicio resuelto 251 En cada uno de los siguientes ejercicios se especifica un conjunto
� � R y, para cada n 2 N, se define una función fn W� ! R . Se pide estudiar la
convergencia puntual en� de la sucesión de funciones, ffng, así como la convergencia
uniforme en los conjuntos A � � que se indican en cada caso.

a) �D�0; �
2
Œ; fn.x/D n2.tgx/n.1 C cos4x/; A D Œ0; a�; A D Œa; �

4
�; 0 < a < �

4
:

b) �D R; fn.x/D
�

1 C x

n

�n

; A D Œa; b�; a < b:

c) �D� � 1;C1Œ; fn.x/D n log

�

1 C x

n

�

; AD� � 1; a�; A D Œa;C1Œ; a > �1:

Solución. a) Se tiene que fn.0/ D 0 y fn.�=4/ D 0 para todon 2 N. Si 0 < x < �=4

entonces ffn.x/g ! 0 porque esunasucesión delaforman2�n donde0 < �D tgx < 1.
Para�=4 < x < �=2 la sucesión ffn.x/g ! C1. El campo de convergencia puntual
es C D Œ0; �=4� y la función límite puntual es la función nula. Sea0 < a < �=4. Como
la tangente escreciente en Œ0; �

2
Œ, tenemos que:

supfjfn.x/j W x 2 Œ0; a�g 6 2n2.tga/n
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y, como f2n2.tga/ng ! 0, concluimos que hay convergencia uniforme en Œ0; a�. Hay
que sospechar que no hay convergencia uniforme en Œa; �=4�. Para ello seaxn D �

4
� 1

n

y pongamos un D tg.xn/, vn D n. Tenemosque fung ! 1 y vn ! C1. Tenemos que:

vn.un � 1/D n
�

tg.xn/ � 1
�

D � tg.xn/ � 1

�1
n

D � tg.xn/ � 1

xn � �
4

! �2

Donde hemos usado que lKım
x! �

4

tgx � 1

x � �
4

D 2 porque es la derivada de la tangente en

x D �=4. Deducimos que
�

tg.xn/
�n ! e�2 lo que implicaque fn.xn/ ! C1. Como

fxng ! �=4 y 0 < x � n < �=4, dado a con 0 < a < �=4 hay un n0 2 N tal que
a < xn < �=4 para todon > n0. Por tanto, para n > n0 se tiene que:

supfjfn.x/j W x 2 Œa; �=4�g > fn.xn/

y concluimos que no hay convergencia uniforme en Œa; �
4
�.

b) La función límite puntual viene dada por:

f .x/D lKım
n!1

fn.x/D ex :

El campo de convergencia puntual es R y la función límite es la función exponencial.
Probaremos que hay convergencia uniforme en todointervalo de la forma Œ�˛; ˛� donde
˛ > 0. Dado˛ > 0, sean0 2N tal quen0 > ˛. Paratodox 2 Œ�˛; ˛� y para todon > n0

se tieneque x
n

2 Œ�˛
n
; ˛

n
� ��� 1; 1Œ, luego 1 C x

n
> 0. En lo que sigue supondremos que

x 2 Œ�˛; ˛� y n > n0.
ˇ

ˇ

ˇex �
�

1 C x

n

�nˇ
ˇ

ˇD ex
ˇ

ˇ1 � exp
�

x.'.x=n/� 1/
�ˇ

ˇ6 e˛
ˇ

ˇ1 � exp
�

x.'.x=n/ � 1/
�ˇ

ˇ :

Donde:

'.t/D log.1 C t/

t
; t > �1; '.0/D 1:

Se verifica que lKım
t!1

'.t/ D 1 por lo que ' es una función continua. Dado " > 0, por

la continuidad de la exponencial en 0 hay un ı1 > 0 tal que para juj < ı1 se verifica
que j1 � euj < "e�˛. Por la continuidad de ' en 0 hay un número ı2 > 0 tal que para
jt j < ı2 severificaque j'.t/� 1j < ı1=˛. Tomemosn1 > n0 tal que ˛

n1
< ı2. Entonces

para todox 2 Œ�˛; ˛� y para todon > n1 se tiene que:

jxj
n
< ı2 ÷ j1 � '.x=n/j < ı1

˛
÷

ˇ

ˇx
�

'.x=n/ � 1
�ˇ

ˇ < ı1 ÷

÷
ˇ

ˇ1 � exp
�

x.'.x=n/� 1/
�ˇ

ˇ < "e�˛ ÷
ˇ

ˇ

ˇex �
�

1 C x

n

�nˇ
ˇ

ˇ < ":

Lo que prueba que para todo˛ > 0 hay convergencia uniforme en Œ�˛; ˛� y, por tanto
hay convergencia uniforme en todointervalo acotado.

c) Tenemos que para todox 2R:

lKım
n!1

n log

�

1 C x

n

�

D x:
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En el ejercicio sesupone que x > �1 para que todas las funciones fn estén definidas en
el intervalo � � 1;C1Œ. Por tanto, el campo de convergencia puntual es � � 1;C1Œ y la
función límitepuntual es la función identidad f .x/D x. Definamoshn.x/D x � fn.x/.
Tenemosque:

h 0.x/D 1 � n

1
n

1 C x
n

D 1 � n

n C x
D x

n C x

Deducimosqueh0
n.x/ < 0 para �1 < x < 0 y h0

n.x/ > 0 parax > 0. Por tanto hn tiene
en el intervalo � � 1;C1Œ un mínimo absoluto en x D 0, por lo que hn.x/ > hn.0/ D
0. Observa que, para n > 2, hn.�1/ está definido y las funciones hn son continuas en
Œ�1;C1Œ. Como hn decrece en Œ�1; 0� y crece en Œ0;C1Œ , para todo n > 2 y todo
a > �1 se tiene que:

mKax fjhn.x/j W �1 6 x 6 ag D mKax fhn.�1/;hn.a/g ! 0:

Por tanto hay convergencia uniforme en � � 1; a�. Por otra parte se tiene que:

hn.n/D n � n log2 D n.1 � log2/ ! C1:

Lo que implica que no hay convergencia uniforme en ningún intervalo de la forma
Œa;C1Œ. ©

Ejercicio resuelto 252 Sea f W R
C
o ! R una función continua, no idénticamente nula con

lKım
x!C1

f .x/D 0, f .0/D 0. Sean ffng y fgng las sucesiones de funciones definidas por

fn.x/D f .nx/, gn.x/D f .x=n/, para todox 2R
C
o y todon2N. Prueba que:

a) ffng y fgng convergen puntualmente a ceroenR
C
o pero la convergencianoesuniforme

en R
C
o .

b) Lasucesión ffngng converge uniformemente a cero en R
C
o .

Solución. El apartado a) es inmediato. Haremosel apartado b). Observaque en lashipó-
tesishechasparaf la función jf j está acotada, dehechoalcanzaunmáximo absoluto en
R

C
o . SeaM > 1 tal que jf .x/j 6 M . Dado" > 0, por hipótesis hay números0 < a < b

tales que para 0 6 x 6 a y para x > b se verifica que jf .x/j 6 "=M . Sean0 2 N tal
que b=n0 < a. Para todo n > n0 y para todo x 2 Œa; b� se tiene que x=n < a y por
tanto jgn.x/j < "=M , lo que implicaque jfn.x/gn.x/j D jfn.x/jjgn.x/j 6 M "

M
D ".

Si 0 6 x 6 a entonces también 0 6 x=n 6 a y si b 6 x también es b 6 nx, en cualquier
caso, se sigue que jfn.x/gn.x/j < ". Por tanto, para todon > n0 y para todox 2 R es
jfn.x/gn.x/j < ", lo que prueba que la convergencia es uniforme en R. ©

10.42Observación. El producto dedos sucesionesdefuncionesuniformemente conver-
gentes puede no ser uniformemente convergente. Considera el ejmplo trivial en que las
sucesiones son fn.x/ D 1=n (una sucesión de funciones constantes que converge uni-
formemente a cero en R) y gn.x/ D x (una sucesión constante, formada por una sola
función, que evidentemente converge uniformemente adicha función en R). El producto
es la sucesión de funciones fn.x/gn.x/D x=n que converge puntualmente a cero pero
la convergencia noes uniforme en R.

El ejercicio anterior proporciona unejemplo dedos sucesiones de funciones quenocon-
vergen uniformemente y cuyo producto converge uniformemente.
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Puedes probar como fácil ejercicio que si ffng converge uniformemente af en uncon-
junto A, y g es una función acotada en A entonces la sucesión fgfng converge unifor-
memente agf en A.

Ejercicio resuelto 253 Sea f W R ! R una función de clase C 1 e I D Œa; b� un intervalo
cerrado yacotado.

a) Prueba que para todo " > 0 existe ı > 0 tal que cualesquiera sean x;y 2 I con

0 < jx � yj < ı severificaque

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

f .x/ � f .y/
x � y

� f 0.y/

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

6 ".

b) Para cada n2N definamos:

fn.x/D n

2

xC 1
nw

x� 1
n

f .t/dt .x 2R/:

Justificaque ff 0
ng converge uniformemente af 0 en I .

Solución. El apartado a) esconsecuencia fácil de la continuidad uniformedef 0 en Œa; b�
y del teorema del valor medio. Haremos el apartado b). Tenemos que:

f 0
n.x/D 2n

�

f
�

x C 1

n

�

� f
�

x C 1

n

��

D
f
�

x C 1
n

�

� f
�

x � 1
n

�

x � 1
n

�
�

x � 1
n

�
:

Ahora basta escribir:

ˇ

ˇf 0
n.x/� f 0.x/

ˇ

ˇ6

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

f
�

x C 1
n

�

� f
�

x � 1
n

�

x C 1
n

�
�

x � 1
n

�
� f 0

�

x � 1

n

�

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

C
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

f 0
�

x � 1

n

�

� f 0.x/

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

y usando el apartado a) y la continuidad uniforme de f 0 en Œa; b� se sigue que ff 0
ng

converge uniformemente af 0 en Œa; b�.

Ejercicio resuelto 254 Supongamos quef esuna función continua en Œa; b� y quepara todo
n2N [ f0g severificaque:

bw

a

xnf .x/dx D 0:

Prueba quef .x/D 0 para todox 2 Œa; b�.
Sugerencia. Usa el teorema de aproximación de Weierstrass.

Solución. Lahipótesis hecha implicaque para toda función polinómicap.x/ se verifica

que
bw

a

p.x/f .x/dx D 0. Por el teorema de aproximación de Weierstrasshay una suce-

sión fpng de funciones polinómicas que converge uniformemente ef en Œa; b�. Como f
escontinua, está acotada en Œa; b� por lo que lasucesión fpnf g converge uniformemente
af 2 en Œa; b�. Por tanto:

bw

a

f 2.x/dx D
bw

a

lKım
n!1

pn.x/f .x/dx D lKım
n!1

bw

a

pn.x/f .x/dx D 0:

Comof 2 escontinuay positiva, deducimosqueparatodox 2 Œa; b� debeser f 2.x/D0,
esto es, f .x/D 0. ©
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Ejercicio resuelto 255 Sea ffng una sucesión de funciones que converge uniformemente
a una función f en un intervalo Œa;C1Œ. Supongamos que, para cada n 2 N, existe

lKım
x!C1

fn.x/Dan 2 R. Prueba que la sucesión fang es convergente y que f tiene límite

en C1, siendo lKım
x!C1

f .x/D lKım
n!1

fang.

Sugerencia. La condición de Cauchy permite probar la convergencia de fang.
Solución. Dado" > 0, por la condición deCauchy para la convergencia uniforme, existe
n0 2N tal quepara todosn;m > n0 y para todox > a se tiene que jfn.x/� fm.x/j 6 ".
Tomando límites en esta desigualdad para x ! C1 se deduceque jan � amj 6 ". Por
tanto la sucesión fang cumple la condición de Cauchy y, por tanto, es convergente. Sea
a D lKımfang.
Dado" > 0, hay unn0 2N tal queparatodon>n0 y paratodox>a es jf .x/� fn.x/j <
"=3 y también jan � aj < "=3. Pongamos:

jf.x/� aj 6
ˇ

ˇf .x/� fn0
.x/
ˇ

ˇC
ˇ

ˇfn0
.x/� an0

ˇ

ˇC
ˇ

ˇan0
� a

ˇ

ˇ <
2"

3
C
ˇ

ˇfn0
.x/� an0

ˇ

ˇ :

Como lKım
x!C1

fn0
.x/ D an0

, existe K > a tal que para todo x > K se verifica que
ˇ

ˇfn0
.x/ � an0

ˇ

ˇ < "=3. Concluimos, a la vista de la anterior desigualdad, que para todo
x > K se verificaque jf .x/ � aj < ". Hemos probado así que lKım

x!C1
f .x/D a. ©

Ejercicio resuelto 256 En cada uno de los siguientes ejercicios se especifica un conjunto
� � R y, para cada n2N, sedefineuna función fn W� ! R . Sepide estudiar, en cada
caso, la convergencia puntual en� de laseriede funciones,

P

fn, y la continuidad de la

función suma F D
1
X

nD1

fn.

a) �D R, fn.x/D e�nx.

b) �D R, fn.x/D 1

n
� 1

x2 C n
.

c) �D R n f�1; 1g, fn.x/D x2n

1 � x2nC1
.

Solución. a) Setratadeunaseriegeométricaderazóne�x, por tanto, dichaserie conver-
ge si, y sólo si, e�x < 1, esto es, x > 0. El campo de convergencia puntual es R

C. En
este caso podemos calcular la función suma de laserie:

F.x/D
1
X

nD1

e�nx D e�x

1 � e�x
x > 0:

Es una función continua en R
C. Este resultado también puede obtenerse sin necesidad

de calcular la función suma. Para ello, observamos que laserie converge uniformemente
en semirrectas de la forma Œa;C1Œ donde a > 0, pues para todo x > a se verifica
que e�nx 6e�na y, como la serie

P

e�na es convergente, el criterio de convergencia
uniformedeWeierstrassnosdicequelaserie convergeuniformemente en todasemirrecta
del tipo Œa;C1Œ cona > 0 y, en consecuencia, como esunaseriedefuncionescontinuas,
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la función suma escontinua en todasemirrecta del tipo indicado. Por el carácter local de
la continuidad, concluimos que la función suma es continua en R

C.

b) Seaa > 0. Para todox 2 Œ�a; a� se tiene que:

fn.x/D 1

n
� 1

x2 C n
D x2

n.x2 C n/
6

x2

n2
6

a2

n2
:

Como laserie
P

1
n2 esconvergente, deducimos por el criterio de convergencia uniforme

deWeierstrass, que laserie converge uniformemente en todointervalo del tipo Œ�a; a� y,
por tanto, en todointervalo acotado. Deducimos también que el campo de convergencia
puntual es todoR y que la función suma escontinua en R.

Observa que lKım
x!C1

fn.x/ D 1

n
. Esto nos dice que no hay convergencia uniforme en

semirrectas de la forma Œa;C1Œ, porque el resultado visto en el ejercicio resuelto 255
implica que, si hubiera convergencia uniforme, la serie

P

1
n

debería ser convergente,
cosa que no escierto.

c) Sea0 < a < 1. Para�a 6 x < a se tiene que 0 6 x2nC1

6 a2nC1

lo que implicaque:

0 6
x2n

1 � x2nC1
6

a2n

1 � a2nC1
:

Como lasucesiónfa2nC1g esdecreciente, setieneque1�a2nC1

>1�a4 > 0 y deducimos
que:

0 6
x2n

1 � x2nC1
6

a2n

1 � a4
:

Como a2n

6 a2n y la serie
P

a2n es convergente por ser una serie geométricade razón
0 < a2 < 1, se sigue, por el criterio de comparación, que laserie

P

a2n

es convergente.
El criterio de convergencia uniforme de Weierstrassimplicaque la serie dada converge
uniformemente en Œ�a; a�. Deducimos que la serie converge puntualmente en � � 1; 1Œ y
que la función suma es continua en dicho intervalo.

Análogamente, usando que fn.1=x/D �fn.x/, se prueba que la serie converge unifor-
memente en conjuntos de la forma fx 2R W jxj > ag donde a > 1. Por tanto el campo de
convergencia puntual es todo� y la función suma es continua en�. ©

Ejercicio resuelto 257 Sea
P

fn una serie de funciones que converge uniformemente en un

conjunto A. SeaFn D
n
X

kD1

fk . Prueba que para toda sucesión fxng de puntos de A se

verificaque lasucesión fF2n.xn/ � Fn.xn/g converge a cero.

Solución. Dado " > 0, por la condición da Cauchy para la convergencia uniforme,
hay un n0 2 N tal que para todos q > n > n0 y para todo x 2 A se verifica que
ˇ

ˇFq.x/� Fn.x/
ˇ

ˇ6". Haciendoen estadesigualdad qD2n resultaqueparatodox 2A es
jF2n.x/� Fn.x/j6". En particular paraxDxn 2A setieneque jF2n.xn/ � Fn.xn/j6",
desigualdad que esválida para todon > n0. ©

Ejercicio resuelto 258 En cada uno de los siguientes ejercicios se especifica un conjunto
� � R y, para cadan2N, sedefineunafunción fn W� ! R . Sepide estudiar, haciendo
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uso de los criterios de Dirichlet o de Abel, la convergencia puntual y uniforme en� de
laserie de funciones

P

fn.

a) �D R; fn.x/D .�1/n

x2 C n
.

b) �D Œ2;C1Œ; fn.x/D .�1/n

nx C .�1/n
.

c) �D Œ0; ��; fn.x/D sen.nx/p
n

.

Solución. a) Pongamosgn.x/D 1

x2 C n
. Para cada x 2R la sucesión ffn.x/g esmonó-

tona decreciente. Además como para todox 2R es 0 < gn.x/6 1
n
, se verificaque fgng

converge uniformemente a cero en R. El criterio de convergencia uniforme de Leibniz
nos diceque la serie

P

fn converge uniformemente en R. Observa que no hay conver-
gencia absoluta en ningún punto. ©

b) Pongamos:

fn.x/D .�1/n

nx C .�1/n
D
.�1/n

�

nx � .�1/n
�

n2x2 � 1
D .�1/n

nx

n2x2 � 1
� 1

n2x2 � 1
:

Como para todo n 2 N y todo x > 2 se verifica que 0 <
1

n2x2 � 1
6

1

4n2 � 1
y

la serie
P

1
4n2�1

es convergente, se sigue, por el criterio de Weierstrass que la serie
X

n>1

1

n2x2 � 1n
converge uniformemente en R.

Pongamosgn.x/D
nx

n2x2 � 1
. Se comprueba enseguida quegnC1.x/6 gn.x/. Además:

g0
n.x/D � n C x2n3

.n2x2 � 1/2

Por lo que gn es decreciente. En consecuencia, para todo x > 2 se verifica que 0 <

gn.x/ 6 gn.2/. Puesto que fgn.2/g ! 0, deducimos que la sucesión fgng converge
uniformemente a cero en Œ2;C1Œ. El criterio de convergencia uniforme de Leibniz nos
diceque laserie

P

.�1/ngn converge uniformemente en Œ2;C1Œ.

Hemos probado así que
P

fn es la suma de dos series uniformemente convergentes
en Œ2;C1Œ y, por tanto, ella misma es uniformemente convergente en dicho intervalo.
Observa que no hay convergencia absoluta en ningún punto del intervalo. ©

c) Como la sucesión f1=png es decreciente y converge a0, parece apropiado aplicar el
criterio de Dirichlet. Hemosvisto en el ejercicio resuelto 42 que:

Gn.x/D
n
X

kD1

sen.kx/D sen
�n

2
x
�

sen

�

n C 1

2
x

�

sen
�x

2

�

Por lo que, para cada0 < x 6� y paratodon2N severificaque jGn.x/j6
1

sen.x=2/
. El

criterio de Dirichlet 9.43 nos diceque la serie
P

fn.x/ es convergente. Puesto que para
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x D 0 la serie es trivialmente convergente, concluimos que el campo de convergencia
puntual en Œ0; ��. Supongamos que0<a<� . Entonces como la función senoespositiva
y creciente en Œ0; �=2� se verificará que 0 < sen.a=2/ 6 sen.x=2/ para todox 2 Œa; ��.
Resulta así que:

jGn.x/j 6
1

sen.a=2/
:

Desigualdad que es válida para todon2N y para todox 2 Œa; ��. Por tanto, la sucesión
fGng estáuniformemente acotada en Œa; ��. El criterio deDirichlet 10.13nosdiceque la
serie

P

fn converge uniformemente en Œa; ��.

Quedapor estudiar si hay convergenciauniforme en Œ0; a� donde0 < a < � . Observamos
que:

Gn.2=n/D sen.1/
sen

�

nC1
n

�

sen
�

1
n

� � n sen.1/ sen

�

n C 1

n

�

! C1:

Esto nos indicaque no va ahaber convergencia uniforme en Œ0; a�. De hecho, podemos
usar el resultado del ejercicio resuelto 257con xn D 2=n. Observa que xn 2 Œ0; a� para
todon suficientemente grande. Tenemos que:

G2n.xn/ � Gn.xn/ � n

�

sen.2/ sen

�

2n C 1

n

�

� sen.1/ sen

�

n C 1

n

��

! C1:

Lo que implica, por el citado ejercicio, que no hay convergencia uniforme en Œ0; a�. ©

Ejercicio resuelto 259 Calcula el radio de convergencia de cada una de las series de poten-
cias

P

cnxn, y estudia el comportamiento de la serie en los extremos del intervalo de
convergencia, en los siguientes casos:

a/ cn D n � p
n

n2 C n C 1
; b/ cn D .n C 1/log.nC1/; c/ cn D e�

�

1 C 1

n

�n

d/ cn D 1 � 3 � 5 � � � .2n C 1/

2 � 4 � 6 � � � .2n C 2/
; e/ cn D a

p
n .a>0/; f / cn D n!

.n C 1/n

Solución. a) Aplicando el criterio del cociente o de la raíz es muy fácil probar que
cnC1

cn
! 1 o que n

p
cn ! 1. Por tanto el radio de convergencia es 1. Como cn > 0

y cn � 1
n

la serie
P

cnxn no converge para x D 1. Se comprueba fácilmente que para
n>5 escnC1 < cn y como, además, fcng ! 0. el criterio deLeibniz implicaquelaserie
P

cnxn converge para x D �1. ©

b) El criterio de la raíz nos da:

n

q

.n C 1/logn D n

q

exp .logn/2 D exp

 

.logn/2

n

!

! exp.0/D 1:

Por tanto, el radio de convergencia es 1. No hay convergencia en 1 ni tampoco en �1

porque fcng noconverge a0.

c) No es inmediato en este caso aplicar el criterio del cociente ni el de la raíz. Pero
sabemos que:

lKım
x!0

e�.1 C x/
1
x

x
D e

2
:
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Por tanto e�.1 C xn/
1

xn � e

2
xn siempre que fxng ! 0. En particular, tenemos que:

cn D e�
�

1 C 1

n

�n

� e

2

1

n
:

Por tanto, recordando las observaciones 10.25, se sigue que la serie dada tiene el mismo
radio de convergencia que la serie

P e
2

1
n
xn. Pero esta serie tiene, evidentemente, radio

de convergencia R D 1. Para x D 1 la serie dada no converge porque 0 < cn � e
2

1
n

y
se aplica el criterio límite de comparación con la serie armónica. Para x D �1 la serie
P

.�1/ncn es una serie alternada y fcng es decreciente y convergente a0, luego dicha
serie converge en virtud del criterio deLeibniz. ©

d) Se aplica el criterio del cociente.

cnC1

cn
D cn D 2n C 3

2n C 4
! 1:

El radio de convergencia esR D 1. Para estudiar la convergencia para x D 1 se aplica el
criterio de Raabey para x D �1 el criterio de Leibniz. ©

f) Aplicamos el criterio del cociente.

cnC1

cn
D .n C 1/!

.n C 2/nC1

.n C 1/n

n!
D
�

n C 1

n C 2

�nC1

D
�

1 � 1

n C 2

�nC1

! 1

e
:

El radio de convergencia esR D e. Laserienoconverge parax D ˙ eporque lasucesión
fcn en

ng noconverge a cero. Dehecho, usandola fórmula deStirling (8.26) se tiene que:

cn en D n!

.n C 1/n
en �

p
2�n nn e�n

.n C 1/n
en D

p
2�n

�

n

n C 1

�n

! C1:

©

Ejercicio resuelto 260 Calcula la función suma de la serie de potencias
X

n>1

x2n

n.2n � 1/
.

Solución. Empezamos viendo para qué valores de x la serie dada converge absoluta-

mente. Para ello, aplicamos el criterio del cociente ala serie
X

n>1

jxj2n

n.2n � 1/
. Pongamos

an D jxj2n

n.2n � 1/
. Puesto que:

anC1

an
D jxj2.nC1/

.n C 1/.2n C 1/

n.2n � 1/

jxj2n
D jxj2 n.2n � 1/

.n C 1/.2n C 1/
! jxj2;

deducimosquelaseriedada converge absolutamentesi jxj2 < 1, esdecir, si jxj < 1. De-
ducimos así que �� 1; 1Œ esel intervalo de convergencia de laserie. Sea f W� � 1; 1Œ! R

la función sumade laserie:

f .x/D
1
X

nD1

x2n

n.2n � 1/
� 1 < x < 1:
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Recuerda que las series de potencias pueden derivarse eintegrarse término a término en
su intervalo de convergencia. Por tanto, para �1 < x < 1 tenemos que:

f 0.x/D
1
X

nD1

2
x2n�1

2n � 1

f 00.x/D
1
X

nD1

2x2n�2 D
1
X

nD0

2.x2/n D 2

1 � x2
:

Puesto quef .0/D f 0.0/D 0, deducimos que:

f 0.x/D
xw

0

2

1 � t2
dt D log.1 C x/ � log.1 � x/:

Por tanto:

f .x/D
xw

0

.log.1Ct/�log.1�t//dt D.1Cx/ log.1Cx/C.1�x/ log.1�x/ .x 2��1; 1Œ/:

©

Ejercicio resuelto 261 Calcula la función suma de las series depotencias
X

n>0

.n C 1/
x3n

2n
y

X

n>1

n.x C 3/n

2n
.

Solución. Sea

f .t/D 1

1 � t
D

1
X

nD0

tn .�1 < t < 1/:

Tenemosque:

tf 0.t/D t

.1 � t/2
D

1
X

nD1

ntn .�1 < t < 1/:

Haciendoen estas igualdades t D x3=2, supuesto que �1 < x3=2 < 1, deducimos que:

1
X

nD0

.nC1/
x3n

2n
D

1
X

nD0

 

x3

2

!n

C
1
X

nD1

n

 

x3

2

!n

D 1

1 � x3=2
C x3=2

.1 � x3=2/2
D 4

.x3 � 2/2

Análogamente, haciendo t D .x C 3/=2, supuesto que�1 < .x C 3/=2 < 1, obtenemos:

1
X

nD1

n.x C 3/n

2n
D

1
X

nD1

n

�

x C 3

2

�n

D x C 3

2.1 C .x C 3/=2/2
D 2

3 C x

.5 C x/2
:

©
Ejercicio resuelto 262 Dado un número natural q 2N, prueba la igualdad:

1w

0

1

1 C xq
dx D

1
X

nD0

.�1/n

qn C 1
:
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Calcula el valor de la sumade las series correspondientes a los valores deq D 1; 2; 3.

Solución. Podemos hacer este ejercicio directamente, con un sencill o cálculo. Como
sigue a continuación.

En la igualdad:
n
X

kD0

.�1/kuk D 1 � .�1/nC1unC1

1 C u
;

hagamos u D xq para obtener:

n
X

kD0

.�1/kxqk D 1 � .�1/nC1xqnCq

1 C xq
:

Integrandoesta igualdad en el intervalo Œ0; 1�, obtenemos

1w

0

1

1 C xq
dx D

n
X

kD0

.�1/k

qk C 1
C

1w

0

.�1/nC1xqnCq

1 C xq
dx :

Tomandoahora límites para n ! 1, y teniendoen cuenta que:
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1w

0

.�1/nC1xqnCq

1 C xq
dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

6

1w

0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.�1/nC1xqnCq

1 C xq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dx 6

1w

0

xqnCq dx D 1

qn C q C 1
;

obtenemos la igualdad:
1w

0

1

1 C xq
dx D

1
X

nD0

.�1/n

qn C 1
:

Finalmente
1w

0

1

1 C x
dx D log2 D

1
X

nD0

.�1/n

n C 1

1w

0

1

1 C x2
dx D �

4
D

1
X

nD0

.�1/n

2n C 1

1w

0

1

1 C x3
dx D �

3
p

3
C log2

3
D

1
X

nD0

.�1/n

3n C 1

También podemos hacer este ejercicio teniendoen cuenta que:

1

1 C xq
D

1
X

nD0

.�1/n.xq/n .jxj < 1/:

Como las series de potencias pueden integrarse término a término en su intervalo de
convergencia, se sigue que para todo0 < t < 1 es

tw

0

1

1 C xq
dx D

1
X

nD0

.�1/n
tw

0

xqn dx D
1
X

nD0

.�1/n
tqnC1

qn C 1
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Ahora, laserie
X

n>0

.�1/n
tqnC1

qn C 1
, esunaseriedepotencias cuyo intervalo de convergen-

cia es � � 1; 1Œ y que, en virtud del criterio de Leibniz para series alternadas, converge
para t D 1. En consecuencia, por el teoremadeAbel, severificaquedichaserie converge
uniformemente en Œ0; 1� y por tanto

lKım
t!1
t < 1

1
X

nD0

.�1/n
tqnC1

qn C 1
D

1
X

nD0

.�1/n
1

qn C 1
:

Como, evidentemente, severificaque

lKım
t!1

tw

0

1

1 C xq
dx D

1w

0

1

1 C xq
dx

Deducimos que
1w

0

1

1 C xq
dx D

1
X

nD0

.�1/n
1

qn C 1
:

©

Ejercicio resuelto 263 Expresa la función suma de las series de potencias
X

n>1

nxn�1, y

X

n>1

n

n C 1
xn por medio de funciones elementales y calcula el valor de

1
X

nD1

n

2n.n C 1/
.

Solución. Sea f .x/D 1

1 � x
D

1
X

nD0

xn, donde �1 < x < 1. Entonces

f 0.x/D 1

.1 � x/2
D

1
X

nD1

nxn�1 .�1 < x < 1/:

También
x

.1 � x/2
D

1
X

nD1

nxn .�1 < x < 1/:

Integrandoesta igualdad obtenemos:

xw

0

t

.1 � t/2
dx D x

1 � x
C log.1 � x/D

1
X

nD1

n

n C 1
xnC1 .�1 < x < 1/:

Deducimos que:

1
X

nD1

n

n C 1
xn D 1

1 � x
C log.1 � x/

x
.�1 < x < 1/:

En particular, haciendox D 1
2

resulta que
1
X

nD1

n

2n.n C 1/
D 2 � 2 log2: ©
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Ejercicio resuelto 264 Calcula el radio de convergencia y lasuma de las series:

X

n>0

n3 C n C 3

n C 1
xnI

X

n>0

n3

n!
xnI

X

n>1

1

1 C 2 C � � � C n
xn:

Solución. Cualquier serie de potencias del tipo
P

R.n/xn donde R.n/ es una función

racional de n, es decir, R.n/ D P .n/

Q.n/
donde P y Q son funciones polinómicas, tiene

radio de convergencia 1. Pues:

R.n C 1/

R.n/
D P .n C 1/Q.n/

P .n/Q.n C 1/

es cociente de dos funciones polinómicas en n que tienen el mismo grado y el mismo
coeficiente líder, luego su límite para n ! 1 es igual a1.

Cualquier seriedepotenciasdel tipo
P P .n/

n!
xn dondeP .n/ esunafunción polinómica,

tiene radio de convergencia infinito. Pues:

P .n C 1/

.n C 1/!

n!

P .n/
D P .n C 1/

P .n/

1

n C 1
;

y basta notar que, evidentemente, lKım
n!1

P .n C 1/=P .n/D 1.

Teniendo en cuenta que 1 C 2 C � � � C n D n.n C 1/=2 se sigue que las series primera
y tercera tienen radio de convergencia 1 y la segunda serie tiene radio de convergencia
C1.

Para calcular la suma de la serie
X

n>0

n3 C n C 3

n C 1
xn lo más fácil es expresar n3 C n C 3

en potencias de n C 1. Para ello basta expresar el polinomio P .x/ D x3 C x C 3 por
medio desu desarrollo deTaylor centradoen xD�1. Como P .�x/D�P .x/ laderivada
segunda de P en x D 0 es cero. Tenemos así que:

x3 C x C 3D P .�1/C P 0.�1/.x C 1/C P 000.�1/

3!
.x C 1/3 D 1C 4.x C 1/C .x C 1/3:

Luego

1
X

nD0

n3 C n C 3

n C 1
xnD

1
X

nD0

�

1

n C 1
C 4 C .n C 1/2

�

xnD
1
X

nD0

xn

n C 1
C

1
X

nD0

.n2C2nC5/xn:

Laserie
P

xn=.n C 1/ seobtiene integrandolaserie geométrica
P

xn y dividiendo por
x, de donde sesigue que

1
X

nD0

xn

n C 1
D � log.1 � x/

x
.�1 < x < 1/:

La suma de la serie
P

.n2 C 2n C 5/xn puede calcularse también derivando dos veces
laserie geométrica. Seguiremos el procedimiento general para sumar series aritmético –
geométricas, es decir, series del tipo

P

Q.n/xn donde Q.n/ esun polinomio en n.
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En nuestro caso Q.n/Dn2 C2nC5. ObservaqueQ.nC1/�Q.n/D3C2n, por tanto:

n
X

kD0

Q.k/xk.1 � x/ D
n
X

kD0

�

Q.k/xk � Q.k/xkC1
�

D
n�1
X

kD0

�

Q.k C 1/ � Q.x/
�

xkC1 C Q.0/ � Q.n/xnC1D

D
n�1
X

kD0

.3 C 2k/xkC1 C 5 � Q.n/xnC1

Tomandolímitesparan ! 1 en esta igualdad, teniendoen cuentaquepara�1 < x < 1

es lKım
n!1

Q.n/xnC1 D 0, se tiene:

1
X

nD0

Q.n/xn D 5

1 � x
C 1

1 � x

1
X

nD0

.3 C 2n/xnC1D

D 5

1 � x
C 3x

.1 � x/2
C 2x2

1 � x

1
X

nD1

nxn�1D

D 5

1 � x
C 3x

.1 � x/2
C 2x2

.1 � x/3
D 4x2 � 7x C 5

.1 � x/3

Finalmente

1
X

nD0

n3 C n C 3

n C 1
xn D � log.1 � x/

x
C 4x2 � 7x C 5

.1 � x/3
.�1 < x < 1/:

La suma de la tercera serie
X

n>1

1

1 C 2 C � � � C n
xn D

X

n>1

2

n.n C 1/
xn puede obtenerse

muy fácilmente integrando dosveces laserie geométrica. Seguiremos otro procedimien-
to que suele ser efectivo para sumar series de la forma

P

R.n/xn donde R.n/ es una
función racional de n y que consiste en descomponer R.n/ en elementos simples. En
nuestro caso tenemos

R.n/D 2

n.n C 1/
D 2

n
� 2

n C 1
:

Como
1
X

nD1

xn

n
D � log.1 � x/, seobtiene fácilmente que:

1
X

nD1

2

n.n C 1/
xn D �2 log.1 � x/C 2

log.1 � x/C x

x
:

Para sumar la serie
X

n>0

n3

n!
xn, usaremos que ex D

1
X

nD0

1

n!
xn. La idea consiste en escribir

el polinomio como n3 Dn.n�1/.n�2/CAn.n�1/CBnCC . Identificandocoeficientes
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resulta A D 3;B D 1;C D 0. Por tanto

1
X

nD0

n3

n!
xn D

1
X

nD0

n.n � 1/.n � 2/C 3n.n � 1/C n

n!
xnD

D
1
X

nD3

1

.n � 3/!
xn C

1
X

nD2

3

.n � 2/!
xn C

1
X

nD1

x

.n � 1/!
xnD.x3C3x2Cx/ex

Este método puede usarse para sumar series del tipo
X P .n/

n!
xn donde P .n/ es un

polinomio. ©

Ejercicio resuelto 265 Calcula la función suma de la serie de potencias
X

n>1

xn

n.2n C 1/
y

deduce el valor de las sumas de las series:

X

n>1

1

n.2n C 1/
y

X

n>1

.�1/n

n.2n C 1/
:

Solución. Observa que el intervalo de convergencia de la serie
X

n>1

1

n.2n C 1/
xn es el

intervalo � � 1; 1Œ y que la serie converge también en los extremos del intervalo de con-
vergencia. Sea f W Œ�1; 1� ! R la función suma:

f .x/D
1
X

nD1

1

n.2n C 1/
xn .�1 6 x 6 1/:

Como consecuencia del teorema de Abel, la funciónf es continua en Œ�1; 1�.

Nota Observa que puede aplicarse el criterio de Weierstrass en el intervalo Œ�1; 1�; lo
que justifica, sin necesidad de recurrir al teorema de Abel, que la serie converge unifor-
memente en Œ�1; 1� y, por tanto, la funciónf escontinua en Œ�1; 1�.

Por el teorema de derivación para funciones definidas por series de potencias, sabemos
que la función f es indefinidamente derivable en el intervalo � � 1; 1Œ y

f 0.x/D
1
X

nD1

xn�1

2n C 1
.�1 < x < 1/:

Por tanto:

xf 0.x/D
1
X

nD1

xn

2n C 1
.�1 < x < 1/:

La forma que tienef 0 nos sugiere considerar la función

g.x/D
1
X

nD0

x2nC1

2n C 1
.�1 < x < 1/
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que se calcula fácilmente, pues

g 0.x/D
1
X

nD0

x2n D 1

1 � x2
:

Como g.0/D 0, deducimos que

g.x/D
xw

0

1

1 � t2
dt D 1

2
log.1 C x/ � 1

2
log.1 � x/:

Ahora relacionaremos f 0 con g. Para0 < x < 1 tenemos que:

g.
p

x/D
1
X

nD0

.
p

x/2nC1

2n C 1
D

p
x C

1
X

nD1

.
p

x/2nC1

2n C 1
D

p
x C

p
x

1
X

nD1

xn

2n C 1
D

D
p

x C x
p

xf 0.x/:

Dedonde:

f 0.x/D g.
p

x/

x
p

x
� 1

x
D log.1 C p

x/ � log.1 � p
x/

2x
p

x
� 1

x
.0 < x < 1/:

Integrando por partes seobtiene que una primitiva def en �0; 1Œ viene dada por:

h.x/D .1 � p
x/ log.1 � p

x/ � .1 C p
x/ log.1 C p

x/p
x

.0 < x < 1/:

Deducimos que:

f .x/D h.x/ � lKım
x!0

h.x/D 2 C h.x/ .0 6 x < 1/:

Como f escontinua en Œ�1; 1�, obtenemos que:

f .1/D
1
X

nD1

1

n.2n C 1/
D lKım

x!1
f .x/D 2 � lKım

x!1
h.x/D 2 � 2 log2:

Consideremos ahora que �1 < x < 0. Tenemos:

xf 0.x/D �jxjf 0.�jxj/D �
1
X

nD1

.�1/n

2n C 1
jxjn .�1 < x < 0/:

Consideraremos ahora la función

'.x/D �
1
X

nD0

.�1/n

2n C 1
x2nC1 .�1 < x < 1/:

Como

' 0.x/D �
1
X

nD0

.�1/nx2n D � 1

1 C x2
;
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y '.0/D 0, deducimos que:

'.x/D �
xw

0

1

1 C t2
dt D � arctgx:

Al igual que antes deducimos que:

f 0.x/D
p

�x � arctg.
p�x/

x
p�x

.�1 < x < 0/;

o lo que es igual:

�f 0.�x/D
p

x � arctg.
p

x/

x
p

x
.0 < x < 1/:

Como �f 0.�x/ es la derivada de la función x 7! f .�x/, integrando por partes se
obtiene que una primitiva de la función x 7! f .�x/ en �0; 1Œ es:

H.x/D 2
arctg.

p
x/p

x
C log.1 C x/ .0 < x < 1/:

Deducimos que

f .�x/D H.x/� lKım
x!0

H.x/D H.x/� 2 .0 6 x < 1/:

Como f escontinua en Œ�1; 1�, obtenemos

f .�1/D
1
X

nD1

.�1/n

n.2n C 1/
D lKım

x!1
f .�x/D lKım

x!1
H.x/ � 2 D �

2
C log2 � 2:

©

Ejercicio resuelto 266 Prueba que las funciones definidas por:

g.x/D senx

x
; g.0/D 1; f .x/D ex �1

x
; f .0/D 1

h.x/D cosx � 1

x2
; h.0/D �1=2; '.x/D log.1 C x/

x
; '.0/D 1

son de clase C 1 en su intervalo natural de definición.

Solución.

10.43 Estrategia. Para probar que una función es de clase C 1 en un intervalo I es
suficiente probar que dicha función es la suma de una serie de potencias convergente en
el intervalo I .

Lasfuncionesdel enunciado responden todasellasal siguientemodelo. Supongamosque
tenemos una serie de potencias

P

cn.x � a/n, con radio de convergencia no nulo. Sea

I el intervalo de convergencia de la serie y sea F W I ! R , F.x/ D
1
X

nD0

cn.x � a/n
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la función suma. En virtud del teorema de derivación para series de potencias, sabemos
que la función F es de clase C 1 en I . Sea ahora q 2 N y consideremos la función
G W I ! R dada por

G.x/D
F.x/�

q
X

kD0

ck.x � a/k

.x � a/qC1
; G.a/D cqC1:

Esevidente que

G.x/D
1
X

nD0

cqC1Cn.x � a/n x 2I:

Por tanto, lafunciónG esla suma deunaseriedepotenciasen el intervalo I y, por tanto,
G esde clase C 1 en I .

Teniendoen cuenta que

g.x/D
1
X

nD0

.�1/n

.2n C 1/!
x2n .x 2R/

f .x/D
1
X

nD1

1

n!
xn�1 .x 2R/

h.x/D
1
X

nD1

.�1/n

.2n/!
x2n�2 .x 2R/

'.x/D
1
X

nD0

.�1/n

n C 1
xn .�1 < x < 1/

Sesigue que las funciones g; f;h son de clase C 1 en R y la función' es de clase C 1

en � � 1; 1Œ. Pero es evidente que ' es de clase C 1 en �1=2;C1Œ, luego ' es de clase
C 1 en � � 1;C1Œ. ©

Ejercicio resuelto 267 Prueba que la función f W�� �;�Œ! R dada por:

f .x/D x

senx � x
log

�senx

x

�

; f .0/D 1;

esde clase C 1. Calcula lKım
x!0

f .x/� 1 � 1
12

x2

x4
.

Solución. Las funciones:

g.x/D
1
X

nD0

.�1/n

.2n C 1/!
x2n .x 2R/;

h.x/D
1
X

nD0

.�1/n

n C 1
.x � 1/n .jx � 1j < 1/

son de clase C 1 en R y en �0; 2Œ respectivamente. Además:

g.x/D senx

x
; g.0/D 1I h.x/D logx

x � 1
; h.1/D 1:
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Como para todox 2� � �;�Œ, x ¤ 0 es 0 < g.x/D senx
x

< 1, tenemos que:

f .x/D
log

� senx
x

�

senx
x

� 1
D h.g.x//; f .0/D h.g.0//D 1:

Concluimosquef esde claseC 1 en ���;�Œ por ser composición defuncionesde clase
C 1.

Pongamos:

g.x/ � 1 D
1
X

nD1

.�1/n

.2n C 1/!
x2n D � 1

3!
x2 C 1

5!
x4 C '.x/:

Deducimos que:

f .x/D h.g.x//D
1
X

nD0

.�1/n

n C 1
.g.x/� 1/n D 1 � 1

2
.g.x/� 1/C 1

3
.g.x/� 1/2 C .x/;

donde:

 .x/D .g.x/ � 1/3
1
X

nD3

.�1/n

n C 1
.g.x/ � 1/n�3:

Observaque escontinua. Además, como parax ! 0 esg.x/� 1 � �1
3!

x2, severifica

que .g.x/� 1/3 � �1
.3!/3 x6 y, por tanto,  .x/D o.x4/ para x ! 0.

Haciendo las operaciones indicadas en la igualdad anterior, calculando solamente los
términos hasta la potencia x4, obtenemos:

f .x/D 1 C 1

12
x2 � 1

2

1

5!
x4 C 1

3

1

.3!/2
x4 C o.x4/D 1 C 1

12
x2 C 11

2160
x4 C o.x4/:

Deducimos que:

lKım
x!0

f .x/� 1 � 1
12

x2

x4
D 11

2160
:

Puedes comprobar este resultado calculandoel límitepor L’Hôpital. ©

Ejercicio resuelto 268 Calcula el desarrollo en serie de potencias centrada en a D 4 de la
función:

f .x/D 2x3 � x2 C 2x � 7

x4 � x3 � 3x2 C x C 2
:

Lafunción quenosdan parecebastante impresionante, pero noes tan fiera como parece.
Esuna función racional y lo que sehacepara obtener su desarrollo en serie depotencias
es descomponerla en fracciones simples, algo que ya sabes hacer. Si el denominador
solamente tieneraíces realesesmuy sencill o calcular laseriedepotenciasquenospiden,
porque en tal caso las fracciones simples van a ser, salvo constantes, de los dos tipos
siguientes:

a/
1

x � ˛ ; b/
1

.x � ˛/n :
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Las fracciones del tipo a/ pueden desarrollarse en serie de potencias centradas en el
punto que queramos a ¤ ˛, basta escribir:

1

x � ˛ D �1

˛ � a � .x � a/
D �1

˛ � a

1

1 � x�a
˛�a

:

Pero la última fracción es la suma de una serie geométrica de razón x�a
˛�a

, por tanto,
supuesto que

ˇ

ˇ

x�a
˛�a

ˇ

ˇ < 1, severificaque:

1

x � ˛ D �1

˛ � a

1
X

nD0

�x � a

˛ � a

�n

D �
1
X

nD0

1

.˛ � a/nC1
.x � a/n jx � aj < j˛ � aj:

Derivandorespecto ax esta igualdad obtenemos:

1

.x � ˛/2 D
1
X

nD1

n

.˛ � a/nC1
.x � a/n�1 jx � aj < j˛ � aj:

Las sucesivas derivadas nos dan el desarrollo en serie de potencias centrado en a de las
fracciones del tipo b/.

En nuestro caso, se calcula fácilmente ladescomposición en fracciones simples:

f .x/D 1

x � 1
� 2

.x C 1/2
C 1

x C 1

Segúnacabamos de ver, las fracciones obtenidas puedes desarrollarlas en series de po-
tencias centradas en cualquier punto que no seauna raíz del denominador. Te dejo que
acabes tú el ejercicio.

Esto puede complicarse mucho cuandoel denominador tiene raíces complejas, en cuyo
caso solamente pueden obtenerse con facili dad algunos desarrollos centrados en puntos
particulares (las partes reales de las raíces imaginarias). ©

Ejercicio resuelto 269 Calcula explícitamente el valor de an, n= 0,1,2,... sabiendo que se
verificalasiguiente relación de recurrencia:

anC2 D �2anC1 � an; a0 D 1; a1 D �3:

Solución. Usaremos el método de la función generatriz que se basa en la consideración

de la función f .x/ D
1
X

nD0

anxn. Se supone que dicha función está definida en algún

intervalo centrado en el origen. Tenemosque:

f .x/D a0 C a1x C
1
X

nD2

anxn D a0 C a1x C
1
X

nD0

anC2xnC2D

D a0 C a1x C
1
X

nD0

�

� 2anC1 � an

�

xnC2D

D a0 C a1x � 2x

1
X

nD0

anC1xnC1 � x2
1
X

nD0

anxnD

D a0 C a1x � 2x

1
X

nD1

anxn � x2f .x/D a0 C a1x � 2x.f .x/� a0/ � x2f .x/:
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De esta igualdad se obtiene que:

f .x/D a0 C a1x C 2xa0

1 C 2x C x2
D 1 � x

.1 C x/2
D 1

.1 C x/2
� x

1

.1 C x/2
D

D � d

dx

�

1

1 C x

�

C x
d

dx

�

1

1 C x

�

D � d

dx

 1
X

nD0

.�x/n

!

C x
d

dx

 1
X

nD0

.�x/n

!

D

D �
1
X

nD1

.�1/nnxn�1 C
1
X

nD1

.�1/nnxn D 1 C
1
X

nD1

.�1/n.2n C 1/xn:

Obtenemosasí quepara todon > 1 esan D .�1/n.2n C 1/. Puedescomprobar ahoraque
efectivamente severificala igualdad anC2 D �2anC1 � an. ©

Ejercicio resuelto 270 Definamos f W R
C
o ! R por:

f .x/D
1w

0

e�x2.1Ct2/

1 C t2
dt :

Prueba que:

a) f .0/D �=4, y lKım
x!C1

f .x/D 0.

b) Usando un desarrollo en serie paraf , prueba quef esderivable en R
C y:

f 0.x/D �2x

1w

0

e�x2.1Ct2/ dt :

c) Justificaque para todox > 0 severificaque:

f .x/C
 

xw

0

e�t2

dt

!2

D �

4
:

d) Deducede lo anterior que
C1w

0

e�x2

dx D
p
�

2
.

Solución. a) Tenemos que.

f .0/D
1w

0

1

1 C t2
dt D arctg1 � arctg0 D �

4
:

Además:
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

e�x2.1Ct2/

1 C t2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

6
ˇ

ˇ

ˇ
e�x2.1Ct2/

ˇ

ˇ

ˇ
6 e�x2

:

Desigualdades válidas para todo t 2R, en particular para t 2 Œ0; 1�, lo que implicaque:

0 6 f .x/6

1w

0

e�x2

dt D e�x2

÷ lKım
x!C1

f .x/D 0:

Universidad de Granada
Dpto. de AnálisisMatemático

Prof. Javier Pérez
Cálculo diferencial e integral



Ejercicios resueltos 658

b) Tenemos que e�x2.1Ct2/ D
1
X

nD0

.�1/n
.1 C t2/n

n!
x2n. Por tanto:

f .x/D
1w

0

1
X

nD0

.�1/n
.1 C t2/n�1

n!
x2n dt :

Se trata de permutar la suma de la serie con la integral. Como la variable de la integral
es t 2 Œ0; 1�, en lo quesigue consideramos quex 2R esun número fijo. Consideremos la
serie de funciones

X

n>0

gn donde para n D 0; 1; 2; : : : gn W Œ0; 1� ! R es la función dada

para todo t 2 Œ0; 1� por:

gn.t/D .�1/n
.1 C t2/n�1

n!
x2n:

En esta expresión debes considerar que x está fijo y lavariable es t 2 Œ0; 1�. Probaremos
que la serie

X

n>0

gn converge uniformemente en Œ0; 1� lo que permiti rá permutar la suma

de la serie con la integral. Tenemos que para n > 1 es:

jgn.t/j D .1 C t2/n�1

n!
x2n 6

2n�1

n!
x2n 6

22nx2n

n!
D .4x2/n

n!

Como también jg0.t/j 6 1, y la serie
X

n>0

.4x2/n

n!
es convergente, podemos aplicar a la

serie
P

gn el criterio de convergencia uniforme de Weierstrassy concluimos que dicha
serie converge uniformemente en Œ0; 1�. Por tanto:

f .x/D
1
X

nD0

1w

0

.�1/n
.1 C t2/n�1

n!
x2n dt D

1
X

nD0

0

@

1w

0

.�1/n
.1 C t2/n�1

n!
dt

1

Ax2n:

Comoestaigualdad esválidapara cualquier número real x hemosexpresadolafunciónf
comosumadeunaseriedepotenciasconvergente en todoR. Por el teoremadederivación
para series depotencias, tenemos quef esderivable y su derivada viene dada por:

f 0.x/D
1
X

nD1

0

@

1w

0

.�1/n
2n.1 C t2/n�1

n!
dt

1

Ax2n�1D

D 2x

1
X

nD1

0

@

1w

0

.�1/n
.1 C t2/n�1

.n � 1/!
dt

1

Ax2n�2D�2x

1
X

nD0

1w

0

.�1/n
.1 C t2/n

n!
x2ndt D

D �2x

1w

0

1
X

nD0

 

.�1/n
.x2/n.1 C t2/n

n!

!

dt D �2x

1w

0

e�x2.1Ct2/ dt :

c) Pongamos para todox > 0:

h.x/D f .x/C
 

xw

0

e�t2

dt

!2

:
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Tenemos que h.0/ D f .0/ D �=4 y h es una función derivable en el intervalo Œ0;C1Œ.
Tenemos:

h 0.x/D f 0.x/C 2 e�x2
xw

0

e�t2

dt D Œt D xu�D f 0.x/C 2 e�x2
1w

0

e�x2u2

x du D

D f 0.x/C 2x

1w

0

e�x2.1Cu2/ du D 0:

Luego, h es constante y, por tanto, h.x/D h.0/D �=4 para todox > 0.

d) Tomandolímites para x ! C1 en la igualdad:

xw

0

e�t2

dt D
r

�

4
� f .x/

obtenemos que
C1w

0

e�x2

dx D
p
�

2
. ©

10.6. Lospr imeros desarr ollosen serie

Puede afirmarse que la primera aparición de lo que entendemos en la actualidad como una
serieocurre en el trabajo deViéte(1540- 1603) Variorumderebusmathematicis responsorum.
Liber VIII (1593), en el que Viète estudia la serie geométrica obteniendo la fórmula para la
suma de la misma y también aparecela expresión para � que se conoce como “fórmula de
Viète”.

2

�
D
r

1

2

s

1

2
C 1

2

r

1

2

p

1

2
C

s

1

2
C 1

2

r

1

2
� � �

Gregory de St. Vincent (1584- 1667), en su Opus Geometricum (1647) fue el primero en afir-
mar explícitamentequeunaserie infinitapuederepresentar unamagnitud. También ledebemos
el poco afortunado término de “exhausción” , la introducción de las coordenadas polares y el
primer análisis de las paradojas de Zenón usandoseries. También descubrió que la cuadratura
de la hipérbola xy D k es la misma en Œa; b� que en Œc;d � cuando a=b D c=d , resultado fun-
damental para la comprensión de los logaritmos y que llevó al descubrimiento del logaritmo
natural por Mercator.

En 1668, Nicholas Mercator (1620- 1687) publicó unlibro titulado Logarithmotechnia en
el que proporcionaba un método para calcular logaritmos basado en el desarrollo en serie del
logaritmo natural

log.1 C x/D x � x2

2
C x3

3
� x4

4
C � � � (10.20)

el cual obtuvo usandolos resultados deGregory deSt. Vincent.
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A su vez, este resultado de Mercator fue mejorado por James Gregory (1638- 1675) que
obtuvo la expansión:

log
1 C x

1 � x
D 2x C 2x3

3
C 2x5

5
C � � �

que converge más rápidamente que la anterior. A James Gregory se debe también la serie del
arcotangente:

arctanx D x � x3

3
C x5

5
� x7

7
C � � � (10.21)

Sustituyendox D 1 resulta
�

4
D 1 � 1

3
C 1

5
� 1

7
C � � �

Mejores representaciones de� sededucen de estaseriehaciendocomo A. Sahrp (1651- 1742)
en 1705x D 1=

p
3, con lo que

�

6
D 1p

3

�

1 � 1

3 � 3
C 1

32 � 5
� 1

33 � 7
C � � �

�

Con cuya serie calculó � con 72cifras decimales. Una mejor aproximación de� que evita el
uso deradicales y converge rápidamente, fueobtenida en 1706 por JohnMachin (1680- 1752).
La idea es expresar �=4 D arctan1 en función de dos ángulos de tangentes racionales y cada
una de ellas menor que la unidad. Laserie deMachin es:

�

4
D 4 arctan

1

5
� arctan

1

239
D 4

�

1

5
� 1

3 � 53
C 1

5 � 55
� � � �

�

�
�

1

239
� 1

3 � 2393
C 1

5 � 2395
� � � �

�

Conella calculó � con 100cifras decimales.

10.6.1. Newton y las series infinitas

Los principales descubrimientos matemáticos de Newton en el campo del cálculo infinite-
simal datan de los llamados Anni Mirabiles 1665 y 1666. La Universidad de Cambridge, en
la que Newton se había graduado como bachelor of arts en 1664, estuvo cerrada por la peste
esosdosaños. Newton pasó esetiempoen su casadeWoolsthorpe y, como él mismo reconoció
cincuenta años después, ése fue el períodomáscreativo de su vida.

A principios de 1665 descubre el teorema del binomio y el cálculo con las series infinitas.
A finales de ese mismo año, el método de fluxiones, es decir, el cálculo de derivadas. En 1666
el método inverso de fluxiones y la relación entre cuadraturas y fluxiones. En esos dos años
también inició las teorías de los colores y de la gravitación universal. Newton tenía 24 años,
había nacido el díade Navidad de1642.

Newton había leído la obra de Walli s Arithmetica Infinitorum, y siguiendo las ideas de
interpolación allí expuestas, descubrió la serie del binomio que hoy lleva su nombre. Dicha
serie es una generalización del desarrollo del binomio, que era bien conocido para exponentes
naturales, y había sido muy usado por Pascal para resolver una gran variedad deproblemas.

Newton, en su intento de calcular la cuadratura del círculo, es decir, de calcular la integral
r 1

0 .1� x2/1=2 dx , consideró dicha cuadratura como un problema deinterpolación, relacionán-

dola con lascuadraturas análogas
r 1

0 .1 � x2/n dx conocidas para exponentes naturales n2N.
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Newton tuvo la ocurrencia de sustituir el límite superior de integración por un valor genérico
x. De esta forma obtuvo las siguientes cuadraturas (Newton no disponía de símbolo para la
integral; usamos, claro está, la notación actual).

xw

0

.1 � t2/dt D x � 1

3
x3

xw

0

.1 � t2/2 dt D x � 2

3
x3 C 1

5
x5

xw

0

.1 � t2/3 dt D x � 3

3
x3 C 3

5
x5 � 1

7
x7

xw

0

.1 � t2/4 dt D x � 4

3
x3 C 6

5
x5 � 4

7
x7 C 1

9
x9

Newton observó que el primer término de cada expresiónesx, quex aumenta en potencias im-
pares, quelos signosalgebraicos sevanalternando, y quelos segundostérminos 1

3
x3; 2

3
x3; 3

3
x3,

4
3
x3 estaban en progresión aritmética. Razonando por analogía, supuso que los dos primeros

términos de
r x

0 .1 � t2/1=2 dt deberían ser

x �
1
2

3
x3

De la mismamanera, procediendo por analogía, pudoencontrar algunos términos más:

xw

0

.1 � t2/1=2 dt D x �
1
2

3
x3 �

1
8

5
x5 �

1
16

7
x7 �

1
128

9
x9 � � � �

Representando para n D 0; 1; 2; : : : por Qn.x/ el polinomio
r x
0 .1 � t2/n dt , se tiene que

Qn.x/D
xw

0

.1 � t2/n dt D
n
X

kD0

�

n

k

�

.�1/k

2k C 1
x2kC1

Donde
�

n

k

�

D n.n � 1/.n � 2/ � � � .n � k C 1/

1 � 2 � 3 � � � k
;

�

n

0

�

D 1

Haciendoahora en Qn.x/, n D 1=2, se obtiene

Q1=2.x/D x �
1
2

3
x3 �

1
8

5
x5 �

1
16

7
x7 �

1
128

9
x9 � � � �

Lo que llevó a Newtona concluir que

xw

0

.1 � t2/1=2 dt D Q1=2.x/
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DondeQ1=2.x/D
1
X

nD0

�1
2

n

�

.�1/n

2n C 1
x2nC1 esunasuma con infinitos términos. A partir de aquí,

Newton dedujo el desarrollo de .1 � x2/1=2 por derivación.

.1 � x2/1=2 D 1 � 1

2
x2 � 1

8
x4 � 1

16
x6 � 1

128
x8 � � � �

Newton nunca publicó su teorema binomial, ni dio una demostración general del mismo. La
primera vezque apareció en untexto impreso fue en 1685en unlibro de Walli s (que reconoce
la autoría de Newton), titulado Treatise of Algebra. Newton mismo, en una carta aHenry Ol-
denburg, el secretario de la Royal Society, conocida como la Epistola Prior (junio de 1676),
expone el teorema binomial, a requerimiento deLeibniz, con estas oscuras palabras:

Lasextraccionesderaíces resultan muy abreviadaspor el teorema

.P C PQ/m=n D Pm=n C m

n
AQ C m � n

2n
BQ C m � 2n

3n
CQ C m � 3n

4n
DQ C etc

dondeP C PQ representauna cantidad cuyaraíz o potencia, o cuya raíz de unapotencia
se necesita calcular, siendoP el primer término de esa cantidad, Q los términosrestantes
divididospor el primero, y m

n
el índicenumérico delaspotenciasdeP CPQ. . .Por último

A D Pm=n, B D m
n

AQ, C D m�n
2n

BQ y así sucesivamente.

Newton era consciente de que su forma de razonar por analogía no era rigurosa por lo que
comprobó su resultado de varias formas. Aplicó su algoritmo a diversos resultados conoci-
dos, comprobando que las soluciones obtenidas eran siempre correctas, redescubrió laserie de
Mercator para el logaritmo y obtuvo las series del arcoseno y del seno.

Newton encontró que el método de desarrollos en serie proporcionaba un algoritmo casi
universal para calcular cuadraturas y resolver multitud de problemas. En su obra De analysi
per aequationes numero terminorum infinitas, escrita en 1669 y publicada en 1711, aunque
circulaba en forma manuscrita entre los colegas y conocidos de Newton, propuso un método
para cuadrar una curva consistente en tres reglas:

1. El áreabajo la curva de ecuación y D axm=n es
na

m C n
ax

mCn
n .

2. Si la ecuación y D y.x/ de la curva está dada por un número finito de términos y1 C
y2 Cy3 C� � � , el áreabajo la curvay es igual a lasumadelasáreasdetodos los términos
y1, y2, y3,. . .

3. Si la curva tiene una forma más complicada, entonces debe desarrollarse la ecuación de
la curva en una serie del tipo

P

akxrk , donde rk es un número racional, y aplicar las
reglas 1 y 2.

Debenotarse queNewtonsupuso que cualquier cantidad analíticamente expresada podía desa-
rrollarse en una serie de la forma

P

akxrk , donde rk es un número racional, serie que puede
ser cuadrada término a término usandola regla 1.

Veamosunejemplo de estaformadeproceder. Setratade calcular
r 1=4

0

p
x � x2 dx . New-

ton procede como sigue

.x � x2/1=2 D x1=2.1 � x/1=2 D x1=2 � 1

2
x3=2 � 1

8
x5=2 � 1

16
x7=2 � 1

128
x9=2 � � � �
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Por tanto

1=4w

0

.x � x2/1=2 dx D
�

2

3
x3=2 � 1

5
x5=2 � 1

28
x7=2 � 1

72
x9=2 � 5

704
x11=2 � � � �

�1=4

0

D 2

3 � 23
� 1

5 � 25
� 1

28 � 27
� 1

72 � 29
� 5

704 � 211
� � � � (10.22)

A B O

C
y D

p
x � x2

Figura10.4. Cuadratura
r 1=4

0

p
x � x2 dx

En lafigura10.4 seharepresentado el semicírculo de centro .1=2; 0/ y radio 1=2. El sector
circular COA tiene amplitud �=3 por lo que su área es la tercera parte de la del semicírculo,
es decir, �=24. Como BC D

p
3=4, el áreadel triángulo BOC es

p
3=32. Por otra parte, la

integral calculada en (10.22) esel áreade la región ACB. Por tanto:

1=4w

0

.x � x2/1=2 dx C
p

3

32
D �

24

Deducimos que

� D 3
p

3

4
C 24

�

2

3 � 23
� 1

5 � 25
� 1

28 � 27
� 1

72 � 29
� 5

704 � 211
� � � �

�

Y de esta forma, Newton expresa la cuadratura del círculo por medio de una serie infinita que,
además, converge rápidamente.

La confianzadeNewtonen losprocesos infinitos queda reflejada en las siguientes palabras
de la citada obra Deanalysi:

Todolo que el análisis común [es decir, el álgebra] realizapor medio de ecuaciones con
un número finito de términos, este nuevo método puede siempre conseguir lo mismo por
medio de ecuaciones infinitas, de tal forma que no he tenido ninguna duda en darle asi-
mismo el nombre de análisis. Porque el razonamiento es éste no es menos cierto que en
el otro; ni las ecuacionesmenosexactas; aunquenosotros los mortales, cuyo poder de ra-
zonamiento está confinado dentro de estrechos límites, no podemos expresar ni tampoco
concebir todos los términos de esas ecuaciones como para conocer exactamente apartir
de ellas lascantidadesquedeseamos. . .Paraterminar, podemosconsiderar todoesto como
perteneciente al Arte Analítica, con cuya ayuda pueden ser determinadas de una manera
exactay geométricamentelasáreas, longitudes, etc., de curvas.

Esdecir, Newton nosólo descubrió el teorema binomial sino que las series infinitas proporcio-
naban un método de análisis con la misma consistencia interna que el álgebra de ecuaciones
finitas.
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