
Capı́tulo9

Series numéricas

Aquiles alcanzó a la tortugay se sentó confortablemente so-
bre su espalda. ¿De modo que has llegado al final de nuestra
carrera?– dijo la tortuga –. ¿A pesar dequerealmente consis-
te en unaserie infinitadedistancias? Yo creía quealgún necio
había demostrado que esto no podía hacerse.

LewisCarroll

9.1. Conceptos básicos

En este capítulo continuamos con el estudio de las sucesiones empezado en el Capítulo 7.
Lanovedad esque ahoravamosa considerar untipoparticular desucesiones que, sin exagerar,
puede afirmarse que son las másútiles del Análisis. Estas sucesiones se llaman series.

En lo que sigue vamos a considerar sucesiones de números reales por lo que evitaremos
esa innecesaria precisión.

9.1 Definición. Dada una sucesión fang, podemos formar a partir de ella otra sucesión, fAng,
cuyos términos se obtienen sumandoconsecutivamente los términos de fang, es decir:

A1 D a1; A2 D a1 C a2; A3 D a1 C a2 C a3; : : : ; An D a1 C a2 C � � � C an; : : :

o, si tegustamás, A1Da1 y, paratodon2N, AnC1DAnCanC1. LasucesiónfAng así definida
se llamaseriedetérmino general an o seriedefinida por la sucesión fang, y la representaremos

por
X

n>1

an o, más sencill amente,
P

an. El número An D
n
X

kD1

ak sellamasuma parcial deorden

n de laserie
P

an.

518



Conceptos básicos 519

Debe quedar claro desde ahora que una serie es una sucesión cuyos términos se obtie-
nen sumandoconsecutivamente los términosdeotra sucesión. Ni quedecir tiene que, siendo
las series sucesiones, los conceptos y resultados vistos para sucesiones conservan su misma
significación cuando se aplican a series. En particular, es innecesario volver a definir qué se
entiende cuandose diceque una serie es “acotada”, “convergente” o “positivamente divergen-
te”.

Si una serie
P

an es convergente se usa el símbolo
1
X

nD1

an para representar el límite de la

serie que suele llamarse suma de la serie. Naturalmente,
1
X

nD1

an esel número definido por:

1
X

nD1

an D lKımfAng D lKım
n!1

n
X

kD1

ak :

Por tanto, la igualdad
P1

nD1 an D S quiere decir que para todo" > 0, hay un m" 2 N tal que
para todon > m" se verificaque

ˇ

ˇ

Pn
kD1 ak � S

ˇ

ˇ < ".

9.2 Ejemplo (Seriegeométr ica). Dado un número x, lasucesión f1 C x C x2 C � � � C xng se
llama serie geométrica de razón x. Observa que dicha serie se obtiene sumando consecutiva-
mente los términos de lasucesión

˚

1; x; x2; x3; : : : ; xn; : : :
	

. Escostumbre representar laserie

geométrica de razón x con el símbolo
X

n>0

xn. Dicha serie converge si, y sólo si, jxj < 1, en

cuyo caso se verificaque:
1
X

nD0

xn D 1

1 � x
: (9.1)

Todas las afirmaciones hechas se deducen de que si x ¤ 1, se tiene:
n
X

kD0

xk D 1 C x C x2 C � � � C xn D 1

1 � x
� xnC1

1 � x
: (9.2)

Si jxj < 1 entonces lKım
n!1

xnC1

1 � x
D 0 y obtenemos que:

1
X

nD0

xn D lKım
n!1

n
X

kD0

xk D 1

1 � x
.jxj < 1/:

Si jxj > 1 o xD�1 entonces lasucesión fxng noconverge; y si xD1 entonces
Pn

kD0 1k DnC1

tampoco converge.

Terecuerdo que yahabíamos estudiado la serie geométrica en el ejemplo 7.5. �

9.3 Ejemplo (Serie armónica). La serie de término general 1=n, es decir, la sucesión fHng

donde Hn D
n
X

kD1

1

k
, que simbólicamente representamos por

X

n>1

1

n
, se llama serie armónica.

Severificaque laserie armónicadiverge positivamente:
1
X

nD1

1

n
D lKım

n!1
f1 C 1=2 C � � � C 1=ng D C∞:
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En efecto, para todon2N tenemos que

logn D
nw

1

1

x
dx D

n�1
X

jD1

jC1w

j

1

x
dx 6

n�1
X

jD1

jC1w

j

1

j
dx D

n�1
X

jD1

1

j
< 1 C 1

2
C � � � C 1

n � 1
C 1

n

y por tanto

lKım
n!1

f1 C 1=2 C � � � C 1=ng > lKım
n!1

logn D C∞ ÷
1
X

nD1

1

n
D C∞:

Este resultado es también consecuencia directa de que, según vimos en el ejercicio resuelto
161, la serie armónica esasintóticamente equivalente alasucesión flogng:

lKım
n!1

1 C 1=2 C 1=3 C � � � C 1=n

logn
D 1:

�

9.4 Ejemplo (Serie armónica alternada). Se llama así la serie de término general
.�1/n�1

n
;

es decir, la serie
X

n>1

.�1/n�1

n
. Se verificaque la serie armónica alternada es convergente y su

suma es igual a log2.
1
X

nD1

.�1/n�1

n
D log2:

Esto yahasido probadoen el ejercicio resuelto 161. Pero podemosdar otrapruebamásdirecta.
Sustituyendo x por �x en la igualdad (9.2), obtenemos la siguiente igualdad válida para todo
n2N y todox ¤ �1:

1

1 C x
D 1 � x C x 2 � x3 C � � � C .�1/nxn C .�1/nC1 xnC1

1 C x
: (9.3)

Integrandoesta igualdad entre 0 y 1 tenemos que:

log2 D 1 � 1

2
C 1

3
� 1

4
C � � � C .�1/n 1

n C 1
C .�1/nC1

1w

0

xnC1

1 C x
dx D

D
nC1
X

kD1

.�1/k�1

k
C .�1/nC1

1w

0

xnC1

1 C x
dx

Dedonde
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

log2 �
nC1
X

kD1

.�1/k�1

k

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

D
1w

0

xnC1

1 C x
dx 6

1w

0

xnC1 D 1

n C 2
:

Y deducimos que

lKım
n!1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

log2 �
nC1
X

kD1

.�1/k�1

k

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

D 0 ÷ log2 D
1
X

nD1

.�1/n�1

n
:

�
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Conceptos básicos 521

El siguiente ejemplo te ayudará a entender el concepto de serie convergente. Vamos a ver
que modificandoel orden de los términos en una serie convergente podemos obtener otra serie
convergente con distinta suma.

9.5 Ejemplo (Reordenando términosen la seriearmónica alternada podemosobtener otra
serie con distinta suma). Como hemosvisto, laserie armónica alternada es lasucesión quese
obtiene sumandoconsecutivamente los términos de lasucesión

(

.�1/n�1

n

)

D
�

1; �1

2
;
1

3
; �1

4
;
1

5
; �1

6
;

1

7
; �1

8
;

1

9
; � 1

10
;

1

11
; � 1

12
; : : : : : :

�

(9.4)

Vamos a cambiar el orden de los términos en esta sucesión poniendo uno positivo seguido de
dos negativos manteniendosus posiciones relativas. Obtenemos así lasucesión

�

1; �1

2
; �1

4
;

1

3
; �1

6
; �1

8
;
1

5
; � 1

10
; � 1

12
;

1

7
; � 1

14
; � 1

16
; : : : : : :

�

; (9.5)

cuya serie asociada, obtenida sumando consecutivamente sus términos, es la sucesión fSng
dada por:

S1 D 1

S2 D 1 � 1

2

S3 D 1 � 1

2
� 1

4

S4 D 1 � 1

2
� 1

4
C 1

3

S5 D 1 � 1

2
� 1

4
C 1

3
� 1

6

S6 D 1 � 1

2
� 1

4
C 1

3
� 1

6
� 1

8
: : : : : : D : : : : : :

S9 D 1 � 1

2
� 1

4
C 1

3
� 1

6
� 1

8
C 1

5
� 1

10
� 1

12
: : : : : : D : : : : : :

S3n D
n
X

jD1

�

1

2j � 1
� 1

4j � 2
� 1

4j

�

Tenemos que:

S3nD 1 � 1

2
� 1

4
C 1

3
� 1

6
� 1

8
C 1

5
� 1

10
� 1

12
C � � � C 1

2n � 1
� 1

4n � 2
� 1

4n

D
�

1 � 1

2

�

� 1

4
C
�

1

3
� 1

6

�

� 1

8
C
�

1

5
� 1

10

�

� 1

12
C � � � C

�

1

2n � 1
� 1

4n � 2

�

� 1

4n

D 1

2
� 1

4
C 1

6
� 1

8
C 1

10
� 1

12
C � � � C 1

2.2n � 1/
� 1

4n

D 1

2

�

1 � 1

2
C 1

3
� 1

4
C 1

5
� 1

6
C � � � C 1

2n � 1
� 1

2n

�

D 1

2

n
X

jD1

.�1/j�1

j
:
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La particular idad del estudio de las series 522

Deducimos que:

lKım
n!1

S3n D 1

2
lKım

n!1

n
X

jD1

.�1/j�1

j
D 1

2
log2:

Esclaro que lKımfS3n � S3n�1g D lKımfS3n � S3n�2g D 0 de donde sesigue que:

lKımfSng D 1

2
log2:

Es decir, hemos probado que la serie obtenida reordenando los términos de la serie armónica
alternada por el criterio de sumar uno positivo seguido de dos negativos, es convergente y su

suma es
1

2
log2. �

9.6 Observación (La suma de una serie convergente no es una suma). El ejemplo ante-
rior pone claramente de manifiesto que la suma de una serie convergente no es una suma en
el sentido usual de la palabra, es decir, no es una suma algebraica de números. Observa que
los conjuntos de números (9.4) y (9.5) son los mismos pero las series correspondientes tienen

distinta suma; laprimera tiene suma log2 y lasegunda
1

2
log2. Si lasumadeuna serie consis-

tiera en sumar los infinitos términos de una sucesión, entonces el orden en que los sumáramos
sería indiferente porque lasumadenúmeros tiene lapropiedad conmutativa. Debestener claro,
por tanto, que cuando calculas la suma de una serie no estás haciendo una suma infinita sino
que estás calculando unlímite de una sucesión cuyos términos se obtienen sumando conse-
cutivamente los términos de otra sucesión dada. Insisto: calcular la suma de una serie no es
una operación algebraica, no consiste en sumar infinitos términos, es un proceso analítico que
supone un límite.

9.1.1. La par ticular idad del estudio de las series

Ahora viene la pregunta del mill ón: si las series no son nada más que sucesiones, ¿por
qué dedicarles una atención especial? La respuesta a esta pregunta es que en el estudio de las
series hay unahipótesis implícita que los libros silencian. A saber: sesupone que las series son
sucesiones demasiado difíciles de estudiar directamente.

La característica que distingue el estudio de las series es la siguiente: se trata de deducir
propiedades de la serie fAng D fa1 C a2 C � � � C ang, apartir del comportamiento de fang. Es
decir, los resultados de la teoría de series dan información sobre la sucesión fAng haciendo
hipótesis sobre la sucesión fang. ¿Por qué esto es así?, ¿no sería más lógico, puesto que lo que
queremos es estudiar la serie fAng, hacer hipótesis directamente sobre ella?La razón de esta
formadeproceder esque, por lo general, nose conoceuna expresión de AnDa1Ca2C� � �Can

que permita hacer su estudio de forma directa; es decir, la suma a1 C a2 C � � � C an no es
posible “realizarla” en lapráctica. Por ello, en el estudio de las series sesupone implícitamente
que la sucesión fang esel dato quepodemosutili zar. Naturalmente, esto haceque el estudio de
las series sepreste amuchasconfusiones porque, aunque su objetivo esobtener propiedades de
laserie fAng, lashipótesis y lanotación

P

an hacen siempre referencia alasucesión fang, por
lo que puede caerse en el error de creer que lo que se está estudiando es dicha sucesión fang
cuando lo que realmente se estudia es la sucesión fa1 C a2 C � � � C ang. Un error muy común
y que debes evitar esconfundir las sucesiones fang y

P

an: ¡son sucesiones muy diferentes!

Universidad de Granada
Dpto. de AnálisisMatemático

Prof. Javier Pérez
Cálculo diferencial e integral



La particular idad del estudio de las series 523

Si lo piensasun poco, estaformadeproceder noesdel todo nueva. Ya estásacostumbradoa
usar laderivada deuna función para estudiar propiedades de la función; pues bien, lasituación
aquí esparecida: para estudiar laserie

P

an Dfa1 C a2 C � � � C ang (la función) estudiamos la
sucesión fang (laderivada). Un buen ejemplo de esto quedigosonloscriteriosde convergencia
que veremos dentro depoco.

Otra dificultad adicional en el estudio de las series es la notación tan desafortunada que se

emplea. En la mayoría de los textos se representa con el mismo símbolo,
1
X

nD1

an, la serie (que

es una sucesión) y su suma (que es un límite que no siempre existe). Esto es un disparate: se
está confundiendo unasucesióncon un número. ¿Eslo mismo lasucesión f1=ng que el número
0 que es su límite?En ninguna parte verás escrita la igualdad disparatada f1=ng D 0 ¿Por qué

entonces, al tratar conseries, se confunde el número
1
X

nD1

1

2n
D 1 con

X

k>1

1

2k
que es lasucesión

(

n
X

kD1

1

2k

)

D
�

1 � 1

2n

�

?

Quizás esto se debe aque, pareceincreíble pero es cierto, no hay acuerdo unánime para
representar deforma apropiada laseriedetérmino general an. Lanotación que estamosusando
aquí,

X

n>1

an, tiene laventajadeque esclaray evita lasconfusiones que estoy comentando, pues

permitedistinguir entre laseriey su eventual suma. Tiene el inconvenientedequelamayoríade
los autores no la usan (quizás porque la desconocen). Estoy convencido de que las ventajas de
estanotación compensan ampliamente esteposible inconveniente. Esmás, confío en quedicha
notación acabe imponiéndose y siendo aceptada universalmente. Pero esto no va a suceder
pasado mañana, por eso te advierto de que en los libros encontrarás las usuales notaciones
confusas que no distinguen entre laserie (una sucesión) y su posible límite (su suma).

Todavía queda una última sorpresa. Estamos de acuerdo en que las series son sucesiones.
¿Muy especiales? En absoluto. Toda sucesión podemos verla, si así nos interesa, como una
serie. Pues todasucesión fang es la serie definida por la sucesión de sus diferencias, esto es,
por la sucesión fdng dada por:

d1 D a1; d2 D a2 � a1; d3 D a3 � a2; : : : ; dnC1 D anC1 � an; : : :

Es claro que an D
n
X

jD1

dj . Por tanto, toda sucesión podemos considerarla como una serie. En

resumen, series y sucesiones son lo mismo: toda serie es una sucesión y toda sucesión puede
ser vista como una serie. Lo que distingue a la teoría de series es el punto de vista específico
de su estudio, pero sus resultados pueden aplicarse a cualquier sucesión.

Creo que con lo dicho ya puedes hacerte una idea correcta de lo que son las series. Insis-
to en esto porque en los libros encontrarás disparates para todos los gustos. Voy a comentar
seguidamente algunos de ellos. Mis comentarios están pensados para hacer reflexionar a los
profesores que los lean.

9.7 Observación (Sobre algunas definiciones usuales de serie). En algunos libros se da a
siguiente definición.
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Definición de serie “a la Bourbaki” . Una serie es un par de sucesiones
�

fxng; fSng
�

donde
para todon2 N Sn D

Pn
kD1 ak . La sucesión fSng se llama sucesión de sumas parciales de la

serie.

El problema con esta definición está en las primeras 7 palabras: una serie es un par de
sucesiones. Quien lea estadefinición pensaráqueunaserie esalgo diferente aunasucesión. Si,
además, como ocurre conmás frecuencia de ladeseada, el li bro queda estadefinición vuelve a
enunciar para series – ¡e incluso a demostrar! – algunos de los resultados anteriormente vistos
para sucesiones, el desastre ya es total: el lector de ese libro acabará pensando que las series
son algo diferente de las sucesiones.

Esta definición de serie adolecede la pedantería lamentable de las definiciones “al estilo
Bourbaki” . Son definicionesexcesivamenteformalistascuyaprecisiónformal lashace confusas
e ininteligibles para quien nosabe de qué va la cosa. Con unejemplo se entiende mejor lo que
quiero decir. Tú sabes lo que es laderivada deuna función. Sabesqueparaderivar una función
primero tienen quedarte la funcióncuyaderivadavasausar. Por tanto, el concepto dederivada
involucra ados funciones: la función f y la funciónf 0. Unadefinición “al estilo Bourbaki” de
derivada sería como sigue:

Una derivada es un par de funciones .f; f 0/, donde f es una función defini-
da en un intervalo I , y para cada punto a 2 I f 0.a/ es el número definido por

f 0.a/ D lKım
x!a

f .x/ � f .a/

x � a
.

Estarás de acuerdo en que lasupuesta mayor precisión formal de estadefinición estámuy lejos
de compensar su mayor dificultad de comprensión. Esto es exactamente lo que se hace en la
definición deserieque estamoscomentando. Paraformar laserie fAng D fa1 C a2 C � � � C ang
primero tienen que darnos la sucesión fang. Eso y no otra cosa es lo que significa la expresión
“una serie es un par de sucesiones” . Todos sabemos que el Tajo pasa por Toledo pero eso no
nos hacedecir que Toledo es un par (Tajo,Toledo): : : ¿Me explico?

En el extremo opuesto del “estilo Bourbaki” está el “estilo todo vale”.

Definición deserie al “ estilo todo vale” . Unaserie es una suma infinita

a1 C a2 C a3 C � � � C an C � � �

Ya está, eso es todo. Definiciones parecidas a esta se encuentran con frecuencia en libros de
autores ingleses o norteamericanos. Se trata de una definición que no define nada eintroduce
símbolos confusos.

Entre el excesivo formalismo y la informalidad absoluta, con notaciones inapropiadas y
confusas, la verdad es que la mayoría de los libros que conozco no ayudan a comprender el
concepto de serie ni lasparticularidades desu estudio.

Convenios de notación. Usaremos la notación
P

an para representar la serie de término
general an. Por tanto, una última vez lo repito,

P

an es una sucesión, más concretamente,
P

an es la aplicación de N en R que a cada número natural n 2 N hace corresponder el
número

Pn
kD1 ak .

A pesar de lo dicho, también usarédevez en cuandolanotación fa1 C a2 C � � � C ang para
la serie de término general an. Creo que un uso adecuado de ambas notaciones es la mejor
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Propiedades básicas de las series convergentes 525

formade ayudarte paraque tengas siemprepresente que lasucesión que estamosestudiandoes
P

an D fa1 C a2 C � � � C ang y no fang.
A veces conviene considerar, por comodidad, series que empiezan en un índice entero

q 2Z, usaremos en tal caso lanotación
X

n>q

an. Por ejemplo, esmáscómodoescribir
X

n>3

1

logn

que
X

n>1

1

log.n C 2/
aunque ambas son lamismaserie.

9.1.2. Propiedades básicas de las series convergentes

Es importante que te des cuenta de que cambiar un solo término en la sucesión fang se
traduce en cambiar infinitos términos en la serie

P

an. El siguiente resultado nos dice que
si cambiamos un número finito de términos en una sucesión fang ello no afecta a la posible
convergencia de laserie fa1 C a2 C � � � C ang pero sí afecta ala sumade dicha serie.

9.8 Proposición. Sean fang y fbng dos sucesiones y supongamos que hay un número q 2N tal
que para todon>q C 1 es an D bn. Entonces se verifica que las series fa1 C a2 C � � � C ang
y fb1 C b2 C � � � C bng o bien convergen ambas o noconverge ninguna, y en el primer caso se
verifica que:

1
X

nD1

an �
q
X

jD1

aj D
1
X

nD1

bn �
q
X

jD1

bj :

Demostración. Pongamos An D a1 C a2 C � � � C an, Bn D b1 C b2 C � � � C bn, ˛ D
q
X

jD1

aj ,

ˇ D
q
X

jD1

bj . Lasafirmaciones hechas sededucen todas dequepara todon > q C 1 severificala

igualdad:
n
X

kDqC1

ak D An � ˛ D
n
X

kDqC1

bk D Bn � ˇ

Observa que los números ˛ y ˇ son constantes fijas. De la igualdad An C ˛ D Bn C ˇ, válida
para todon > q C 1, deducimos que las series

P

an D fAng y
P

bn D fBng ambasconvergen
o ninguna converge. Cuando hay convergencia tenemos que:

lKım
n!1

fAn � ˛g D lKım
n!1

fAng � ˛ D lKım
n!1

fBn � ˇg D lKım
n!1

fBng � ˇ:

Lo que prueba la igualdad del enunciado. 2

Consideremos unaserie
X

n>1

an . Dadoq 2N definamosbn D 0 para1 6 n 6 q, bn D an para

todo n > q C 1. La serie
X

n>1

bn se llama serie resto de orden q de la serie
X

n>1

an . Es usual
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representar dicha serie resto con la notación
X

n>qC1

an. De la proposición anterior deducimos

que las series
X

n>1

an y
X

n>qC1

an ninguna converge o ambasconvergen y, cuandoesto ocurre es:

1
X

nD1

an �
q
X

kD1

ak D
1
X

nDqC1

an:

No lo olvides: para calcular la suma de una serie debes tener siempre presente el índicedesde
el que se empieza asumar.

El siguiente resultado es importante porque estableceuna condición necesaria general para
la convergencia deuna serie.

9.9 Proposición (Condición necesar ia para la convergencia deuna serie). Para quela serie
P

an sea convergente esnecesario que lKımfang D 0.

Demostración. Si la serie
P

an es convergente, entonces lKımfAng D lKımfAn�1g D S es un
número real. Como para todon2N con n > 2 tenemos que an D An � An�1, deducimos que
lKımfang D lKımfAng � lKımfAn�1g D S � S D 0. 2

Esta condición necesaria no es suficiente: f1
n
g ! 0 pero la serie armónica

P

1
n

no es
convergente. Se trata de una condición necesaria para la convergencia de una serie, por tanto
cuando dicha condición nose cumple laserie noes convergente.

9.10 Ejemplo. Las series
X

n>1

�

1 � 1

n

�n

,
X

n>1

n sen
1

n
,
X

n>1

n
�

e
1

n �1
�

no son ninguna de ellas

convergente porque sus términos generales noconvergen a0:

�

1 � 1

n

�n

! 1

e
; n sen

1

n
! 1; n

�

e
1

n �1
�

! 1:

�

9.1.3. Propiedades asociativasy conmutativas

Yahemos dicho que el límite, L, de una serie convergente, L D lKımfa1 C a2 C � � � C ang,
no es, como a veces se dice, una “suma de los infinitos términos” de la sucesión fang. ¿Qué
sentido tiene eso de “sumar infinitos términos”? Ninguno, desde luego. Lo que dicho número

verifica es que
ˇ

ˇ

ˇ
L �

Pn
jD1 aj

ˇ

ˇ

ˇ
se conserva menor que cualquier número " > 0, a partir de un

cierto n 2 N en adelante. Si bien, puede ser sugerente la interpretación de L como “ la suma
de los términos de la sucesión fang” , no hay que olvidar que esto no es más que una forma
de hablar, y que el límite de una serie convergente es, justamente, el límite de una sucesión
de sumas y no debe confundirse con una operación algebraica. Por ello cabe preguntarse si las
propiedades asociativa y conmutativa de la adición se conservan para series convergentes. De
hecho, yahemosvisto quelapropiedad conmutativanoseverifica en general, puesreordenando
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los términos de una serie convergente podemos obtener otra serie con suma distinta. Lascosas
van mejor en lo que se refiere ala asociatividad. Precisemos estas ideas.

Seafa1 C a2 C � � � C ang laseriedefinidapor lasucesión fang. Dadauna aplicaciónestric-
tamente creciente � W N ! N, definamos una sucesión fbng por:

b1 D a1 C a2 C � � � C a�.1/; bnC1 D a�.n/C1 C � � � C a�.nC1/ .n2N/ (9.6)

En estas condiciones se diceque la serie
P

bn se ha obtenido asociandotérminos en la serie
P

an. Poniendo An D a1 C a2 C � � � C an, y Bn Db1 Cb2 C� � �Cbn, setienequeBn DA�.n/,
es decir la sucesión fBng es una sucesión parcial de fAng. Deducimos el siguiente resultado.

9.11 Proposición. Todaserie obtenida asociandotérminos en unaserie convergente también
es convergente yambas series tienen la misma suma.

Esimportante advertir que asociandotérminosen unaserienoconvergentepuedeobtenerse
una serie convergente. Por ejemplo, la serie definida por la sucesión fang D f.�1/nC1g no es
convergente, y la serie que se obtiene de ella asociando términos dos a dos, es decir, la serie
definida por lasucesión bn D a2n�1 C a2n D 0, esevidentemente convergente. A este respecto
tiene interés el siguiente resultado que estableceuna condición suficiente para que de la con-
vergencia deunaserieobtenida asociandotérminosen otrapuedadeducirse la convergencia de
esta última.

9.12 Proposición. Sea � W N ! N una aplicación estrictamente creciente, fang unasucesión
y fbng la sucesión definida como en (9.6). Supongamos que la serie

P

bn esconvergente yque
la sucesión

˛n D ja�.n/C1j C ja�.n/C2j C � � � C ja�.nC1/j
converge a cero. Entonces la serie

P

an es convergente y tiene la misma suma que la serie
P

bn.

Demostración. Para cada n2N, n > �.1/, definamos:

�.n/ D mKaxfk 2N W �.k/ 6 ng:

Evidentemente, �.n/ 6 �.n C 1/. Además �.�.n// 6 n < �.�.n/ C 1/, y para todo p 2 N

�.�.p// D p. Pongamos An D a1 C a2 C � � � C an, Bn D b1 C b2 C � � � C bn. Se comprueba
fácilmente, usando que� escreciente y nomayorada, que lKım

˚

B�.n/

	

D lKımfBng (observaque
˚

B�.n/

	

es “parecida” auna sucesión parcial de fBng). Paran > �.1/ tenemos:

An D.a1 C � � � C a�.1// C � � � C .a�.�.n�1//C1 C � � � C a�.�.n/// C a�.�.n//C1 C � � � C an

DB�.n/ C a�.�.n//C1 C � � � C an:

Por tanto
ˇ

ˇAn � B�.n/

ˇ

ˇ6 ja�.�.n//C1j C � � � C janj 6 ja�.�.n//C1j C � � � C ja�.�.n/C1/j D ˛�.n/ ! 0:

Dedonde se sigue que lKımfAng D lKım
˚

B�.n/

	

D lKımfBng. 2

Estudiaremos seguidamente las series convergentes para las que se verifica la propiedad
conmutativa. Precisaremos estos conceptos. Seafa1 C a2 C � � � C ang la serie definida por la
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sucesión fang. Dada una biyección � W N ! N, definamos una sucesión fbng por bn D a�.n/.
En estas condiciones se dice que la serie fb1 C b2 C � � � C bng se ha obtenido reordenando
términos en laserie fa1 C a2 C � � � C ang.
9.13 Definición. Se dice que una serie fa1 C a2 C � � � C ang es conmutativamente conver-
gente si para toda biyección � W N ! N, se verifica que la serie definida por la sucesión
fa�.n/g, es decir laserie fa�.1/ C a�.2/ C � � � C a�.n/g, esconvergente.

Observaque, tomandocomo biyección deN sobre N la identidad, si laserie
P

an escon-
mutativamente convergente entonces es convergente. En otras palabras, una serie es conmuta-
tivamente convergente, cuandoesconvergente y también son convergentes todas las series que
se obtienen de ella por reordenación de sus términos (en cuyo caso se verificaque todas ellas
tienen lamismasuma). Laserie armónica alternada esunejemplo deserie convergente queno
es conmutativamente convergente.

El siguiente teoremadaunasencill a caracterización delas seriesconmutativamente conver-
gentes. Debesentender lo que afirma el teoremapero noespreciso queleas su demostración. Si
acaso, puedeser interesantequeleasel comienzo delademostración dela implicaciónb/÷a/

porque es muy parecida ala demostración del teorema 8.33. Esto noes casual: hay bastantes
analogías entre la convergencia de integrales impropias y de series.

9.14 Teorema. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) La serie fa1 C a2 C � � � C ang esconmutativamente convergente.

b) La serie fja1j C ja2j C � � � C janjg esconvergente.

Además, en caso deque se verifiquen a) y b), se tiene que:

1
X

nD1

an D
1
X

nD1

a�.n/

cualquiera sea la biyección � W N ! N.

Demostración. b/÷a/ Pongamos An D a1 C a2 C � � � C an, Bn D ja1j C ja2j C � � � C janj.
Supongamos que fja1j C ja2j C � � � C janjg esconvergente. Probaremos en primer lugar que la
serie fa1 C a2 C � � � C ang también es convergente. Dado " > 0, la condición de Cauchy para
fBng nos diceque existe n0 2N tal que

ˇ

ˇBq � Bp

ˇ

ˇD
q
X

kDpC1

jak j <
"

2
; para todos p; q 2N tales que q > p>n0: (9.7)

Deducimos que para todos p; q 2N tales que q > p>n0 se verificaque

ˇ

ˇAq � Ap

ˇ

ˇD
ˇ

ˇapC1 C apC2 C � � � C aqj 6

q
X

kDpC1

jak j <
"

2
< ":

Lo que prueba que la serie fAng cumple la condición deCauchy y, por tanto, es convergente.

Pongamos A D lKımfAng, y sea� W N ! N unabiyección. Dado" > 0, sea n0 2N tal que
se verifica(9.7) y además

ˇ

ˇAn0
� A

ˇ

ˇ < "=2. Definamos

m0 D mKaxfj 2N W �.j / 6 n0g; Fm D f�.k/ W 1 6 k 6 mg:

Universidad de Granada
Dpto. de AnálisisMatemático

Prof. Javier Pérez
Cálculo diferencial e integral



Propiedades asociativas y conmutativas 529

Param>m0, severificaqueFm ¥ f1; 2; : : : ; n0g. Por tanto, el conjunto HDFmnf1; 2; : : : ; n0g
noesvacío. Seap D mKın.H /, q D mKax.H /. Tenemosentonces queq>p>n0 C 1, y por tanto:

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

m
X

jD1

a�.j/ � A

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

D
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

X

k 2Fm

ak � A

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

D
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n0
X

kD1

ak C
X

k 2H

ak � A

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

6

6

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n0
X

kD1

ak � A

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

C
X

k 2H

jak j <
"

2
C

q
X

kDp

jak j <
"

2
C "

2
D ":

Hemos probado así que
1
X

nD1

a�.n/ D A y por tanto que b/ implicaa/.

a/÷b/ Probaremos que si la serie fBng no es convergente entonces la serie fAng no
es conmutativamente convergente. Supondremos, pues, en lo que sigue que fBng no es con-
vergente. Tenemos para la serie fAng dos posibili dades: o bien converge o bien no converge.
Evidentemente, si fAng no converge entonces, con mayor razón, noes conmutativamente con-
vergente. Consideraremos, por tanto, el caso en que fAng es convergente. Para nuestro pro-
pósito es suficiente probar que, en tal caso, hay una biyección � W N ! N tal que la serie
fa�.1/ C a�.2/ C � � � C a�.n/g espositivamente divergente. Veamoscómo puede justificarse la
existencia de dicha biyección.

De las hipótesis hechas se deduce que los conjuntos U D fn 2 N W an > 0g, y V D N n
U son infinitos. Sean � y  biyecciones crecientes de N sobre U y V , respectivamente.
Evidentemente, para todon2N, se verificaque:

fk 2N W �.k/ 6 ng [ fk 2N W  .k/ 6 ng D fk 2N W 1 6 k 6 ng

por lo que, poniendo
Pn D

X

�.k/6n

a�.k/; Qn D
X

.k/6n

a.k/

tenemos que An D Pn C Qn y Bn D Pn � Qn, de donde se sigue que ningunade las su-
cesiones fPng y fQng es convergente y, como son monótonas, deducimos que fPng diverge
positivamente y fQng diverge negativamente.

Lo que sigue es fácil de entender: vamos a ir formando grupos de términos positivos con-
secutivos de la sucesión fang y, entre cada dos de tales grupos, vamos a ir poniendo consecu-
tivamente los términos negativos de dicha sucesión. El criterio para ir formando los grupos de
términospositivosesquelasumade cadagrupoconel término negativo quelesigueseamayor
que 1. Formalmente sería como sigue. Definimos � W N ! N por:

�.1/ D mKınfq 2N W P�.q/ C a.1/ > 1g
�.k C 1/ D mKınfq 2N W P�.q/ � P�.k/ C a.kC1/ > 1g para todo k 2N:

Pongamos, por comodidad denotación �.0/ D 0. Nóteseque el grupok-ésimo de términospo-
sitivosestáformado por a�.�.k�1/C1/; a�.�.k�1/C1/C1; : : : ; a�.�.k//, y dicho grupo vaseguido
por el término negativo a.k/. Pues bien, labiyección � W N ! N , dada por:

�.j / D �.j � k/ para �.k/ C k C 1 6 j 6 �.k C 1/ C k; k D 0; 1; 2; : : :

�.�.k/ C k/ D a.k/; k D 1; 2; : : :
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es tal que la serie fa�.1/ C a�.2/ C � � � C a�.n/g es positivamente divergente, pues para n >
�.k/ C k tenemos que:

n
X

jD1

a�.j/ >

�.k/Ck
X

jD1

a�.j/ D
k
X

jD1

a�.�.j/Cj/ C
k�1
X

qD0

�.qC1/Cq
X

jD�.q/CqC1

a�.j/D

D
k
X

jD1

a.j/ C
k�1
X

qD0

�.qC1/Cq
X

jD�.q/CqC1

a�.j�q/ D
k
X

jD1

a.j/ C
�.k/
X

jD1

a�.j/D

D
k
X

jD1

a.j/ C P�.k/ D
k�1
X

jD1

�

P�.jC1/ � P�.j/ C a.jC1/

�

C P�.1/ C a.1/

>.1C .k�1� � � C1/ C 1 D k: 2

La utili dad del teorema que acabamos de probar está clara: para estudiar la convergencia
conmutativa deuna serie fa1 C a2 C � � � C ang lo que sehace esestudiar la convergencia de la
serie fja1j C ja2j C � � � C janjg. Esusual utili zar lasiguiente terminología.

9.15 Definición. Sediceque la serie fa1 C a2 C � � � C ang es absolutamente convergente, si
la serie fja1j C ja2j C � � � C janjg esconvergente.

Debes entender bien esta definición. Que la serie
X

n>1

an converge absolutamente quiere

decir que esconvergente lasucesión

X

n>1

janj D fja1j C ja2j C � � � C janjg :

Y el teorema anterior afirma, entre otras cosas, que esto implicala convergencia de lasucesión

X

n>1

an D fa1 C a2 C � � � C ang :

¡Son sucesiones muy diferentes!

Naturalmente, si una serie fa1 C a2 C � � � C ang converge, también converge la sucesión
que se obtiene tomando valores absolutos fja1 C a2 C � � � C anjg; pero esta sucesión no es~
igual afja1j C ja2j C � � � C janjg. Por eso puede ocurr ir queunaseriesea convergente pero no
sea absolutamente convergente. Laserie armónica alternada esunejemplo deserie convergente
que no es absolutamente convergente.

Con esta terminología, el teorema 9.14 afirma que la convergencia absoluta es lo mismo
que la convergencia conmutativa1.

1En muchos libros a las series que son absolutamente convergentes las llaman también incondicionalmente
convergentes y a las series que son convergentes pero noson absolutamente convergentes las llaman también con-
dicionalmente convergentes. En mi opinión esta terminología solamente sirve para confundir un poquito más.
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9.1.4. Ejercicios propuestos

451. Estudia la convergencia de las series: a)
X

n>1

1

n.nC1/
y b)

X

n>1

log
�

1C 1

n

�

.

452. Justificalas igualdades:

a)
1
X

kD1

�

1

4k � 3
� 1

4k � 2
C 1

4k � 1
� 1

4k

�

D log2.

b)
1

2

1
X

kD1

�

1

2k � 1
� 1

2k

�

D log2

2
.

c)
1
X

kD1

�

1

4k � 3
C 1

4k � 1
� 1

2k

�

D 3

2
log2.

453. Demuestra que si los términos de la serie armónica alternada se permutan de tal modo
que a cada grupo de p términos positivos consecutivos le siga un grupo de q términos
negativos consecutivos, entonces la nueva serie así obtenida es convergente con suma
igual a log2 C 1

2
log.p=q/.

454. Seafang unasucesión decrecientedenúmerospositivosy supongamosquelaserie
P

an

esconvergente. Prueba que fnang converge a0.

Sugerencia. Considera A2n � An.

9.1.5. Ejercicios resueltos

¡Antes dever lasolución deun ejercicio debes intentar resolverlo!

Ejercicio resuelto 223 Estudia la convergencia de las series: a)
X

n>1

1

n.nC1/
y b)

X

n>1

log
�

1C 1

n

�

.

Solución. a)
1

k.k C 1/
D .k C 1/ � k

k.k C 1/
D 1

k
� 1

k C 1
÷

n
X

kD1

1

k.k C 1/
D 1 � 1

n C 1
:

Luego
X

n>1

1

n.n C 1/
D
�

1 � 1

n C 1

�

! 1, esdecir laserie
X

n>1

1

n.n C 1/
esconvergente

y su suma es igual a1.

b) log

�

1 C 1

k

�

D log
k C 1

k
D log.k C 1/ � logk÷

n
X

kD1

log

�

1 C 1

k

�

D log.n C 1/:

Luego
X

n>1

log

�

1 C 1

n

�

D flog.n C 1/g!C1, esdecir laserie
X

n>1

1

n.n C 1/
esposi-

tivamente divergente. ©
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Ejercicio resuelto 224 Justificalas igualdades:

a)
1
X

kD1

�

1

4k � 3
� 1

4k � 2
C 1

4k � 1
� 1

4k

�

D log2.

b)
1

2

1
X

kD1

�

1

2k � 1
� 1

2k

�

D log2

2
.

c)
1
X

kD1

�

1

4k � 3
C 1

4k � 1
� 1

2k

�

D 3

2
log2.

Solución. a) y b) Sabemos que laserie armónica alternada esconvergente y su suma es

igual a log2.
1
X

nD1

.�1/nC1

n
D log2. También sabemos que una serie obtenida asociando

términos en una serie convergente también es convergente y con la misma suma. Las
seriesen a) y en b) seobtienen de laserie armónica alternada asociandotérminosde4 en
4 o de 2 en 2 respectivamente, lo que justifica las igualdades en a) y en b). Finalmente,
observa que laserie en c) seobtiene sumandolas series en a) y en b). ©

Ejercicio resuelto 225 Demuestra que si los términos de la serie armónica alternada se per-
mutan de tal modo que a cada grupo de p términos positivos consecutivos le siga un
grupo deq términos negativos consecutivos, entonces lanuevaserie así obtenida escon-
vergente con suma igual a log2 C 1

2
log.p=q/.

Solución. Pongamos Sn D
n
X

kD1

.�1/kC1

k
. Consideremos la sucesión

˚

Sn.pCq/

	

n2N
que

es precisamente la serie que se obtiene asociando términos de p C q en p C q en la
seriedel enunciado. Si dichasucesiónesconvergente, aplicandolaproposición9.12(con
�.n/ D n.p C q/), sesigue que laseriedel enunciado también esconvergente y su suma

es igual a lKım
n!1

Sn.pCq/. Llamando, como de costumbre Hn D
n
X

kD1

1

k
, y recordando la

estrategia 7.33, tenemos que:

Sn.pCq/ D
pn
X

kD1

1

2k � 1
�

nq
X

kD1

1

2k
D

pn
X

kD1

1

2k � 1
� 1

2
HnqD

D H2pn�1 � 1

2
Hnp C 1

2np
� 1

2
HnqD

D 1

2np
C ”2pn�1 C log.2pn � 1/ � 1

2
”np � 1

2
log.np/ � 1

2
”nq � 1

2
log.nq/D

D 1

2np
C ”2pn�1 � 1

2
”np � 1

2
”nq C 1

2
log

2np � 1

np
C 1

2
log

2np � 1

nq
!

! 1

2
log2 C 1

2
log

2p

q
D log2 C 1

2
log

p

q
:

©
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9.2. Cr iterios de convergencia para series de términospositivos

Una serie
P

an tal que an > 0 para todo n 2 N, se dice que es una serie de términos
positivos. Observa que una serie de términos positivos es una sucesión creciente por lo que o
bien esconvergente (cuandoestá mayorada) o espositivamente divergente.

9.16 Proposición (Criterio básico de convergencia). Una serie de términos positivos
X

n>1

an

esconvergente si, y sólo si, está mayorada, esdecir, existeun número M > 0 tal quepara todo

n2N se verifica que
n
X

kD1

ak 6 M , en cuyo caso su suma viene dada por:

1
X

nD1

an D sup

(

n
X

kD1

ak W n2N

)

:

Una serie de términos positivos que noestá mayoradaes (positivamente) divergente.

9.17 Ejemplo. Laserie
X

n>1

1

n2
es convergente porque para todon > 2 se verifica:

n
X

kD1

1

k2
6

2n�1
X

kD1

1

k2
D 1 C

n�1
X

jD1

0

@

2jC1�1
X

kD2j

1

k2

1

A6 1 C
n�1
X

jD1

0

@

2jC1�1
X

kD2j

1

.2j /2

1

AD

D 1 C
n�1
X

jD1

2j

22j
D 1 C

n�1
X

jD1

1

2j
D 2 � 1

2n�1
< 2:

�

Si
X

n>1

an esunaseriede términospositivos, suele escribirse
1
X

nD1

an <C1 para indicar que

dicha serie converge.

Teniendo en cuenta la proposición 9.8, los criterios que siguen pueden aplicarse para es-
tudiar la convergencia de series cuyos términos son todos positivos a partir de uno de ellos en
adelante.

9.18 Proposición (Criterio básico de comparación). Sean
X

n>1

an y
X

n>1

bn dos series de tér-

minos positivos. Supongamos que hay un número k 2 N tal que an 6 bn para todo n > k.
Entonces se verifica que si la serie

X

n>1

bn es convergente, también
X

n>1

an es convergente o,

equivalentemente, si la serie
X

n>1

an es divergente también
X

n>1

bn esdivergente.

Demostración. Pongamos An D a1 C a2 C � � � C an, Bn D b1 C b2 C � � � C bn. Lashipótesis
hechas implican quepara todon > k es An6Bn CAk . Deducimosquesi fBng estámayorada
también lo está fAng. 2
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9.19 Ejemplos. Laserie
X

n>2

1

logn
es divergente porque esde términos positivos,

1

logn
>

1

n
y

la serie armónica es divergente.

Laserie
X

n>1

log
.n C 1/2

n.n C 2/
es convergente porque es de términos positivos y:

log
.n C 1/2

n.n C 2/
D log

n2 C 2n C 1

n2 C 2n
D log

�

1 C 1

n2 C 2n

�

<
1

n2 C 2n
<

1

n2
;

y laserie
X 1

n2
es convergente.

La serie
X

n>1

�

1

n
� log

�

1 C 1

n

��

es convergente. Para ello usamos la desigualdad (ver

(7.5)):
1

n C 1
< log

�

1 C 1

n

�

<
1

n
:

De la que sededuce:

0 <
1

n
� log

�

1 C 1

n

�

<
1

n
� 1

n C 1
D 1

n.n C 1/
<

1

n2
:

9.20 Proposición (Criterio límite de comparación). Sean
X

n>1

an y
X

n>1

bn dos series de tér-

minos positivos, y supongamos que

lKım an

bn
D L2R

C
o [ fC∞g :

a) Si L D C∞ y
X

n>1

bn es divergente también
X

n>1

an es divergente.

b) Si L D 0 y
X

n>1

bn es convergente también
X

n>1

an es convergente.

c) Si L2R
C las series

X

n>1

an y
X

n>1

bn son ambas convergentes o ambas divergentes.

En particular, si dos sucesiones denúmeros positivos, fang y fbng son asintóticamente equiva-
lentes, las respectivas series,

P

an y
P

bn ambas convergen o ambas divergen.

Demostración. Supongamos que L 2 R
C. Sea0 < ˛ < L < ˇ. Todos los términos de la

sucesión fan=bng, apartir deunoen adelante, están en el intervalo � ˛; ˇ Œ, esdecir, existek 2N

tal que para todon > k es ˛ < an=bn < ˇ , y, por tanto, ˛ bn < an < ˇ bn. Concluimos, por
el criterio de comparación, que la convergencia deunade las series implicala convergencia de
laotra. Queda, así, probadoel punto c) del enunciado. Lospuntosa) y b) seprueban demanera
parecida. 2
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9.21 Ejemplos. Laserie
X

n>1

�

e
1

n �1
�

es divergente porque es de términos positivos y se veri-

ficaque e
1

n �1 � 1

n
.

Por la mismarazón las series
X

n>1

sen
1

n
,
X

n>1

tg
1

n
,
X

n>1

log

�

1 C 1

n

�

son todas ellas series

de términos positivos divergentes, porque sus términos generales son asintóticamente equiva-

lentes al término general de laserie armónica
1

n
.

La serie
X

n>1

 

5

r

1 C 1

n2
� 1

!

es convergente porque es de términos positivos, se verifica

que 5

r

1 C 1

n2
� 1 � 1

5n2
y laserie

P 1

5n2
es convergente.

Observa el parecido de estos criterios con los correspondientes criterios de convergencia
para integrales impropias de funciones positivas. El siguiente resultado establece, en un caso
particular, una relación aún másestrecha entre ambos tipos de convergencia.

9.22Proposición (Criterio integral). Sea f W Œ1; C∞Œ! R unafunción positiva y decrecien-
te. Entonces se verifica que

nC1
X

kD2

f .k/ 6

nC1w

1

f .x/ dx 6
n
X

kD1

f .k/

En consecuencia, la serie
X

n>1

f .n/ y la integral
C1w

1

f .x/ dx ambas convergen o ambas diver-

gen.

Demostración. Por ser f decreciente, para todo x 2 Œk; k C 1� es f .k C 1/6f .x/6f .k/.
Integrando, deducimos que:

f .k C 1/ 6

kC1w

k

f .x/ dx 6 f .k/:

SumandoestasdesigualdadesdesdekD1 hastakDn, obtenemosladesigualdad del enunciado.
2

Parapoder usar los criterios de comparación, necesitamos conocer ejemplos deseries con-
vergentes con las que poder comparar una serie dada. Unas series de términos positivos muy
útiles para comparar con otras series son las siguientes.

9.23 Proposición (Series de Riemann). Dado un número real ˛, la serie
X

n>1

1

n˛
se llama

serie deRiemann de exponente ˛. Dicha serie es convergente si, y sólo si, ˛ > 1.

Demostración. Para que se cumpla la condición necesaria de convergencia es preciso que sea
˛ > 0. Supuesto que esto esasí, podemos aplicar el criterio integral a la función f .x/ D 1=x˛

y tener en cuenta que la integral
r C1

1
1

x˛ dx es convergente si, y sólo si, ˛ > 1. 2
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9.24 Ejemplos. Las series
X

arctg
1

n˛
,
X

log

�

1 C 1

n˛

�

convergen si, y sólo si, ˛ > 1

porque son de términos positivos y su término general esasintóticamente equivalente a
1

n˛
.

Laserie
X

nˇ
�

e
1

n˛ �1
�

, donde ˛ y ˇ son números reales, no converge para ningún valor
deˇ si ˛ < 0, porque en tal caso su término general noconverge a0. Si ˛>0 convergesi y sólo
si, ˛ � ˇ > 1 porque esunaseriede términospositivos y su término general esasintóticamente

equivalente a
1

n˛�ˇ

Si en el criterio límitede comparación hacemosbn D 1=n˛ , obtenemos el siguiente criterio
de convergencia.

9.25 Proposición (Criterio de Pr insheim). Sea
X

n>1

an unaserie de términos positivos, ˛ un

número real y supongamos que fn˛ang ! L2R
C
o [ fC∞g. Entonces:

i) Si L D C∞ y ˛ 6 1,
X

n>1

an esdivergente.

ii ) Si L D 0 y ˛ > 1,
X

n>1

an esconvergente.

iii ) Si L2R
C,
X

n>1

an converge si ˛ > 1 y diverge si ˛ 6 1.

Observando que si an > 0, la desigualdad an 6
1

n˛
equivale a

� log.an/

logn
> ˛, se deduce

el siguiente criterio de convergencia que es eficazpara estudiar la convergencia de series que
pueden compararse con series de Riemann.

9.26 Proposición (Primer criterio logar ítmico). Supongamos que an > 0 para todon2N, y

pongamos Ln D � log.an/

logn
.

i) Si fLng ! L , donde L > 1 o L D C1, la serie
X

n>1

an esconvergente.

ii ) Si fLng ! L , donde L < 1 o L D �1, o bien si existe algún k 2 N tal que Ln 6 1

para todon > k, entonces la serie
X

n>1

an es divergente.

9.27 Ejemplo. La serie
X

n>1

an donde an D
�

1 � ˛ logn

n

�n

y ˛ 2 R, es una serie de términos

positivos (a partir de uno de ellos en adelante) y se tiene que:

� logan

logn
D

�n log

�

1 � ˛ logn

n

�

logn
D ˛

log

�

1 � ˛ logn

n

�

�˛ logn

n

! ˛:
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El primer criterio logarítmico nosdicequesi ˛ > 1 laserie convergey si ˛ < 1 laseriediverge.

Si ˛ D 1 tenemos que an D
�

1 � logn

n

�n

. Recordando que
�

1 C x

n

�n

! ex, podemos

esperar que para n suficientemente grande an D
�

1 � logn

n

�n

Ð e� logn D1

n
. Esto lleva a

conjeturar que nan ! 1. Tenemosque:

log.nan/ D n log

�

1 � logn

n

�

C logn D n

�

log

�

1 � logn

n

�

C logn

n

�

D

D .logn/2

n

log

�

1 � logn

n

�

C logn

n
�

logn

n

�2

Si ahora recuerdas que lKım
x!0

log.1 C x/ � x

x2
D �1

2
, se sigue que log.nan/ ! 0, es decir,

nan ! 1. El criterio de Prinsheim implicaque laserie
P

an esdivergente. �

Vamos a estudiar a continuación unas series más generales que las series de Riemann.

Dados dos números reales ˛ y ˇ, la serie
X

n>2

1

n˛.logn/ˇ
se llamaserie deBertrand de expo-

nentes ˛ y ˇ

9.28Proposición (SeriesdeBertrand). Laserie
X

n>2

1

n˛.logn/ˇ
convergesi ˛ > 1 cualquiera

sea ˇ, y también si ˛ D 1 y ˇ > 1. En cualquier otro caso esdivergente.

Demostración. Sabemos que cualesquiera sean � > 0 y �2R severificaque:

lKım
n!1

.logn/�

n�
D 0:

Supongamos que ˛ > 1 y sea� un número verificando que 1 < � < ˛. Podemos escribir:

n� 1

n˛.logn/ˇ
D .logn/�

n�

donde � D ˛ � � y � D �ˇ. Deducimos así que

lKım
n!1

n� 1

n˛.logn/ˇ
D 0:

El criterio de Prinsheim implicaque laserie
X

n>2

1

n˛.logn/ˇ
esconvergente.

Si ˛ < 1 un razonamiento parecido muestra que la serie diverge cualquiera seaˇ.

Sea ahora ˛ D 1. Entonces, si ˇ 6 0, tenemos que
1

n.logn/ˇ
>

1

n
para todo n > 3, y

el criterio de comparación implica que la serie es divergente. Sea, pues, ˇ > 0 y pongamos
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f .x/ D 1

x.logx/ˇ
para x > 2. La función f espositiva y decreciente en Œ2; C1Œ. Tenemos:

tw

2

dx

x.logx/ˇ
D

8

ˆ

<

ˆ

:

1

1 � ˇ
.logx/1�ˇ

ˇ

ˇ

t

2
D 1

1 � ˇ

�

.logt/1�ˇ � .log2/1�ˇ
�

; si ˇ ¤ 1:

log.logx/
ˇ

ˇ

t

2
D log.logt/ � log.log2/; si ˇ D 1:

Deducimos que la integral impropia
r C1
2 f .x/ dx es convergente si, y solo si, ˇ > 1. El

criterio integral nosdiceque laserie
X

n>2

f .n/ D
X

n>2

1

n.logn/ˇ
converge si, y sólo si, ˇ > 1. 2

9.29 Ejemplo. Se trata de estudiar la convergencia de la serie
X

n>1

logn!

nr
donde r 2 R. En

el ejercicio resuelto 168 hemos visto que logn! es asintóticamente equivalente an logn. Por

tanto, a efectos de convergencia, la serie dada se comporta igual que la serie
X

n>1

logn

nr�1
la cual

esunaserie deBertrand conˇ D �1 y ˛ D r � 1. Dichaserie converge si, y sólo si, r � 1 > 1,
o sea, r > 2. �

Si an > 0, la desigualdad an 6
1

n.logn/ˇ
equivale a

� log.nan/

log.logn/
> ˇ. Se deducede aquí

el siguiente criterio de convergencia que es eficazpara estudiar la convergencia de series que
pueden comparase con una serie deBertrand de exponente ˛ D 1.

9.30 Proposición (Segundo criterio logar ítmico). Supongamos que an > 0 para todon2N,

y pongamos Ln D � log.nan/

log.logn/
.

i) Si fLng ! L , donde L > 1 o L D C1, la serie
X

n>1

an esconvergente.

ii ) Si fLng ! L , donde L < 1 o L D �1, o bien si existe algún k 2 N tal que Ln 6 1

para todon > k, entonces la serie
X

n>1

an es divergente.

Vamos a estudiar a continuación dos criterios de convergencia que se aplican a series que
pueden compararse con unaseriegeométrica. El primero de estoscriterios partedeque laserie

geométricade término general an D xn, donde x > 0, converge si
anC1

an
D x < 1, esto lleva,

en el caso general de una serie términos positivos,
X

n>1

an , a considerar el comportamiento de

la sucesión fanC1=ang.

9.31 Proposición (Criterio del cociente o de D’Alembert (1768)). Supongamos que an > 0

para todon2N y que

lKım anC1

an
D L2R

C
o [ fC∞g :
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a) Si L < 1 la serie
X

n>1

an es convergente.

b) Si L > 1 o si L D C∞ o si hay un número k 2 N tal que para todon>k es anC1

an
>1,

entonces
X

n>1

an es divergente yademás fang no converge a 0.

Demostración. a) Sea � un número tal que L < � < 1. La definición de límite implicaque
existe n0 2N tal que para todon > n0 se verificaque:

an D an

an�1

an�1

an�2

� � � an0C1

an0

an0
6 �n�n0an0

D an0

�n0

�n:

Como 0 < � < 1, la serie
X

n>1

�n es convergente. Deducimos, en virtud del criterio de compa-

ración, que
X

n>1

an esconvergente.

b) Si L > 1 entonces, tomando� tal que 1 < � < L y razonandocomo antes, obtenemos

que para todo n > n0 es an >
an0

�n0

�n. Como � > 1 se sigue que la sucesión fang diverge

positivamente y, con mayor razón, laserie
X

n>1

an diverge positivamente. 2

9.32Ejemplo. Sealaserie
X

n>1

.n!/2

.2n/!
x2n , dondex esun número real. Esunaseriedetérminos

positivos por lo que podemos aplicar el criterio del cociente para estudiar su convergencia.

Pongamos an D .n!/2

.2n/!
x2n. Tenemos que:

anC1

an
D .n C 1/2.n!/2

.2n C 2/.2n C 1/.2n/!
x2nC2 .2n/!

.n!/2
x�2n D .n C 1/2

.2n C 2/.2n C 1/
x2 ! x2

4

El criterio del cociente nos dice que si
x2

4
< 1, es decir, jxj < 2, la serie es convergente; si

x2

4
> 1, es decir, jxj > 2, la serie no es convergente porque fang no converge a0. El caso en

que x2 D 4, o seax D ˙2, se tiene que:

anC1

an
D 4.n C 1/2

.2n C 2/.2n C 1/
D 2n C 2

2n C 1
> 1:

Y concluimos que laserie no converge para x D ˙2. �

El segundocriterio parte de que la serie geométrica de término general an D xn, donde
x > 0, converge si n

p
an D x < 1, esto lleva, en el caso general de una serie de términos

positivos,
X

n>1

an , a considerar el comportamiento de lasucesión f n
p

ang.
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9.33Proposición (Criterio de la raíz o deCauchy (1821)). Sea
X

n>1

an unaseriede términos

positivos y supongamos que

lKım n
p

an D L2R
C
o [ fC∞g:

a) Si L < 1 la serie
X

n>1

an es convergente.

b) Si L > 1 o si L D C∞ o o si hay un número k 2N tal que para todon>k es n
p

an>1

entonces
X

n>1

an es divergente yademás fang no converge a 0.

Demostración. a) Sea� un número tal que L < � < 1. La definición de límite implica que
existe n0 2 N tal que para todon > n0 es n

p
an 6 �, es decir, an6 �n. Puesto que 0 < � < 1,

la serie
X

n>1

�n es convergente y, en virtud del criterio de comparación, se sigue que
X

n>1

an es

convergente.

b) Si L > 1 entonces, tomando � tal que 1 < � < L y razonando como antes, obtene-
mos que para todo n > n0 es an > �n y, como � > 1, se sigue que la sucesión fang diverge
positivamente y, con mayor razón, laserie

X

n>1

an diverge positivamente. 2

9.34Ejemplo. Sealaserie
X

n>1

 

n2 � 1

n2

!2n3�2n

. Como esunaseriedetérminospositivospo-

demosestudiar su convergencia usandoel criterio de laraíz. Pongamosan D
 

n2 � 1

n2

!2n3�2n

.

Tenemos que:

n
p

an D
 

n2 � 1

n2

!2n2�2

D
 

n2 � 1

n2

!2n2  

n2

n2 � 1

!2

! e�2 < 1:

Concluimos que laserie es convergente. �

Cuando
anC1

an
6 1 y lKım anC1

an
D 1, también es lKım n

p
an D 1. En estasituación loscriterios

del cociente y de la raíz no proporcionan información suficiente sobre el comportamiento de

la serie
X

n>1

an . Por ejemplo, para las series de Riemann, an D 1=n˛ , se tiene que lKım anC1

an
D

1 cualquiera sea˛. Observa que estos criterios solamente pueden proporcionar información
sobre la convergencia deseriesquepueden compararse con unaseriegeométrica. El siguiente
criterio suele aplicarse cuandofallan los anteriores.

9.35 Proposición (Criterio de Raabe (1832)). Supongamos que an > 0 para todo n 2 N, y

pongamos Rn D n

�

1 � anC1

an

�

.
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i) Si fRng ! L, donde L > 1 o L D C∞, la serie
X

n>1

an esconvergente.

ii ) Si fRng ! L, dondeL < 1 o L D �∞, o bien si existealgúnk 2N tal queRn6 1 para
todon > k, entonces la serie

X

n>1

an es divergente.

Demostración. i) Las hipótesis hechas implican que existen ˛ > 1 y n0 2 N tales que para
todo k > n0 es Rk > ˛. Seaı D ˛ � 1 > 0. Tenemos que:

Rk � 1 D .k � 1/ � k
akC1

ak

> ı .k > n0/;

por lo que

ak 6
1

ı

�

.k � 1/ak � kakC1

�

.k > n0/:

Sumandoestas desigualdades desde k D n0 hasta k D n > n0, obtenemos que:

n
X

kDn0

ak 6
1

ı

�

.n0 � 1/an0
� nanC1

�

<
1

ı
.n0 � 1/an0

:

Por el criterio básico de convergencia para series de términos positivos, deducimos que
X

n>1

an

es convergente.

ii ) Si Rn61 paratodon>k, entonces .n�1/an �nanC160 y resultaque lasucesión fnanC1g
es creciente para n > k, luego nanC1> kakC1, es decir, para todon > k es anC1> kakC1

1

n
y, por el criterio de comparación, deducimos que

X

n>1

an esdivergente. 2

El criterio deRaabesuele aplicarse cuandoel criterio del cociente no proporciona informa-

ción, es decir, cuando
anC1

an
! 1. En tal caso la sucesión:

Rn D n

�

1 � anC1

an

�

D �n

�

anC1

an
� 1

�

esdelaformavn.un�1/ dondevnD�n y unD anC1

an
! 1. Aplicandoel criterio de equivalencia

logarítmicatenemos que:

lKımRn D L ” lKım
�

anC1

an

��n

D
�

an

anC1

�n

! eL

con los convenios usuales para los casos en que L D ˙1.

9.36 Proposición (Forma alternativa del criterio de Raabe). Sea an > 0 para todon2N y

supongamos que lKım anC1

an
D 1. Pongamos Sn D

�

an

anC1

�n

.

i) Si Sn ! eL con L > 1 o si Sn ! C∞, la serie
X

n>1

an esconvergente.
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ii ) Si Sn ! eL con L < 1 o si Sn ! 0, la serie
X

n>1

an esdivergente.

Los criterios de convergencia que acabamos de estudiar hacen siempre hipótesis sobre la
sucesión fang paraobtener informaciónsobre el comportamiento de laserie

X

n>1

an . Yadiji mos

antes que esto es típico del estudio de las series. Pero nolo olvides: no estamos estudiando la
sucesión fang sino la sucesión

X

n>1

an D fa1 C a2 C � � � C ang.

9.2.1. Ejercicios propuestos

455. Estudia la convergencia de las siguientes series donde a > 0 y ˛ 2R.

a/
X

n>1

.n!/2

2n2
b/
X

n>1

.n C 1/n

nnC2
c/
X

n>1

n�1�1=n

d/
X

n>1

.n C 1/n

3nn!
e/
X

n>1

1

n!

� n

a

�n

f /
X

n>1

�

1

log.n C 1/

�logn

g/
X

n>1

alogn h/
X

n>2

nlogn

.logn/n
i/
X

n>1

�

e�
�

1C 1=n2
�n2
�

j /
X

n>1

. n
p

n � 1/˛ k/
X

n>1

�

1� 1p
n

�n

l/
X

n>1

 

n2 C 1

n2 C n C 1

!n˛

m/
X

n>1

a
P

n

jD1 1=j n/
X

n>1

n˛
�

n
p

n C 1=n � n
p

n
�

o/
X

n>1

�

n sen
1

n

�n3

p/
X

n>1

�

.2n/!
�3

26n.n!/6
q/
X

n>1

��

log.n C 1/

logn

�n

� 1

�

r/
X

n>1

n! en

nnC˛

s/
X

n>1

log

�

n sen
1

n

�

t/
X

n>1

�

cos
1

n

�3

u/
X

n>2

n2p
n � 1

logn
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456. Estudia la convergencia de las siguientes series donde a > 0 y ˛; ˇ 2R.

a/
X

n>1

.n1=n2 � 1/I b/
X

n>1

.
3
p

n C 1 � 3
p

n/ log

�

n C 1

n

�

c/
X

n>1

�

4
p

n C 1 � 4
p

n
�

alognI d/
X

n>1

�

2 � 4 � 6 � � � .2n/

5 � 7 � � � .2n C 3/

�˛

e/
X

n>1

1

n

�

e�.1 C 1=n/n
�

I f /
X

n>1

�

nn˛ � 1
�

g/
X

n>1

n˛

�

1C 1

2
C � � � C 1

n

�

I h/
X

n>1

n˛ exp

 

�ˇ

n
X

kD1

1

k

!

457. Estudia la convergencia de las series.

a)
X

n>1

3nn!
3
p

n 5 � 8 � 11 � � � .5 C 3n/

b)
X

n>1

�

2 � 3 � 4 � � � .n C 2/

5 � 6 � 7 � � � .n C 5/

�1=2

c)
X

n>1

.a �
p

a/.a � 3
p

a/ � � � .a � n
p

a/ .a > 0/

d)
X

n>1

n!

a.a C 1/.a C 2/ � � � .a C n/n˛
.a > 0; ˛ 2R/

e)
X

n>1

alogn log.1 C 1=n/ .a > 0/

f)
X

n>1

.
p

n C 1 �
p

n/˛ .log.1 C 1=n//ˇ ; .˛; ˇ 2R/

g)
X

n>1

�

.1 C ˛/.3 C ˛/.5 C ˛/ � � � .2n � 1 C ˛/

.2 C ˇ/.4 C ˇ/.6 C ˇ/ � � � .2n C ˇ/

��

; .˛; ˇ; �2R
C/

458. Seafang una sucesión creciente de números positivos. Dar condiciones que garanticen

que laserie
X

n>1

1

a1a2a3 � � � an
es convergente.

459. Dar ejemplosdesucesiones fang ! 1 y decrecientes talesquelaserie
X

n>1

1

a1a2a3 � � � an

sea en uncaso convergente y en otro caso divergente.

460. Seaan > 0 para todon2N. Pruebaque las series
X

n>1

an y
X

n>1

an

1 C an
ambasconvergen

o ambas divergen.

461. Sea
P

an una serie de términos positivos convergente. ¿Qué puede decirse de las series
P

a2
n y

Pp
ananC1?
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462. Sea
P

an unaserie de términos positivos convergente. Pruebaque lasucesión fzng dada
para todon2N por:

zn D
n
Y

kD1

.1 C ak/ D .1 C a1/.1 C a2/ � � � .1 C an/

esconvergente.

463. Sea
P

an una serie de términos positivos convergente. Prueba que para 0 < ˛ < 1 la

serie
X a˛

n

n
esconvergente.

Sugerencia. Utili zar ladesigualdad deHölder (ver ejercicio resuelto 137).

464. Sea
P

an una serie convergente de términos positivos. Prueba que la serie
X

p
an

n˛
es

convergente si ˛ > 1=2. Da un ejemplo de una serie
P

an convergente tal que la serie
X

p
anp
n

seadivergente.

465. Estudia la convergencia de las sucesiones:

a/ xn D
n
X

kD1

1p
k

� 2
p

n; b/ yn D
n
X

kD1

logk

k
� .logn/2

2
:

Sugerencia. Estudia la convergencia de lasrespectivas seriesdediferencias consecutivas.

9.2.2. Ejercicios resueltos

¡Antes dever lasolución deun ejercicio debes intentar resolverlo!
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Ejercicio resuelto 226 Estudia la convergencia de las siguientes series dondea > 0 y ˛ 2R.

a/
X

n>1

.n!/2

2n2
b/
X

n>1

.n C 1/n

nnC2
c/
X

n>1

n�1�1=n

d/
X

n>1

.n C 1/n

3nn!
e/
X

n>1

1

n!

� n

a

�n
f /

X

n>1

�

1

log.n C 1/

�logn

g/
X

n>1

alogn h/
X

n>2

nlogn

.logn/n
i/
X

n>1

�

e�
�

1C 1=n2
�n2
�

j /
X

n>1

. n
p

n � 1/˛ k/
X

n>1

�

1� 1p
n

�n

l/
X

n>1

 

n2 C 1

n2 C n C 1

!n˛

m/
X

n>1

a
P

n

jD1 1=j n/
X

n>1

n˛
�

n
p

n C 1=n � n
p

n
�

o/
X

n>1

�

n sen
1

n

�n3

p/
X

n>1

�

.2n/!
�3

26n.n!/6
q/
X

n>1

��

log.n C 1/

logn

�n

� 1

�

r/
X

n>1

n! en

nnC˛

s/
X

n>1

log
�

n sen 1
n

�

t/
X

n>1

�

cos 1
n

�3
u/
X

n>2

n2p
n � 1

logn

Solución. Salvo una excepción, son todas series de términos positivos. Para estudiar su
convergencia aplicaremos los criterios que acabamos de estudiar.

a/ Pongamos an D .n!/2

2n2
. Aplicaremos el criterio del cociente:

anC1

an
D ..n C 1/!/2

2.nC1/2

2n2

.n!/2
D .n C 1/2

22nC1
D 1

2

n2 C 2n C 1

4n
! 0:

Laserie esconvergente. ©

b/ Pongamos an D .n C 1/n

nnC2
. Apliquemos el criterio del cociente:

anC1

an
D .n C 2/nC1

.n C 1/nC3

nnC2

.n C 1/n
D
�

n C 2

n C 1

�nC3 �
n

n C 1

�n
n2

.n C 2/2
D

D
�

1 C 1

n C 1

�nC3 �

1 � 1

n C 1

�n
n2

n2 C 4n C 4
! e

1

e
D 1:

Además
anC1

an
6 1, por tanto el criterio del cocienteno proporciona información sobre la

convergenciade estaserie. Cuandoesto ocurre igual sucede conel criterio delaraíz. Esto
nos indicaque la serie no es comparable con una serie geométrica. El criterio de Raabe
no parecefácil de aplicar. Podemos intentar el primer criterio logarítmico. Tenemosque:

� log.an/

logn
D �n log.n C 1/ C .n C 2/ logn

logn
D

n log n
nC1

logn
C 2 ! 2 > 1:
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Por tanto la serie es convergente. Este criterio nos diceque la serie
P

an es comparable
con una serie de Riemann de exponente ˛ D 2. Que efectivamente esto es así es fácil de

comprobar. Si nos fijamosen an y recordamos que lasucesión

�

n C 1

n

�n

escreciente y

converge a e, enseguida nos damos cuenta de lo que sigue:

an D .n C 1/n

nnC2
D
�

n C 1

n

�n
1

n2
6

e

n2

lo que permite concluir, por el criterio de comparación, que la serie es convergente. ©

9.37Observación. Antesde empezar a aplicar criteriosde convergencia, fíjatebien en la
forma que tiene el término general de la serie eintenta relacionarlo con alguna sucesión
conocida.

e/ Pongamos an D 1

n!

� n

a

�n
. Apliquemos el criterio del cociente:

anC1

an
D 1

.n C 1/!

�

n C 1

a

�nC1

n!
� a

n

�n

D a

�

n C 1

n

�n

! a

e
:

Deducimos quesi 0 < a < e laserie esconvergente, si a > e laserie esdivergente. Para
a D e el criterio no proporciona información. Ni el criterio deRaabeni el primer criterio
logarítmico parecen fáciles de aplicar. Cuando no queda otro recurso hay que intentar
aplicar el criterio de comparación. Supuesto que a D e, tenemos que:

an D nn

n!

1

en
>

nn

n!

n!

.n C 1/nC1
D 1
�

1 C 1
n

�n

1

n C 1
>

1

e

1

n C 1
>

1

5n
:

Donde hemos usado que para todok 2 N es e <
�

1 C 1
k

�kC1D
�

kC1
k

�kC1
, de donde se

sigue que para todon2N:

1

en
>

n
Y

kD1

�

k

k C 1

�kC1

D n!

.n C 1/n
:

Concluimos, por comparación con la serie armónica, que la serie es divergente para
a D e. ©

f / Pongamos an D
�

1

log.n C 1/

�logn

. Aquí no es apropiado aplicar el criterio del co-

ciente porque no hay factores que se simplifiquen al calcular el cociente de un término
al anterior. El criterio de la raíz puede aplicarse, pero no proporciona información sobre
el carácter de la serie porque, como debes comprobar, n

p
an ! 1 y n

p
an 6 1. Podemos

aplicar el primer criterio logarítmico.

� log.an/

logn
D log.log.n C 1// ! C1:

La serie es convergente. Deducimos que se trata de una serie que converge más rápida-
mente que cualquier serie de Riemann y menos rápidamente que cualquier serie geomé-
trica. ©
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h/ Pongamos an D nlogn

.logn/n
. Esapropiado aplicar el criterio de la raíz.

n
p

an D n
logn

n

logn
D e

.logn/2

n

logn
! 0:

Laserie esconvergente. ©

i/ Pongamos an D e�
�

1C 1=n2
�n2

. Observa que como
�

1 C 1
k

�k
< e para todok 2N,

se tiene quean > 0. Loscriterios del cociente, de la raíz, deRaabey los logarítmicos no
parecen apropiados para estudiar esta serie. Cuandoesto sucede hay que intentar aplicar
uncriterio de comparación. Si recuerdas el límite, que hemos visto varias veces:

lKım
x!0

e�.1 C x/
1

x

x
D e

2
;

sededucequesi fxng ! 0 severificala equivalencia asintótica e�.1 C xn/1=xn � e
2
xn.

Por tanto:

an D e�
�

1C 1=n2
�n2

� e

2

1

n2
;

y deducimos que la serie converge por el criterio límite de comparación. También pode-
mos usar el criterio básico de comparación usando que para todok 2 N se verificaque

e <
�

1 C 1
k

�kC1
. Con ello se tiene:

an D e�
�

1C 1

n2

�n2

<

�

1C 1

n2

�n2C1

�
�

1C 1

n2

�n2

D
�

1C 1

n2

�n2

1

n2
<

e

n2
:

©

j / Pongamos an D . n
p

n � 1/˛. Trata de aplicar algunos criterios de convergencia. Las
seriesque cuestamástrabajo estudiar sonaquellasen lasqueloscriteriosdel cociente, de
laraíz, deRaabey loslogarítmicosnosirven para estudiar su convergencia, yaseaporque
los límites que hay que calcular son difíciles o porque dichos criterios no proporcionan
información. Cuandoesto ocurre hay que aplicar uncriterio de comparación. En nuestro
caso tenemos que:

n
p

n � 1 D e
logn

n �1 � logn

n
÷an �

�

logn

n

�˛

:

Deducimos que laserie converge si, y sólo si, ˛ > 1. ©

l/ Pongamos an D
 

n2 C 1

n2 C n C 1

!n˛

D
�

1 � n

n2 C n C 1

�n˛

. Después de pensarlo un

poco, parece apropiado usar el primer criterio logarítmico. Tenemos que:

� log.an/

logn
D � n˛

logn
log

�

1 � n

n2 C n C 1

�

� n˛

logn

n

n2 C n C 1
� n˛�1

logn
:

Por tanto:

lKım
n!1

� log.an/

logn
D
�

C1; si ˛ > 1I
0; si ˛ < 1:
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Laserie converge si ˛ > 1 y no converge si ˛ < 1. Para˛ D 1 se tiene que fang ! 1

e
y

por tanto la serie no converge porque su término general no converge a0. ©

m/ Pongamos an D a
P

n

jD1 1=j . Esevidente que si a > 1 se tiene que an > 1 y, por tanto,
la serie no es convergente porque fang no converge a0. Podemos aplicar el criterio del
cociente.

anC1

an
D a

1

nC1 ! 1:

Este criterio no proporciona información sobre la convergencia de laserie. Intentemos el
criterio de Raabe.

Rn D n

�

1 � anC1

an

�

D n
�

1 � a
1

nC1

�

D �n
�

e
loga

nC1 �1
�

� �n
loga

n C 1
! � loga:

Deducimos que si � loga > 1, es decir, a < 1
e la serie converge, y si � loga < 1, es

decir, a > 1
e la serie noconverge. En el caso en que a D 1

e se tiene que:

Rn D n
�

1 � e
�1

nC1

�

6 1 ” e
�1

nC1 >1 � 1

n
” e6

�

1 C 1

n � 1

�nC1

:

Estaúltimadesigualdad esciertaporqueparatodok 2N ese <
�

1C 1
k

�kC1
<
�

1C 1
k

�kC2
.

También podemos hacer este ejercicio recordandola estrategia 7.33 con lo que:

an D a
P

n

jD1 1=j D a”nClogn D a”nalogn � a”alogn:

También puede aplicarse el primer criterio logarítmico. ©

n/ Pongamos an D n˛
�

n
p

n C 1=n � n
p

n
�

. Tenemosque:

anDn˛ n
p

n

 

n

r

1C 1

n2
� 1

!

� n˛

 

exp

 

log
�

1C 1
n2

�

n

!

� 1

!

� n˛
log

�

1C 1
n2

�

n
� n˛�3:

Por el criterio límite de comparación laserie converge si, y sólo si, ˛ � 3 < �1, esto es,
˛ < 2. ©

o/ Pongamos an D
�

n sen
1

n

�n3

. Aplicaremos el criterio de la raíz.

n
p

an D
�

n sen
1

n

�n2

:

Setrata de una indeterminación del tipo 11. Aplicamos el criterio de equivalencia loga-
rítmica:

n2

�

n sen
1

n
� 1

�

D
sen 1

n
� 1

n
1

n3

! �1

6

porque, como debe saber, lKım
x!0

senx � x

x3
D �1

6
. Luego n

p
an ! e

�1

6 < 1 y la serie es

convergente. ©
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p/ Pongamos an D
�

.2n/!
�3

26n.n!/6
. Aplicaremos el criterio del cociente porque hay muchos

factores que se van a simplificar.

anC1

an
D

�

.2n C 2/!
�3

26nC6..n C 1/!/6

26n.n!/6

�

.2n/!
�3

D .2n C 1/3.2n C 2/3

26.n C 1/6
D .2n C 1/3

8.n C 1/3
! 1:

Como este criterio no proporciona información sobre la convergencia de laserie, aplica-
remos el criterio de Raabe.

Rn D n

 

1 � .2n C 1/3

8.n C 1/3

!

D 12n3 C 18n2 C 7n

8n3 C 24n2 C 24n C 8
! 3

2
> 1:

Laserie converge. ©

r/ Pongamos an D n! en

nnC˛
. Apliquemos el criterio del cociente.

anC1

an
D e

�

n

n C 1

�n �
n

n C 1

�˛

! 1:

Este criterio no proporciona información sobre la convergencia de la serie. Apliquemos
el criterio de Raabe en su forma alternativa.

�

an

anC1

�n

D 1

en

�

n C 1

n

�n2C̨ n

D
 

�

1 C 1
n

�n

e

!n
�

n C 1

n

�˛n

Tenemosque

�

n C 1

n

�˛n

! e˛. LasucesiónznD
 

�

1 C 1
n

�n

e

!n

esunaindeterminación

11, por tanto fzng ! eL donde L esel límitede:

n

 

�

1 C 1
n

�n

e
� 1

!

D 1

e

�

1 C 1
n

�n � e
1
n

! �1

2
:

Por tanto:
�

an

anC1

�n

! e˛� 1

2 :

Laserie converge si ˛ � 1
2

> 1, esto es ˛ > 3
2

y no converge para ˛ < 3
2
. Para ˛ D 3=2

la serie no converge; dehecho severificaque:

Rn D n

 

1 � e

�

n

n C 1

�nC 3

2

!

6 1

pero esta desigualdad no pareceque seafácil deprobar. ©

s/ Pongamos an D log
�

n sen 1
n

�

. Después de pensarlo un poco te darás cuenta de que

hay que aplicar uncriterio de comparación. Tenemos que:

an D log

 

sen 1
n

1
n

!

:
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Observa que an < 0 porque para x > 0 es senx < x. Esto lleva a considerar la función:

f .x/ D log
senx

x
:

Parax ! 0 tenemos las siguientes equivalencias asintóticas:

f .x/ � senx

x
� 1 D senx � x

x
� �1

6
x2:

Deducimos que:

�an D �f

�

1

n

�

� 1

6

1

n2
:

Por el criterio límitede comparación sesigue que laserie
P

.�an/ D �
P

an esconver-
gente y, por tanto,

P

an es convergente. ©

Ejercicio resuelto 227 Estudia la convergencia de las siguientes series donde ˛; ˇ 2R.

a/
X

n>1

.n1=n2 � 1/I b/
X

n>1

.
3
p

n C 1 � 3
p

n/ log

�

n C 1

n

�

c/
X

n>1

�

2 � 4 � 6 � � � .2n/

5 � 7 � � � .2n C 3/

�˛

d/
X

n>1

n˛ exp

 

�ˇ

n
X

kD1

1

k

!

Solución. a/ Pongamos an D n1=n2 � 1. Tenemos que:

an D e
logn

n2 �1 � logn

n2
:

Por el criterio límite de comparación, laserie esconvergente.

b/ Pongamos an D . 3
p

n C 1 � 3
p

n/ log
�

nC1
n

�

. Tenemosque:

an D 3
p

n

 
r

1 C 1

n
� 1

!

log

�

1 C 1

n

�

� n
1

3

1

3

1

n2
D 1

3

1

n
5

3

:

Por el criterio límite de comparación, laserie esconvergente.

c/ Pongamos an D
�

2�4�6���.2n/
5�7���.2nC3/

�˛
. Aplicaremos el criterio del cociente.

anC1

an
D
�

2 � 4 � 6 � � � .2n/.2n C 2/

5 � 7 � � � .2n C 3/.2n C 5/

�˛ �5 � 7 � � � .2n C 3/

2 � 4 � 6 � � � .2n/

�˛

D
�

2n C 2

2n C 5

�˛

Este criterio no proporciona información sobre la convergencia de la serie. Apliquemos
el criterio de Raabe en su forma alternativa.

�

an

anC1

�n

D
�

2n C 5

2n C 2

�˛n

! e
3

2
˛ :

Por tanto, si 3
2
˛ > 1, o sea, ˛ > 2

3
laserie converge, y si 3

2
˛ < 1, o sea, ˛ < 2

3
laserieno

converge. Para ˛ D 2
3

la serie no converge, pero este caso requiere un estudio específico
que no vamos ahacer.

Vamos a hacer este ejercicio con otro tipo de técnica que resulta muy conveniente para
series cuyo término general esparecido al de laserie que nosocupa.

Universidad de Granada
Dpto. de AnálisisMatemático

Prof. Javier Pérez
Cálculo diferencial e integral



Ejercicios resueltos 551

9.38 Estrategia. Consideremos una serie del tipo
X

n>1

.cn/˛ donde cn D p1p2 � � � pn

q1q2 � � � qn
y

pj ; qj son númerosenterospositivos. Ademásqn esde la formaqn D pn C k donde k es
unentero positivo fijo. En el ejemplo quenosocupa espn D 2n y qn D 2n C 3 D pn C 3.
Observa que para que fcng ! 0 es necesario que ˛ > 0. Una estrategia bastante buena
para estudiar estas seriesconsiste en acotar directamentecn usandoladesigualdad (válida
por ser pn < qn):

pn

qn
<

pn C k

qn C k
D qn

qn C k
:

Paraque esta estrategia pueda aplicarse senecesita también quepodamos relacionar con
facili dad qn C k con pn. Lo usual esque se tenga una relación del tipo qn C k D pnCk .
En nuestro ejemplo es qn C 3 D 2n C 6 D 2.n C 3/ D pnC3. Supuesto que esto es así,
tenemos que:

pn

qn
<

qn

pnCk

:

En nuestro ejemplo es:
2n

2n C 3
<

2n C 3

2n C 6
: (9.8)

Unavezdada la ideageneral, por comodidad, vamos aseguir con nuestro ejemplo.

Usandola desigualdad (9.8) para n D 1; 2; : : : , tenemos que:

cn D 2 � 4 � � � .2n/

5 � 7 � � � .2n C 3/
D 2

5

4

7
� � � 2n

2n C 3
<

5

8

7

10
� � � 2n C 3

2n C 6
D

D 5 � 7 � � � .2n C 3/

8 � 10 � � � .2n/.2n C 2/.2n C 4/.2n C 6/
D 2 � 4 � 6

.2n C 2/.2n C 4/.2n C 6/

1

cn
:

Observaque, aplicandoladesigualdad (9.8) alos factoresque forman cn, obtenemosuna

desigualdad que relaciona cn con
1

cn
; ésta es la idea en la que se basa esta estrategia. De

ladesigualdad anterior deducimos que:

c2
n <

48

.2n C 2/.2n C 4/.2n C 6/

Supuesto que ˛ > 0 (condición necesaria para la convergencia) sesigue que:

c˛
n <

�

48

.2n C 2/.2n C 4/.2n C 6/

�
˛
2

Teniendoen cuenta que:

�

48

.2n C 2/.2n C 4/.2n C 6/

�
˛
2

� 6
˛
2

1

n
3

2
˛

;

deducimos, por el criterio básico de comparación con la serie de Riemann de exponente
3
2
˛ que si 3

2
˛ > 1, o sea, ˛ > 2

3
la serie es convergente.

Esto ya lo sabíamospor el estudio hecho previamente. Lanovedad viene ahora. Sepuede
repetir el mismo proceso anterior para acotar cn por abajo, o sea, paraminorar cn. Laidea
es la misma. Si has entendido lo anterior lo que sigue debe estar claro.
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Usaremos ahora ladesigualdad:

2n

2n C 3
>

2n � 3

2n
(9.9)

Usandoesta desigualdad para n D 2; 3; : : : , tenemos que:

cn D 2 � 4 � 6 � 8 � � � .2n � 2/.2n/

5 � 7 � 9 � 11 � � � .2n C 1/.2n C 3/
D 2

5

4

7

6

9

8

11
� � � 2n � 2

2n C 1

2n

2n C 3
>

>
2

5

1

4

3

6

5

8
� � � 2n � 5

2n � 2

2n � 3

2n
D

D 6

5

2

.2n � 1/.2n C 1/.2n C 3/

5 � 7 � � � .2n � 3/.2n � 1/.2n C 1/.2n C 3/

2 � 4 � 6 � � � .2n/
D

D 12

5

1

.2n � 1/.2n C 1/.2n C 3/

1

cn
:

Dedonde, al igual que antes, se sigue que:

c˛
n >

�

12

5

1

.2n � 1/.2n C 1/.2n C 3/

�
˛
2

�
�

12

5

�
˛
2 1

n
3

2
˛

:

Deducimos, por el criterio básico de comparación con laserie deRiemann de exponente
3
2
˛ quesi 3

2
˛ > 1, o sea, ˛ > 2

3
(en particular para ˛ D 2

3
) laserie noesconvergente. ©

d/ Pongamos an D n˛ exp

 

�ˇ

n
X

kD1

1
k

!

. Tenemos que:

anC1

an
D
�

n C 1

n

�˛

e� ˇ
nC1 ! 1:

Aplicaremos el criterio deRaabe en su forma alternativa.
�

an

anC1

�n

D
�

n

n C 1

�n˛

eˇ n

nC1 ! e�˛ eˇ D eˇ�˛ :

Por tanto, si ˇ � ˛ > 1 la serie converge y si ˇ � ˛ < 1 la serie noconverge. El caso en
que ˇ � ˛ D 1 no queda resuelto con este criterio.

Otra forma deproceder es aplicandola estrategia 7.33. Tenemos que:

anDn˛ exp

 

�ˇ

n
X

kD1

1

k

!

Dn˛ e�ˇ logn�ˇ”n Dn˛ e�ˇ logn e�ˇ”n � eˇ” n˛n�ˇDeˇ” 1

nˇ�˛
:

Por el criterio límite de comparación, laserie converge si, y sólo si, ˇ � ˛ > 1. ©

Ejercicio resuelto 228 Estudia la convergencia de las series.

a)
X

n>1

3nn!
3
p

n 5 � 8 � 11 � � � .5 C 3n/

b)
X

n>1

.a �
p

a/.a � 3
p

a/ � � � .a � n
p

a/ .a > 0/
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Solución. a) Pongamos an D
X

n>1

3nn!
3
p

n 5 � 8 � 11 � � � .5 C 3n/
. Tenemos que:

anC1

an
D 3nC1.n C 1/!

3
p

n C 1 5 � 8 � 11 � � � .5 C 3n/.5 C 3.n C 1//

3
p

n 5 � 8 � 11 � � � .5 C 3n/

3nn!
D

D
�

n

n C 1

�
1

3 3n C 3

3n C 8
! 1:

El criterio del cociente no proporciona información sobre la convergencia de la serie.
Aplicaremos el criterio deRaabe en su forma alternativa.

�

an

anC1

�n

D
�

n C 1

n

�
n

3
�

3n C 8

3n C 3

�n

D
�

1 C 1

n

�
n

3
�

1 C 5

3n C 3

�n

! e
1

3 e
5

3 D e2 :

Laserie converge.

b) Pongamos an D .a � p
a/.a � 3

p
a/ � � � .a � n

p
a/. Tenemos que:

anC1

an
D a � nC1

p
a ! a � 1:

Por tanto, si a � 1 < 1, o sea, 0 < a < 2, la serie converge; y si a � 1 < 1 o seaa > 2

la serie no converge. Para el caso en que a D 2 el criterio del cociente no proporciona
información sobre la convergencia de laserie. Aplicaremos el criterio de Raabe.

n

�

1 � anC1

an

�

D n
�

nC1
p

2 � 1
�

! log2 < 1:

Laserie noconverge. ©

Ejercicio resuelto 229 Seafang unasucesión creciente denúmeros positivos. Dar condicio-

nes que garanticen que laserie
X

n>1

1

a1a2a3 � � � an
esconvergente.

Solución. Pongamos xn D 1

a1a2a3 � � � an
. Si fang no está mayorada, como es creciente

se tiene que fang ! C1. Por tanto, hay un número k 2 N tal que para todo n > k se
verificaque an > 2. Deducimos que para n > k se verificaque:

1

a1a2 � � � ak�1akakC1 � � � an
D 2k

a1a2 � � � ak�1

1

2k

1

akakC1 � � � an
6 M

1

2k

1

2n�k
D M

1

2n
:

Donde hemos puesto M D 2k

a1a2a3 � � � ak�1

que es una constante independiente de n.

Concluimos que la serie es convergente por comparación con la serie geométrica de
razón 1=2.

Si fang está mayorada, como es creciente se tiene que fang ! L donde L > 0. Si
L > 1, podemos tomar un número � tal que 1 < � < L, con lo que podemos asegurar
que hay algúnk 2 N tal que an > � para n > k. Podemos ahora repetir el razonamiento
anterior con 2 sustituido por � y concluimos que la serie converge por comparación con

Universidad de Granada
Dpto. de AnálisisMatemático

Prof. Javier Pérez
Cálculo diferencial e integral



Ejercicios resueltos 554

laseriegeométricade razón1=�. Si 0 < L 6 1, entonces como 0 < an 6 L, se tieneque
0 < an 6 1 para todon 2 N, lo que implicaque xn > 1 por tanto fxng no converge a0,
lo que implicaque laserie no converge.

También puede aplicarse el criterio del cociente.

xnC1

xn
D 1

anC1

! 1

L

donde fang ! L2R
C [ fC1g. Por lo quesi L > 1 o si L D C1, se tiene que 1

L
< 1

y la serie converge. Si L < 1 la serie no converge, y si L D 1 tampoco converge porque
entonces xnC1

xn
> 1. ©

Ejercicio resuelto 230 Dar ejemplos de sucesiones fang ! 1 y decrecientes tales que la

serie
X

n>1

1

a1a2a3 � � � an
sea en uncaso convergente y en otro caso divergente.

Solución. Lasucesión an D 1 C 1
n

D nC1
n

decrecey converge a1. Tenemos que:

a1a2 : : : an D 2 � 3 � 4 � � � .n C 1/

1 � 2 � 3 � � � n D n C 1:

La correspondiente serie es divergente.

Lasucesión an D 31=n esdecreciente y converge a1. Tenemos que:

xn D 1

a1a2a3 � � � an
D
�

1

3

�

P

n

jD1
1

j

:

Estaserie es convergente porque aplicandoel criterio de Raabe obtenemos:

n

�

1 � xnC1

xn

�

D n

 

1 � nC1

r

1

3

!

! � log
1

3
D log3 > 1:

Ejercicio resuelto 231 Seaan>0 paratodon2N. Pruebaquelas series
X

n>1

an y
X

n>1

an

1 C an

ambas convergen o ambas divergen.

Solución. Pongamosbn D an

1 C an
. Como 1 C an > 1, ladesigualdad bn 6 an prueba que

si la serie
P

an es convergente también es convergente la serie
P

bn. Recíprocamente,
si la serie

P

bn es convergente entonces debe ser fbng ! 0, por lo que hay algúnk 2N

tal que para todo n > k es bn < 1
2
, esto es, 2an < 1 C an por lo que an < 1. Lo que

implicaque a2
n < an, y obtenemos que a2

n C an < 2an de donde an <
2an

1 C an
D 2bn.

De esta desigualdad se sigue, por el criterio de comparación, que la serie
P

an también
esconvergente. ©

Ejercicio resuelto 232 Sea
P

an una serie de términos positivos convergente. ¿Qué puede

decirse de las series
P

a2
n y

Pp
ananC1?
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Solución. Como fang ! 0, hay un número k 2N tal quepara todon> k es0 < an < 1,
lo que implica que 0 < a2

n < an y deducimos, por el criterio de comparación, que la
serie

P

a2
n esconvergente. Como

p
ananC1 6

1

2
.a2

n C a2
nC1/;

sesigue, también por el criterio de comparación, que laserie
Pp

ananC1 esconvergen-
te. ©

Ejercicio resuelto 233 Sea
P

an unaserie convergente de términos positivos. Pruebaque la

serie
X

p
an

n˛
esconvergente si ˛ > 1=2. Daunejemplo deunaserie

P

an convergente

tal que la serie
X

p
anp
n

seadivergente.

Solución. Recuerda ladesigualdad ab 6 1
2
.a2 C b2/. Sustituye a por

p
an y b por

1

n˛
y

resulta que: p
an

n˛
6

1

2
an C 1

2

1

n2˛
:

Como 2˛ > 1 la serie
P 1

n2˛ es convergente. Como
P

an es convergente por hipóte-

sis, de la desigualdad anterior se sigue, por el criterio de comparación, que
P

p
an

n˛ es
convergente.

Laserie
P 1

n.logn/2
es convergente pero

P 1
n.logn/

esdivergente. ©

Ejercicio resuelto 234 Estudia la convergencia de las sucesiones:

a/ xn D
n
X

kD1

1p
k

� 2
p

n; b/ yn D
n
X

kD1

logk

k
� .logn/2

2
:

Sugerencia. Estudia la convergencia de lasrespectivas seriesdediferencias consecutivas.

Solución. a) Tenemos que:

xnC1 � xn D 1p
n C 1

� 2
p

n C 1 C 2
p

n D 1p
n C 1

� 2
p

n C
p

n C 1
D

D
p

n �
p

n C 1p
n C 1.

p
n C

p
n C 1/

D �1p
n C 1.

p
n C

p
n C 1/2

:

Puesto que 1p
nC1.

p
nC

p
nC1/2

� 1
n3=2

laserie
P

1p
nC1.

p
nC

p
nC1/2

esconvergente. Por

tanto, lasucesión:

x1 C
n
X

kD1

.xkC1 � xk/ D xnC1

esconvergente.
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b) Usando que log.n C 1/ D log
�

n.1 C 1
n
/
�

D logn C log.1 C 1
n
/, tenemos que:

yn � ynC1 D � log.n C 1/

n C 1
C .log.n C 1//2

2
� .logn/2

2
D

D � log.n C 1/

n C 1
C

�

logn C log
�

1 C 1
n

�

�2

2
� .logn/2

2
D

D � log.n C 1/

n C 1
C logn log

�

1 C 1

n

�

C 1

2

�

log
�

1 C 1

n

�

�2

D

D � logn

n C 1
�

log
�

1 C 1
n

�

n C 1
C 1

2

�

log
�

1 C 1

n

�

�2

D

D logn

�

log
�

1 C 1

n

�

� 1

n C 1

�

�
log

�

1 C 1
n

�

n C 1
C 1

2

�

log
�

1 C 1

n

�

�2

:

Como
log
�

1C 1

n

�

nC1
� 1

n.nC1/
� 1

n2
, la serie

X

n>1

log
�

1 C 1
n

�

n C 1
es convergente. También

es convergente la serie
X

n>1

�

log
�

1 C 1

n

�

�2

porque
�

log
�

1 C 1
n

�

�2
� 1

n2
. Usando la

desigualdad que yadebes saber dememoria:

1

n C 1
< log

�

1 C 1

n

�

<
1

n
;

sesigue que:

0 < log
�

1 C 1

n

�

� 1

n C 1
<

1

n.n C 1/
;

dedonde sededuceque laserie
X

n>1

logn

�

log
�

1 C 1

n

�

� 1

n C 1

�

esconvergente. Con-

cluimos que la serie
P

.yn � ynC1/ es convergente por ser suma de tres series conver-
gentes. Por tanto, lasucesión:

y1 �
n
X

kD1

.yk � ykC1/ D ynC1

esconvergente. ©

9.3. Cr iterios de convergencia no absoluta

Loscriterios de convergencia paraseriesde términos positivos se aplican, obvio esdecirlo,
para estudiar la convergencia absoluta de cualquier serie. Pero, ¿qué hacer cuando unaserieno
es absolutamente convergente?Naturalmente, podemos intentar comprobar si la serie verifica
la condición deCauchy, pero este procedimiento con frecuencia esdifícil . Pues bien, los crite-
rios que vamos a estudiar a continuación proporcionan información sobre la convergencia no
absoluta. Probaremos, en primer lugar, una igualdad de la que se deducen con facili dad dichos
criterios.
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9.39 Proposición (Suma por par tes (Abel, 1826)). Dadas dos sucesiones fang y fbng, pon-

gamos Ap D
p
X

jD1

aj . Se verifica entonces, para todon2N, que:

n
X

kD1

akbk D
n
X

kD1

Ak.bk � bkC1/ C AnbnC1 (9.10)

Demostración. Pongamos, por comodidad denotación, A0 D 0, con lo que para todok 2N se
verificaque ak D Ak � Ak�1. Tenemosque:

n
X

kD1

akbk D
n
X

kD1

.Ak � Ak�1/bk D
n
X

kD1

Akbk �
n
X

kD2

Ak�1bkD

D
n
X

kD1

Akbk �
n
X

kD1

AkbkC1 C AnbnC1D

D
n
X

kD1

Ak.bk � bkC1/ C AnbnC1 : 2

9.40 Teorema (Criterio general de Dir ichlet). Sean fang , fbng dos sucesiones, y pongamos

An D
n
X

kD1

ak . Supongamos que:

i) Existe un número M > 0 tal que para todon2N es
ˇ

ˇAn

ˇ

ˇ6 M .

ii ) La serie
X

n>1

jbn � bnC1j esconvergente.

iii ) fbng ! 0.

Se verifica entonces que la serie
X

n>1

anbn esconvergente.

Demostración. Puesto que
ˇ

ˇAn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇbn � bnC1

ˇ

ˇ 6 M
ˇ

ˇbn � bnC1j , deducimos, por el criterio de

comparación que la serie
X

n>1

An.bn � bnC1/ converge absolutamente y, por tanto, es conver-

gente, es decir, la sucesión
n
X

kD1

Ak.bk � bkC1/ es convergente. Como, además, la sucesión

˚

AnbnC1

	

converge a cero por ser producto de una sucesión acotada por otra convergente a

cero, deducimos, en virtud de la igualdad (9.10), que laserie
X

n>1

anbn esconvergente. 2

9.41 Teorema (Criterio general de Abel). Sean fang y fbng dos sucesiones y supongamos
que:

i) La serie
X

n>1

an esconvergente.
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ii ) La serie
X

n>1

jbn � bnC1j esconvergente.

Se verifica entonces que la serie
X

n>1

anbn esconvergente.

Demostración. Lahipótesis i) nos diceque la sucesión An D
n
X

kD1

an es convergente; en parti-

cular está acotada, por lo que, al igual que antes, sededucequelasucesión
n
X

kD1

Ak.bk �bkC1/

es convergente. Además, ii ) implicaque la serie
X

n>1

.bn � bnC1/ esconvergente,y como dicha

serie es la sucesión
˚

n
X

jD1

.bj � bjC1/
	

D fb1 � bnC1g , obtenemos que fbng es convergente.

Resulta así que la sucesión
˚

AnbnC1

	

converge por ser producto de sucesiones convergentes

y, en virtud de la igualdad (9.10), deducimos que la serie
X

n>1

anbn es convergente. 2

9.42 Proposición. Si la sucesión fbng es monótona y acotada, entonces se verifica que es
convergente la serie

X

n>1

jbn � bnC1j.

Demostración. En efecto, basta tener en cuenta que

n
X

jD1

jbj � bjC1j D

8

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

<

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

:

n
X

jD1

.bj � bjC1/ D b1 � bnC1; si fbng es decreciente;

n
X

jD1

.bjC1 � bj / D bnC1 � b1; si fbng es creciente.

2

La proposición anterior permite particularizar los criterios de Dirichlet y de Abel de la
forma que sigue.

9.43 Corolar io (Criterio par ticular de Dir ichlet). Sean fang, fbng dos sucesiones, y ponga-

mos An D
n
X

kD1

an. Supongamos que:

i) Existe un número M > 0 tal que para todon2N es
ˇ

ˇAn

ˇ

ˇ6 M .

ii ) fbng es monótonay fbng ! 0.

Se verifica entonces que la serie
X

n>1

anbn esconvergente.
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9.44 Corolar io (Criterio par ticular deAbel). Sean fang, fbng dos sucesiones y supongamos
que:

i) La serie
P

an esconvergente.

ii ) fbng es monótonay acotada.

Se verifica entonces que la serie
X

n>1

anbn esconvergente.

Hay un caso todavía más particular del criterio de Dirichlet que se aplica aseries alterna-
das, es decir, a series del tipo

X

n>1

.�1/nC1xn donde xn > 0 para todo n 2 N. Este criterio es

debido a Leibniz, y aunque puede deducirse fácilmente del corolario 9.43, merecela pena dar
unapruebadirectadel mismo porque así obtenemosunafácil acotación del error quese comete
al aproximar la sumade una serie alternada por una suma parcial de laserie.

9.45Proposición (Criterio deLeibniz para seriesalternadas). Supongamos que la sucesión
fang es decreciente y convergente a cero. Entonces la serie alternada

P

n>1.�1/nC1an es
convergente. Además, si An D

Pn
kD1.�1/kC1ak y S D

P1
nD1.�1/nC1an, entonces para todo

n2N se verifica que jS � Anj 6 anC1.

Demostración. Es inmediato comprobar que la sucesión fA2n�1g es decreciente y fA2ng es
creciente. Como A2 6 A2n 6 A2n�1 6 A1, deducimos que ambas sucesiones convergen. Ade-
más, como A2n�1 � A2n D a2n ! 0, concluimos que An converge.

SeaS D
P1

nD1.�1/nC1an D lKımfAng. Puesto que

S D lKımfA2n�1g D KınffA2n�1 W n2Ng D lKımfA2ng D supfA2n W n2Ng;
se verificaque A2n6 S 6 A2nC1, de donde:

0 6 S � A2n6 a2nC1; y � a2n6 S � A2n�16 0: (9.11)

En consecuencia jS � Anj 6 anC1 para todon2N. 2

Teniendo en cuenta la proposición 9.8, el criterio de Leibniz prueba que las series de la
forma

P

.�1/nC1an donde fang ! 0 y la sucesión fang es monótona a partir de un cierto
término en adelante, son convergentes (aunque la acotación del error antes obtenida ya no
tiene por qué ser válida).

Observa que los criterios de Dirichlet y de Abel pueden, en principio, ser aplicados a una
serie cualquiera,

P

xn, pues sólo tenemos que expresar xn de la formaxn D anbn, lo que, evi-
dentemente, puede hacerse de muchas maneras; pero es imprescindible elegir apropiadamente
an y bn para que pueda aplicarse con éxito alguno dedichos criterios.

9.46 Estrategia (Estrategia para estudiar la convergencia de una serie). Para estudiar la
convergencia deunaserie

P

zn numéricalo primero quedebes hacer esestudiar la convergen-
cia absoluta, es decir la convergencia de la serie de términos positivos

P

jznj, para lo que se
aplican loscriteriosde convergencia paraseriesdetérminospositivos. Si laserie

P

jznj conver-
ge entonces, en virtud del teorema 9.14, sabemos que la serie

P

zn también converge (y todas
sus reordenaciones). Cuandola serie

P

jznj no converge se aplican los criterios de Dirichlet o
de Abel para estudiar directamente la convergencia de laserie

P

zn.
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9.3.1. Ejercicios propuestos

466. Estudia la convergencia absoluta y la convergencia no absoluta de las siguientes series.

a/
X

n>1

.�1/nC1 log.n C 2/

n C 2
b/
X

n>1

.�1/n 1

n˛ C .�1/n
; .˛ 2R/

c/
X

n>1

.�1/nC1 2 C .�1/n

n
d/
X

n>1

.�1/nC1

p
n

n C 100

e/
X

n>1

log

�

1 C .�1/n

n

�

f /
X

n>1

.�1/nC1

�

1 � 3 � 5 � � � .2n � 1/

2 � 4 � 6 � � � 2n

�˛

; .˛ 2R/

g/
X

n>1

.�1/nC1

�

1 � n log
nC1

n

�

h/
X

n>1

.�1/nC1 .logn/r

ns
; .r; s 2R

C/

467. Estudia, segúnlos valores de˛ 2R, la convergencia absoluta y la convergencia noabso-
luta de la serie

X

n>2

.�1/nC1n˛

��1

n
� log

�

n � 1

n

��

:

468. Estudia, segúnlos valores de˛ 2R, la convergencia absoluta y la convergencia noabso-
luta de la serie

X

n>1

.�1/nC1n˛.e
1

n �1/:

Sugerencia. Prueba que la función f W R
C ! R dada para todox > 0 por:

f .x/ D ex �1

x˛

escreciente siempre que ˛ < 1.

9.3.2. Ejercicios resueltos

¡Antes dever lasolución deun ejercicio debes intentar resolverlo!

Ejercicio resuelto 235 Estudia la convergencia absolutay la convergencia noabsolutade las
siguientes series.

a/
X

n>1

.�1/n 1

n˛ C .�1/n
; .˛ 2R/ b/

X

n>1

log

�

1 C .�1/n

n

�

c/
X

n>1

.�1/nC1

�

1 � 3 � 5 � � � .2n � 1/

2 � 4 � 6 � � � 2n

�˛

; .˛ 2R/ d/
X

n>1

.�1/nC1

�

1 � n log
nC1

n

�
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Solución. a) Pongamos an D 1

n˛ C .�1/n
. Si ˛ 6 0 entonces fang no converge a0 y la

serie no converge. Supondremos en lo que sigue que ˛ > 0. Tenemosque:

an D 1

n˛ C .�1/n
� 1

n˛

Deducimos quesi ˛ > 1 la serie converge absolutamente. Consideremos que0 < ˛ 6 1.
Pongamos:

.�1/n 1

n˛ C .�1/n
D .�1/n

n˛
C bn÷bn D 1

n˛.n˛ C .�1/n/

Por el criterio deLeibniz, laserie
P .�1/n

n˛ esconvergente (˛ > 0). Como 0 < bn � 1
n2˛ ,

por el criterio límitede comparación, laserie
P

bn esconvergente si, y sólo si, ˛ > 1=2.

Concluimos que la serie
X

n>1

.�1/n 1
n˛C.�1/n converge si ˛ > 1=2. En resumen, la serie

converge absolutamente si ˛ > 1 y converge no absolutamente si 1=2 < ˛ 6 1. La serie
noconverge para ˛ 6 1=2. ©

b) Pongamos an D log

�

1 C .�1/n

n

�

. Observa que an D .�1/nxn donde xn D janj.
Probemos que x2nC16x2n6x2n�1, de donde se sigue que fxng decrece a0. Usaremos
la desigualdad (que tú debes comprobar), válida para 0 < x < 1, log.1 � x/ 6 �x.
Tenemos:

x2n�1 D
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

log

�

1� 1

2n � 1

�ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

D� log

�

1� 1

2n � 1

�

>
1

2n � 1
>

1

2n
> log

�

1C 1

2n

�

Dx2n

Luegox2n < x2n�1 para n > 2. Por otra parte:

x2nC1 D� log

�

1C �1

2n C 1

�

D� log

�

2n

2n C 1

�

D log

�

2n C 1

2n

�

D log

�

1C 1

2n

�

Dx2n

Concluimos, por el criterio de Leibniz, que laserie
P

an es convergente. Puesto que:

janj D
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

log

�

1 C .�1/n

n

�ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

� 1

n

la serie no es absolutamente convergente. ©

c) Estudiaremos primero la convergencia absoluta. Seaan D
�

1 � 3 � 5 � � � .2n � 1/

2 � 4 � 6 � � � 2n

�˛

. Si

˛ 60 entonces fang noconverge a0 y laserienoesconvergente. Supondremos en lo que
sigue que ˛ > 0. Tenemosque:

anC1

an
D
�

2n C 1

2n C 2

�˛

! 1:

El criterio del cociente no proporciona información sobre la convergencia absoluta de la
serie. Aplicaremos el criterio deRaabe en su forma alternativa.

�

an

anC1

�n

D
�

2n C 2

2n C 1

�˛n

D
�

1 C 1

2n C 1

�˛n

! e
˛
2 :
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Por tanto, si ˛
2

> 1, o sea˛ > 2 la serie converge absolutamente; si ˛
2

< 1, o sea˛ < 2

la serie no converge absolutamente. El caso en que ˛ D 2 requiere un estudio particular
(ver másadelante). Nosqueda por estudiar lo queocurre si 0 < ˛ 6 2. Observa quepara
˛ > 0 es evidente que la sucesión fang es decreciente. Lo que no es evidente es que
converja a0. Para aplicar el criterio de Leibniz a la serie

P

.�1/nC1an hay que probar
que fang ! 0. Esto puedes hacerlo comprobando que la sucesión log.an/ ! �1. Esto
es fácil y te lo dejo para que lo hagas tú. Yo voy a seguir otro camino. Aplicando la

estrategia 9.38 a la sucesión xn D 1 � 3 � 5 � � � .2n � 1/

2 � 4 � 6 � � � 2n
se obtiene fácilmente que:

1

2
p

n
< xn <

1p
2n C 1

÷
1

2n˛=2
< an <

1

.2n C 1/˛=2

Desigualdad que implicaque fang ! 0 para todo˛ > 0. Además esta desigualdad nos
diceque para ˛ D 2 es an > 1

2n
lo que implicaque la serie no converge absolutamente

para ˛ D 2. En resumen: hay convergencia absoluta para ˛ > 2 y hay convergencia no
absoluta para 0 < ˛ 6 2.

Ejercicio resuelto 236 Estudia, según los valores de ˛ 2 R, la convergencia absoluta y la
convergencia no absoluta de la serie

X

n>2

.�1/nC1n˛

��1

n
� log

�

n � 1

n

��

:

Solución. Pongamoszn D.�1/nC1n˛
�

�1
n

� log
�

n�1
n

��

. Estudiaremosprimero la con-

vergencia absoluta. Tenemos que:

lKım
x!0

�x � log.1 � x/

x2
D 1

2
÷f .x/ � 1

2
x2

y por tanto jznj D n˛f
�

1
n

�

� 1
2n2�˛ . Por tanto, laserie

P

zn converge absolutamente si,
y sólo si, 2 � ˛ > 1, o sea, ˛ < 1. Si 2 � ˛ 6 0, o sea˛ > 2, entonces fzng no converge
a 0 y por tanto la serie

P

zn no es convergente. Queda por ver lo que ocurre cuando
1 6 ˛ < 2. Para dichos valores de ˛ se tiene que fzng ! 0. Probaremos que fzng es
decreciente. Pongamos f .x/ D x�˛.�x � log.1 � x// donde 0 < x < 1. Observa que
zn D .�1/nC1f .1=n/. Tenemosque:

f 0.x/ D x˛C1

1 � x
C ˛x˛�1.�x � log.1 � x//;

recordando que �x � log.1 � x/ > 0 para 0 < x < 1, se sigue que f 0.x/ > 0

para 0 < x < 1. Por tanto f es estrictamente creciente en �0; 1� y, en particular, es
f
�

1
nC1

�

< f
�

1
n

�

. El criterio de Leibniz nos diceque la serie
P

zn es convergente para
1 6 ˛ < 2. ©
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9.4. Algunas seriescuya suma puede calcularsede forma exacta

Debestener ya claro queuna cosa esestudiar la convergencia deunaseriey otra escalcular
su suma. Sonrelativamentepocas las seriesconvergentes cuyasumasepuede calcular deforma
exacta. Aquí vamos a ver algunas de ellas. No debes esforzarte por memorizar fórmulas para
sumar series, sino en comprender y en aplicar los métodos que permiten calcularlas.

Series geométr icas. Las series de la forma
X

n>0

˛xn donde ˛ 2 R y jxj < 1, cuya suma viene

dada por
1
X

nD0

˛xn D ˛

1 � x
.

Series ar itmético - geométr icas. Son series de la forma
X

n>0

p.n/xn donde p es una función

polinómicade grad0 m > 1. Aplicandoel criterio del cociente se obtiene fácilmente que estas
series convergen absolutamente si jxj < 1. Esclaro que noconvergen si jxj > 1 pues entonces
fp.n/xng esuna sucesión noacotada y, por tanto, noconverge a0. Supongamos que jxj < 1 y
pongamos:

S D
1
X

kD0

p.k/xk D lKım
n!1

n
X

kD0

p.k/xk

Definamos las diferencias de primer orden de p, que notaremos,
�

�1p
�

, como el polinomio
dado para todok 2 N por

�

�1p
�

.k/ D p.k C 1/ � p.k/. Observa que �1p es un polinomio
de grado m � 1. Tenemos:

S � xS D .1 � x/S D lKım
n!1

 

n
X

kD0

p.k/xk �
n
X

kD0

p.k/xkC1

!

D

D lKım
n!1

 

n�1
X

kD0

�

p.k C 1/ � p.k/
�

xkC1 C p.0/ � p.n/xnC1

!

D p.0/ C x

1
X

kD0

�

�1p
�

.k/xk :

PongamosS1D
P1

kD0

�

�1p
�

.k/xk. Laigualdad anterior nosdiceque.1�x/S Dp.0/CxS1.

Este procedimiento puede volver a aplicarse ala serie
X

k>0

�

�1p/.k/xk. De la misma forma

obtenemos ahora .1� x/S1 D
�

�1p/.0/ C xS2, dondeS2 D
P1

kD0

�

�2p
�

.k/xk y
�

�2p
�

son
las diferencias desegundo orden dep definidas para todok 2N por:

�

�2p
�

.k/ D
�

�1p
�

.k C 1/ �
�

�1p
�

.k/:

Observa que
�

�2p
�

esun polinomio degrado m � 2.

Repitiendoeste proceso m veces llegaremos aobtener finalmente

Sm D
1
X

kD0

�

�mp
�

.k/xk D ˛

1 � x

porque las diferencias de orden m, .�mp
�

, de un polinomio de grado m son constantes,
.�mp

�

.k/ D ˛ para todo k 2 N. Conocido Sm calculamos Sm�1 a partir de la igualdad
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.1 � x/Sm�1 D
�

�m�1p
�

.0/ C xSm. A partir de Sm�1 podemos calcular Sm�2, etcétera,
hasta llegar aobtener finalmente el valor deS .

Series hipergeométr icas. Consideremos una serie
P

an de términos positivos tal que para
todon2N es:

anC1

an
D ˛n C ˇ

˛n C 
; .˛ > 0; ˇ;  2R/:

Escribiendoesta igualdad para n D k en la forma:

˛kakC1 C  akC1 D ˛kak C ˇak

y sumando desde k D 1 hasta k D n seobtiene:

˛nanC1 C  .anC1 C Sn � a1/ D ˛Sn C ˇSn: (9.12)

Donde Sn D
n
X

kD1

ak . Supuesto que la serie sea convergente y que su suma es S D lKımfSng, se

deducede la igualdad anterior que lasucesión fnanC1g también converge y necesariamente su
límite debe ser cero (si fuera nanC1 ! � > 0 se tendría que an � �

n
lo que implicaría que la

serie diverge).

Aplicando el criterio de Raabe se obtiene fácilmente que la serie converge si  > ˛ C ˇ

y diverge si  < ˛ C ˇ. También diverge si  D ˛ C ˇ porque en tal caso se deduce de la
igualdad 9.12 que:

˛nanC1 C  anC1 �  a1 D 0 ÷ anC1 D  a1

˛n C 

y, por comparación con laserie armónica, se sigue que la serie diverge.

Supuesto que,  > ˛ C ˇ, y tomandolímites en la igualdad 9.12 deducimos que:

S �  a1 D ˛S C ˇS ÷ S D  a1

 � ˛ � ˇ
:

Seriescuyo término general esuna función racional. Setratadeseriesdelaforma
X P .n/

Q.n/
dondeP y Q sonfuncionespolinómicas. A partir deuncierto términoenadelante, dichas series
tienen todos sus términos positivos o todos negativos (según que lKımx!C1 P .x/Q.x/ D C1
o que lKımx!C1 P .x/Q.x/ D �1). Estas series convergen absolutamente cuando el grado
del denominador es al menos dos unidades mayor que el grado del numerador. Cuando esta
condiciónse cumpley, además, lasraícesdel polinomio Q sontodasrealesy simplesesposible

calcular la suma de la serie descomponiendo la función racional
P .x/

Q.x/
en fracciones simples,

Se tendrá una descomposición de la forma:

P .x/

Q.x/
D A1

x � ˛1

C A2

x � ˛2

C � � � C Am

x � ˛m

donde˛1; ˛2; : : : ; ˛m sonlasraícesdeQ. Sustituyendoen laigualdad anterior xDk y sumando
desde k D 1 hasta k D n resulta:

n
X

kD1

P .k/

Q.k/
D

n
X

kD1

�

A1

k � ˛1

C A2

k � ˛2

C � � � C Am

k � ˛m

�
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Ahora hay que hacer todas las simplificaciones posibles hasta que finalmente nos quede una

sucesión que sea convergente. Observa que las series de la forma
X A

n � ˛
son divergentes

(por comparación con la serie armónica) pero la suma de todas las que hay en el paréntesis
anterior tiene que ser, en las hipótesis hechas, unaserie convergente. Lo usual esque loscoefi-
cientes Ak sean unos positivos y otros negativos y que las raíces ˛k sean números enteros, de
manera que se produzcan cancelaciones que finalmente permitan calcular la suma de la serie.
Esfrecuenteque en loscálculosaparezcalaserie armónica alternada. La estrategia7.33esmuy
útil para loscálculos en este tipo de ejercicio.

Seriesdediferenciaso telescópicas. Sellaman así las series
P

an cuyotérmino general puede
escribirse en la forma an D bnC1 � bn. Puesto que, en tal caso, severificala igualdad

n
X

kD1

ak D bnC1 � b1;

la serie converge si, y sólo si, la sucesión fbng converge, en cuyo caso
1
X

nD1

an D lKımfbng � b1.

Series relacionadas con la exponencial. Seax 2R un número real distinto de0, fijo en lo que
sigue y sean 2 N. Aplicando el teorema de Taylor 6.41 a la función exponencial con a D 0,
tenemos que hay algún punto c comprendido entre 0 y x tal que:

ex D1 C
n
X

kD1

1

k!
xk C ec

.n C 1/!
xnC1:

Laserie
X

n>0

xn

n!
es absolutamente convergente porque, poniendoan D jxjn

n!
, tenemos:

anC1

an
D jxj

n C 1
! 0:

En particular, se verificaque lKım
n!1

� jxjn
n!

�

D 0. Como 0 < jcj < jxj, tenemos que:

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ex �
n
X

kD0

1

k!
xk

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

D
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ec

.n C 1/!
xnC1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

6 ejxj jxjnC1

.n C 1/!
;

de donde deducimos que:

lKım
n!1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ex �
n
X

kD0

1

k!
xk

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

D 0 ” ex D
1
X

nD0

xn

n!
:

Como x ¤ 0 es un número real cualquiera y la igualdad anterior es trivialmente cierta para
x D 0, hemos probado que para todo número real x severificala igualdad:

ex D
1
X

nD0

xn

n!
D lKım

n!1

(

1 C x

1!
C x2

2!
C x3

3!
C � � � C xn

n!

)

(9.13)
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En particular, para x D 1, resulta que:

eD
1
X

nD0

1

n!
D lKım

n!1

�

1 C 1

1!
C 1

2!
C 1

3!
C � � � C 1

n!

�

: (9.14)

Con ayuda de esta serie podemos calcular la suma de series de la forma
X

n>0

p.n/

n!
donde p

es una función polinómica de grado m > 1. Dichas series son (absolutamente) convergentes
como se comprueba fácilmente con el criterio del cociente. Para calcular su suma expresamos
el polinomio p.x/ en la forma:

p.x/Da0 Ca1x Ca2x.x �1/Ca3x.x �1/.x �2/C� � �Camx.x �1/.x �2/ � � � .x �mC1/:

Los números ak pueden calcularse fácilmente:

a0 D p.0/; a1 D p.1/ � a0; 2a2 D p.2/ � a0 � 2a1; : : :

Con ello tenemos que:

1
X

nD0

p.n/

n!
D

1
X

nD0

0

@

a0

n!
C

m
X

jD1

aj n.n � 1/ � � � .n � j C 1/

n!

1

AD

D a0 eC
m
X

jD1

 1
X

nD0

aj n.n � 1/ � � � .n � j C 1/

n!

!

D

D a0 eC
m
X

jD1

0

@

1
X

nDj

aj n.n � 1/ � � � .n � j C 1/

n!

1

AD

D a0 eC
m
X

jD1

0

@

1
X

nDj

aj

.n � j /!

1

AD a0 eC
m
X

jD1

 1
X

nD0

aj

n!

!

D

D .a0 C a1 C a2 C � � � C am/ e:

Naturalmente, si laserie noempieza asumar desde n D 0 hay que hacer losajustes necesarios.

El mismo procedimiento puede aplicarse para series del tipo
X

n>0

p.n/

n!
xn.

De la igualdad (9.14) se deduce fácilmente que el número e es irracional. En efecto, para
todon2N tenemos que:

0 < e�
n
X

kD1

1

k!
D

1
X

kDnC1

1

k!
D 1

n!

1
X

kD1

1

.n C 1/.n C 2/ � � � .n C k/
<

1

n!

1
X

kD1

�

1

n C 1

�k

D 1

n!

1

n

Si e fuera racional, eDp

q
con p; q 2N, multiplicando por q! ladesigualdad:

0 < e�
q
X

kD1

1

k!
<

1

q!

1

q

Universidad de Granada
Dpto. de AnálisisMatemático

Prof. Javier Pérez
Cálculo diferencial e integral



Ejercicios propuestos 567

se tiene que:

0 < .q � 1/!p � q!

q
X

kD1

1

k!
<

1

q
6 1:

Pero el número .q � 1/!p � q!

q
X

kD1

1

k!
es un número entero y por tanto es imposible que sea

mayor que 0 y menor que 1. Esta contradicción muestra que e es irracional.

9.4.1. Ejercicios propuestos

469. Calcula la sumade las siguientes series.

a/
X

n>1

1

4n3 � n
b/
X

n>1

1

.n C 1/
p

n C n
p

n C 1
c/
X

n>1

1

2n

n C 2

n.n C 1/

d/
X

n>1

1 � 2n

3n
e/
X

n>1

2n�1

.1 C 2n/.1 C 2n�1/
f /

X

n>1

sen
1

2n
cos

3

2n

g/
X

n>1

n2

3n
h/
X

n>1

n2 C 5n C 7

.n C 2/!
i/
X

n>1

2n�1 tg2 x

2n
tg

x

2n�1

j /
X

n>1

1

n2 C 3n C 2
k/
X

n>0

.�1/n n3 � n C 1

3nn!
l/
X

n>1

.�1/nC1 2n C 1

n.n C 1/

m/
X

n>2

.�1/n n2 � n

3n
n/
X

n>1

1

n.n C 1/.n C 2/
o/
X

n>1

3n C 2

n.n C 1/.n C 2/

Sugerencias. f) cosx seny D 1
2

�

sen.x C y/ � sen.x � y/
�

. i) tgx
�

1 � tg2.x=2/
�

D
2 tg.x=2/.

9.4.2. Ejercicios resueltos

¡Antes dever lasolución deun ejercicio debes intentar resolverlo!

Ejercicio resuelto 237 Calcula la sumade las siguientes series.

a/
X

n>1

1

4n3 � n
b/
X

n>1

1

.n C 1/
p

n C n
p

n C 1
c/
X

n>1

1

2n

n C 2

n.n C 1/

d/
X

n>1

2n�1

.1 C 2n/.1 C 2n�1/
e/
X

n>0

.�1/n n3 � n C 1

3nn!
f /

X

n>2

.�1/n n2 � n

3n

Solución. a) Haremos la descomposición en fracciones simples de la función racional
1

4x3 � x
. Tenemos que 4x3 � x D x.4x2 � 1/ D x.2x C 1/.2x � 1/. El denominador
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tiene tres raíces reales simples. Escribamos:

1

4x3 � x
D A

x
C B

2x C 1
C C

2x � 1
:

Fácilmente se obtiene A D �1, B D C D 1. Por tanto:

1

4k3 � k
D � 1

k
C 1

2k C 1
C 1

2k � 1
:

Observa que cuando sumemos nos van a quedar expresiones que podremos relacionar
con la serie armónica alternada por lo que conviene sumar desde k D 1 hasta k D 2n.
Como ya es usual ponemos Hn D

Pn
kD1

1
k

y usaremos la estrategia 7.33 que ya debes
conocer.

2n
X

kD1

1

4k3 � k
D �

n
X

kD1

1

2k
C

n
X

kD1

1

2k C 1
C

2n
X

kDnC1

1

2k C 1
C

2n
X

kDnC1

1

2k � 1
D

D �1 C
2nC1
X

kD1

.�1/kC1

k
C 2

�

H4nC1 � 1

2
H2n � H2nC1 C 1

2
Hn

�

C 1

2n C 1
D

D �1 C
2nC1
X

kD1

.�1/kC1

k
C 2

�

log.4n C 1/ C ”4nC1 � 1

2
.log.2n/ C ”2n/�

� log.2n C 1/ � ”2nC1 C 1

2
.log.n/ C ”n/

�

C 1

2n C 1
!

! �1 C log2 C log2 D 2 log2 � 1:

Luego
1
X

nD1

1

4n3 � n
D 2 log2 � 1. ©

b) Basta observar que:

�

.n C 1/
p

n C n
p

n C 1
��

.n C 1/
p

n � n
p

n C 1
�

D n.n C 1/:

Dedonde se obtiene fácilmente que:

1

.n C 1/
p

n C n
p

n C 1
D

p
n

n
�

p
n C 1

n C 1
:

Deducimos que:

n
X

kD1

1

.k C 1/
p

k C k
p

k C 1
D 1 �

p
n C 1

n C 1
÷

1
X

nD1

1

.n C 1/
p

n C n
p

n C 1
D 1:

c) Pongamos an D 1

2n

n C 2

n.n C 1/
. Tenemos que:

ak D 1

2k

k C 2

k.k C 1/
D 1

2k

�

2

k
� 1

k C 1

�

D 1

2k�1k
� 1

2k.k C 1/
:
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Deducimos que:

n
X

kD1

ak D 1 � 1

2n.n C 1/
÷

1
X

nD1

1

2n

n C 2

n.n C 1/
D 1:

d) Tenemos que:

2k�1

.1 C 2k/.1 C 2k�1/
D 1 C 2k � 1 � 2k�1

.1 C 2k/.1 C 2k�1/
D 1

1 C 2k�1
� 1

1 C 2k
:

Deducimos que:

n
X

kD1

2k�1

.1 C 2k/.1 C 2k�1/
D 1

2
� 1

1 C 2n
÷

1
X

nD1

2n�1

.1 C 2n/.1 C 2n�1/
D 1

2
:

e) Esunaserie de la forma
X

n>0

p.n/

n!
xn donde p.n/ D n3 � n C 1 y x D �1

3
. Pongamos:

n3 � n C 1 D a0 C a1n C a2n.n � 1/ C a3n.n � 1/.n � 2/:

Haciendon D 0 seobtiene a0 D 1; haciendon D 1 seobtiene a1 D 0; haciendon D 2 se
obtiene a2 D 3 y haciendon D 2 seobtiene a3 D 1. Por tanto:

1
X

nD0

.�1/n n3 � n C 1

3nn!
D

1
X

nD0

1 C 3n.n � 1/ C n.n � 1/.n � 2/

n!

��1

3

�n

D

D
1
X

nD0

1

n!

��1

3

�n

C 1

3

1
X

nD2

1

.n � 2/!

��1

3

�n�2

� 1

27

1
X

nD3

1

.n � 3/!

��1

3

�n�3

D

D e� 1

3

�

1 C 1

3
� 1

27

�

D 35

27
e� 1

3 :

f) Esunaserie de la forma
P

p.n/xn donde p.n/ D n2 � n y x D �1
3

. Se trata, pues, de

una serie aritmético-geométrica. Pongamos S D
1
X

nD2

.n2 � n/

��1

3

�n

. Tenemos que:

S � �1

3
S D

1
X

nD2

.n2 � n/

��1

3

�n

�
1
X

nD2

.n2 � n/

��1

3

�nC1

D

D
1
X

nD1

�

.n C 1/2 � .n C 1/
�

��1

3

�nC1

�
1
X

nD2

.n2 � n/

��1

3

�nC1

D

D 2

9
C

1
X

nD2

�

.n C 1/2 � .n C 1/ � .n2 � n/
�

��1

3

�nC1

D

D 2

9
C �1

3

1
X

nD2

2n

��1

3

�n

:
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Pongamos S1 D
1
X

nD2

2n

��1

3

�n

. Hemosprobado que:

S � �1

3
S D 2

9
C �1

3
S1 ÷ S D 1

6
� 1

4
S1:

Calcularemos ahora S1. Tenemos que:

S1 � �1

3
S1 D

1
X

nD2

2n

��1

3

�n

�
1
X

nD2

2n

��1

3

�nC1

D

D
1
X

nD1

2.n C 1/

��1

3

�nC1

�
1
X

nD2

2n

��1

3

�nC1

D

D 4

9
� 1

3

1
X

nD2

�

2.n C 1/ � 2n
�

��1

3

�n

D 4

9
� 2

3

1
X

nD2

��1

3

�n

D

D 4

9
� 2

3

1

12
D 7

18
:

Deducimos que S1 D 7
24

y, por tanto, S D 1
6

� 1
4
S1 D 3

32
. ©

9.5. Expresión de un número real en baseb

El primer ejemplo de sucesión que vimos en el capítulo 7 fue la expresión decimal de 2=3

que ahora podemos expresar con la notación que usamos para series:

2

3
D lKım

n!1

n
X

kD1

6

10k
D

1
X

nD1

6

10n
:

Seguramente sabes que los números racionales pueden expresarse en forma decimal y que
dicha expresión decimal o bien es finita o hay un grupo de cifras, el período, que se repite
indefinidamente. También sabes que los números irracionales tienen una expresión decimal
infinita no periódica. En lo que sigue vamos a precisar el significado de estas afirmaciones y a
justificarlas.

Para ayudarte a entender lo quesigue, vamosa empezar recordandoel algoritmo deladivi-
sión denúmerosenteros. Para ello vamosausar la función “parte entera”. Recuerdaquesi x es
un número real, representamos por E.x/ el único número entero tal que E.x/6x <E.x/C1.
El número E.x/ se llamaparte enteradex. Una consecuencia directade ladefinición deE.x/,
que usaremos en lo que sigue, es la siguiente:

x D ˇ C r donde ˇ 2Z y 0 6 r < 1 ÷ ˇ D E.x/: (9.15)

Además, esclaro que si p esun número entero se tiene que E.x C p/ D E.x/ C p.
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Con ayuda de la función “parte entera” podemos expresar el algoritmo de la división de
enteros como sigue. Sean p, q números enteros con q > 0. Pongamos c D E.p=q/. Entonces
tenemos que:

c 6
p

q
< c C 1 ” 0 6 p � cq < q:

Poniendo ahora r D p � cq, tenemos que p D cq C r donde c y r son números enteros y
0 6 r 6 q � 1. Este es el algoritmo de la división de enteros conocido como “algoritmo de
Euclides” .

Sean p; q números enteros positivos con p < q y consideremos el número racional
x D p

q
2 Œ0; 1Œ. Veamos el proceso que se sigue para obtener la expresión decimal dex D p

q
.

Dividimos 10p entre q y obtenemos un cociente c1 D E.10p
q

/ y un resto r1. Como

0 6 10p
q

< 10, severificaque 0 6 c1 6 9 y, claro está, 0 6 r1 6 q � 1. En resumen:

10p D c1q C r1; c1 D E

�

10p

q

�

; 0 6 c1 6 9; 0 6 r1 6 q � 1:

Que podemos escribir equivalentemente:

p

q
D c1

10
C r1

10q
; 0 6 c1 6 9; 0 6 r1 6 q � 1: (9.16)

Ahora dividimos 10r1 entre q y obtenemos un cociente c2 D E.10r1

q
/ y un resto r2. Como

0 6 10r1

q
< 10, se verificaque 0 6 c2 6 9 y, claro está, 0 6 r2 6 q � 1. En resumen:

10r1 D c2q C r2; 0 6 c2 6 9; 0 6 r2 6 q � 1:

Igualdad que podemos escribir equivalentemente:

r1

10q
D c2

102
C r2

102q
:

Sustituyendoesta igualdad en (9.16), tenemos:

p

q
D c1

10
C c2

102
C r2

102q
: (9.17)

Conviene expresar c2 de una forma diferente. De la igualdad anterior se sigue que
100p

q
D 10c1 C c2 C r2

q
. Poniendox D p

q
y teniendoen cuenta 9.15, deducimos que:

c2 D E.100x/ � 10c1 D 102

 

E.102x/

102
� E.10x/

10

!

: (9.18)

El tercer paso sería como sigue. Dividimos10r2 entreq y obtenemosuncociente c3 DE.10r2

q
/

y un resto r3. Como 0 6 10r2

q
< 10, severificaque 0 6 c3 6 9 y, claro está, 0 6 r3 6 q � 1. En

resumen:
10r2 D c3q C r3; 0 6 c3 6 9; 0 6 r3 6 q � 1:

Igualdad que podemos escribir equivalentemente:

r2

102q
D c3

103
C r3

103q
:

Universidad de Granada
Dpto. de AnálisisMatemático

Prof. Javier Pérez
Cálculo diferencial e integral



Expresión deun número real en base b 572

Sustituyendoesta igualdad en (9.17), tenemos:

p

q
D c1

10
C c2

102
C c3

103
C r3

103q
:

Conviene expresar c3 de una forma diferente. De la igualdad anterior se sigue que
103 p

q
D 102c1 C 10c2 C c3 C r3

q
. Poniendo x D p

q
, teniendo en cuenta en cuenta 9.15 y

que 10c1 C c2 D E.100x/, deducimos que:

c3DE.103x/�102c1�10c2D103

 

E.103x/

103
� 10c1 C c2

102

!

D103

 

E.103x/

103
� E.102x/

102

!

:

Esteproceso puedeproseguirse obteniendolos sucesivos dígitos c1; c2; : : : ; cn; : : : dela expre-
sión decimal de x D p

q
los cuales viene dados por:

c1 D E.10x/; cnC1 D 10nC1

 

E.10nC1x/

10nC1
� E.10nx/

10n

!

; n D 1; 2; : : :

Y severificaque:

x D c1

10
C c2

102
C � � � C cn

10n
C rn

10nq
; 0 6 ck 6 9; 0 6 rn 6 q � 1

donde rn esel resto de lan-ésima división por q. De la igualdad anterior, sededuceque:
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x �
n
X

kD1

ck

10k

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

D rn

10nq
<

1

10n
÷ x D

1
X

nD1

cn

10n
:

Observemos que en este proceso los restos que se van obteniendo en las sucesivas divisiones
son númerosenterosque están comprendidosentre0 y q�1 por lo que caben dosposibili dades:

� Si uno de estos restos es igual a 0, digamos rm D 0 (1 < m 6 q � 1), el proceso termina
aquí porque todos loscocientes ck quelesiguen son0 y seobtieneunaexpresión decimal finita
que se escribe en la forma:

x D
m
X

kD1

ck

10k
D 0; c1c2 : : : cm

Observa quepara que esto ocurra escondición necesaria y suficiente que haya algúnm2N tal
que 10mx seaunentero, lo que sucede si, y sólo si, x puede escribirse de la forma x D p

10m .

Una expresión decimal finita puede escribirse también como una expresión decimal con
infinitos 9, pues:

x D
m
X

kD1

ck

10k
D

m�1
X

kD1

ck

10k
C cm � 1

10m
C

1
X

nDmC1

9

10n
:

� Si ninguno de ellosescero, entoncescomo máximo en untotal deq divisiones deben repe-
tirse. Si el primer resto queserepite es rj , digamos rj DrjCk (16j < j Ck 6q �1), entonces
cj D cjCk y el grupo de cocientes cj ; cjC1; cjC2; : : : ; cjCk�1 se repite indefinidamente dando
lugar auna expresión decimal periódicaque se escribe en la forma:

x D 0; c1c2 : : : cj�1bcj cjC1cjC2cjCk�1:
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Finalmente, si x D m
n

escualquier número racional, podemos escribir x D E.x/ C .x � E.x//

donde z D x � E.x/ es un número racional que está en Œ0; 1Œ. La expresión decimal de x se
obtiene escribiendoel entero E.x/ seguido de una comay de la expresión decimal de z.

El proceso anterior puede hacerse de la misma forma para números reales y sustituyendo
el número 10 por cualquier entero positivo b > 1.

9.47 Teorema. Sea b > 1 un número entero y sea x 2 Œ0; 1Œ un número real. Para cadan2N

definamos:

˛n D E.bnx/

bn
; c1 D E.bx/; cnC1 D bnC1

�

˛nC1 � ˛n

�

:

Se verifica que:

a) fcng esunasucesión denúmeros enteros tales que 0 6 cn 6 b � 1.

b) El conjunto fn2N W cn ¤ b � 1g es infinito.

c) x D
1
X

nD1

cn

bn
.

Además, si fang esotra sucesión denúmerosenteros talesque06an 6b �1 y x D
1
X

nD1

an

bn
,

entonces existe un m2N tal que:

i) cj D aj para 1 6 j < m.

ii ) cm � 1 D am.

iii ) cn D 0 y an D b � 1 para todon > m C 1.

Demostración. Tenemos que:

bn˛n D E.bnx/ 6 bnx < E.bnx/ C 1 D bn˛n C 1÷ ˛n 6 x < ˛n C 1

bn
;

de donde se sigue que f˛ng ! x. Por otra parte bE.bnx/ 6 bnC1x, por lo que bE.bnx/ 6
E.bnC1x/. Y deducimosque˛n6˛nC1 y, en consecuencia, 06cnC1 paratodon2N. Esclaro,
por su definición, quecn esun número entero y que, al ser 06x < 1 es06c1 DE.bx/6p�1.
Además:

cnC1 D E.bnC1x/ � bE.bnx/ < bnC1x � b.bnx � 1/ D b:

Por tanto 0 6 cnC1 6 b � 1. Sumando las igualdades
ckC1

bkC1
D ˛kC1 � ˛k desde k D 1 hasta

k D n � 1 y teniendoen cuenta que ˛1 D c1

b
, obtenemos:

˛n D
n
X

kD1

ck

bk
÷ x D lKımfrng D

1
X

nD1

cn

bn
:

Hemos probado a) y c). Para probar lo afirmado en el punto b), observemos que para todo
k 2N severificaque:

˛k C 1

bk
D

k
X

jD1

cj

bj
C

1
X

jDkC1

b � 1

bj
:
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Puesto quex < ˛k C 1

bk
, deducimos queno puedeocurrir quecj D b � 1 para todoj > k C 1,

lo que implicaque el conjunto fn2N W cn ¤ b � 1g es infinito.

Seafang unasucesiónen lascondicionesdel enunciado. DefinamosmDmKın
˚

j 2N W aj ¤ cj

	

.
Por la definición de m es claro que se verifica i). Paraprobar ii ) pongamos:

am

bm
6

1
X

jDm

aj

bj
D

1
X

jDm

cj

bj
D cm

bm
C

1
X

jDmC1

cj

bj
<

cm

bm
C

1
X

jDmC1

b � 1

bj
D cm

bm
C 1

bm
:

Luego am < cm C 1 y, al ser números enteros, deberá ser am 6 cm; pero como son distintos
tenemos que am < cm y, por ser enteros, am C 1 6 cm. Por otra parte:

cm

bm
6

1
X

jDm

cj

bj
D

1
X

jDm

aj

bj
6

am

bm
C

1
X

jDmC1

b � 1

bj
D am

bm
C 1

bm
: (9.19)

Luego cm 6 am C 1. Resulta así que am D cm � 1. Finalmente, el punto iii ) se deduce como
consecuencia deque en (9.19) todoson igualdades. 2

9.48 Definición. Seab un número entero mayor que 1, b > 1, y seax 2R con 0 6 x < 1. Sea

fcng unasucesión denúmerosenteros talesque06cn 6b�1 paratodon2N y x D
1
X

nD1

cn

bn
. En

estas condiciones convenimos en escribir la igualdad x D
1
X

nD1

cn

bn
simbólicamente en la forma

x D 0; c1c2c3 : : : cn : : :.b

Dicha igualdad se llama desarrollo de x en base b o expresión b-ádicadel número x. Cuando
b D 2 tenemos la expresión binaria dex, si b D 3 dicha expresión se llama ternaria, y se llama
expresión decimal cuandob D 10.

9.49 Observaciones. Del teorema 9.47 sededucen las siguientes afirmaciones.

� Todo número x 2 R con 0 6 x < 1 tiene al menos una expresión b-ádicay, como mucho,
dos expresiones b-ádicas distintas.

� Un número x 2 Œ0; 1Œ tiene dos expresiones b-ádicas distintas si, y sólo si, x esun número

racional de la forma x D q

bn
.

Cuando un número x 2 Œ0; 1Œ tiene dos expresiones b-ádicas distintas entonces en una de
ellas todos los términos, apartir deunoen adelante, son iguales a 0, es decir, es de la forma:

x D 0; c1c2 : : : ck00 : : : 0 : : :.b :

Que suele escribirse omitiendolos ceros consecutivos en la forma:

x D 0; c1c2 : : : ck .b;

y sediceque x tiene una expresión b-ádicafinita. Laotra expresión b-ádicade x es:

x D 0; c1c2 : : : ck�1.ck � 1/.b � 1/.b � 1/ : : : .b � 1/ : : :.b :

Universidad de Granada
Dpto. de AnálisisMatemático

Prof. Javier Pérez
Cálculo diferencial e integral



Series denúmeros complejos 575

� La expresión b-ádica de un número x 2 Œ0; 1Œ queda determinada de forma única si se
exige alguna de las condiciones:

a) Hay infinitas cifras en la expresión b-ádicaque son distintas de b � 1.

b) Hay infinitas cifras en la expresión b-ádicaque son distintas de 0.

� Finalmente, si x es cualquier número real, podemos escribir x D E.x/ C .x � E.x//

donde z D x � E.x/ es un número real que está en Œ0; 1Œ. La expresión de x en base b se
obtiene escribiendo el entero E.x/ en base b seguido de una coma y de la expresión de z en
base b.

9.6. Series denúmeros complejos

Una serie de números complejos es una sucesión
P

zn D fz1 C z2 C � � � C zng obtenida
sumando consecutivamente los términos de una sucesión de números complejos fzng. Para
series denúmeros complejos se emplean las mismas terminología y notaciones que para series
de números reales. El límite de una serie de números complejos se llama “suma” de la serie y
es un número complejo que se representa por:

1
X

nD1

zn D lKım
n!1

(

n
X

kD1

zk

)

Naturalmente, todo lo visto para sucesiones de números complejos permaneceválido con el
mismo significado para series de números complejos. En particular, poniendo zn D xn C iyn

donde xn D Re.zn/, yn D Im.zn/, tenemos que:

n
X

kD1

zk D
n
X

kD1

xk C i

n
X

kD1

yk ;

y la serie
P

zn converge si, y sólo si, convergen las series de números reales
P

xn y
P

yn, en
cuyo caso se verificaque:

1
X

kD1

zk D
1
X

kD1

xk C i

1
X

kD1

yk :

Por tanto, estudiar una serie de números complejos equivale a estudiar dos series de números
reales. Aunque esta estrategia nosiempre es factible porque aveces noes fácil calcular Re.zn/

e Im.zn/.

Sediceque una serie de números complejos
P

zn es absolutamente convergente cuando
la serie de los módulos

P

jznj es convergente. Teniendoen cuenta las desigualdades:

mKax fjxnj; jynjg 6 jznj 6 jxnj C jynj;

se deduce enseguida que la serie
P

zn es absolutamente convergente si, y sólo si, las series
P

xn y
P

yn son absolutamente convergentes.

Naturalmente, para estudiar la convergencia absoluta de una serie de números complejos
lo que hacemos es aplicar a la serie de los módulos

P

jznj los criterios de convergencia para
series de términos positivos.
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Los criterios generales de Dirichlet y de Abel (teoremas 9.40 y 9.41) permanecen válidos
sin cambio alguno para series de números complejos. Los criterios particulares de Dirichlet
y de Abel (teorema 9.43 y 9.44) pueden aplicarse igualmente aseries de la forma

X

anbn,
donde fang es una sucesión de números complejos y fbng es una sucesión de números reales
que satisfacen lashipótesis de dichos criterios.

Los resultados obtenidos para la serie geométricapermanecen igualmente válidos para se-
ries geométricas de números complejos.

9.6.1. Ejercicios propuestos

470. Estudia la convergencia de las series:

i)
X

n>0

1

.1 C i/n
ii )

X

n>1

cosn C i senn

n

iii )
X

n>1

cosn C i senn

n2
iv)

X

n>1

cos �
n

C i sen �
n

n

v)
X

n>1

.2 C i/n

.1 C 2i/n

1

n
vi)

X

n>1

1p
n

 

1 C i
p

3

2

!n

vii )
X

n>1

�

cos
�

n2
C i sen

�

n2

�

viii )
X

n>0

.3 C 4i/n

2i.4 C 3i/n C 7

471. Sea�2R con j�j < 1 y # 2R. Calcula los límites:
1
X

nD0

�n cos.n #/ y
1
X

nD0

�n sen.n #/.

Sugerencia. LlamaA a laprimera suma y B a lasegunda. Calcula A C iB.

472. Prueba que si la serie
X

n>1

zn converge y hay un número 0 < ˛ <
�

2
tal que para todo

n2N se verificaque jarg.zn/j < ˛, entonces dicha serie converge absolutamente.

473. Supón que las series
X

n>1

zn y
X

n>1

z2
n son convergentes y que Re.zn/ > 0 para todon2N.

Prueba que
X

n>1

jznj2 esconvergente.

9.6.2. Ejercicios resueltos

¡Antes dever lasolución deun ejercicio debes intentar resolverlo!
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Ejercicio resuelto 238 Estudia la convergencia de las series:

i)
X

n>0

1

.1 C i/n
ii )
X

n>1

cosn C i senn

n
iii )

X

n>1

cosn C i senn

n2

iv)
X

n>1

cos �
n

C i sen �
n

n
v)
X

n>1

.2 C i/n

.1 C 2i/n

1

n
vi)
X

n>0

.3 C 4i/n

2i.4 C 3i/n C 7

Solución. i)

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

.1 C i/n

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

D
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

1 C i

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n

D
�

1p
2

�n

. La serie es absolutamente convergente.

Observa que se trata deuna serie geométricade razón z D 1

1 C i
. ©

ii )

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

cosn C i senn

n

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

D 1

n
. La serie no es absolutamente convergente. Para estudiar la

convergencia no absoluta aplicaremos el criterio particular de Dirichlet (corolario 9.43).
Pongamosbn D 1

n
y anDcosnCi sennDein. Tenemosquefbng esmonótonay converge

a0. Además:
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
X

kD1

ak

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

D
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
X

kD1

eik

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

D
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
X

kD1

�

ei
�k

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

D
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ei.nC1/ � ei

ei �1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

D

D

ˇ

ˇ

ˇei.nC1/ � ei
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇei �1
ˇ

ˇ

6

ˇ

ˇ

ˇei.nC1/
ˇ

ˇ

ˇC
ˇ

ˇei
ˇ

ˇ

ˇ

ˇei �1
ˇ

ˇ

D 2
ˇ

ˇei �1
ˇ

ˇ

:

Puesto que
2

ˇ

ˇei �1
ˇ

ˇ

esuna constante independiente den, el criterio particular deDirichlet

nos diceque laserie esconvergente. ©

iii )

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

cosn C i senn

n2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

D 1

n2
. Laserie esabsolutamente convergente. ©

iv) La serie de las partes reales,
X

n>1

cos �
n

n
es una serie de términos positivos divergente

porque
cos �

n

n
� 1

n
. Luego la serie no converge. ©

v)

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.2 C i/n

.1 C 2i/n

1

n

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

D j2 C i jn

j1 C 2i jn
1

n
D 1

n
. Laserienoconverge absolutamente.Para estudiar la

convergencia no absoluta podemos aplicar el criterio particular de Dirichlet. Pongamos

bn D 1
n

y an D
�

2Ci
1C2i

�n
. Tenemos que fbng es monótona y converge a 0. Además,

poniendow D 2Ci
1C2i

, tenemos que:
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
X

kD1

ak

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

D
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
X

kD1

wk

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

D
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

wnC1 � w

w � 1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

D
ˇ

ˇwnC1 � w
ˇ

ˇ

jw � 1j 6
jwjnC1 C jwj

jw � 1j D 2

jw � 1j :

Como
2

jw � 1j esuna constante independiente den, el criterio particular deDirichlet nos

diceque laserie esconvergente.
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Observa que el criterio particular de Dirichlet implica que las serie de números com-
plejos de la forma

X

n>1

znbn donde fbng es una sucesión de números reales monótona y

convergente a0 y z esun número complejo demódulo 1 y distinto de1, (z ¤ 1; jzj D 1),
son convergentes. Naturalmente si jzj < 1 tales series convergen absolutamente. ©

vi) Es fácil comprobar que el término general de laserie no converge a cero y, por tanto,
laserie no es convergente. ©

Ejercicio resuelto 239 Sea�2R con j�j < 1 y # 2R. Calcula los límites:
1
X

nD0

�n cos.n#/ y

1
X

nD0

�n sen.n#/.

Sugerencia. LlamaA a laprimera suma y B a lasegunda. Calcula A C iB.

Solución. Observa que por ser j�j < 1 las dos series son absolutamente convergentes.
Tenemosque:

A C iB D
1
X

nD0

�n
�

cos.n#/ C i sen.n#/
�

D
1
X

nD0

�

� ei#
�n D 1

1 � � ei#
D

D 1 � � e�i#

1 C �2 � 2� cos#
D 1 � � cos#

1 C �2 � 2� cos#
C i

� sen#

1 C �2 � 2� cos#
:

Deducimos que:

A D
1
X

nD0

�n cos.n#/ D 1 � � cos#

1 C �2 � 2� cos#
; B D

1
X

nD0

�n sen.n#/ D � sen#

1 C �2 � 2� cos#
:

9.7. Cálculo elemental de
r C1

0
senx

x
dx y de

P1
nD1

1
n2

Necesitaremos el siguiente resultado que es un caso muy particular del ll amado lema de
Riemann – Lebesgue. Probaremos que si f es una función con derivada continua en Œa; b�

entonces se verificaque:

lKım
t!C1

bw

a

f .x/ sen.tx/ dx D lKım
t!C1

bw

a

f .x/ cos.tx/ dx D 0 (9.20)

En las hipótesis hechas, laprueba es inmediata porque basta integrar por partes:

bw

a

f .x/ sen.tx/ dxDŒu.x/Df .x/; v 0.x/Dsen.tx/�D�1

t
f .x/ cos.tx/

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

xDb

xDa

C1

t

bw

a

f 0.x/ cos.tx/ dx

Como jcos.u/j 6 1 cualquiera seau2R se sigue que:
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

bw

a

f .x/ sen.tx/ dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

6
1

t

�

jf .a/j C jf .b/j
�

C 1

t

bw

a

jf 0.x/j dx D K

t
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dondeK Djf .a/jC jf .b/jC
r b

a jf 0.x/j dx esuna constante. De estadesigualdad sesigueque

lKım
t!C1

bw

a

f .x/ sen.tx/ dx D 0. Análogamente se prueba que lKım
t!C1

bw

a

f .x/ cos.tx/ dx D 0.

Haciendoahora en la igualdad 2 senx cosy Dsen.x Cy/�sen.y �x/ y D2kx seobtiene:

2 senx cos.2kx/ D sen
�

.2k C 1/x
�

� sen
�

.2k � 1/x
�

:

Sumandoestas igualdades desde k D 1 hasta k D n resulta:

2 senx

n
X

kD1

cos.2kx/ D sen
�

.2n C 1/x
�

� senx

de donde, dividiendo por senx ¤ 0, sesigue que:

sen
�

.2n C 1/x
�

senx
D 2

n
X

kD1

cos.2kx/ C 1: (9.21)

Deducimos que:
�
2w

0

sen
�

.2n C 1/x
�

senx
dx D �

2

Como la función f W Œ0; �=2� ! R dada por f .x/ D 1

x
� 1

senx
para x ¤ 0 y f .0/ D 0 tiene

derivada continua en Œ0; �=2�, podemosusar el resultado probadoal principio paradeducir que:

lKım
n!1

�
2w

0

�

1

x
� 1

senx

�

sen
�

.2n C 1/x
�

dx D 0:

Y, teniendoen cuenta la igualdad antes obtenida, concluimos que

lKım
n!1

�
2w

0

sen
�

.2n C 1/x
�

x
dx D �

2
:

Y, haciendo unsencill o cambio de variable obtenemos que:

�
2w

0

sen
�

.2n C 1/x
�

x
dx D Œ.2n C 1/x D u� D

.2nC1/�
2w

0

senu

u
du D �

2
:

Por otra parte la integral impropia
r C1
0

senx
x

dx esconvergente como hemos visto en el ejerci-

cio resuelto 193, es decir, existe el límite lKım
t!C1

tw

0

senx

x
dx . Por tanto, por la conocida carac-

terización de los límites funcionales, para toda sucesión fang ! C1 se tiene que:

C1w

0

senx

x
dx D lKım

n!1

anw

0

senx

x
dx :
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Haciendoan D .2n C 1/�
2

concluimos que:

C1w

0

senx

x
dx D lKım

n!1

.2nC1/�
2w

0

senu

u
du D �

2
:

Calcularemos ahora la suma de la serie
X

n>1

1

n2
. Sustituyamos en la igualdad 9.21 x por

x=2 para obtener:
sen

�

.2n C 1/x
2

�

sen.x=2/
D 2

n
X

kD1

cos.kx/ C 1:

Multiplicandoesta igualdad por x.x � 2�/ y teniendoen cuenta que:

�w

0

x.x � 2�/ cos.kx/ dx D 2�

k2

como se comprueba fácilmente integrando por partes dos veces, obtenemos:

�w

0

x.x � 2�/

sen.x=2/
sen

�

.2n C 1/
x

2

�

dx D 4�

n
X

kD1

1

k2
C

�w

0

x.x � 2�/ dx D 4�

n
X

kD1

1

k2
� 2�3

3
:

Como la función f W Œ0; �� ! R dada por f .x/ D x.x�2�/
sen.x=2/

para x ¤ 0, f .0/ D �4� tiene
derivada continua en Œ0; ��, podemos aplicar el resultado visto al principio de estasección para
deducir que:

lKım
n!1

�w

0

x.x � 2�/

sen.x=2/
sen

�

.2n C 1/
x

2

�

dx D 0:

Lo que, teniendoen cuenta la igualdad anterior, implicaque:

1
X

nD1

1

n2
D �2

6
:
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