
Capı́tulo4

Funciones Continuas y lı́mite funcional

En matemáticas, la evidencia esenemiga de la corrección.
BertrandRussell

4.1. Introducción

En esta lección vamosa estudiar conalgún detalleunconcepto teórico importanteque esel
de continuidad. Para motivar la definición que vamos a dar de continuidad, consideremos una
ley físicade la forma P D f .V /, que relaciona los valores de una “variable independiente V ”
(podemos pensar que es el volumen de un gas) con otra “variable dependiente P ” (podemos
pensar que eslapresión). Si queremosusar dicha ley, hemosdemedir un valor V0 delavariable
V , y es inevitable que al hacerlo cometamos algún error el cual, naturalmente, influye en el
correspondiente valor de P , que ya no será exactamente igual a P0 D f .V0/. Surge así la
pregunta natural: ¿de qué forma el error en la medida de V afecta al valor resultante de P?Es
claro quesi paravaloresdeV “muy próximos” a V0 obtengo valoresdeP muy diferentes entre
sí, la ley “f ” que relaciona V con P no tendrá ninguna utili dad práctica.

Puesto que los errores de medida son inevitables, no es razonable tratar de obtener “el
verdadero valor P0” . Lo que sí puede hacerse es fijar una cota de error admisible para P (la
cual dependerá de cada situación concreta), llamemos “"” a dicha cota (" > 0), y tratar de
obtener otra cota de error “ı” (ı > 0), de tal forma que siempre que midamos V0 con un
error menor que ı tengamos la seguridad de que el valor resultante para P se diferencia de
P0 en menos que ". Esto es, jf .V / � f .V0/j < " siempre que jV � V0j < ı. Cuando esto
efectivamente pueda hacerse para cualquier cota de error " > 0 decimos que la ley “f ” es
continua en V0.

Observaque cabe esperar que la cotade error ı dependadel " fijadoen cada caso. Intuitiva-
mente, cuanto más pequeño sea el error permitido en los datos finales, tanto mejor tendremos
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Continuidad 103

que medir la variable independiente. En general, la precisión ı con la que debemos medir V0

paraobtener unerror final menor que", dependenosolamentedel valor fijado de" sinotambién
del valor de V0. Esto es fácil de entender, no es lo mismo medir un volumen de varios metros
cúbicos que otro de unos pocos milímetros cúbicos, la precisión de nuestra medida debe ser
mejor en este último caso.

Lasideasanterioresconducen, deformanatural, a ladefiniciónmatemáticade continuidad.
En todo lo que sigue, la letra A representará un conjunto no vacío de números reales. En
la práctica A será siempre un intervalo o una unión de intervalos. Recuerda que la notación
f W A ! R quiere decir que f es una función real cuyo dominio es A. Es muy importante
advertir que A no tiene por qué coincidir con el dominio natural de la función. Esto es así
porque confrecuencia estamos interesados en estudiar propiedades deunafunciónen unaparte
de su dominio natural. Además, la continuidad de f depende tanto de la “regla que la define”
como del conjunto en donde estamos trabajando. Enseguida pondremos ejemplos para aclarar
esto.

4.2. Continuidad

4.1 Definición (Continuidad en un punto). Una función f W A ! R se diceque escontinua
en un punto a 2 A si, para cada número " > 0, se puede encontrar un número ı > 0 (que,
en general, dependerá de " y de a) tal que para todo x 2 A con jx � aj < ı se verifica que
jf .x/ � f .a/j < ".

La definición anterior suele escribirse, con abuso del formalismo lógico, de la siguiente
forma:

8"2RC 9 ı 2RC W jx � aj < ı

x 2A

�

÷jf .x/ � f .a/j < " (4.1)

Comentar ios a la definición. Observa que en esta definición el conjunto A tiene mucho pro-
tagonismo: sólo se consideran los valores de f en A, lo que le pueda pasar a f fuera de A no
nos interesa. El siguiente ejemplo es ilustrativo.

a) Sea f WR ! R la función deDirichlet dadapor f .x/D1 si x 2Q, f .x/D�1 si x 2RnQ.
Eslafunción quevale1 en lospuntos racionalesy �1 en losirracionales. Estafunción noes
continua en ningún punto. La razón es que en todo intervalo abierto, por pequeño que sea,
siemprehay números racionales e irracionales. Por eso, la función f oscila constantemente
entre 1 y �1.

b) Las funciones g W Q ! R dada por g.x/ D 1 y h W R n Q ! R dada por h.x/ D �1

son continuas (¡son funciones constantes!) en todo punto de sus respectivos dominios de
definición.

Debestener claro queparapoder hablar dela continuidad o delanocontinuidad deunafunción~
en un punto, la función debe estar definida en dicho punto. La condición (4.1) exige que el
número f .a/ esté definido. Si no se conoce el valor de f en a no puede comprobarse si dicha
condición severificao no y, por ello, no tiene sentido considerar la continuidad de esa función
en dicho punto. Insisto en esta evidencia porque en muchos textos tevas a encontrar ejercicios
del siguiente estilo:
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Propiedades básicas de las funciones continuas 104

a) Estudiar la continuidad de la función f .x/ D 1

x
en x D 0.

b) Estudiar la continuidad de la función g.x/ D jxj
x

en x D 0.

c) Estudiar la continuidad de la función h.x/ D x sen.1=x/ en x D 0.

Respuesta: Lasfuncionesf , g y h noestán definidasen 0, por tanto notienesentidoestudiar su
continuidad en 0. Para poder estudiar la continuidad en 0 de estas funciones, primero hay que
definirlas en 0. Por ejemplo, podemos definir f .0/ D 0, g.0/ D 1, h.0/ D 0. Ahora la respuesta
es: f no es continua en 0, g no es continua en 0 pero es continua por la derecha en 0, y h es
continua en 0.

4.2 Definición (Continuidad en un conjunto). Se dice que f es continua en un conjunto
C � A, si f escontinua en todo punto deC .

No suele ser tarea fácil demostrar que una función dada es continua. Generalmente, lo
que se hace es descomponer la función que queremos estudiar en otras más sencill as cuya
continuidad ya es conocida previamente. Es por ello interesante saber qué tipo de operaciones
realizadas con funciones continuas conducen anuevas funciones continuas.

4.2.1. Propiedades básicas de las funciones continuas

4.3 Teorema. Sean f , g funciones reales definidas en A. Se verifica que:

a) Las funciones f C g y fg son continuas en todo punto de A en el que las dos funciones
f y g sean continuas. En particular, las funciones suma y producto de funciones continuas
son funciones continuas.

b) Si g.x/ ¤ 0 para todox 2A, la función
1

g
es continuaen todo punto de A en el que g sea

continua. En consecuencia, la función cociente dedos funciones continuas cuyo denomina-
dor nose anula nunca es unafunción continua.

Demostración. a) Seaa 2 A un punto de A en el que f y g son continuas. Debemos probar
que f C g y fg son continuas en a. Escribamos nuestras hipótesis:

8"1 2RC 9 ı1 2RC W x 2A ^ jx � aj < ı1 ÷ jf .x/ � f .a/j < "1 (4.2)

8"2 2RC 9 ı2 2RC W x 2A ^ jx � aj < ı2 ÷ jg.x/ � g.a/j < "2 (4.3)

Naturalmente, ı1 D ı1."1/ y ı2 D ı2."2/ dependen del valor de "1 y "2. Debemos rela-
cionar los números j.f C g/.x/ � .f C g/.a/j y j.fg/.x/ � .fg/.a/j con jf .x/ � f .a/j y
jg.x/ � g.a/j.

Para la suma la cosa es muy sencill a.

j.f C g/.x/ � .f C g/.a/j D
ˇ

ˇ

�

f .x/ � f .a/
�

C
�

g.x/ � g.a/
�
ˇ

ˇ6

6 jf .x/ � f .a/j C jg.x/ � g.a/j
(4.4)
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Propiedades básicas de las funciones continuas 105

Dado " > 0, hagamos en (4.2) "1 D "
2

y en (4.3) "2 D "
2

y sean ı1 D ı1. "
2
/ y ı2 D ı2. "

2
/.

Pongamos ı D mKınfı1; ı2g. Entonces, como consecuencia de las desigualdades (4.4), (4.2) y
(4.3), sededuceque j.f C g/.x/ � .f C g/.a/j < "

2
C "

2
D", siemprequex 2A y jx � aj < ı.

Para el producto hay que pensar un poquito más.

j.fg/.x/ � .fg/.a/j D
ˇ

ˇf .x/
�

g.x/ � g.a/
�

C g.a/
�

f .x/ � f .a/
�ˇ

ˇ6

6 jf .x/j jg.x/ � g.a/j C jg.a/j jf .x/ � f .a/j
(4.5)

La cantidad jg.a/j jf .x/ � f .a/j puede controlarse fácilmente usando (4.2). Dado " > 0,
hagamos en (4.2) "1 D "

2.jg.a/jC1/
(la precaución de dividir por jg.a/j C 1 es porque pudiera

ocurrir que g.a/ D 0), y seaı1 D ı1."1/. Tenemosque

x 2A ^ jx � aj < ı1 ÷ jg.a/j jf .x/ � f .a/j < jg.a/j "

2.jg.a/j C 1/
<

"

2

x 2A ^ jx � aj < ı1 ÷ jf .x/j D jf .a/ C .f .x/ � f .a//j < jf .a/j C "1

(4.6)

Pongamos M D jf .a/j C "1, hagamos en (4.3) "2 D "
2M

y sea ı2 D ı2. "
2M

/. Definamos
ı D mKınfı1; ı2g. Teniendoahora en cuenta las desigualdades (4.5) y (4.6), deducimos que

x 2A^jx � aj < ı÷

8

ˆ

<

ˆ

:

jf .x/j jg.x/ � g.a/j < M
"

2M
D "

2

jg.a/j jf .x/ � f .a/j <
"

2

9

>

=

>

;

÷ j.fg/.x/ � .fg/.a/j < "

Lademostración del apartado b) sehacede forma parecida. 2

El teorema anterior es muy útil pero con frecuencia no se entiende bien lo que dice o
se interpreta mal. Lo que dice es que la suma, producto y cociente de funciones continuas
(siempre que no dividamos por 0) también es continua. De aquí puedes deducir fácilmente
algunas consecuencias.

4.4 Corolar io. a) Si la suma de dos funciones es continuay una de ellas es continua, la otra
función también escontinua.

b) La suma de unafunción continuay otra discontinuaesunafunción discontinua.

c) Si el producto dedos funciones escontinuoy una de ellasescontinuay noseanula, la otra
función es continua.

d) El producto de unafunción continuay que noseanula por otra discontinuaesunafunción
discontinua.

Hasta aquí todo bien. El problema es cuando tenemos que estudiar la continuidad de la
sumao el producto dedos funciones discontinuas. En estasituación el teorema anterior no nos
dice nada. Peor aún; no puede haber ningún teorema que diga lo que pasa en este caso. La
razón es que puede pasar cualquier cosa. Lasuma o el producto de dos funciones discontinuas~
puede ser unas veces continua y otras veces discontinua. Se trata de un problema que hay que
estudiar en cada caso concreto y que depende de cómo sean las funciones que sumamos o
multiplicamos.
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Propiedades locales 106

Por ejemplo, sea f la función de Dirichlet que, como sabemos, es discontinua en todo
punto. Seag una función continua cualquiera; por ejemplo, la identidad g.x/ D x para todo
x 2R. Las funciones g C f y g � f son discontinuas en todo punto pero su suma es la función
2g que es continua. Por otra parte, el cuadrado de f , esto es la función h.x/ D f .x/f .x/ D
.f .x//2 D 1, es la función constante igual a 1 y, por tanto, escontinua.

Teniendo en cuenta que las funciones polinómicas son sumas de productos de funciones
constantes por potencias de la función identidad, deducimos el siguiente corolario.

4.5 Corolar io. Todafunción racional es continuaen su dominio natural dedefinición.

De hecho, todas las funciones elementales que conoces son continuas en sus dominios
naturales de definición. Esto nolo podemos probar todavía pero lo aceptaremos y lo usaremos
cuandoseapreciso; por ejemplo, para hacer ejercicios.

Además de sumar y multiplicar funciones, también sabemos componerlas. Veamos cómo
se comporta la continuidad respecto de la composición de funciones.

4.6 Teorema (Continuidad de una función compuesta). Sean f W A ! R y g W B ! R

funciones tales que f .A/ � B. Supongamos que f es continuaen un punto a 2 A y que g es
continua en el punto f .a/. Entonces la función compuesta g ı f W A ! R es continua en el
punto a. En particular, si g escontinuaen f .A/, entonces g ı f escontinuaen todo punto de
A en el que f sea continua. Más en particular, la composición de funciones continuas es una
función continua.

Demostración. Dado " > 0, por la continuidad de g en f .a/, existe � > 0 tal que para todo
y 2B con jy � f .a/j < � se tiene que jg.y/ � g.f .a//j < ". Ahora, por la continuidad de f

en a, existe ı > 0 tal que para todo x 2 A con jx � aj < ı se tiene que jf .x/ � f .a/j < �.
Deducimos así que jg.f .x// � g.f .a//j < " para todo x 2 A con jx � aj < ı. Es decir, la
función compuesta g ı f es continua en a. 2

4.2.2. Propiedades locales

Intuitivamente, la continuidad de una función en un punto depende únicamente del com-
portamiento de la función en la “proximidad” de dicho punto. Esto se expresa diciendo que la
continuidadesuna propiedadlocal. Vamosaprecisar este concepto.

4.7 Definición. Dados una función f W A ! R y un conjunto no vacío C � A, podemos
definir una nueva función, llamada restricción de f a C que se representa por fjC , que es la
función definida en el conjunto C que viene dada por fjC .x/ D f .x/ para todox 2C .

Dada una función f W A ! R , se dice que una función g W B ! R es una extensión de
f , si B � A y f es la restricción deg al conjunto A, es decir f .x/ D g.x/ para todox 2A.

Los conceptos de extensión y de restricción de una función son esencialmente el mismo:
todo depende de que semire “para arriba” o “para abajo” .

Es importante distinguir entreuna función ysu restricción aunconjunto. Veamosunejem-
plo que nos permiti rá introducir una función muy útil .
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Propiedades locales 107

4.8 Ejemplo (Función parte entera). La función que a cada número x 2 R asigna el mayor
entero que es menor o igual que x se llama función parte entera. Dicha función se representa
con la letra E y está definida para todox 2R por las condiciones siguientes:

E.x/2Z y E.x/ 6 x < E.x/ C 1:

1

2

3

4

5

-1

-2

-3

-4

-1-2-3-4-5 1 2 3 4 5

Figura4.1. Función parte entera

No esdifícil probar que esta función esdiscon-
tinua en todos los enteros. Ahora, si considera-
mosadicha función trabajandosolamente en el
intervalo Œ1; 2Œ, esdecir, lafunciónf restricción
de E a Œ1; 2Œ cuyo dominio es el intervalo Œ1; 2Œ

y que a cada punto dedicho intervalo asigna su
“parte entera”, f .x/ D E.x/, para 1 6 x < 2;
entonces la función f es constante pues, clara-
mentef .x/ D 1 para todox 2 Œ1; 2Œ, luego f es
continua en todos los puntos de su dominio, en
particular f es continua en 1 a pesar de que la
función “parte entera” es discontinua en dicho
punto.

�

El ejemplo anterior, y también el ejemplo delafunción deDirichlet antesvisto, prueban que
una restricción deuna función discontinua puede ser continua o, lo que es igual, una extensión
de una función continua puede ser discontinua. Son importantes y útiles a este respecto los
siguientes resultados fáciles de probar.

4.9 Proposición. a) Cualquier restricción deunafunción continuaes también continua.

b) Cualquier extensión deunafuncióncontinuaen un intervalo abierto estambién continua en
dicho intervalo abierto.

Observa la importancia que en la afirmación b) anterior tiene el hecho de que el intervalo
seaabierto. El ejemplo de la función “parte entera”, antes visto, pone de manifiesto que una
extensión de una función continua en unintervalo no abierto puede noser continua.

De las afirmaciones anteriores se deduce el siguiente resultado.

4.10Teorema (Teorema de localización). Unafunción f escontinuaen unintervalo abierto
I si, y sólo si, la restricción fjI escontinuaen I .

Este resultado es bastante útil para evitarnos hacer trabajo innecesario. Por ejemplo, si
queremos estudiar la continuidad de la función parte entera, como dicha función es constante
en los intervalos de la forma �n; n C 1Œ (n2Z), el resultado anterior nosdiceque dicha función
es continua en estos intervalos. Sólo queda así estudiar lo quepasa en los enteros.

La continuidad de una función en un punto permite obtener información sobre el compor-
tamiento de la función en los puntos próximos al mismo. Estos resultados se llaman locales.
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4.11 Teorema (Conservación local del signo). Sea f W A ! R continuaen un punto a 2 A

con f .a/ ¤ 0. Entonces hay un número r > 0 tal que para todo x 2 A con jx � aj < r se
verifica que f .x/f .a/ > 0. Esdecir, f .x/ > 0 si f .a/ > 0, o f .x/ < 0 si f .a/ < 0, en todo
punto x 2�a � r; a C r Œ\A.

Demostración. Supondremos que f .a/ > 0. Podemos entonces tomar " D f .a/=2 en (4.1)
para obtener, en virtud de la continuidad de f en a, un r > 0 tal que para todo x 2 A con
jx � aj < r severificaque jf .x/ � f .a/j < f .a/=2, lo que implicaque f .x/ > f .a/=2 > 0.
El caso en que f .a/ < 0 se reduce al anterior sin másque sustituir f por �f . 2

4.12 Proposición (Acotación local). Sea f W A ! R continua en un punto a 2 A. Entonces
hay números, Ma > 0, ra > 0 tales que para todo x 2 A con jx � aj < ra se verifica que
jf .x/j 6 Ma.

Demostración. Hagamos" D 1 en (4.1) paraobtener, en virtud de la continuidad def en a, un
ra > 0 tal que para todox 2A con jx � aj < ra se verificaque jf .x/ � f .a/j < 1. Pongamos
Ma D 1 C jf .a/j. Entonces, para todox 2�a � ra; a C raŒ\A tenemos que:

jf .x/j D jf .a/ C .f .x/ � f .a//j 6 jf .a/j C jf .x/ � f .a/j < 1 C jf .a/j D Ma

2

4.3. Teorema de Bolzano. Supremo e ínfimo

Si ahora mides 175cm y hace10 años medías 135cm, es seguro que en algún momento
intermedio medíasconexactitud 161cm. Si una entradade cine cuesta5e y hace3añoscostaba
4e, es seguro que en algún momento ir al cine costaba exactamente 4�99e. ¿Seguro? No, a
ningúnempresario de cine leparecería bien cobrar 4�99e por la entrada.

Ladiferencia está en que la talla deuna persona esuna función continua del tiempo y para
pasar de 135cm a 175cm tiene que pasar por todos los valores intermedios, pero el precio de
lasentradasde cineno varíade forma continua conel tiempo y puedepasar “degolpe” de4�5e
a 5e.

La gráficade una función continua en un intervalo, f W Œa; b� ! R , la imaginamos como
una curva continua, por ello, si f .a/ < 0 < f .b/, la gráficade f tiene que atravesar el eje de
abscisas para pasar de un punto situado por debajo de él a otro que se encuentra por encima y,
por tanto, f tiene que anularse en algún punto entre a y b. Esto es precisamente lo que afirma
el conocido teorema que sigue.

4.13Teorema (Teorema deloscerosdeBolzano). Todafuncióncontinuaen unintervalo que
toma valores positivos y negativos seanula en algún punto de dicho intervalo.

Lo primero quellamala atenciónen este teorema es su evidencia. No estádemása esteres-
pecto recordar que, como decía Bertrand Russell , “en matemáticas, la evidencia esenemigade
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La propiedad del supremo 109

la corrección” . Precisamente, el mérito deBernard Bolzano (1781-1848) está en haber llamado
la atención sobre la necesidad de demostrar muchas proposiciones, aparentemente evidentes,
que se refieren a las funciones continuas. Podemos añadir, además, que suele ser particular-
mente difícil demostrar matemáticamente lo que nuestra intuición presenta como evidente; de
hecho, con las herramientas que tenemos hasta ahora no podemos demostrar el teorema.

Lafunción f .x/Dx2 �2 escontinua y f .0/ < 0 < f .2/, el teoremadeBolzanoasegura
que existe un número positivo en el que f se anula. En otras palabras, el teorema prueba la
existencia del número

p
2 y, como dicho número no es racional, deducimos que para probar

el teorema se precisa usar alguna propiedad que NO tienen los números racionales. Pero todas
las propiedades de los números reales que enunciamos en el Capítulo 1 las tienen también
los números racionales. Concluimos que los números reales deberán tener otra propiedad que
todavía no hemos considerado.

4.3.1. La propiedad del supremo

Comentamos en el Capítulo 1 que no debemos preocuparnos mucho por lo que sea el
número

p
2, pero al menosdeberíamos de tener alguna formadeprobar su existencia; esdecir,

de las propiedades de los números reales se debería poder deducir que hay un número cuyo
cuadrado es igual a 2. ¿Qué sabemos de

p
2? No es racional, pero podemos aproximarlo por

racionales. Con una calculadora obtenemos sucesivas aproximaciones racionales de
p

2 por
defecto:

1�41, 1�414, 1�4142, 1�41421, 1�414213,. . .

Es claro que
p

2 debe ser el menor número mayor que todas ellas. Pues bien, justamente
necesitamos unapropiedad quegaranticela existencia de ese “menor número mayor que”. Nos
vendrá bien introducir alguna terminología nueva.

4.14 Definición. SeaE un conjunto no vacío de números reales. Un número z2R se diceque
esun mayorante o cota superior (resp. minoranteo cota inferior ) deE si x6z (resp. z6x)
para todox2E.

Si hay algúnelemento deE que también seamayorante (resp. minorante) deE, dicho ele-
mento esnecesariamente único y se llama máximo (resp. mínimo) deE y lo representaremos
por mKax.E/ (resp. mKın.E/ ).

Un conjunto que tiene algún mayorante (resp. minorante) se dice que está mayorado o
acotado superiormente (resp. minorado o acotado inferiormente). Un conjunto que está
mayorado yminorado se diceque está acotado.

Está claro que un conjunto puede no tener mínimo ni máximo. Los problemas de “optimi-
zación” consisten, justamente, en estudiar condiciones que garanticen la existencia de valores
máximos y mínimos para funciones de diversas clases. La siguiente propiedad garantiza que
ciertos conjuntos denúmeros reales tienen mínimo.

P8 Propiedad del supremo. Para todo conjunto de números reales no vacío y mayorado se
verificaque el conjunto desus mayorantes tiene mínimo.

4.15Definición. Dado unconjunto E �R, no vacío y mayorado, sellamasupremo oextremo
superior de E, al mínimo mayorante de E y lo notaremos por sup.E/.
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Conesta terminología lo que dicela propiedad P8 es que todoconjunto de números reales
no vacío y mayorado tienesupremo (pero nótese que el supremo notiene por quépertenecer al
conjunto).

4.3.2. Propiedad de extremo inferior

A partir de lapropiedad del supremo, se prueba con facili dad el siguiente resultado.

4.16 Proposición (Propiedad del ínfimo). Para todo conjunto de números reales no vacío y
minoradose verifica que el conjunto de sus minorantes tiene máximo.

Demostración. SeaE � R, un conjunto no vacío y minorado. Definamos A D f�x W x 2Eg.
El conjunto A es no vacío y mayorado (pues si z es un minorante de E entonces �z es mayo-
rante de A). La propiedad del supremo nos dice que hay un número real c que es el mínimo
mayorante de A. Comprobemos que �c es el máximo minorante de E. Para todo x 2 E se
tiene que �x 2 A y como c es un mayorante de A, tenemos que �x 6 c, esto es, �c 6 x. Por
tanto �c es un minorante de E. Veamos que es el máximo minorante, y para ello probaremos
que ningún número mayor que �c esminorante deE. Sea, pues, u > �c. Entonces �u < c y,
como c es el mínimo mayorante de A, se sigue que �u no puede ser mayorante de A, esto es,
tiene que haber algúnelemento x 2 A tal que �u < x. Pero entonces tenemos que �x < u y,
como �x 2E, concluimos que u noes minorante de E. 2

4.17 Definición. Dado unconjunto E � R, no vacío y minorado, se llama ínfimo o extremo
inferior de E, al máximo minorante deE y lo notaremos por Kınf.E/.

Conesta terminología lo quedicelapropiedad del ínfimo esque todoconjunto denúmeros
reales no vacío y minorado tiene ínfimo (pero nótese que el ínfimo notiene por qué pertenecer
al conjunto).

4.18 Estrategia. Para probar desigualdades en las que intervienen supremos o ínfimos las
siguientes observaciones, aunque evidentes, pueden ser útiles. Sea C � R un conjunto no
vacío.

a) Si queremos probar que un número real x verifica que sup.C / 6 x, lo que tenemos que
hacer es probar que x esun mayorante de C .

b) Si queremos probar que un número real x verifica que x 6 Kınf.C /, lo que tenemos que
hacer es probar que x esun minorante de C .

SeaC unconjunto no vacío yacotado denúmerosreales. Pongamos˛DKınf.C /, ˇDsup.C /.
Los siguientes razonamientos son deuso constante:

a) Si un número real x verificaque x < ˇ entonces x no puede ser mayorante de C (porque
ˇ esel mínimo mayorante deC ), por tanto tiene que haber algúnz 2C tal que x < z.

b) Si un número real x verificaque x > ˛ entonces x no puede ser minorante de C (porque
˛ esel máximo minorante deC ), por tanto tiene que haber algúnu2C tal que u < x.
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Lapropiedad del supremo es lo quedistingue alosnúmeros reales de los racionales. Dicha
propiedad se usa para probar la existencia de números reales que cumplen alguna determinada
condición. Lademostración del teorema de Bolzano es unejemplo importante de ello.

Demostración del teorema de los ceros deBolzano

Es suficiente probar que si f W Œa; b� ! R es continua y f .a/ < 0 < f .b/, entonces f se
anula en algún punto del intervalo �a; bŒ . Una buena estrategia para demostrar un teorema es
“darlo por demostrado” y trabajar hacia atrás. Tenemos que buscar un punto c 2�a; bŒ tal que
f .c/ D 0. Por supuesto, puede haber muchos puntos donde f se anule (el teorema dice que
al menos hay uno), pero de todos ellos el más fácil de caracterizar es el “primero” , porque a
la izquierda de él la función es siempre negativa. Esto lleva a considerar el conjunto E de los
puntos x 2 Œa; b� tales que f tomavalores negativos en Œa; x�:

E D fx 2 Œa; b� W f .t/ < 0 para todo t 2 Œa; x�g

Por su definición, tenemos que E � Œa; b� y a 2 E. La propiedad del supremo nos dice que
hay un número real, c, que es el supremo de E. Es evidente que a 6 c 6 b. La propiedad de
conservación local del signo implica que existe algún ı > 0 tal que a C ı < b � ı y f es
negativa en todos lospuntos del intervalo Œa; a C ı� y positiva en todos lospuntos del intervalo
Œb � ı; b�. Esto implicaque a < c < b.

Veamos que Œa; cŒ� E. Seaa < x0 < c. Como x0 < c y c es el mínimo mayorante de
E, tiene que existir algún punto z0 2 E tal que x0 < z0 6 c. Por tanto, si t 2 Œa; x0� también
t 2 Œa; z0� y, como, z0 2 E, será f .t/ < 0, luego x0 2 E. Nótese que hemos probado también
que f .x/ < 0 para todox 2 Œa; cŒ.

Finalmente, probaremos quef .c/ D 0. Como ala izquierda dec la función f tomavalores
negativos y f es continua, deducimos que no puede ser f .c/ > 0 y, por tanto, f .c/ 6 0. Pero
tampoco puede ser f .c/ < 0, pues entonces, por la conservación local del signo, habría un
intervalo de la forma Œc � �; c C �� � Œa; b� tal que f .t/ < 0 para todo t 2 Œc � �; c C �� lo
que implicaque en E hay puntos mayores que c lo que es contradictorio. Concluimos así que
f .c/ D 0. 2

Observa que la demostración que hemos dado no nos dice cómo calcular un punto en el
que la función se anule. Es una demostración de “existencia”. Veremos más adelante otra de-
mostración, algo másconstructiva, en laque se basa un algoritmo bastante eficazpara calcular
de forma aproximada raíces de ecuaciones.

Un enunciado equivalente del teorema deBolzano es el siguiente.

4.19 Teorema (Teorema del valor intermedio). La imagen de un intervalo por una función
continuaes un intervalo.

Demostración. Supongamos que I esun intervalo y f W I ! R esuna función continua en I .
Queremos probar que la imagen def , esto es, el conjunto J D f .I / esun intervalo. Teniendo
en cuenta la definición de intervalo (2.10), deberemos probar que si dos números están en J ,
todos los números comprendidos entre ellos también se quedan dentro de J . Sean pues, u; v
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elementos de J con u < v. Debe haber elementos ˛; ˇ en I tales que f .˛/ D u, f .ˇ/ D v.
Como f es una función, debe ser ˛ ¤ ˇ; podemos suponer que ˛ < ˇ. Seaz 2�u; vŒ, esto es,
u < z < v. Definamos la función h W I ! R dada por h.x/ D z � f .x/ para todo x 2 I .
Como f es continua, h es continua en I . Tenemos que h.˛/ D z � f .˛/ D z � u > 0 y
h.ˇ/ D z � f .ˇ/ D z � v < 0. Como I es un intervalo, tenemos que Œ˛; ˇ� � I . Podemos,
pues, aplicar el teorema antesdemostrado a la función h en el intervalo Œ˛; ˇ� y obtenemos que
tiene que haber algún punto � 2�˛; ˇŒ tal que h.�/ D z � f .�/ D 0. Hemos probado así que
f .�/ D z. Como �2 Œ˛; ˇ� � I , concluimos que z 2J D f .I /. Como esto escierto cualquiera
sea el punto z 2�u; vŒ, concluimos que Œu; v� � J y, en consecuencia, J esun intervalo.

Recíprocamente, si suponemos que la imagen de un intervalo por una función continua es
unintervalo, y f WI ! R esunafuncióncontinua en unintervalo I que tomavalorespositivos
y negativos, entonces J D f .I / es un intervalo en el que hay números negativos y positivos,
luego debe contener al 0, es decir f tiene que anularse en algún punto deI . 2

Observaque el teoremadel valor intermedio dicequeuna función continua en unintervalo
toma todos los valores comprendidos entre dos cualesquiera de sus valores. Bueno, eso es lo
que nos dicela intuición ¿verdad?

4.20 Estrategia. El teorema de Bolzano proporciona una herramienta útil para probar que
ciertas ecuaciones tienen solución. Consideremos el siguiente problema. Setratadeprobar que
hay un número real c tal quef .c/ D g.c/ o, dicho deotra forma, que la ecuación f .x/ D g.x/

tiene soluciones. La forma deproceder para aplicar el teorema de Bolzano es lasiguiente.

� Sepasan todos los términos de la ecuación aun lado yse define h.x/ D f .x/ � g.x/.

� Se comprueba que la función h escontinua y estádefinida en unintervalo I . Unasveces
el intervalo donde h está definida debemos elegirlo nosotros de forma adecuada, y otras
veces viene impuesto por el enunciado del ejercicio.

� Se comprueba que hay puntos en I donde la función h es negativa y otros en los que h

espositiva. Se concluye, por el teorema deBolzano, que h debe anularse en algún punto
deI , que es lo que queríamos probar.

4.3.3. Consecuencias del teorema deBolzano

Hay consecuencias de este teorema que están lejos deser evidentes. Algunas de ellasestán
expuestas en el excelente libro deR. Courant y H. Robbins¿Qué es la Matemática? ([17]). Por
ejemplo, en dicho libro sedemuestra, usandocomo herramienta básica el teorema de Bolzano,
que, dadas dos regiones acotadas del plano, siempre existe una recta que divide simultánea-
mente a cada una de ellas en dos partes con igual área. Este resultado se puede generalizar.
Puedeprobarse, con la ayudadel teoremadeBolzano, quesi tenemos tres sólidosen el espacio
(imagina que son tres bocadill os de muy distintos tamaños), es siempre posible encontrar un
plano que los divida simultáneamente en dos partes de igual volumen (puedes cortar a los tres
bocadill os exactamente “por la mitad” de unsólo tajo). Nosotros aquí nos conformaremos con
obtener algunas consecuencias menos vistosas pero muy útiles.

4.21 Corolar io (Existencia de raíces). Dados a > 0 y k 2 N hay un único número c > 0 tal
que ck D a.
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Demostración. Lafunción f WRC
o ! R dadapor f .x/Dxk �a, escontinuay f .0/D�a < 0,

f .1Ca/D .1Ca/k �a > 0. Deducimosquehay algún número c > 0 tal quef .c/D0. Dicho
número esúnico porque la función f es estrictamente creciente. 2

4.22 Corolar io (Ceros de polinomios de grado impar ). Toda función polinómica de grado
impar se anula en algún punto.

Demostración. Sea

P .x/ D c0 C c1x C c2x2 C � � � C cn�1xn�1 C cnxn

unafunción polinómicadegradoimpar n>3. Nuestro objetivo esprobar queP .x/ tomavalores
positivos y negativos. Podemos suponer que cn > 0. Supongamos en lo que sigue que jxj > 1.
Dividiendo por xn tenemos que

P .x/

xn
D c0

xn
C c1

xn�1
C c2

xn�2
C � � � C cn�1

x
C cn (4.7)

Para0 6 k 6 n � 1, tenemos, por ser jxj > 1 y n � k > 1, que:

jck j
jxjn�k

6
jck j
jxj

Por otra parte
jck j
jxj 6

cn

2n
” jxj >

jck j
cn

2n

Definamos

M D mKax

� jck j
cn

2n W k D 0; 1; 2 : : : ; n � 1

�

; K D mKax fM; 1g

Para jxj > K y para k D 0; 1; 2; : : : ; n � 1, tenemos que:

ck

xn�k
> � jck j

jxjn�k
> �jckj

jxj > � cn

2n

Deducimos que para jxj > K es:

P .x/

xn
> �.n � 1/

cn

2n
C cn > �cn

2
C cn D cn

2
> 0 (4.8)

Ahora si x < �K, se tiene por ser n impar que xn < 0, y la desigualdad anterior implicaque
P .x/ < 0. Análogamente, si x > k debe ser P .x/ > 0.

Hemosprobado queP .x/ tomavalorespositivosy negativos, comoesunafuncióncontinua
y está definida en unintervalo, R, concluimos que debe anularse en algún punto. 2
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4.3.3.1. Continuidad y monotonía

Hemosvisto que la imagen deun intervalo por una función continua esun intervalo. Pode-
mos preguntarnos si esta propiedad caracteriza la continuidad. En general, la respuesta es que
no. Esfácil dar ejemplosdefuncionesdiscontinuas en unintervalo cuya imagen esunintervalo
pero estas funciones no pueden ser monótonas. Es fácil entender que si una función monóto-
na es discontinua es porque su gráfica “da saltos” , es decir, su imagen no es un intervalo. El
siguiente resultado deja claro este punto.

4.23 Teorema. Una función monótonaen unintervalo1 cuya imagen es un intervalo es conti-
nua.

Demostración. Sea f W I ! R unafuncióncreciente en unintervalo I cuya imagen J Df .I /

es un intervalo. Queremos probar que f es continua. Seaa 2 I y supongamos que a no es un
punto extremo deI , esto es, que losconjuntos

I�
a D fx 2I W x < ag ; IC

a D fx 2I W x > ag

no son vacíos. Parademostrar que f escontinua en a, probaremos que

supf .I�
a / D supff .x/ W x 2I; x < ag D f .a/ D Kınf ff .x/ W x 2I; x > ag D Kınf f .IC

a /

Probemos que f .a/ D supf .I�
a /. Pongamos ˛ D supf .I�

a /. Para todox 2 I�
a tenemos que

x < a y, como f escreciente, f .x/ 6 f .a/. Luegof .a/ esunmayorante del conjunto f .I�
a /

y, en consecuencia, debe ser ˛ 6 f .a/. Veamos que no puede ocurrir que ˛ < f .a/. Para
ello supondremos que ˛ < f .a/ y llegaremos a una contradicción. Tomemos un elemento
cualquiera z 2�˛; f .a/Œ. Seau 2 I�

a . Entonces f .u/ 6 ˛ < z < f .a/. Como f .u/ y f .a/

están en J D f .I / y J es, por hipótesis, un intervalo, deducimos que z 2J , esto es, z D f .s/

para algúns 2 I . No puede ser s D a y, como f es creciente y z < f .a/, debe verificarse que
s < a, esto es, s 2 I�

a en cuyo caso debe ser f .s/ 6 ˛, es decir, z 6 ˛ lo cual es claramente
contradictorio pues ˛ < z.

Análogamente seprueba que f .a/ D ˇ D Kınf f .IC
a /.

Sea ahora " > 0. Tiene que haber elementos u 2 I�
a y v 2 IC

a tales que ˛ � " < f .u/ y
f .v/ < ˇ C ", esdecir

f .a/ � " < f .u/ 6 f .v/ < f .a/ C ":

Definamos ı D mKınfa � u; v � ag > 0. Entonces para todox 2I verificando que jx � aj < ı

se tiene que x 2�a � ı; a C ıŒ��u; vŒ y, por tanto, f .u/ 6 f .x/ 6 f .v/ lo que implica que
f .a/ � " < f .x/ < f .a/ C ", esto es, jf .x/ � f .a/j < ".

Loscasos en que a esun posible extremo de I se hacen de forma análoga. 2

4.24 Corolar io. Una función monótona definida en un intervalo es continua si, y sólo si, su
imagen esun intervalo.

1No es necesario suponer que la función está definida en un intervalo, de hecho en la demostración nose usa
esta hipótesis. El enunciado que damos es para facilit ar su visualización.
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4.25 Corolar io. La función inversa de una función estrictamente monótona definida en un
intervalo es continua.

Demostración. Sea f W I ! R una función estrictamente monótona definida en unintervalo
I . Como f es inyectiva en I su inversa, f �1, está definida en el conjunto imagen J D f .I /

y, claramente, f �1.J / D I . Como la inversa de una función estrictamente monótona f es
también estrictamente monótona (y del mismo tipo que f ) e I es, por hipótesis, un intervalo,
el teorema anterior, aplicado af �1, nos diceque f �1 escontinua en J 2. 2

Considera una función inyectiva y continua en un intervalo e intenta dibujar su gráfica;
comprobarás que la función no puede “subir y bajar” porque en tal caso se pierde la inyecti-
vidad, por tanto, o bien “siempre sube” y es estrictamente creciente, o bien “siempre baja” y
es estrictamente decreciente. Eso es lo que afirma el siguiente resultado, que será usado más
adelante para obtener una importante propiedad de las funciones con derivada distinta de cero.

4.26 Teorema. Todafunción inyectiva y continuaen unintervalo esestrictamente monótona.

Demostración. 3 Sea f W I ! R continua einyectiva en el intervalo I . Sean a0 < b0 dos
puntosdeI . Comof esinyectivadebeser f .a0/¤f .b0/. Por tanto, o bien f .b0/�f .a0/ > 0,
o bien f .b0/ � f .a0/ < 0. Supongamos que es f .b0/ � f .a0/ > 0 y demostremos que f es
estrictamente creciente en I . Para ello sean a1 < b1 puntos de I . Pongamos

x.t/ D .1 � t/a0 C ta1

y.t/ D .1 � t/b0 C tb1

�

para 0 6 t 6 1

Tenemosquex.0/ D a0, x.1/ D a1, y.0/ D b0, y.1/ D b1. Además, poniendo˛ D mKınfa0; a1g
y ˇ D mKax fa0; a1g, se tiene que:

˛ D .1 � t/˛ C t˛ 6 x.t/ 6 .1 � t/ˇ C tˇ D ˇ

Como I es un intervalo y ˛; ˇ 2 I , se verifica que Œ˛; ˇ� � I , por lo que x.t/ 2 I . Análoga-
mente, se tiene que y.t/ 2 I . Además, como a0 < b0 y a1 < b1, se verificaque x.t/ < y.t/

para 0 6 t 6 1. Consideremos la función:

g.t/ D f .y.t// � f .x.t// 0 6 t 6 1

La función g es continua en Œ0; 1� por ser composición y diferencia de funciones continuas.
Como f es inyectiva y x.t/ < y.t/, se tiene que g.t/ ¤ 0 para todo t 2 Œ0; 1�. El teorema de
Bolzano implicaque g debe tener signoconstante en Œ0; 1� y, como g.0/ > 0, concluimos que
g.t/ > 0 para todo t 2 Œ0; 1�. Por tanto g.1/ D f .b1/ � f .a1/ > 0. Hemos probado así que f

es estrictamente creciente.

Análogamente, si sesuponeque esf .b0/�f .a0/ < 0 sedemuestraquef esestrictamente
decreciente en I . 2

2Este resultado es cierto tal como está enunciado, sin necesidad de suponer que la función es continua.
3Esta elegante demostración está tomada del li bro de M. Spivak [16].
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4.3.4. Ejercicios propuestos

115. a) Daun ejemplo deuna función continua cuya imagen noseaun intervalo.

b) Daunejemplo deunafunción definida en unintervalo cuyaimagen seaunintervalo
y que no sea continua.

c) Daunejemplo deuna función continua en todoR, noconstante y cuya imagen sea
unconjunto (obligatoriamente un intervalo) acotado.

d) Daun ejemplo deuna función continua en Œ0; 1Œ tal que f .Œ0; 1Œ/ no sea acotado.

e) Da un ejemplo de una función continua definida en un intervalo abierto acotado y
cuya imagen seaun intervalo cerrado yacotado.

116. Prueba que si f W A ! R es continua en a entonces también lo es jf j. Da un ejemplo
de función discontinua cuyo valor absoluto es continua.

117. Representamos por E.x/ la parte entera de x (4.8). Hazun esquema de las gráficas de
las siguientes funciones y estudia su continuidad.

a) f .x/ D x � E.x/

b) f .x/ D E.1=x/

118. Estudia la continuidad de la función f W R ! R dada por f .x/ D E.x2/.

119. Estudia la continuidad dela funciónf WR ! R, definidapor f .x/DxE.1=x/ si x ¤0,
f .0/ D 1.

120. Estudia la continuidad de la función f W R ! R dadapor f .x/ D x sen.1=x/ si x ¤ 0

y f .0/ D 0.

121. Estudia la continuidad de la función f W Œ0; 4� ! R dada por f .1/ D 1=4 y:

f .x/ D

8

ˆ

<

ˆ

:

jx � 1j
.x2 � 1/E.1 C x/

si x 2 Œ0; 1Œ[�1; 2�

E.x/ � 7=4 si x 2�2; 4�

122. Estudia la continuidad de la función f W Œ0; 1� ! R dada por:

f .x/ D
�

0 si x D 0 o x es irracional
1=q si x D p=q (fracción irreducible)

123. Sea f W Œa; b� ! R continua. Supongamosquea6f .x/6b paratodox en Œa; b�. Prueba
que hay algún punto c 2 Œa; b� tal que f .c/ D c.

124. Seaa > 1. Prueba que la ecuación x C e�x Da tiene al menos una solución positiva y
otra negativa.

125. Prueba que la ecuación x C ex C arctgx D 0 tiene una sola raíz real. Da un intervalo
de longitud unoen el que se encuentre dicha raíz.

126. Prueba que hay un número real x > 0 tal que logx C p
x D 0.
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127. Suponiendo que la temperatura varía de forma continua, prueba que siempre hay dos
puntos antípodas en el ecuador terrestre que están a lamisma temperatura.

128. Sea f W Œa; b� ! R continua conf .a/Df .b/. Dadon2N, n>2, pruebaquehay algún
punto c 2 Œa; b � .b � a/=n� tal que f .c/ D f .c C .b � a/=n/.

129. Un corredor recorre 6 kilómetros en 30 minutos. Demuestra que en algún momento de
su carrera recorre 1 kilómetro en exactamente 5 minutos.

130. Un reloj averiadomarcainicialmente untiempo t 0. El reloj puede adelantar o atrasar, pe-
ro cuenta conexactitud períodosde12 horas, esdecir, pasadas12 horasel reloj marcaun
tiempo t 0 C 12 horas. Demuestra que en algúnmomento dicho reloj mide con exactitud
una hora.

131. Un automovili sta sale de Granada hacia Madrid un sábado a las 8h de la mañana y el
domingoinicia el regreso a lamismahora. Sabiendo que invirtió igual tiempo en ambos
viajes, pruébeseque en algúnmomento del domingoel automovili stase encuentra aigual
distancia deGranada que alaque se encontraba el sábado en ese mismo momento.

132. Sean f; g funciones continuas que no se anulan en un intervalo I , verificando que
.f .x//2 D .g.x//2 para todo x 2 I . Prueba que o bien f .x/ D g.x/ para todo x 2 I ,
o bien f .x/ D �g.x/ para todox 2I . ¿Cuántas funciones hay ' W R ! R continuas y
verificando que .'.x//2 D x2 para todox 2R?.

133. Demuestra el apartado b) del teorema (4.3).

134. Justificalas afirmaciones del corolario (4.4).

135. Sea f W R ! R continua y decreciente. Prueba quehay un único a2R verificando que
f .a/ D a.

136. Sea f W R ! R continua y tal que f .x/
�

.f ı f /.x/
�

D 1 para todo x 2 R. Sabiendo
que f .1000/ D 999, calcula f .500/.

137. ¿Cuántas soluciones tiene la ecuación sinx D 2x

101�
?

138. SeaE unconjunto no vacío de números reales acotado.

a) Describe el conjunto de todos los mayorantes deE.

b) Describe el conjunto de todos los minorantes deE.

139. a) Pruebaquesup.E/2E si, y sólo si, E tienemáximo, en tal caso mKax.E/Dsup.E/.

b) Prueba que Kınf.E/2E si, y sólo si, E tiene mínimo, en tal caso mKın.E/ D Kınf.E/.

140. Sean A; B conjuntos no vacíos de números reales. Supongamos que a 6 b para todo
a2A y para todob 2B. Prueba que supA 6 Kınf B.

141. Sean A, B, conjuntos no vacíos y acotados de números reales. Justifica las siguientes
afirmaciones:

a) Si A � B entonces sup.A/ 6 sup.B/ e Kınf.A/ > Kınf.B/.
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b) sup.A [ B/ D mKaxfsup.A/; sup.B/g.

142. Sean A, B, conjuntos no vacíos y acotados denúmeros reales. Definamos

A � B D fa � b W a2A; b 2BgI AB D fab W a2A; b 2Bg

Prueba que sup.A � B/ D supA � Kınf B y, supuesto que A � RC y B � RC, prueba
que sup.AB/ D supA supB.

143. Usando solamente la definición de intervalo (2.10), y las propiedades del supremo e
ínfimo, describe todos los posibles tipos de intervalo.

144. Sea A unconjunto no vacío denúmeros reales. Para cada x 2R definamos la “distancia
de x a A” por dist.x; A/ D Kınffjx � aj W a 2 Ag. Prueba que para todos x; y 2 R se
verificaque:

j dist.x; A/ � dist.y; A/j 6 jx � yj
Deduceque la aplicación x 7! dist.x; A/ escontinua.

145. Sea f W R ! R continua, mayorada y tal que para todos a; b 2R con a < b, severifica
que supf .�a; bŒ/ D supf .R/. Prueba que f es constante.

146. Sea f W Œa; b� ! R una función continua tal que f .a/ < 0, f .b/ < 0 y f .c/ > 0

para algún c 2�a; bŒ. Prueba que hay dos números u, v verificando que a < u < v < b,
f .u/ D f .v/ D 0 y f .x/ > 0 para todox 2�u; vŒ.

147. Seaf W Œa; b� ! R creciente. Supongamosquea6f .x/6b paratodox en Œa; b�. Prueba
que hay algún punto c 2 Œa; b� tal que f .c/ D c.

Sugerencia. Considera el supremo del conjunto fx 2 Œa; b� W x 6 f .x/g. Fíjate que no
suponemos que f sea continua.

148. Justifica que, dado x 2 R, la ecuación logt C t5 D x tiene una única solución, que
representamos por '.x/. Justifica que la función x 7! '.x/, .x 2 R/, así definida es
continua.

149. Prueba que la función f W� � 1; 1Œ! R definida por f .x/ D ln

 
r

1 C x

1 � x

!

es biyectiva.

Calcula f �1 y comprueba que es una función continua.

150. Sea f W Œ0; 1� ! R continuaverificando que jf .s/�f .t/j>js�t j paratodoss; t 2 Œ0; 1�,
y f .f0; 1g/ D f0; 1g. Prueba que o bien es f .x/ D x para todo x 2 Œ0; 1�, o bien es
f .x/ D 1 � x para todox 2 Œ0; 1�.

151. Sean
A D fx 2Q W x 6 0 o x2 < 2g; B D fx 2Q W x > 0 y x2 > 2g:

Prueba que A ¤ Ø, B ¤ Ø, Q D A [ B y a < b para todos a2A; b 2B. Además:

a) Para cada r 2A hay algúns 2A tal que r < s.

b) Para cada u2B hay algún t 2B tal que t < u.
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c) No hay ningúnz 2 Q con la propiedad de que todo número racional menor que z

esté en A y todo número racional mayor que z esté en B.

152. Sean
A D fx 2R W x 6 0 o x2 < 2g; B D fx 2R W x > 0 y x2 > 2g:

Prueba que A ¤ Ø, B ¤ Ø, R D A [ B y a < b para todos a 2 A y b 2 B. Seaz 2 R el
extremo superior deA. Prueba que z2 D 2, AD� � 1; zŒ, B D Œz; C1Œ.

4.3.5. Ejercicios resueltos

¡Antes dever lasolución deun ejercicio debes intentar resolverlo!

Ejercicio resuelto 50 a) Da un ejemplo de una función continua cuya imagen noseaun
intervalo.

b) Daunejemplo deunafunción definida en unintervalo cuyaimagen seaunintervalo
y que no sea continua.

c) Daunejemplo deuna función continua en todoR, noconstante y cuya imagen sea
unconjunto (obligatoriamente un intervalo) acotado.

d) Daun ejemplo deuna función continua en Œ0; 1Œ tal que f .Œ0; 1Œ/ no sea acotado.

e) Da un ejemplo de una función continua definida en un intervalo abierto acotado y
cuya imagen seaun intervalo cerrado yacotado.

Solución. a) Una función continua cuya imagen noseaun intervalo no puede estar de-
finida en un intervalo. Una vez que caes en este detalle, se te deben de ocurrir muchos
ejemplos. Como la función f W�0; 1Œ[�2; 3Œ! R dada por f .x/ D 1 para x 2�0; 1Œ y
f .x/ D 2 para x 2�2; 3Œ. Es claro que f es continua (usa, si quieres el teorema de loca-
lización para justificarlo en media línea) y su imagen es el conjunto f1; 2g que no es un
intervalo.

b) Aquí debes tener en cuentaque, por el teorema(4.23), la función quebuscasno puede
ser monótona. Unavezque caesen estedetalle, se tedeben deocurrir muchosejemplos.
Como la función f W Œ0; 2� ! R dada por f .x/ D 2x para x 2 Œ0; 1�, f .x/ D x=2 para
x 2�1; 2�. Claramente f es discontinua en x D 1, pero su imagen esel intervalo Œ0; 2�.

c) Esto esmuy fácil . Por ejemplo, la función f .x/ D 1

1 C x2
. Claramente, f .R/D�0; 1�.

d) Esto es muy fácil . Por ejemplo, f .x/ D 1

1 � x
, x 2 Œ0; 1Œ. Claramente, f .Œ0; 1Œ/ D

Œ1; C1Œ.

e) Por ejemplo, la restricción de la función seno al intervalo � � �; �Œ. Si quieres otro
ejemplo más elemental, puedes modificar de forma apropiada el ejemplo del punto b).

Ejercicio resuelto 51 Prueba que si f W A ! R es continua en a entonces también lo es
jf j. Daun ejemplo de función discontinua cuyo valor absoluto es continua.

Universidad de Granada
Dpto. de AnálisisMatemático

Prof. Javier Pérez
Cálculo diferencial e integral



Ejercicios resueltos 120

Demostración. Todolo quesenecesita es ladesigualdad
ˇ

ˇjuj�jvj
ˇ

ˇ6 ju�vj. En nuestro
caso tenemos:

ˇ

ˇjf .x/j � jf .a/j
ˇ

ˇ6 jf .x/ � f .a/j
Supuesto que f es continua en a, dado " > 0, existe ı > 0 tal que si jx � aj < ı

y x 2 A entonces jf .x/ � f .a/j < " lo que, por la desigualdad anterior, implica que
ˇ

ˇjf .x/j � jf .a/j
ˇ

ˇ < " y, por tanto, jf j escontinua en a.

La función dada por f .x/ D 1 si x > 0 y f .x/ D �1 si x < 0 , es discontinua en 0

pero jf j es continua en 0. ©

Ejercicio resuelto 52 Estudia la continuidad de la función f W R ! R dada por f .x/ D
E.x2/.

Demostración. Claramente f D E ı ' donde '.x/ D x2. Puesto que ' es continua en
todo punto y la función parte entera es continua en R n Z, deducimos por el teorema
de composición de funciones continuas, que f es continua en todo punto a 2 R tal que
'.a/ D a2 62 Z. Esdecir, f escontinua en R n B donde B D fpn W n2Ng [ f�p

n W n2
Ng [ f0g. Los puntos de B requieren un estudio particular pues, a priori, no podemos
asegurar que f seadiscontinua en ellos.

Empecemosestudiandolaposible continuidad def en 0. Esclaro quepara�1 < x < 1

tenemos que 0 6 x2 < 1 por lo que f .x/ D 0 para todox 2� � 1; 1Œ. Es decir, la función
fj��1;1Œ ( restricción de f al intervalo � � 1; 1Œ) es la función constante igual a 0 y por
tanto fj��1;1Œ escontinua. Como el intervalo ��1; 1Œ esabierto deducimos, por el teorema
de localización que f escontinua en � � 1; 1Œ y, en particular, f escontinuaen 0.

Consideremos ahora un punto de la forma
p

q donde q 2 N (fijo en lo que sigue). Para
todox 2�

p

q � 1;
p

q Œ setienequeq � 1 < x2 < q por lo quef .x/ D q � 1. Cualquiera
seaı > 0, hay puntos

x 2�
p

q � ı;
p

q C ıŒ\�
p

q � 1;
p

q Œ

para losque jf .
p

q/ � f .x/j D jq � .q � 1/j D 1, por lo que tomando"0 < 1 deducimos
que f no escontinua en

p
q.

De forma análoga seprueba que f esdiscontinua en lospuntos de la forma �p
q donde

q 2N. ©

Ejercicio resuelto 53 Estudia la continuidad de la función f W R ! R, definida por f .x/ D
xE.1=x/ si x ¤ 0, f .0/ D 1.

Solución. El teorema de localización puede usarse en este tipo de ejercicios. En nuestro
caso, esevidente queparax > 1 esf .x/ D 0, y parax < �1 esf .x/ D �x. Por tanto la
restriccióndef alosintervalos �1; C1Œ y ��1; �1Œ escontinuay, como estosintervalos
son abiertos, deducimos por el teorema de localización que f es continua en dichos
intervalos. Deformaparecidapodemosrazonar con unintervalo del tipo �1=.nC1/; 1=nŒ

donden2N pues, parax 2�1=.n C 1/; 1=nŒ se tienequef .x/ D nx, luego la restricción
def adicho intervalo escontinua y, por tratarse deun intervalo abierto, deducimos que
f es continua en �1=.n C 1/; 1=nŒ. Análogamente se razona con un intervalo del tipo
� � 1=n; �1=.n C 1/Œ. El teorema de localización no nos dice qué pasa en los puntos
extremos de los intervalos considerados, es decir, en los puntos de la forma 1=n donde
n2Z�, y tampoco en 0.
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Estudiemos qué ocurre en un punto de la forma 1=p donde p > 2 es un entero (fijo en
lo que sigue). Tenemos que f .1=p/ D 1. Para todo x 2�1=.p � 1/; 1=pŒ se tiene que
p � 1 < 1=x < p, por lo que E.1=x/ D p � 1 y f .x/ D .p � 1/x, y por tanto

f .1=p/ � f .x/ D 1 � .p � 1/x > 1 � .p � 1/=p D 1=p:

En consecuencia, dado"0 D1=2p, cualquiera sea ı > 0 hay puntosx 2�1=.p �1/; 1=pŒ

cuyadistancia al punto 1=p esmenor que ı, para loscuales nose verifica ladesigualdad
jf .1=p/ � f .x/j < "0. Concluimos que f esdiscontinua en 1=p. De formaparecida se
prueba que f es discontinua en los puntos de la forma 1=q donde q 6 �2 es un entero.
Igualmente se prueba que f es discontinua en los puntos 1 y �1.

Quedapor ver quépasa en 0. Si dibujamos con paciencia (con lápiz y regla) lagráficade
f obtenemos lafigura 4.2 (los segmentos verticales indican discontinuidades de salto):

1

O-1-2 1

Figura4.2. La funciónxE.1=x/

Pareceque f es continua en 0. Para probarlo hay que probar que jf .x/ � f .0/j es tan
pequeño como queramos (< ") siempre que jx � 0j D jxj seasuficientemente pequeño
(< ı). Lo usual en estos casos es trabajar para atrás. Empezamos acotandof .x/ � 1.
Recordemos que

E.1=x/ 6 1=x 6 E.1=x/ C 1 (4.9)

Si x > 0 podemos multiplicar por x dicha desigualdad para obtener que

xE.1=x/ 6 1 6 xE.1=x/ C x:

Resulta así que para x > 0 es:

0 6 1 � xE.1=x/ D f .0/ � f .x/ 6 x (4.10)

Si x < 0 podemos multiplicar por x la desigualdad (4.9) para obtener que

xE.1=x/ > 1 > xE.1=x/ C x:

Resulta así que para x < 0 es:

0 > 1 � xE.1=x/ D f .0/ � f .x/ > x es decir 0 6 f .x/ � f .0/ 6 �x (4.11)
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De (4.10) y (4.11) deducimos que jf .x/ � f .0/j 6 jxj. En consecuencia, dado " > 0,
tomamosı D" con lo que, evidentemente, si jxj < ı entonces jf .x/�f .0/j < ". Luego
f escontinua en 0. ©

Ejercicio resuelto 54 Estudia la continuidad de la función f W R ! R dada por f .x/ D
x sen.1=x/ si x ¤ 0 y f .0/ D 0.

Solución. El propósito de este ejercicio esqueno olvides que jsenzj61 para todoz 2R.
Da igual como escribas z, esta desigualdad es válida para todo número real z (recuerda
cómo deben leerse lasmatemáticas). Por tanto jsen.1=x/j61. En consecuencia, jf .x/j6
jxj dedonde se sigue inmediatamente que f escontinua en 0. ©

Ejercicio resuelto 55 Estudia la continuidad de la función f W Œ0; 1� ! R dada por:

f .x/ D
�

0 si x D 0 o x es irracional
1=q si x D p=q (fracción irreducible)

Solución. Es fácil probar que la función es discontinua en todos los puntos racionales
de �0; 1�. La idea es que en todointervalo abierto hay números irracionales en los que la
función vale 0. Sear D p

q
2�0; 1� un número racional escrito como fracción irreducible.

Tenemos que f .r/ D 1
q
. Tomemos ahora un " > 0 menor que 1

q
; por ejemplo " D 1

2q
.

Cualquiera seaı > 0, en el intervalo �r � ı; r C ıŒ\Œ0; 1� hay números irracionales, si x

es uno de ellos, se tiene que x 2 Œ0; 1�, jx � r j < ı pero jf .x/ � f .r/j D 1
q

no es menor

que " D 1
2q

. Concluimos que f esdiscontinua en r .

Para probar que f es continua en todos los puntos irracionales de Œ0; 1� y también en 0

hay quepensar un poquito. La idea es lasiguiente: dado" > 0, quitar lospuntos de Œ0; 1�

donde la función tomaun valor mayor que ". Dichospuntos son lospuntos racionales de
la forma r D p

q
(fracción irreducible p; q 2N) con 1

q
> ", esto es, q 6 1

"
. Fijado un valor

de " > 0, el conjunto de valores de q 2 N para los que se verifica que 1
q

> " es finito.
Llamemosa este conjunto Q". Para cadanúmero q 2Q" las fracciones irreducibles de la
forma p

q
que están en �0; 1� son como mucho q � 1. Concluimos que el conjunto de los

númerosracionalesde �0; 1� en losquelafunciónf tomaun valor mayor o igual que", es
finito. Llamemosa este conjunto R". Sea ahora a un número irracional de Œ0; 1� o a D 0.
Tenemosquea 62 R" por lo quepara todor 2R" el número ja � r j espositivo. Sabemos
que todos conjunto finito tienemáximo y mínimo. Definamosı D mKınfja � r j W r 2R"g.
Entonces ı > 0 y para todo x 2 Œ0; 1� con jx � aj < ı se tiene que x 62 R", luego
jf .x/ � f .a/j D f .x/ < ", lo que prueba que f es continua en a. ©

Ejercicio resuelto 56 Sea f W Œa; b� ! R continua. Supongamosquea6f .x/6b paratodo
x en Œa; b�. Prueba que hay algún punto c 2 Œa; b� tal que f .c/ D c.

Solución. Este ejercicio esmuy sencill o. Bastahacer unarepresentación gráfica. Imagina
lagráficadeuna función continua f en Œa; b� que tomavalores en Œa; b�. Lo que tedicen
en el ejercicio es que pruebes que la gráfica de f corta a la diagonal del rectángulo
Œa; b�� Œa; b�. Gráficamente eso esevidente. Parahacerlo, seguiremos la estrategia (4.20).
La ecuación que debemos considerar es f .x/ D x. Definamos h.x/ D x � f .x/ para
x 2 Œa; b�. La función h escontinua, porque nosdicen quef escontinua, y estádefinida
en el intervalo Œa; b�. Tenemosqueh.a/ D a � f .a/ 6 0 y h.b/ D b � f .b/ > 0. Si alguno
de estos números es igual a 0 entonces c D a o c D b; en otro caso debe ser h.a/ < 0
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y h.b/ > 0, en cuyo caso el teorema de Bolzano asegura que hay algúnc 2�a; bŒ tal que
h.c/ D 0, esdecir, f .c/ D c. ©

Ejercicio resuelto 57 Prueba que la ecuación x C ex C arctgx D 0 tiene unasola raíz real.
Daun intervalo de longitud unoen el que se encuentre dicha raíz.

Solución. Seaf .x/ D x C ex C arctgx para todo x 2 R. Es evidente que f .x/ > 0

para todo x > 0. Observa que si x < 0 y está muy alejado del origen, entonces ex es
positivo pero muy pequeño y arctgx será negativo (cercano a ��=2). Vemos así que
para estos valores de x la función f será negativa. De alguna forma debemos justificar
esto que “vemos”. Podríamos hacerlo estudiando el límite en �1 pero aún notenemos
esa herramienta. Para lo que nos pide el ejercicio, es suficiente que encontremos un
punto a < 0 en el que f .a/ < 0. En estos ejercicios no hay que buscar valores “raros” .
TomemosaD�1. Tenemosquef .�1/D�1C1= eC arctg.�1/D�1C1= e��=4, como
e > 2, claramente es f .�1/ < 0. Como f es continua, está definida en un intervalo
(todoR) y toma valores positivos y negativos, el teorema de Bolzano nos diceque debe
anularse en algún punto. Como la función f es estrictamente creciente, por ser suma de
funciones estrictamente crecientes, es inyectiva, por lo que se anula en un único punto.
Además, como f .0/ D 1, el teorema deBolzano nosdiceque el punto dondef se anula
está en Œ�1; 0�. ©

Ejercicio resuelto 58 Suponiendo que la temperatura varía de forma continua, prueba que
siempre hay dos puntos antípodas en el ecuador terrestre que están a la misma tempera-
tura.

Solución. Llamemos L a la longitud del ecuador terrestre (unos cuarenta mil Kilóme-
tros). Sea f W Œ0; L� ! R la función que a cada punto x 2 Œ0; L� hace corresponder la
temperatura, f .x/, medida en grados centígrados, que hay en dicho punto del ecuador.
Suponemos que f esuna función continua (cosa muy razonable). Se tratadeprobar que
hay algún punto c 2 Œ0; L=2� tal quef .c/ D f .c C L=2/. Para ello, aplicandola estrate-
gia (4.20), consideramos la función h.x/ D f .x C L=2/ � f .x/ definida en el intervalo
Œ0; L=2�. Tenemosqueh.0/Df .L=2/�f .0/ y h.L=2/Df .L/�f .L=2/. Lo único que
hay quedarse cuenta ahora esque el punto adistancia L vuelve aser el punto departida
(el ecuador esuna curva cerrada), por tanto f .L/ D f .0/ y, h.L=2/ D f .0/ � f .L=2/.
Observamosqueh.0/ y h.L=2/ son númerosopuestos. O losdos soncero, en cuyocaso
podemos tomar c D 0, o unoesnegativo y otro positivo, en cuyocaso el teoremadeBol-
zanoasegura queh tieneque anularse en algúnc 2�0; L=2Œ, esto es, f .c C L=2/ D f .c/,
como se quería probar. ©

Ejercicio resuelto 59 Sea f W Œa; b� ! R continua con f .a/ D f .b/. Dado n 2 N, n > 2,
prueba que hay algún punto c 2 Œa; b � .b � a/=n� tal que f .c/ D f .c C .b � a/=n/.

Solución. Sea f W Œa; b� ! R una función continua. Llamemos al número f .b/ � f .a/

el incremento def en Œa; b�. Dado un número natural n>2, nospreguntamos si hay algún
intervalo delongitud .b�a/=n en el cual el incremento def seaigual a.f .b/�f .a//=n.
Para ello dividimos el intervalo Œa; b� en n intervalos de longitud igual a .b � a/=n. Estos
intervalos son de la forma Œxk ; xkC1�, donde xk D a C k.b � a/=n, k D 0; 1; : : : ; n � 1.
Esclaro que lasumade los incrementos def en cada uno de losn intervalos Œxk; xkC1�
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es igual al incremento def en el intervalo Œa; b�. Esdecir:

n�1
X

kD0

.f .xkC1/ � f .xk// D f .b/ � f .a/:

Como en esta suma hay n sumandoen total, deducimos que o bien todos ellos son igual
a .f .b/ � f .a//=n o bien alguno de ellos es mayor que .f .b/ � f .a//=n en cuyo caso
tiene que haber necesariamente otro que seamenor que .f .b/ � f .a//=n.

Definamoslafunción g W Œa; b � .b � a/=n� ! R por g.x/Df .x C.b�a/=n/�f .x/.
Nótese que g.xk/ D f .xkC1/ � f .xk/. Segúnacabamos dever:

� O bien para todo k D 0; 1; : : : ; n � 1 es g.xk/ D f .b/ � f .a/

n
, en cuyo caso se

verificaque f .xkC1/ � f .xk/ D f .b/ � f .a/

n
.

� O bien hay puntos xp; xq tales que g.xp/ < .f .b/ � f .a//=n < g.xq/, en cuyo
caso, como la función g es continua, el teorema de Bolzano implicaque tiene que
haber algún punto t0 comprendido entrexp y xq tal que g.t0/ D .f .b/ � f .a//=n,
esdecir severificaque f .t0 C .b � a/=n/ � f .t0/ D .f .b/ � f .a//=n.

Hemos probado así que hay un intervalo de longitud .b � a/=n en el cual el incremento
def es igual a .f .b/ � f .a//=n. ©

Ejercicio resuelto 60 Un reloj averiadomarcainicialmenteuntiempo t0. El reloj puede ade-
lantar o atrasar, pero cuenta con exactitud períodos de 12 horas, es decir, pasadas 12

horas el reloj marcaun tiempo t0 C 12 horas. Demuestra que en algún momento dicho
reloj mide con exactitud una hora.

Solución. Seaf W Œ0; 12� ! R lafunción definidapor: f .t/D tiempo(medidoen horas)
que marca el reloj en el tiempo t . Podemos admiti r que f escontinua. El incremento de
f en el intervalo Œ0; 12� es igual a f .12/ � f .0/ D 12. Deducimos, por lo antes visto
que, para cadan > 2, hay algúnintervalo de longitud .12 � 0/=n en el cual el incremento
de f es igual a .f .12/ � f .0//=n. Es decir, que en algún instante c0 el reloj mide con
exactitud un período detiempoigual a 12

n
horas: f .c0C12=n/�f .c0/D12=n. Tomando

n D 12 obtenemos lasolución del ejercicio. ©

Ejercicio resuelto 61 Un automovili sta sale de Granada hacia Madrid unsábado a las 8h de
la mañana y el domingo inicia el regreso a la misma hora. Sabiendo que invirtió igual
tiempo en ambos viajes, pruébese que en algúnmomento del domingoel automovili sta
se encuentra aigual distancia de Granada que ala que se encontraba el sábado en ese
mismo momento.

Solución. Supongamos que el automovili sta tarda 4 horas en llegar aMadrid. Llamando
f W Œ8; 12� ! R la función que en el tiempo t (medido horas) nos da la distancia f .t/

(medida en kilómetros) que el automovili sta ha recorrido el sábado, y g W Œ8; 12� ! R

a la función que en el tiempo t (medido horas) nos da la distancia g.t/ (medida en
kilómetros) que el automovili sta harecorrido el domingo; tenemosquef .8/Dg.8/D0,
f .12/ D g.12/ D ˛ donde ˛ es la distancia entre Granada y Madrid.

Como las funciones f y g son continuas, la función h.t/ D f .t/ � .˛ � g.t// también
escontinua. Como h.8/ D �˛ < 0, h.12/ D ˛ > 0, deducimos queh.t0/ D 0 para algún
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t0 2 Œ8; 12�, esdecir f .t0/ D ˛ � g.t0/. Por tanto, el sábado yel domingo, en el instante
t0 el automovili sta se encuentra alamismadistancia de Granada.

Si dibujas las gráficas de f y de ˛ � g verás que este resultado esevidente. ©

Ejercicio resuelto 62 Sean f; g funciones continuas que no se anulan en un intervalo I ,
verificando que .f .x//2 D .g.x//2 para todox 2I . Pruebaqueo bien f .x/ D g.x/ para
todox 2 I , o bien f .x/ D �g.x/ para todox 2 I . ¿Cuántas funciones hay ' W R ! R

continuas y verificando que .'.x//2 D x2 para todox 2R?.

Solución. La función h.x/ D f .x/

g.x/
es continua en I y verificaque h.x/2 D 1 para todo

x 2I , luegoh.x/D1 oh.x/D�1 para cadax 2I . ComoI esunintervalo yh escontinua,
el conjunto h.I / tiene que ser un intervalo, luego deberá ser h.I / D f1g o h.I / D f�1g.
En el primer caso es f .x/ D g.x/ para todo x 2 I , en el segundof .x/ D �g.x/ para
todox 2I .

La igualdad '.x/2 D x2 para todo x 2 R equivale a j'.x/j D jxj. Lo que da cuatro
posibili dades; a saber: '1.x/ D x, '2.x/ D �x, '3.x/ D jxj, '4.x/ D �jxj, donde, en
cada caso, se entiende que las igualdades son para todox 2R. ©

Ejercicio resuelto 63 Sea f W R ! R continua y decreciente. Prueba que hay un único
a2R verificando que f .a/ D a.

Solución. Naturalmente, se trata de probar que la función g W R ! R dada por g.x/ D
x � f .x/ para todox 2R se anula en algún punto. Como es continua (porque nos dicen
quef lo es) y estádefinida en unintervalo, intentaremos aplicar el teorema de Bolzano.
Tomemos un punto c 2 R. Si f .c/ D c hemos acabado. En otro caso será f .c/ ¤ c.
Supongamos que f .c/ < c. Entonces, como f es decreciente, será f .f .c// > f .c/. Si
f .f .c// D f .c/, hemos acabado. En otro caso será f .f .c// > f .c/. Pero en este caso
obtenemos que g.c/ > 0 y g.f .c// < 0 por lo que el teorema de Bolzano garantiza
que g tiene que anularse en algún punto. Se razona de forma análoga si suponemos que
c < f .c/. Finalmente, como g es estrictamente creciente, solamente puede anularse en
un único punto. ©

Ejercicio resuelto 64 Sean A, B, conjuntos no vacíosy acotados denúmeros reales. Defina-
mos

A � B D fa � b W a2A; b 2BgI AB D fab W a2A; b 2Bg
Prueba que sup.A � B/ D supA � Kınf B y, supuesto que A � RC y B � RC, prueba
que sup.AB/ D supA supB.

Solución. Sea ˛Dsup.A/; ˇDKınf.B/;  Dsup.A�B/. Cualesquierasean a2A; b 2B

se tiene que a 6 ˛; ˇ 6 b. En consecuencia a � b 6 ˛ � ˇ, lo que prueba que ˛ � ˇ

es un mayorante de A � B, y por tanto  6 ˛ � ˇ. Probaremos ahora que ˛ � ˇ 6  .
Cualesquiera sean a2A; b 2B se tiene que a � b 6  , esdecir, a 6 b C  . Estaúltima
desigualdad nos diceque, fijado unelemento b 2B, el número b C  es un mayorante
de A, por lo que ˛ 6 b C  . Hemos obtenido así que para todo b 2 B se verifica que
˛ �  6 b, es decir, ˛ �  es un minorante de B, y por tanto ˛ �  6 ˇ, es decir,
˛ � ˇ 6  .

Sea˛ D sup.A/; ˇ D sup.B/; � D sup.AB/. Cualesquiera sean a 2 A, b 2 B se tiene
que a 6 ˛ y b 6 ˇ. En consecuencia, por ser a > 0; b > 0, ab 6 ˛ ˇ, lo queprueba que
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˛ ˇ esun mayorante de AB y por tanto � 6 ˛ ˇ.
Probaremos ahora que ˛ ˇ 6 �. Cualesquiera sean a 2 A, b 2 B se tiene que ab 6 �,
esto es, a 6 �=b. Esta última desigualdad nos dice que, fijado unelemento b 2 B, el
número �=b esun mayorante de A, por lo que ˛ 6 �=b. Hemosobtenido así que para
todo b 2 B se verificaque b 6 �=˛, es decir,�=˛ es un mayorante de B, y por tanto
ˇ 6 �=˛, es decir, ˛ ˇ 6 �. ©

Ejercicio resuelto 65 Sea A un conjunto no vacío de números reales. Para cada x 2 R

definamos la “distancia de x a A” por dist.x; A/DKınffjx �aj Wa2Ag. Pruebaquepara
todos x; y 2R se verificaque:

j dist.x; A/ � dist.y; A/j 6 jx � yj:

Deduceque la aplicación x 7! dist.x; A/ escontinua.

Solución. Teniendoen cuenta que jaj 6 b equivale aquea 6 b y �a 6 b, ladesigualdad
que nos piden probar equivale a estas dos desigualdades:

dist.x; A/ � dist.y; A/ 6 jx � yj y dist.y; A/ � dist.x; A/ 6 jx � yj (4.12)

Pero es claro que basta con probar una sola de ellas pues entonces cambiando x por
y obtenemos la otra (porque jx � yj D jy � xj). Probaremos la primera de las dos
desigualdades (4.12). Escribamos la desigualdad en la forma:

dist.x; A/ 6 jx � yj C dist.y; A/

En todolo que sigue x ey están fijos. Tenemosque para todoa2A:

dist.x; A/ 6 jx � aj 6 jx � yj C jy � aj:

Esdecir
dist.x; A/ � jx � yj 6 jy � aj para todo a2A:

Deducimos que dist.x; A/ � jx � yj es un minorante del conjunto fjy � aj W a 2 Ag,
y por tanto será menor o igual que el máximo minorante de dicho conjunto, que es por
definición dist.y; A/. Hemosprobado así que

dist.x; A/ � jx � yj 6 dist.y; A/:

Que es la desigualdad que queríamos probar.

Es evidente, teniendo en cuenta la desigualdad que acabamos de probar, que la función
'.x/Ddist.x; A/ escontinua, puesdado" > 0, tomamosıD" conlo que, evidentemente,
j'.x/ � '.y/j 6 jx � yj < " siempre que jx � yj < ı. Observa que aquí un mismo “ı”
vale para todo punto. ©

Ejercicio resuelto 66 Sea f W R ! R continua, mayoraday tal quepara todos a; b 2R con
a < b, severificaque supf .�a; bŒ/ D supf .R/. Prueba que f esconstante.

Solución. Llamemos ˇ D supf .R/. Es claro que f .x/ 6 ˇ para todo x 2 R. Y, si f

es constante deberá darse la igualdad f .x/ D ˇ en todo punto x de R. Luego tenemos
que probar que, dado a 2 R, es imposible que ocurra f .a/ < ˇ. Pero eso es claro, pues
si fuera f .a/ < ˇ, entonces tomando� 2�f .a/; ˇŒ, por el teorema de conservación del
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signo aplicado a la función g.x/ D � � f .x/ en el punto a, deducimos que existe un
intervalo abierto �u; vŒ que contiene al punto a y tal que para todox 2�u; vŒ esg.x/ > 0,
esdecir, f .x/ < �. Pero entonces supf .�u; vŒ/6� < ˇ en contradicción conlahipótesis
hecha. ©

Ejercicio resuelto 67 Sea f W Œa; b� ! R creciente. Supongamos que a 6 f .x/ 6 b para
todox en Œa; b�. Prueba que hay algún punto c 2 Œa; b� tal que f .c/ D c.

Sugerencia. Considera el supremo del conjunto fx 2 Œa; b� W x 6 f .x/g. Fíjate que no
suponemos que f sea continua.

Solución. Sea M D fx 2 Œa; b� W x 6 f .x/g. El conjunto M no es vacío (a 2 M ) y
está mayorado (b es un mayorante de M ). Sea c D sup.M /. Evidentemente c 2 Œa; b�.
Probaremos que f .c/ D c. Probaremos para ello que nopuede ser f .c/ ¤ c.

a) Si fuera c < f .c/, entonces, como c es un mayorante de M , tendríamos que
f .c/ 62 M , es decir, f .c/ > f .f .c//. Y también, por ser f creciente, tendríamos
que f .c/ 6 f .f .c//, resultandoasí una contradicción.

b) Si fuera f .c/ < c, entonces hay algún z 2 M tal que f .c/ < z. Y como z 6 f .z/

deducimos que f .c/ < f .z/ lo cual, por ser f creciente, implicaque c < z lo que es
contradictorio. ©

Ejercicio resuelto 68 Justificaque, dado x 2 R, la ecuación logt C t5 D x tiene una única
solución, que representamos por '.x/. Justificaque la función x 7! '.x/, .x 2 R/, así
definida es continua.

Solución. Lafunción f W RC ! R dadapor f .t/D logt C t5 escontinua. Como RC es
un intervalo, el conjunto imagen f .RC/ también es un intervalo. Claramente f .RC/ es
unintervalo nominorado ni mayorado, luegof .RC/DR. Lafunciónf esestrictamente
creciente, por tanto es inyectiva. Deducimos que dado x 2 R hay un único t 2 RC tal
que f .t/ D x. Sea ' W R ! R la función inversa de f . La función ' es estrictamente
creciente y su imagen es un intervalo (RC), luego es continua en virtud del teorema
(4.23). ©

Ejercicio resuelto 69 Sea f W Œ0; 1� ! R continua verificando que jf .s/ � f .t/j > js � t j
para todos s; t 2 Œ0; 1�, y f .f0; 1g/ D f0; 1g. Prueba que o bien es f .x/ D x para todo
x 2 Œ0; 1�, o bien es f .x/ D 1 � x para todox 2 Œ0; 1�.

Solución. La clave de este ejercicio consiste en darse cuenta de que la condición del
enunciado jf .s/�f .t/j> js � t j implicaquef es inyectiva en Œ0; 1�. Como f sesupone
continua, el teorema (4.26) nos diceque f esestrictamente monótona.

La condición f .f0; 1g/ D f0; 1g nos dice que o bien es f .0/ D 0 y f .1/ D 1 o bien es
f .0/ D 1 y f .1/ D 0. En el primer caso f será estrictamente creciente y en el segundo
estrictamente decreciente.

Supongamos que f .0/ D 0 y f .1/ D 1. Probaremos que f .x/ D x para todox 2 Œ0; 1�.
Como f esestrictamente creciente, será06f .x/61 paratodox 2 Œ0; 1�. Haciendot D0

y s D x en la desigualdad jf .s/ � f .t/j > js � t j, obtenemos que f .x/ > x. Haciendo
t D 1 y s D x obtenemos que 1 � f .x/ > 1 � x, es decir, f .x/ 6 x. Concluimos que
f .x/ D x.

El caso en que f .0/ D 1 y f .1/ D 0 sehacede forma parecida. ©
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Ejercicio resuelto 70 Sean

A D fx 2Q W x 6 0 o x2 < 2g; B D fx 2Q W x > 0 y x2 > 2g:

Prueba que A ¤ Ø, B ¤ Ø, Q D A [ B y a < b para todos a2A; b 2B. Además:

a) Para cada r 2A hay algúns 2A tal que r < s.

b) Para cada u2B hay algún t 2B tal que t < u.

c) No hay ningúnz 2 Q con la propiedad de que todo número racional menor que z

esté en A y todo número racional mayor que z esté en B.

Solución. a) Sea r 2A. Si r < 1 basta tomar s D 1. Supongamos, pues, que 1 6 r . Un
número racional que seamayor que r será de la forma r C " donde " es un número
racional positivo. Paraquedicho número esté en A deberáverificarseque .r C "/2 < 2.
Si, además " < 1, entonces "2 < ", por lo que .r C "/2 < r2 C 2r" C ". Es por tanto

suficienteque r2 C2r"C"62 para lo cual basta tomar " D 2 � r2

2r C 1
. Esclaro quedicho

número " es racional. Además, como 1 6 r y r2 < 2, es 0 < " < 1 y por tanto el

número s D r C 2 � r2

2r C 1
verificaque r < s y s 2A.

b) Este apartado se hacede manera análoga al anterior. Dado u 2 B hay que tratar de
determinar un número racional positivo, " tal que 0 < u � " y .u � "/2 > 2. Estaúltima
condición es lo mismo que:

u2 � 2 > 2u" � "2 .1/

Como queremos que 0 < " < u, debemos tener 2u" � "2 > "2 > 0. Sabemos que
no hay ningún número racional cuyo cuadrado seaigual a 2, en consecuencia si u 2 B

entonces u2 > 2. Puesto que 2u" > 2u" � "2, para que se verifique .1/ es suficiente

que u2 � 2 > 2u", para lo cual basta tomar " D u2 � 2

2u
se tiene con ello que el número

t D u � u2 � 2

2u
está en B y t < u.

c) Sea z 2 Q. Como A [ B D Q, deberá ser z 2 A o z 2 B. Si z 2 A, sabemos, por
a), que hay elementos s 2 A con z < s. Si z 2 B, sabemos, por b), que hay elementos
t 2B con t < z. Concluimos así que no hay ningún z 2Q verificando que todo número
racional menor que z está en A y todo número racional mayor que z está en B. ©

4.4. Continuidad en intervaloscerrados y acotados

Sabemosquelaimagen, f .I /, deunintervalo I por unafuncióncontinuaf esunintervalo.
También sabemos, porque hemos visto ejemplos (50), que, en general, el intervalo f .I / no es
del mismo tipo que I . Aquí tiene algunos ejemplos más.

1. f .x/ D x2; f .Œ�1; 1Œ/ D f .� � 1; 1�/ D Œ0; 1�;
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2. f .x/ D 1=x; f .�0; 1�/ D Œ1; C1Œ; f .Œ1; C1Œ/D�0; 1�.

3. f .x/ D senx; f .� � �; �ŒDŒ�1; 1�.

Vemos así que la imagen por una función continua de un intervalo abierto, o semiabierto, o
de una semirrecta, puede ser un intervalo de distinto tipo. Queda por considerar qué ocurre
con los intervalos cerrados y acotados, es decir, los de la forma Œa; b�. Vamos a probar que
este tipo de intervalos se conservan por funciones continuas. Nótese que si f W Œa; b� ! R

es continua, como ya sabemos que f .Œa; b�/ es un intervalo, para probar que f .Œa; b�/ es un
intervalo cerrado y acotado basta probar que el intervalo f .Œa; b�/ tiene máximo y mínimo, es
decir, quehay númerosu; v 2 Œa; b� talesquepara todox 2 Œa; b� esf .u/6f .x/6f .v/, pues
entonces será f .Œa; b�/ D Œf .u/; f .v/�.

En la siguiente definición introducimos la terminología que se usa.

4.27 Definición. Sea f W B ! R . Se diceque f está mayorada (resp. minorada) en B, si el
conjunto f .B/ estámayorado(resp. minorado). Sedicequef está acotadaen B si el conjunto
f .B/ está acotado. Se diceque f alcanza en B un máximo (resp. un mínimo) absoluto si el
conjunto f .B/ tiene máximo (resp. mínimo), es decir, existe algún punto v 2 B (resp. u 2 B)
tal que f .x/ 6 f .v/ (resp. f .u/ 6 f .x/) para todox 2B.

El siguiente resultado quevamosaver esuno delosmásimportantes del AnálisisMatemá-
tico. Su demostración noes del todo inmediata y su lectura requiere atención. El ejemplo que
sigue te ayudará mucho a entenderla.

4.28 Ejemplo. Puedes considerar la gráfica de una función como el perfil de una cadena de
montañasconsuscumbresy vallesalternándose. Supongamosque iluminamos lagráficadesde
laizquierda con un hazdeluz derayosparalelosal ejede abscisastal como seindica en lafigura
(4.3). Algunospuntosde lasmontañasquedarán expuestos ala luz y otrosquedarán en sombra.
Se entiende que los valles quedan en la sombra. En la figura he representado en trazo más
grueso lospuntos de luz. La condición que debe cumpli r un punto .x; f .x// para ser un punto
de luz es que ala izquierda de x la función tome valores más pequeños que f .x/, es decir,
.x; f .x// es un punto de luz si para todo t 2 Œa; x� es f .t/ 6 f .x/. Cuandoesta condición se
verificadiremostambién quex esun punto deluz paraf . Observaque el máximo delafunción
se alcanza en un punto c que, por supuesto, es un punto de luz para f pero que es el último
punto de luz para f , porque ala derecha de c la función no puede tomar valores mayores que
f .c/. Esta idea es laque vamos aseguir en la demostración del siguiente teorema.

�

4.29 Teorema (Teorema de Weierstrass). Toda función continua en un intervalo cerrado y
acotado alcanza en dicho intervalo unmáximo y unmínimo absolutos.

Demostración. Sea f W Œa; b� ! R una función continua en Œa; b�. Queremos probar que hay
algún punto c 2 Œa; b� en el quef alcanzaunmáximoabsoluto. Según hemosvisto en el ejemplo
anterior, el punto c debe ser el último punto de luz para f . Esto lleva a considerar el conjunto
de todos los puntos x 2 Œa; b� que son puntos de luz para f .

E D
˚

x 2 Œa; b� W f .t/ 6 f .x/ para todo t 2 Œa; x�
	

(4.13)
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a

b

c

.x; f .x//

v�v

Figura4.3. Visualización de lademostración del teoremadeWeierstrass

En la figura (4.3) he representado el conjunto E con trazo grueso sobre el eje de abscisas.
Observa que, en lafigura, E esuna unión de intervalos.

La ideasiguiente es considerar el máximo de E. Pero no sabemos a priori que E tenga
máximo, por eso lo que hacemos es considerar el supremo de E. Lo que está claro es que
el conjunto E no es vacío porque a 2 E. Además, por su misma definición, es E � Œa; b�.
Por tanto, E está acotado. La propiedad del supremo garantiza la existencia de un mínimo
mayorante deE, esdecir, del supremo deE. Sea, pues, c D sup.E/. La intuición nosdiceque
el punto c así definido cumple lo que queremos, pero hay que probarlo. En primer lugar, como
a2E y b es unmayorante deE, tenemos que a 6 c 6 b, esto es, c 2 Œa; b�.

Empezaremos probando que c 2E. Si c D a nada hay que probar porque a2E. Supondre-
mos que a < c 6 b. Seau 2 Œa; b� tal que u < c. Probaremos que no puede ser f .c/ < f .u/.
Si así fuera, llamandog.x/ D f .u/ � f .x/; pon la continuidad de f y el teorema de conser-
vación del signo, tiene que haber un número ı > 0 tal que u < c � ı y para todoz 2�c � ı; c�

se cumpla que g.z/ > 0, es decir f .z/ < f .u/. Por ser c el mínimo mayorante de E, tiene
que haber algún z0 2�c � ı; c� \ E. Tenemos entonces que f .z0/ < f .u/ y, como z0 2 E y
a6u < z0, deberáser f .u/6f .z0/, lo quenos lleva aquef .z0/ < f .u/6f .z0/ y, por tanto,
f .z0/ < f .z0/, lo cual esclaramente contradictorio. Concluimosquef .u/6f .c/. Como esto
es cierto para todou2 Œa; b� tal que u 6 c, resulta que c 2E.

Probaremos ahora que f .x/ 6 f .c/ para todox 2 Œa; b�. Como c 2 E, para todox 2 Œa; c�

esf .x/ 6 f .c/. Por tanto, en el caso deque fuera c D b nada nuevo habría que probar. Consi-
deremos quea 6 c < b, en cuyocaso debemos probar quesi c < v 6 b entonces f .v/ 6 f .c/.

Observa que cada punto v 2�c; b� es un punto de sombra de f y, por eso, tiene que haber
puntos anteriores a él en los que f tome un valor mayor que f .v/, entre estos puntos tiene
que haber puntos de luz. La idea ahora va aser asociar a cada punto v 2�c; b� un punto de luz
�v 2 E, tal que f .v/ 6 f .�v/. Esta es la parte más técnica de la demostración. En la figura
(4.3) he representado un punto v y su correspondiente �v.

En lo que sigue consideramos un punto v 2�c; b� fijo. Notemos que como c < v 6 b,
entonces v 62 E por lo que tiene que haber algún z 2 Œa; vŒ tal que f .v/ < f .z/. Se trata de
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“cazar” al menor de tales z. Consideramos para ello el conjunto

Av D
˚

z 2 Œa; b� W f .v/ 6 f .z/
	

Definamos �v D Kınf.Av/. Por laobservación antes hecha, tenemos que a 6 �v < v. Queremos
probar que �v 2 Av, es decir que f .v/ 6 f .�v/. Para ello razonamos como antes para probar
que la desigualdad f .�v/ < f .v/ lleva a contradicción. En efecto, si fuera f .�v/ < f .v/,
llamandoh.x/Df .v/�f .x/; por la continuidad def y el teoremade conservación del signo,
tiene que haber un número ı > 0 tal que �v C ı 6 b, y para todo z 2 Œ�v; �v C ıŒ se cumpla
que h.z/ > 0, es decir f .z/ < f .v/. Por ser �v el máximo minorante de Av, tiene que haber
algúnz0 2 Œ�v; �v C ıŒ\Av. Tenemos entonces que f .z0/ < f .v/ y, como z0 2Av deberá ser
f .v/ 6 f .z0/, lo que nos lleva aque f .z0/ < f .v/ 6 f .z0/ y, por tanto, f .z0/ < f .z0/, lo
cual esclaramente contradictorio. Concluimos que f .v/ 6 f .�v/.

Deducimosahorafácilmenteque�v 2E. En efecto, si t 2 Œa; �v Œ entonces t 62 Av, esdecir,
f .t/ < f .v/ y como f .v/ 6 f .�v/, resulta que f .t/ < f .�v/. En consecuencia, �v 2 E y,
por tanto �v 6 c. Finalmente, como c 2E, concluimos que f .v/ 6 f .�v/ 6 f .c/.

La consideración de la función �f prueba que también f alcanzaun mínimo absoluto en
Œa; b�. Queda así demostrado el teorema. 2

Siempre que leas la demostración de un teorema debes fijarte dónde y cómo se usan todas
y cada una de las hipótesis. ¿Dónde se ha usado en la demostración anterior que el intervalo
Œa; b� escerrado yacotado?Si nolo sabesvuelve aleerlay fíjatebien. Alternativamente, intenta
repetir la demostración sustituyendo Œa; b� por �a; b� o Œa; bŒ y fíjate hasta dónde puedes llegar.
Te ayudaré un poco. Observa que el conjunto de los puntos de luz de una función creciente en
un intervalo I es el propio I . ¿Y si la función esdecreciente?

Al igual que el teorema deBolzano, el teorema deWeierstrassesun teoremadeexistencia.
Su demostración no proporciona unmétodo de cálculo del máximo omínimo absolutos deuna
función. En el Capítulo dedicado aderivadas veremos técnicas eficaces para dicho cálculo.

Con frecuencia, lo que interesa del teorema de Weierstrasses una consecuencia inmediata
del mismo que se recoge en el siguiente corolario.

4.30 Corolar io. Toda función continua en un intervalo cerrado y acotado está acotada en
dicho intervalo.

Veamos una aplicación del teorema de Weierstrass. Se llama coeficiente líder de una fun-
ción polinómica al coeficiente de lamayor potencia de lavariable. Seguramente sabes que una
parábola cuyocoeficiente líder espositivo (lo quesuele llamarse “unaparábola conloscuernos
para arriba”) tiene un mínimo absoluto en R, y si el coeficiente líder es negativo (lo que suele
llamarse “unaparábola con loscuernospara abajo”) tieneunmáximo absoluto en R. Este com-
portamiento noes exclusivo de las parábolas y se puede generalizar a toda función polinómica
degrado par. La ideade lademostración es sencill a. Un polinomio degrado par esmuy grande
cuandoel valor absoluto de x esgrande, por tanto para encontrar el mínimo podemos buscarlo
en unintervalo cerrado yacotado.

4.31 Proposición. Una función polinómica de grado par cuyo coeficiente líder es positivo
alcanza un mínimo absoluto en R y si el coeficiente líder es negativo alcanza un máximo
absoluto en R.
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Demostración. Sea

P .x/ D c0 C c1x C c2x2 C � � � C cn�1xn�1 C cnxn

una función polinómica de grado par n > 2. Podemos suponer que cn > 0 y probaremos que
P alcanzaun mínimo absoluto en R. Razonandoexactamente igual que en el corolario (4.22),
probamos (4.8) que hay un número K > 1 tal que para jxj > K es:

P .x/

xn
>

cn

2
> 0 (4.14)

Pongamosen lo quesigue˛D cn

2
. Como n espar, setienequexn > 0 paratodox¤0. Además,

como K > 1, para jxj > K es jxjn > jxj por tanto:

P .x/ > ˛xn D ˛jxjn > ˛jxj .jxj > K/

Haciendoahora M D mKax fK; jP .0/j=˛g, tenemos que para jxj > M es

P .x/ > ˛jxj > ˛M

La razón de elegir M en la forma que lo hemos hecho, es porque ahora podemos asegurar que
˛M > jP .0/j. En el intervalo Œ�M; M � la función P .x/ alcanza, en virtud del teorema de
Weierstrass, un mínimo absoluto en algún punto c 2 Œ�M; M �. Si ahora x es un número real
podemos considerar dos posibili dades:

� x 2 Œ�M; M � en cuyo caso será P .x/ > P .c/.

� x 62 Œ�M; M �, esto es jxj > M , en cuyo caso P .x/ > ˛M > jP .0/j > P .0/ > P .c/:

En cualquier caso resulta que P .x/ > P .c/, lo que prueba que P alcanza en c un mínimo
absoluto en R. 2

4.4.1. Ejercicios propuestos

153. Sea f W Œa; b� ! R continua. Supongamos que para cada x 2 Œa; b� hay algúny 2 Œa; b�

tal que jf .y/j 6 2
10

jf .x/j. Prueba que f se anula en algún punto de Œa; b�.

154. Sea f W Œa; b� ! R continua. Prueba que la función g W Œa; b� ! R dada para todox 2
Œa; b� por g.x/ D mKax f .Œa; x�/, es continua.

155. Sea f W Œa; b� ! R continua, pongamos M D mKax f .Œa; b�/, m D mKınf .Œa; b�/ y su-
pongamos que f .a/ D f .b/ y que m < f .a/ < M . Prueba que f toma todo valor de
Œf .a/; M Œ[�m; f .a/� en al menos dos puntos de Œa; b�.
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4.4.2. Ejercicios resueltos

¡Antes dever lasolución deun ejercicio debes intentar resolverlo!

Ejercicio resuelto 71 Sea f W Œa; b� ! R continua. Prueba que la función g W Œa; b� ! R

dada para todox 2 Œa; b� por g.x/ D mKax f .Œa; x�/, escontinua.

Solución. La función g es claramente creciente en Œa; b�. Para probar que es conti-
nua es suficiente, por el teorema (4.23), probar que su imagen es un intervalo. Sea
M D mKax f .Œa; b�/. Probaremos que gŒa; b� D Œf .a/; M �. Para ello seau 2�f .a/; M Œ y
seatu D supfx 2 Œa; b� W f .s/ 6 u para todos 2 Œa; x�g. Entonces f .tu/ D u y también
g.tu/ D u. Losdetalles que faltan debes completarlos tú. ©

4.5. L ímite funcional

Sean I un intervalo, a un punto de I , y f una función definida en I nfag. Naturalmente,
como f noestádefinida en a notienesentido hablar de la continuidad def en a. Sin embargo,
podemos preguntarnos ¿es posible encontrar un número L 2 R tal que definiendo f .a/ D L,
la nueva función así obtenida sea continua en a?Para ello el número L tendría que cumpli r la
siguiente propiedad:

8"2RC 9 ı 2RC W 0 < jx � aj < ı

x 2I

�

÷jf .x/ � Lj < " (4.15)

La condición “0 < jx �aj” seponepara excluir laposibili dad dehacer x Da en ladesigualdad
jx � aj < ı, lo cual esobligado porque la función f no está definida en a.

Podemos modificar un poco la situación anterior, suponiendo ahora que f está definida
en todo el intervalo I pero no es continua en a . En este caso queremos cambiar el valor de
f en a , es decir, encontrar, si es posible, un número L 2 R tal que definiendoel valor de f

en a igual a L, la nueva función así obtenida sea continua en a . La condición que tiene que
cumpli r dicho número L es exactamente la mismade antes (4.15).

Nótese que ahora la condición “0 < jx � aj” es obligada porque aunque nuestra función
f está definida en a, el valor que toma en a no es “el apropiado” . Observa que el valor que f

tiene en a no interviene para nada en la condición (4.15).

En losdoscasosconsiderados, la condición obtenida (4.15) es lamisma conindependencia
del hecho de que f esté o no definida en a, y, en caso de estarlo, del posible valor que f

pueda tener en a. Por ello, en lo que sigue consideraremos lasiguiente situación.

Notación. En adelante, representaremos por I un intervalo; a será un punto de I , y f será
unafunción quesupondremosdefinida en I nfag sin excluir laposibili dad dequedichafunción
pueda estar definida en todoel intervalo I lo cual, paranuestrospropósitos actuales, carecede
importancia.
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4.32 Definición. Sediceque f tiene límite en el punto a si existe un número L2R tal que
se verificalo siguiente:

8"2RC 9 ı 2RC W 0 < jx � aj < ı

x 2I

�

÷jf .x/ � Lj < " (4.16)

Dicho número se llama límite def en a y escribimos lKım
x!a

f .x/ D L :

Observa que la existencia del límite es independiente de que f esté o no definida en a

y, en caso de estarlo, del valor que f pueda tener en a. También debe advertirse que en la
definición de la igualdad lKım

x!a
f .x/ D L , sólo intervienen desigualdades.

Es fácil probar que la condición (4.16) no puede ser satisfecha por dos números distintos,
es decir, el límite de unafunción en un punto, si existe, es único. Una consecuencia inmediata
de ladefinición dada de límitey de ladefinición de continuidad (4.1), esel siguiente resultado.

4.33Proposición. Sea f W I ! R unafunción definidaen unintervalo y sea a2I . Equivalen
las afirmaciones siguientes:

i) f escontinuaen a.

ii ) lKım
x!a

f .x/ D f .a/.

4.5.1. Límites laterales deuna función en un punto

En larectareal esposibledistinguir si nosacercamos“por laderecha” o “por laizquierda” a
un punto. Ello conducedeformanatural a la consideración delos límites lateralesquepasamos
a definir.

4.34 Definición. � Supongamos que el conjunto fx 2I W a < xg no es vacío. En tal caso,
se dice que f tiene límite por la derecha en a, si existe un número ˛ 2 R tal que se
verificalo siguiente:

8"2RC 9 ı 2RC W a < x < a C ı

x 2I

�

÷jf .x/ � ˛j < " (4.17)

Dicho número se llama límite por la derecha de f en a y, simbólicamente, escribimos
lKım

x!a
x>a

f .x/ D ˛ :

� Supongamos que el conjunto fx 2 I W x < ag no es vacío. En tal caso, se dice que
f tiene límite por la izquierda en a, si existe un número ˇ 2 R tal que se verifica lo
siguiente:

8" 2 RC 9 ı 2RC W a � ı < x < a

x 2I

�

÷jf .x/ � ˇj < " (4.18)

Dicho número sellama límitepor la izquierda def en a y, simbólicamente, escribimos
lKım

x!a
x<a

f .x/ D ˇ :
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Observación. Esimportante advertir queloslímiteslaterales soncasosparticularesdel concep-~
to general de límite de una función en un punto dado en la definición (4.32). Para convencerte
de ello, basta que consideres la restricción de la función f a la derecha del punto a, esto es,
la restricción de f al intervalo fx 2I W x > ag, en cuyo caso el límite por la derecha de f en
a no es otra cosa que el límite en el punto a (en el sentido de la definición (4.32)) de dicha
restricción. Igual pasa con el límite por la izquierda.

En particular, es claro que:

� Si a D supI , entonces lKım
x!a

f .x/ D lKım
x!a
x<a

f .x/.

� Si a D Kınf I , entonces lKım
x!a

f .x/ D lKım
x!a
x>a

f .x/.

Por ello, cualquier resultado referente alímites de funciones en un punto puede ser convenien-
temente enunciado para límites laterales sin más que considerar la restricción de la función a
la derecha o a la izquierda del punto en cuestión.

Lasiguiente proposición también esconsecuencia inmediata de las definiciones dadas.

4.35 Proposición. Si a no es un extremo de I , entonces f tiene límite en a si, y sólo si, los
dos límites laterales de f en a existen y son iguales, en cuyo su valor común coincide con el
valor del límite def en a.

lKım
x!a

f .x/ D L ” lKım
x!a
x<a

f .x/ D lKım
x!a
x>a

f .x/ D L (4.19)

Notación. En la mayoría de los textos de Cálculo los límites laterales por la derecha y por la
izquierda suelen representarse con las siguientes notaciones

lKım
x!aC

f .x/; lKım
x!a�

f .x/

El problema esquehay estudiantesqueleen los símbolosy noleen lo quesignifican, y terminan
interpretando que aC y a� son números. Claro está que no son números, son símbolos que
significan que en los límites lKım

x!aC
f .x/ y lKım

x!a�
f .x/ se consideran solamente los valores

de la variable x que son respectivamente mayores o menores que a. Esa es la forma correcta
de leer esos símbolos. Ya he advertido varias veces de la necesidad de traducir en palabras
el significado de los símbolos. Lo repito una vez más: no se deben leer los símbolos sino su
significado.

4.5.2. Límites infinitos

4.5.2.1. Funcionesdivergentes en un punto

4.36 Definición. Sediceque f espositivamente divergente en a si severificalo siguiente:

8M 2RC 9 ı 2RC W 0 < jx � aj < ı

x 2I

�

÷f .x/ > M (4.20)
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Simbólicamente, escribimos lKım
x!a

f .x/ D C∞.

Se dice que f es positivamente divergente por la izquierda en a si se verifica lo si-
guiente:

8M 2 RC 9 ı 2RC W a � ı < x < a

x 2I

�

÷f .x/ > M (4.21)

Simbólicamente, escribimos lKım
x!a
x<a

f .x/ D C∞.

Sediceque f espositivamentedivergentepor laderecha en a si severificalo siguiente:

8M 2 RC 9 ı 2RC W a < x < a C ı

x 2I

�

÷f .x/ > M (4.22)

Simbólicamente, escribimos lKım
x!a
x>a

f .x/ D C∞.

De forma análoga se definen los conceptos:

� “f es negativamente divergente en a” . Simbólicamente lKım
x!a

f .x/ D �∞.

� “f esnegativamente divergente por la izquierda opor la derecha en a” . Simbólica-
mente lKım

x!a
x<a

f .x/ D �∞ lKım
x!a
x>a

f .x/ D �∞

Gráficamente, el hecho dequeuna función seadivergente en un punto a, se traduce en que
la recta de ecuación x D a esuna asíntota vertical desu gráfica.

4.5.2.2. L ímites en infinito

4.37Definición. Sea f W I ! R unafunción definida en unintervalo nomayorado I . Sedice
que f tiene límite en C∞ si existe un número L2R tal que severificalo siguiente:

8" 2 RC 9 K 2RC W x > K

x 2I

�

÷jf .x/ � Lj < " (4.23)

Dicho número se llama límite def en C∞ y escribimos lKım
x!C1

f .x/ D L.

Análogamente sedefine el límite en �∞.

Gráficamente, el hecho de que una función tenga límite igual a L en C1 o en �1, se
traduce en que la recta de ecuación y D L esuna asíntota horizontal desu gráfica.

4.5.2.3. Funcionesdivergentes en infinito

4.38Definición. Sea f W I ! R unafunción definida en unintervalo nomayorado I . Sedice
que f espositivamente divergente en C∞ si severificalo siguiente:

8M 2 RC 9 K 2RC W x > K

x 2I

�

÷f .x/ > M (4.24)
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En cuyo caso escribimos lKım
x!C1

f .x/ D C∞.

Llegados aquí, no debes tener dificultad en precisar el significado de:

lKım
x!C1

f .x/ D �∞; lKım
x!�1

f .x/ D C∞; lKım
x!�1

f .x/ D �∞:

4.6. Álgebra de límites

Es evidente que la existencia del límite de una función en un punto a depende solamente
del comportamiento de la función en los puntos próximos al punto a, es decir, el concepto de
límite, al igual que el de continuidad en un punto, es unconcepto local. Para calcular un límite
lKım

x!a
f .x/, podemos restringir la funciónf aun intervalo abierto que contenga al punto a. Eso

es lo que se afirma en el siguiente resultado que esde comprobación inmediata.

4.39 Proposición. Sea J un intervalo abierto que contiene al punto a. Entonces se verifica
que lKım

x!a
f .x/ D L si, y sólo si, lKım

x!a
fjJ .x/ D L.

El siguiente resultado pone de manifiesto la compatibili dad de la “operación de paso al
límite” con la estructura algebraicay deorden de R.

4.40Teorema. Supongamos que f y g tienen límite en a dondeaceptamosque a puedeser
un número real, o C1, o �1. Se verifica entonces que:

i) Las funciones f C g y fg tienen límite en a y

lKım
x!a

.f C g/.x/ D lKım
x!a

f .x/ C lKım
x!a

g.x/; lKım
x!a

.fg/.x/ D lKım
x!a

f .x/ lKım
x!a

g.x/

ii ) Si lKım
x!a

f .x/ ¤ 0, entonces lKım
x!a

1

f .x/
D 1

lKım
x!a

f .x/
.

iii ) Si f .x/ 6 g.x/ para todox 2I , x ¤ a, entonces lKım
x!a

f .x/ 6 lKım
x!a

g.x/.

iv) Supongamosquef .x/6h.x/6g.x/ para todox 2I , x¤a y lKım
x!a

f .x/D lKım
x!a

g.x/DL.

Entonces se verifica que h tiene límite en a y lKım
x!a

h.x/ D L.

En el siguiente resultado se establecen condiciones que garantizan la divergencia de una
suma o de un producto.

4.41 Teorema. Supongamos que f es positivamente divergente en a, lKım
x!a

f .x/ D C∞,

donde aceptamos que a puede ser un número real, o C∞, o �∞.

i) Supongamos que hay un número M 2 R tal que g.x/ > M para todo x 2 I , x ¤ a .
Entonces lKım

x!a
.f C g/.x/ D C∞.

ii ) Supongamos que hay un número M > 0 tal que g.x/ > M para todo x 2 I , x ¤ a .
Entonces lKım

x!a
.fg/.x/ D C∞.
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Observa que la condición en i) se cumple si f tiene límite en a o diverge positivamente en
a; y la condición ii ) se cumple si f tiene límite positivo en a o diverge positivamente en a.

En el siguiente resultado se estableceque el producto de unafunción con límite 0 por una
función acotadatiene límite cero.

4.42 Teorema. Supongamos que lKım
x!a

f .x/ D 0, y que hay un número M > 0 tal que

jg.x/j 6 M para todox 2I , x ¤ a . Entonces lKım
x!a

.fg/.x/ D 0.

Con frecuencia este resultado se aplica cuando la función g es alguna de las funciones
seno, coseno, arcoseno, arcocoseno oarcotangente. Todas ellas son, como ya sabes, funciones
acotadas.

El siguiente resultado estableceque la continuidad permuta con el paso al límite. Es un
resultado que se usará bastante cuandoestudiemos técnicas de cálculo de límites.

4.43 Teorema. Supongamos que f tiene límite en el punto a y sea L D lKım
x!a

f .x/. Sea g una

función continua en L. Entonces se verifica que la función compuesta g ıf tiene límite en a

igual a g.L/, esto es, lKım
x!a

.g ıf /.x/ D g.L/. Simbólicamente:

lKım
x!a

.g ıf /.x/ D g. lKım
x!a

f .x// (4.25)

Demostración. Apoyándonos en la proposición (4.33), podemos demostrar este resultado re-
duciéndolo a un resultado ya conocido de funciones continuas. Para ello basta con definir
f .a/ D L con lo que, usando (4.33), resulta que f (seguimos llamando f a la función así
modificada) escontinua en a. Ahora aplicamos el teorema (4.6) de continuidad deuna compo-
sición de funciones paraobtener queg ıf escontinua en a y denuevo volvemos ausar (4.33),
para obtener que

lKım
x!a

.g ıf /.x/ D .g ıf /.a/ D g.f .a// D g.L/ D g
�

lKım
x!a

f .x/
�

2

4.44 Definición. Se dice que dos funciones f y g son asintóticamente equivalentes en un

punto a2R [ fC1; �1g, y escribimos f .x/ � g.x/.x ! a/, cuando lKım
x!a

f .x/

g.x/
D 1.

El siguiente resultado, consecuencia inmediata de la definición dada y de las propiedades
de los límites funcionales yavistas, esmuy útil para calcular límites funcionales. Nosdiceque
para calcular el límite de un producto o de un cociente de funciones podemos sustituir una de
ellas por otra asintóticamente equivalente.

4.45 Proposición. Sean f y g funciones asintóticamente equivalentes en un punto a 2 R o
bien a D C1 o a D �1, y h W I n fag ! R unafunción cualquiera. Se verifica que:

a) lKım
x!a

f .x/h.x/ D L ” lKım
x!a

g.x/h.x/ D L.

b) lKım
x!a

f .x/h.x/ D C1 ” lKım
x!a

g.x/h.x/ D C1.
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4.6.1. Límites y discontinuidades de funciones monótonas

El hecho dequeuna función seadiscontinua en un punto puededeberse a causasdiferentes
que se consideran en lasiguiente definición.

4.46Definición (Clasificación de lasdiscontinuidades). Sea f W I ! R una función defini-
da en unintervalo y seaa2I .

� Si f tiene límite en a y lKım
x!a

f .x/ ¤ f .a/, se dice que f tiene en el punto a una

discontinuidad evitable.

� Si los dos límites laterales de f en a existen y son distintos:

lKım
x!a
x<a

f .x/ ¤ lKım
x!a
x>a

f .x/

sediceque f tiene en el punto a una discontinuidad desalto.

� Si alguno de los límites laterales no existe se dice que f tiene en el punto a una dis-
continuidad esencial.

4.47Definición (Continuidad por un lado). Sedicequeuna función f W I ! R escontinua
por la izquierda en un punto a2I si lKım

x!a
x < a

f .x/Df .a/; y sediceque escontinuapor laderecha

en un punto a2I si lKım
x!a
x > a

f .x/ D f .a/.

Puedes comprobar fácilmente lo que afirma el siguiente resultado sin más que hacer la
gráfica de una función creciente que tenga algunas discontinuidades. No obstante, se trata de
un resultado importante que seusará másadelante para estudiar la convergencia de integrales.

4.48Teorema (Límitesdeuna función monótona). Sea f unafuncióncreciente definidaen
un intervalo I .

i) Para todo punto a2I que nosea unextremo de I se verifica que:

lKım
x!a
x<a

f .x/ D supff .x/ W x 2I; x < ag; lKım
x!a
x>a

f .x/ D Kınfff .x/ W x 2I; x > ag

ii ) Si a2R [ f�∞g esel extremo izquierdo de I , entonces:

a) Si f está minoradaen I es lKım
x!a

f .x/ D Kınfff .x/ W x 2I n fagg.

b) Si f noestá minoradaen I es lKım
x!a

f .x/ D �∞.

iii ) Si a2R [ fC∞g esel extremo derecho de I , entonces:

a) Si f está mayoradaen I es lKım
x!a

f .x/ D supff .x/ W x 2I n fagg.

b) Si f noestá mayoradaen I es lKım
x!a

f .x/ D C∞.
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Demostración. Supongamosquea2I noesel extremo izquierdo deI , esdecir que el conjunto
fx 2I W x < ag noesvacío. Entonces, el conjunto BDff .x/Wx 2I; x <ag tampoco esvacío y,
por ser f creciente, el número f .a/ esunmayorante deB. Sea˛ D supff .x/ W x 2I; x < ag.
Dado " > 0, el número ˛ � " no puede ser mayorante de B, es decir, tiene que haber algún
punto x0 2I , x0 < a tal que˛ �" < f .x0/. Seaı Da�x0 > 0. Entoncesparaa� ı < x < a,
esto es, para x0 < x < a, se verifica que ˛ � " < f .x0/ 6 f .x/ 6 ˛, lo que claramente
implica que ˛ � " < f .x/ < ˛ C ", es decir, jf .x/ � ˛j < ". Hemos probado así que
lKım

x!a
x<a

f .x/ D supff .x/ W x 2I; x < ag.

Losdemáscasos seprueban deformamuy parecida y quedan como ejercicios. Igualmente,
queda como ejercicio considerar el caso en que la función es decreciente. 2

Como consecuencia inmediata de este resultado obtenemos el siguiente teorema.

4.49Teorema (Discontinuidadesdelasfuncionesmonótonas). Sea f unafunciónmonótona
en unintervalo. Entonces:

i) En los puntos del intervalo que no son extremos del mismo, f solamente puede tener
discontinuidades desalto.

ii ) Si el intervalo tienemáximo omínimo, f puede tener en dichospuntos discontinuidades
evitables.

4.6.2. Comportamientos asintóticos de las funciones elementales

4.6.2.1. L ímites de exponenciales y logar itmos

Los resultados que siguen son de gran utili dad para calcular límites. Todos ellos son con-
secuencia de la continuidad y crecimiento de las funciones exponencial y logaritmo naturales.

4.50 Proposición. Sea a un número real o a D C∞ o a D �∞. En los apartados b1), b2) y
b3) se supone que f .x/ > 0.

a1) lKım
x!a

f .x/ D L ” lKım
x!a

ef .x/ D eL.

a2) lKım
x!a

f .x/ D C∞ ” lKım
x!a

ef .x/ D C ∞.

a3) lKım
x!a

f .x/ D �∞ ” lKım
x!a

ef .x/ D0.

b1) lKım
x!a

f .x/ D L > 0 ” lKım
x!a

logf .x/ D logL.

b2) lKım
x!a

f .x/ D C∞ ” lKım
x!a

logf .x/ D C∞.

b3) lKım
x!a

f .x/ D 0 ” lKım
x!a

logf .x/ D �∞.

El siguiente resultado, cuya justificación se verá más adelante, es de gran importancia. En
él se comparan los “órdenes de crecimiento” de las funciones logaritmo, potencias y exponen-
ciales, resultandolo siguiente.
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� Paravalores dex > 0 muy grandes, cualquier potencia del logaritmo .logx/� (por muy
grandequesea� > 0) esmuy pequeña comparada conx˛ para˛ > 0 (por muy pequeña
que sea˛ > 0).

� Para valores de x > 0 muy grandes, cualquier potencia x˛ (por muy grande que sea
˛ > 0) es muy pequeña comparada con e�x para � > 0 (por muy pequeño que sea
� > 0).

4.51 Proposición. a) lKım
x!C1

jlogxj�

x ˛
D 0 para todos ˛ > 0 y �2R.

b) lKım
x!0

jxj˛
ˇ

ˇ logjxj
ˇ

ˇ

� D 0 para todos ˛ > 0 y �2R.

c) lKım
x!C1

x ˛

e�x
D 0 para todos ˛ > 0 y � > 0.

Observa que los apartados a) y b) sededucen uno de otro cambiandox por 1=x.

4.7. Indeterminaciones en el cálculo de límites

Frecuentemente hay que estudiar el límite de una suma o producto de dos funciones pre-
cisamente cuando las reglas que hemos visto anteriormente no pueden aplicarse. Se trata de
aquellos casos en que el comportamiento de las funciones f C g, fg, noestá determinado por
el de f y g. Por ejemplo, si sabemos que lKım

x!a
f .x/ D C∞ y que lKım

x!a
g.x/ D �∞, ¿qué

podemos decir en general del comportamiento en el punto a de la función f C g?Respuesta:
absolutamente nada. En consecuencia, para calcular un límite del tipo lKım

x!a
.f C g/.x/ donde

lKım
x!a

f .x/ D C∞ y lKım
x!a

g.x/ D �∞ se requiere un estudio particular en cada caso. Suele

decirse que estos límites son una indeterminación del tipo “∞�∞” .

Análogamente, si sabemos que lKım
x!a

f .x/ D 0 y que la función g es divergente (positi -

vamente o negativamente) en el punto a, ello no proporciona ninguna información sobre el
comportamiento de la función fg en dicho punto. Cuando esto ocurre se dice que el límite
lKım

x!a
.fg/.x/ es una indeterminación del tipo “ 0 ∞” . Las indeterminaciones que aparecen

al estudiar el cociente de dos funciones divergentes o de dos funciones con límite cero, es
decir, las llamadas indeterminaciones de los tipos “∞=∞” , “ 0=0” , pueden reducirse auna
indeterminación del tipo “ 0 ∞” .

Todavía hemos de considerar nuevas indeterminaciones que van asurgir al considerar fun-
ciones de la forma f .x/ g.x/ donde f es una función que toma valores positivos y g es una
función cualquiera. Puesto que:

f .x/ g.x/ D exp.g.x/ logf .x//

teniendo en cuenta los resultados anteriores, el límite lKım
x!a

f .x/ g.x/ vendrá determinado por

el límite lKım
x!a

g.x/ logf .x/, el cual, a su vez, está determinado en todos los casos por el

comportamiento en el punto a de las funciones f y g, excepto cuando dicho límite es una
indeterminación del tipo “ 0 ∞” , lo que ocurre en los siguientes casos:
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� lKım
x!a

f .x/ D 1, lKım
x!a

jg.x/j D C∞ (indeterminación “11” )

� lKım
x!a

f .x/ D C∞, lKım
x!a

g.x/ D 0 (indeterminación “∞0” )

� lKım
x!a

f .x/ D 0, lKım
x!a

g.x/ D 0 (indeterminación “ 00")

Ni que decir tiene que no hay técnicas generales que permitan “resolver las indeterminacio-
nes” , ¡no serían tales si las hubiera! Es por ello que, los límites indeterminados, requieren un
estudio particular en cada caso. Es un hecho que la mayoría de los límites que tienen algún
interés matemático son límites indeterminados. Cuandoestudiemos lasderivadas obtendremos
técnicas que en muchos casos permiti rán calcular con comodidad dichos límites.

4.7.1. Ejercicios propuestos

156. Seaa2R [ fC1; �1g. Prueba que

lKım
x!a

jf .x/j D C1 ” lKım
x!a

1

jf .x/j D 0 (4.26)

Particulariza este resultado para los casos en que f solamente toma valores positivos o
negativos.

157. SeaL2R [ fC1; �1g. Prueba que

lKım
x!0
x > 0

f .x/ D L ” lKım
x!C1

f .1=x/ D L (4.27)

lKım
x!0
x < 0

f .x/ D L ” lKım
x!�1

f .1=x/ D L (4.28)

158. Seaf W�0; 1Œ! R la función dada para x 2�0; 1Œ por:

f .x/ D 2

x
C 1

x.x � 1/
:

Prueba que lKım
x!0

f .x/ D C1 y que lKım
x!1

f .x/ D �1: Deduce que la imagen de f es

todoR:

159. Calcula la imagen de la función f W� � 1; 1Œ! R, definida por

f .x/ D x .1 � x2/�1=2; 8x 2� � 1; 1Œ:

160. Seaf W R ! R la función definidapor f .x/ D e� 1

x2 ; 8x 2 R�; f .0/ D 0: Justificaque
f es continua en R, estrictamente decreciente en R� y estrictamente creciente en RC:

Calcula la imagen def .
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161. Sean f; g W R ! R las funciones definidas por

f .x/ D
(

1

1C e1=x
; si x ¤ 0

0 ; si x D 0
g.x/ D

8

<

:

ex

x
; si x < 0

x ; si 0 6 x < 1
5
p

x ; si x > 1

Estudia la continuidad de f y g en todo punto de R y la existencia de límites de f y g

en C1 y en �1.

162. Seaf W R ! R la función definida por f .0/ D 0 y f .x/ D sen.x/ sen.1=x/, para todo
x ¤ 0. Estudia la continuidad de f y la existencia de límites en C1 y en �1:

163. Sea f W Œ0; 1Œ! R una función continua. Definamos g.x/ D f .x � E.x// para todo
x 2R. Prueba que la función g, así definida, escontinua si, y sólo si, lKım

x!1
f .x/ D f .0/.

Supuesto que esta condición se cumple, y quef noesconstante, definamos h W R ! R

por h.x/ D g.1=x/ si x ¤ 0, y h.0/ D f .0/. Justificaqueh escontinua y acotada en R�.
Calcula la imagen por h de un intervalo de la forma �0; r Œ donde 0 < r < 1. Deduceque
h no tiene límite por la izquierda ni por la derecha en 0 y que la imagen por h de todo
intervalo es también unintervalo.

164. Sea˛ 2R y f W RC
o ! R la función definida por f .0/ D 0 y:

f .x/ D x˛ sen
1

x
; .x > 0/:

Estudia la continuidad def segúnlos valores de˛.

165. Supongamos que a < 0 < b. Estudia el comportamiento en cero de las funciones
f; g W R� ! R dadas para todox ¤ 0 por :

f .x/ D arctg
b

x
� arctg

a

x
; g.x/ D xf .x/:

166. Determina la imagen de la función f W R� ! R dada para todo x ¤ 0 por f .x/ D
arctg.logjxj/:

167. Seaf W R n f1g ! R la función dada para todox ¤ 1 por

f .x/ D arctg
1 C x

1 � x
:

Estudia la continuidad de f y su comportamiento en el punto 1, en C1 y en �1.
Calcula la imagen def .

168. La ecuación ax2 C 2x � 1 D 0 donde a > �1, a ¤ 0 tiene dos soluciones que repre-
sentaremos por �.a/ y por �.a/. Calcula los límites de dichas funciones en a D 0 y en
a D �1.

169. Estudia los límites en C∞ y en �∞ de:

a) Una función polinómica.

b) Una función racional.
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170. Seaf W R ! R unafuncióncontinuano nulatal que lKım
x!�1

f .x/D0 y lKım
x!C1

f .x/D0.

Prueba que si f toma algún valor positivo entonces f alcanza un máximo absoluto en
R.

4.7.2. Ejercicios resueltos

¡Antes dever lasolución deun ejercicio debes intentar resolverlo!

Ejercicio resuelto 72 Seaa2R [ fC1; �1g. Prueba que

lKım
x!a

jf .x/j D 0 ” lKım
x!a

1

jf .x/j D C1

Particulariza este resultado para los casos en que f solamente toma valores positivos o
negativos.

Solución. Basta advertir que

jf .x/j < " ” 1

jf .x/j >
1

"

y notar que " es positivo y muy pequeño equivale aque 1=" seapositivo y muy grande.
En particular, tenemos que

f .x/ > 0 ^ lKım
x!a

f .x/ D 0 ” lKım
x!a

1

f .x/
D C1 (4.29)

f .x/ < 0 ^ lKım
x!a

f .x/ D 0 ” lKım
x!a

1

f .x/
D �1 (4.30)

©

Ejercicio resuelto 73 SeaL2R [ fC1; �1g. Prueba que

lKım
x!0
x > 0

f .x/ D L ” lKım
x!C1

f .1=x/ D L

lKım
x!0
x < 0

f .x/ D L ” lKım
x!�1

f .1=x/ D L

Solución. Basta advertir que

0 < x < ı ” 1

x
>

1

ı
; �ı < x < 0 ” 1

x
< �1

ı

y notar queı espositivo y muy pequeñoequivale aque1=ı seapositivo y muy grande.©

Ejercicio resuelto 74 Seaf W�0; 1Œ! R la función dada para x 2�0; 1Œ por:

f .x/ D 2

x
C 1

x.x � 1/
:
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Prueba que lKım
x!0

f .x/ D C1 y que lKım
x!1

f .x/ D �1: Deduce que la imagen de f es

todoR:

Solución. Solamente debemos considerar valores dex en el intervalo �0; 1Œ que esdonde
está definida f . Teniendoen cuenta que por (4.29), y (4.30) es:

lKım
x!0
x > 0

2

x
D C1; lKım

x!0
x > 0

1

x.x � 1/
D �1; lKım

x!1
x < 1

1

x.x � 1/
D �1

Deducimosque lKım
x!1

f .x/D�1 y que en x D0 el límitepedidoesunaindeterminación

del tipo1�1. Pero eso sedebesolamente alaforma en que está escritaf . Bastahacer
lasuma indicada:

f .x/ D 2

x
C 1

x.x � 1/
D 2x � 1

x.x � 1/

para darse cuenta, por (4.29) pues f .x/ > 0 para 0 < x < 1=2, que lKım
x!0

f .x/ D C1.

Finalmente, como f es continua en �0; 1Œ, el teorema de Bolzano nos dice que la ima-
gen de f , el conjunto f .�0; 1Œ/, es un intervalo. Como f diverge positivamente en 0 y
diverge negativamente en 1, deducimos que f no está mayorada ni minorada en �0; 1Œ,
concluimosquef .�0; 1Œ/ esunintervalo nomayorado ni minorado, esto es, f .�0; 1Œ/DR.

Comentario. Observa que los límites que hemos calculado de f son realmente límites
laterales pues nos dicen que f está definida en �0; 1Œ. La cosa cambia mucho si consi-
deramos que f está definida en su dominio natural que es el conjunto A D R n f0; 1g,
que es una unión de tres intervalos. En ese caso f no tiene, por supuesto, límite en 0; ni
tampoco divergepositivamenteni negativamente en 0 puesel límitedef por la izquierda
en 0 es �1. Análogamente, el límitede f por la derecha en 1 esC1.

Ejercicio resuelto 75 Sea f W Œ0; 1Œ! R continua. Definamos g.x/Df .x �E.x// parato-
dox 2R. Pruebaquelafuncióng, así definida, escontinuasi, y sólo si, lKım

x!1
f .x/Df .0/.

Supuesto que esta condición se cumple, y quef noesconstante, definamos h W R ! R

por h.x/ D g.1=x/ si x ¤ 0, y h.0/ D f .0/. Justificaqueh escontinua y acotada en R�.
Calcula la imagen por h de un intervalo de la forma �0; r Œ donde 0 < r < 1. Deduceque
h no tiene límite por la izquierda ni por la derecha en 0 y que la imagen por h de todo
intervalo es también unintervalo.

Solución. La función g esperiódica con períodoigual a 1 porque:

g.x C 1/ D f .x C 1 � E.x C 1// D f .x � E.x// D g.x/:

También es claro que g.x/ D f .x/ para todo x 2 Œ0; 1Œ. Por la propiedad local de la
continuidad, como f es continua en �0; 1Œ, deducimos que g es continua en �0; 1Œ. Por la
periodicidad de g, se sigue que g es continua en R n Z. Para estudiar la continuidad de
g en losenteros, es suficiente estudiarla en 0. Por la continuidad def en 0, tenemos que
lKım

x!0
x > 0

g.x/ D lKım
x!0
x > 0

f .x/ D f .0/. Ahora, por la periodicidad deg:

lKım
x!0
x < 0

g.x/ D lKım
x!0
x < 0

g.1 C x/ D lKım
x!1
x < 1

g.x/ D lKım
x!1
x < 1

f .x/ D lKım
x!1

f .x/:
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Deducimos que g escontinua en 0 si, y sólo si, lKım
x!0
x < 0

g.x/ D lKım
x!1

f .x/ D g.0/ D f .0/.

La continuidad de h en R� es consecuencia de la propiedad local de la continuidad y de
que la composición de funciones continuas es continua. Dado r 2�0; 1Œ, seax 2 Œ0; 1Œ.

Podemos tomar un número n2N tal que z D 1

n C x
2�0; r Œ. Tenemos que:

h.z/ D f .n C x � E.n C x// D f .x � E.x// D g.x/:

Por tanto h.�0; r Œ/ � g.Œ0; 1Œ/ D g.Œ0; 1�/. Como g es continua, el conjunto g.Œ0; 1�/ es
un intervalo cerrado y acotado, en particular está acotado. Por la periodicidad de g es
g.R/ D g.Œ0; 1�/. Deducimos que h.R/ D g.R/ D g.Œ0; 1�/ es un conjunto acotado, es
decir, h es una función acotada. De lo anterior deducimos que h.�0; r Œ/ D g.Œ0; 1�/ para
todor 2�0; 1Œ (y, como g noesconstante, gŒ0; 1� esun intervalo noreducido aun punto),
es evidente que h no tiene límite por la derecha en 0. De forma parecida se justificaque
h no tiene límite por la izquierda en 0.

Si I es un intervalo no reducido a un punto. Si I no contiene a0, entonces debe ser
I � RC o bien I � R� y, como h es continua en R�, se sigue que h es continua en I

y, por tanto h.I / esun intervalo. Si el intervalo I contiene a0, entonces I debe contener
un intervalo de la forma �0; r Œ o unintervalo de la forma � � r; 0Œ para algúnr 2�0; 1Œ. En
cualquier caso, se sigue por lo antes visto que h.I / D g.Œ0; 1�/ y, por tanto, h.I / es un
intervalo. ©

Ejercicio resuelto 76 Sea˛ 2R y f W RC
o ! R la función definida por f .0/ D 0 y:

f .x/ D x˛ sen
1

x
; .x > 0/:

Estudia la continuidad def segúnlos valores de˛.

Solución. Observa que la función solamente está definida para x > 0. La razón de esto
esque para x < 0 lapotencia x˛ nosiempre está definida.

Parahacer este ejercicio debes recordar que la funciónsenoestá acotada: jsenzj61 para
todoz 2R. Por tanto, cualquiera seax ¤ 0 se tiene que jsen.1=x/j 6 1.

Debes tener también en cuenta que la función seno toma todos los valores del intervalo
Œ�1; 1� en cualquier intervalo de longitud mayor que 2� .

Si ˛ > 0, lafunciónh.x/Dx˛, definidaparax>0, tienelímite en 0 igual a0. Concluimos
que lKım

x!0
f .x/D0 porquef .x/Dh.x/ sen.1=x/ esproducto deunafunciónacotadapor

otra con límite 0.Por tanto, f es continua en 0.

Consideremos que ˛ D 0, en cuyo caso, f .x/ D sen.1=x/. Esta función toma todos
los valores del intervalo Œ�1; 1� en cualquier intervalo de la forma �0; ıŒ cualquiera sea
ı > 0. Pues tomando a > 1=ı tenemos que 1

a
2�0; ıŒ y, en consecuencia f .�0; ıŒ/ �

sen.�a; C1Œ/ � Œ�1; 1�. Sededuce enseguida quef .x/ D sen.1=x/ no tiene límite en 0,
esdecir, tiene una discontinuidad esencial en 0.

Es imposible representar gráficamente esta función porque su gráfica contiene infinitas
ondasde amplitudcadavezmáspequeñaquesevan aplastandosobre el ejedeordenadas.
Observa que la imagen por la función sen.1=x/ del intervalo

�

1
2n���=2

; 1
2n�C�=2

�

es el
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1-1

Figura4.4. La funciónf .x/ D sen.1=x/

intervalo Œ�1; 1�. Lagráficasiguiente puedeser útil paraque imagines cómo es lagráfica
def .x/ D sen.1=x/ para x cercade0.

Paravalores de˛ < 0 la cosa es todavía peor. Te lo dejo para que lo acabes tú. ©

Ejercicio resuelto 77 Supongamos que a < 0 < b. Estudia el comportamiento en cero de
las funciones f; g W R� ! R dadas para todox ¤ 0 por :

f .x/ D arctg
b

x
� arctg

a

x
; g.x/ D xf .x/:

Solución. En este ejercicio (y en los siguientes) debes tener en cuenta que:

lKım
x!�1

arctgx D ��

2
; lKım

x!C1
arctgx D �

2
; ��

2
< arctgx <

�

2

Tenemosque:

lKım
x!0
x < 0

a

x
D C1; lKım

x!0
x < 0

b

x
D �1; lKım

x!0
x > 0

a

x
D �1; lKım

x!0
x > 0

b

x
D C1

Deducimos que:

lKım
x!0
x < 0

f .x/ D ��

2
� �

2
D ��; lKım

x!0
x > 0

f .x/ D �

2
C �

2
D �

Observa que la función f está acotada:

jf .x/j 6

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

arctg
b

x

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

C
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

arctg
b

x

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

6
�

2
C �

2
D �

Por tanto g.x/ es el producto de un función con límite 0 por una función acotada. Se
sigue que lKım

x!0
g.x/ D 0. Eso es todolo que podemos decir del comportamiento de f y

g en 0. No tiene sentido considerar su continuidad en 0 porque no están definidas en 0.
Si sedefinef .0/ D � y g.0/ D 0, entonces f tieneunadiscontinuidad desalto en 0 y es
continua por la derecha en 0, y g es continua en 0.
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Ejercicio resuelto 78 Estudia los límites en C∞ y en �∞ de:

a) Una función polinómica.

b) Una función racional.

Solución. a) Sea

P .x/ D c0 C c1x C c2x2 C � � � C cn�1xn�1 C cnxn

una función polinómica de grado par n > 1. Podemos suponer que cn > 0. Usando la
desigualdad (4.8) del corolario (4.22), sabemos que hay un número K > 1 tal que para
jxj > K es:

P .x/

xn
>

cn

2
> 0 .1/

Pongamos en lo que sigue ˛ D cn

2
.

Supongamos que n es par. Entonces xnD > 0 y, por tanto xn D jxjn para todox ¤ 0.
Deducimos de (1) que para todox ¤ 0 es

P .x/ > ˛jxjn:

Como lKım
x!�1

jxjn D lKım
x!C1

jxjn D C1, deducimos, por la desigualdad anterior, que

lKım
x!�1

P .x/ D lKım
x!C1

P .x/ D C1.

Supongamosquen esimpar. Entoncesparax < 0 setienequexn < 0. Deladesigualdad
(1) deducimos que

P .x/ > ˛xn .x > 0/; P .x/ 6 ˛xn .x < 0/:

Como lKım
x!�1

xnD�1 y lKım
x!C1

xnDC1, deducimos, por lasdesigualdadesanteriores,

que lKım
x!�1

P .x/ D �1, lKım
x!C1

P .x/ D C1.

El caso en que cn < 0 se deduce de lo anterior sin más que considerar el polinomio
�P .x/.

Otra forma, quizás mejor, de obtener estos resultados es como sigue. De la igualdad

P .x/

xn
D cn C cn�1

x
C cn�2

x2
C � � � C c1

xn�1
C c0

xn

obtenida dividiendoel polinomio P .x/ por xn, se sigue enseguida que

lKım
x!�1

P .x/

xn
D lKım

x!C1

P .x/

xn
D cn

De aquí se sigue que las funciones P .x/ y cnxn son asintóticamente equivalentes para
x ! �1 y para x ! C1, de donde se deducen de forma inmediata los mismos
resultados antes obtenidos.

b) SupongamosahoraqueQ.x/ D bmxm C bm�1xm�1 C � � � C b1x C b0 esotra función
polinómicadegradom conbm > 0. Para estudiar los límitesen ˙1 dela funciónracio-

nal f .x/ D P .x/

Q.x/
podemos sustituir P y Q por funciones asintóticamente equivalentes
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a ellas en ˙1. Por lo antes visto, tenemos que P .x/ Ï cnxn y Q.x/ Ï bmxm para
x ! ˙1, por tanto:

f .x/ D P .x/

Q.x/
Ï

cnxn

bmxm
D cn

bm
xn�m .x ! ˙1/

Deducimos que:

lKım
x!�1

P .x/

Q.x/
D

8

ˆ

ˆ

ˆ

<

ˆ

ˆ

ˆ

:

C1; n > m n � m par
�1; n > m n � m impar
cn

bm
; n D m

0; m > n

lKım
x!C1

P .x/

Q.x/
D

8

ˆ

<

ˆ

:

C1; n > m
cn

bm
; n D m

0; m > n
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