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Números complejos. Exponencial compleja

El caminomáscorto entredosverdadesdel análisis
real pasa con frecuencia por el análisiscomplejo.

JaquesHadamard

3.1. Un poco dehistor ia

Los números que hoy llamamos “complejos” fueron durante muchos años motivo de po-
lémicas y controversias entre la comunidad científica. Poco a poco, por la creciente evidencia
de su utili dad, acabaron por ser comúnmente aceptados, aunque no fueron bien comprendidos
hasta épocas recientes. Nada hay de extraño en ello si pensamos que los números negativos no
fueron plenamente aceptados hasta finales del siglo XVII .

Losnúmeros complejos hacen sus primeras tímidasapariciones en los trabajos deCardano
(1501-1576) y Bombelli (1526-1672) relacionados con el cálculo de las raíces de la cúbica o
ecuación de tercer grado. FueRenéDescartes (1596-1650) quien afirmó que “ ciertas ecuacio-
nes algebraicas sólo tienen solución en nuestra imaginación” y acuñó el calificativo “ imagi-
narias” para referirse a ellas. Desde el siglo XVI hasta finales del siglo XVIII los números
complejos o imaginarios son usados con recelo, con desconfianza. Con frecuencia, cuando la
solución de un problema resulta ser un número complejo se interpreta esto como que el pro-
blema notiene solución. ParaLeibniz “ el número imaginario esun recurso sutil y maravill oso
del espíritu divino, casi un anfibio entre el ser y el no ser.”

Las razones de todo esto son claras. Así como los números reales responden al problema
bien cotidiano de lamedidademagnitudes, no ocurre nadasimilar con losnúmeroscomplejos.
Mientras losmatemáticos necesitaron interpretar en términos físicos susobjetos de estudio, no
se avanzó mucho en la comprensión de los números complejos.

El éxito de Euler y Gaussal trabajar con números complejos se debió a que ellos no se
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Operaciones básicas con númeroscomplejos 65

preocuparon de la “ naturaleza” de los mismos; no se preguntaron “¿qué es un número com-
plejo?”, sino que se dijeron “ a ver, para qué sirven, qué puede hacerse con ellos” . Es Gauss
quien definitivamente concede alosnúmeroscomplejosunlugar privilegiado dentro de lasma-
temáticasal probar en 1799el resultadoconocidocomo Teorema Fundamental del álgebra que
afirma que toda ecuación polinómicade grado n con coeficientes complejos tiene, si cada raíz
se cuenta tantas veces como su orden, n raíces que también son números complejos. Merecela
pena que entiendas bien lo que afirma este resultado. Fíjate en cada una de lasecuaciones:

x C 3 D 0; 2x C 3 D 0; x2 � 2 D 0; x2 C 2x C 2 D 0

Cuyas soluciones

x D �3; x D �3=2; x D ˙
p

2; x D �1 ˙ i

tienen sentido cuandox es, respectivamente, un número entero, racional, real o complejo. Po-
dría ocurrir que este proceso de ampliación del campo numérico continuara. ¿Qué ocurrirá si
ahora consideramos ecuaciones polinómicas con coeficientes complejos? Por ejemplo:

x5 C .1 � i/x4 C .1=5 � i
p

2/x2 � 8x C 3 � i=
p

3 D 0

¿Cómo serán sus soluciones? ¿Aparecerán también nuevos tiposdenúmeros?El TeoremaFun-
damental del álgebra nos dice que esa ecuación tiene soluciones que también son números
complejos y, por tanto, que no aparecerán ya por este procedimiento nuevos tipos de números.

El término, hoy usado de “ númeroscomplejos” sedebe aGauss, quien también hizo popu-
lar la letra “i” queEuler (1707-1783) habíausadoesporádicamente. En 1806Argand interpreta
los números complejos como vectores en el plano. La fecha de 1825es considerada como el
nacimiento de la teoría de funciones de variable compleja, pues se publica en dicho año la
Memoria sobre la Integración Compleja que Cauchy había escrito ya en 1814.

Los números complejos son una herramienta básica de cálculo. Son especialmente útiles
para trabajar con funciones sinusoidales, y por eso se haceuso constante de ellos siempre
que representamos una señal por medio de dichas funciones, y no hay que olvidar que ése
es el propósito básico de los “ métodos de Fourier” . La Transformada de Fourier Discreta,
una herramienta fundamental en el tratamiento digital deseñales, tomavalores complejos. Las
transformadas de Fourier y de Laplaceson funciones complejas. La transformada z, al igual
que otras transformadas de uso frecuente, se define como una serie de números complejos.
La función exponencial compleja desempeña un papel fundamental en el estudio de los siste-
mas LTI (sistemas lineales invariantes en el tiempo) y también en la teoría de las ecuaciones
diferenciales lineales.

3.2. Operaciones básicascon números complejos

3.1 Definición. Consideremos en el conjunto R
2 lasoperaciones de adición y producto defini-

das por

.x; y/ C .u; v/ D .x C u; y C v/ (3.1)

.x; y/.u; v/ D .xy � uv; xv C yu/ (3.2)
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Comentar ios a la definición denúmero complejo 66

Esmuy fácil comprobar laspropiedades asociativa, conmutativa y distributiva de las operacio-
nes así definidas. El elemento neutro de la suma es .0; 0/ y .1; 0/ es la unidad del producto.
Además, .�x; �y/ es el opuesto de .x; y/, y todo.x; y/ ¤ .0; 0/ tiene inverso

.x; y/

�

x

x2 C y2
;

�y

x2 C y2

�

D .1; 0/

Todas estas propiedades se resumen diciendo que .R2; C; �/ (léase “el conjunto R
2 con las

operaciones de adición y producto”) esuncuerpo. Dicho cuerpo se representa simbólicamente
por C y sus elementos se llaman números complejos.

3.2.1. Comentar ios a la definición de número complejo

No debes olvidar que cada concepto matemático tiene sentido dentro de una determinada
estructura. Confrecuencia, cuandosobreunmismo conjunto hay definidasvariasestructuras, la
terminología queseusa indicala estructura alaquenos referimos. Eso pasa en R

2 donde con-
viven varias estructuras cada una consu terminología propia. Usualmente en R

2 se consideran
las siguientes estructuras.

� Ninguna. Esdecir, solamente consideramosqueR
2 esunconjunto. En tal caso llamamos

asus elementos pares ordenados denúmeros reales.

� La estructura de espacio vectorial. Esto es, vemosR
2 como unespacio vectorial real. En

tal caso asus elementos los llamamos vectores.

� La estructura de espacio euclídeo que se obtiene añadiendo a la estructura de espacio
vectorial la distancia euclídea definida por el producto escalar usual. Esto es, vemos
R

2 como el plano euclídeo de la geometría elemental. En este caso a sus elementos
los llamamos puntos. La misma terminología se emplea cuando se considera en R

2 la
estructura de espacio afín o de espacio topológico.

� La estructura de cuerpo definida por las operaciones (3.1) y (3.2). En tal caso, a los
elementos de R

2 se les llama números complejos.

Ocurre que estos términos se usan a veces en unmismo párrafo lo que puede resultar confuso.
Lareglaquedebestener siemprepresente esquetodoconcepto matemático tienesentido propio
dentro de una determinada estructura matemática. Por ello, a un elemento de R

2 se le llama
número complejo cuando se va ausar el producto definido en (3.2) que es lo que en realidad
distingue alosnúmeros complejos de los vectores de R

2.

3.2.2. Forma car tesiana de un número complejo

El símbolo usual .x; y/ para representar pares ordenados no es conveniente para represen-
tar el número complejo .x; y/. Para convencerte calcula, usando la definición (3.2), .1; �1/4.
Representaremos los números complejos con un simbolismo más apropiado en el que va a
intervenir el producto complejo. Para ello, observa que:

.x; 0/ C .y; 0/ D .x C y; 0/

.x; 0/.y; 0/ D .xy; 0/
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Esto indica que los números complejos de la forma .x; 0/ se comportan respecto a la suma
y la multiplicación de números complejos exactamente de la misma forma que lo hacen los
números reales respecto a lasumay multiplicación propias. En términos másprecisos, R � f0g
esunsubcuerpo deC isomorfo aR. Por esta razón, en lasoperaciones con números complejos
podemos sustituir los complejos del tipo .x; 0/ por el número real x. Es decir, hacemos la
identificación .x; 0/ D x.

Fíjateque con dicha identificación el producto x.u; v/ tienedosposibles interpretaciones:
producto del escalar real x por el vector .u; v/ (estructura vectorial de R

2) y producto del
complejo .x; 0/ por el complejo .u; v/. Pero ambos coinciden y son iguales a .xu; xv/.

El número complejo .0; 1/ lo representaremos por i y lo llamaremos unidad imaginaria.
Con ello tenemos que

i2 D .0; 1/.0; 1/ D .�1; 0/ D �1

Ahora podemos escribir

.x; y/ D .x; 0/ C .0; y/ D .x; 0/ C .0; 1/.y; 0/ D x C iy

Se dice que x C iy es la expresión cartesiana (también se le llama expresión binómica) del
número complejo .x; y/. El producto ahora esmuy fácil de recordar pues

.x C iy/.u C iv/ D xu C i2yv C i.xv C yu/ D xu � yv C i.xv C yu/

3.2 Definición. Sediceque x eslapartereal e y eslaparte imaginaria del número complejo
x C iy.

Naturalmente, dos números complejos son iguales cuando tienen igual parte real e igual
parte imaginaria.

Notación. Escostumbre representar los números complejos con las letras z y w y reservar las
letras x, y, u, v para representar números reales. Una expresión de la forma z D x C iy se
interpreta como que z esel número complejo cuyaparte real esx y cuyaparte imaginaria esy.
Se escribe Re.z/ e Im.z/ para representar las partes real e imaginaria de z.

3.2.3. Comentar ios a la definición usual i D
p

�1

Acabamos de ver que i2 D �1 pero eso no nos permite escribir así, sin más ni más, que
i D

p
�1. Fíjate lo que ocurre si ponemos i D

p
�1 y manejamos ese símbolo con las reglas a

las que estamos acostumbrados:

�1 D i2 D i i D
p

�1
p

�1 D
p

.�1/.�1/ D
p

1 D 1

Luego 1 D �1. Por tanto, las matemáticas son contradictorias y aquí hemos acabado.

Naturalmente, el error procede de que estamos haciendo disparates. Fíjate que en la ex-
presión

p
�1 no puedes interpretar que �1 es el número real �1 (porque, como sabes, los

números reales negativos no tienen raíz cuadrada real), sino que tienes que interpretar �1 co-
mo el número complejo �1 (espero que ya tengas clara la diferencia). Resulta así que estamos
usando raíces de números complejos sin haberlas definido y dando por supuesto que dichas
raíces verifican las mismaspropiedades que las de losnúmeros reales positivos.
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No hay un orden en C compatible con la estructura algebraica 68

Antes de escribir
p

�1 hay que definir qué significa
p

z para z 2 C. Cuando lo hagamos
veremos ¡sorpresa! que la igualdad

p
z
p

w D p
zw, válida cuandoz; w 2 R

C, noescierta en
general cuandoz; w 2 C.

Todavíamásdisparatadoesdefinir iD
p

�1 sin ni siquierahaber definidoanteslosnúmeros
complejos. Sin embargo, y aunque parezcamentira, en muchos textos se define (porque sí, sin
másexplicaciones) iD

p
�1 y a continuaciónsedicequelosnúmerosdelaformaaCib sonlos

números complejos. No es de extrañar que luego resulte que 1 D �1. Todavía pueden hacerse
peor las cosas. Recientemente he encontrado en un texto de una institución de educación a
distancia escrito por varios profesores la siguiente asombrosa definición: i D C

p
�1.

3.2.4. No hay un orden en C compatible con la estructura algebraica

Al ampliar R a C ganamos mucho pero también perdemos algo. Te recuerdo que R tiene
dos estructuras: la algebraicay la de orden. Ambas estructuras están armoniosamente relacio-
nadas. Pues bien, en C no hay nada parecido. Podemos definir relaciones de orden en C, pero
no hay ninguna de ellas quesea compatible con la estructura algebraica. Esdecir, es imposible
definir un concepto de número complejo positivo de forma que la suma y el producto de com-
plejospositivos seapositivo. Por ello nosedefine en C ningún orden. Así queyasabes: ¡nunca
escribas desigualdades entrenúmeros complejos! Naturalmente, puedes escribir desigualdades
entre las partes reales o imaginarias de números complejos, porque tanto la parte real como la
parte imaginaria de un número complejo son números reales.

3.3. Representación gráfica. Complejo conjugado y módulo

Esusual representar el número complejo z D x C iy como el vector del plano .x; y/ y, en
esesentido, sehabladel planocomplejo. El ejehorizontal recibe el nombre deeje real, y el eje
vertical recibe el nombre de eje imaginario.

X

Y

x

y z D x C iy

z D x � iy

jzj

Figura3.1. Representación deun número complejo

Si z D x C iy es un número complejo (con x e y reales), entonces el conjugado de z se
define como:

z D x � iy

Universidad de Granada
Dpto. de AnálisisMatemático

Prof. Javier Pérez
Cálculo diferencial e integral



Representación gráfica. Complejo conjugado y módulo 69

y el módulo o valor absoluto de z, sedefine como:

jzj D
q

x2 C y2

Observa que
p

x2 C y2 está definido sin ambigüedad; es la raíz cuadrada del número real no
negativo x2 C y2.

Geométricamente, z es la reflexión dez respecto al eje real, mientrasque jzj es ladistancia
euclídeadel punto .x; y/ a .0; 0/ o, también, la longitud onorma euclídea del vector .x; y/

(ver figura 3.1). La distancia entre dos números complejos z y w se define como jz � wj y es
la distancia euclídea entre los respectivos puntos del plano.

La representación gráfica de la suma es la usual para la suma de vectores. Dos números
complejos z D x C iy y w D u C iv determinan un paralelogramo cuya diagonal (ver figura
3.2) es z C w (la otra diagonal es z � w).

X

Y

w

u

z C w

x x C u

z

Figura3.2. Sumadenúmeroscomplejos

Las siguientes propiedades dela conjugación complejason de comprobación muy sencill a.

3.3 Proposición. Cualesquiera sean losnúmeros complejos z y w se verifica que:

z D z; z C w D z C w; zw D zw: (3.3)

El siguiente resultado establecelasprincipales propiedades del módulo deun número com-
plejo. Como verás son muy parecidas a las propiedades del valor absoluto y su demostración
es prácticamente lamisma.

3.4 Teorema. Cualesquiera sean los números complejos z; w 2 C se verifica que:

a)
mKaxfjRezj; jImzjg 6 jzj 6 jRezj C jImzj (3.4)

En particular, Rez D jzj si, y sólo si, z 2R
C
o .
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Forma polar y argumentos deun número complejo 70

b) El módulo deun producto es igual al producto de los módulos.

jzwj D jzjjwj (3.5)

c) El módulo deunasuma esmenor o igual que la suma de los módulos.

jz C wj 6 jzj C jwj (desigualdad triangular) (3.6)

La desigualdad triangular es una igualdad si, y solamente si, alguno de los números es
cero o uno de ellos es un múltiplo positivo del otro; equivalentemente, están en unamisma
semirrecta a partir del origen.

Demostración. Lademostración de a) es inmediata. Parademostrar b) y c) usaremos la igual-
dad jzj2 D zz quesededucedirectamente de ladefinición demódulo deun número complejo,
y la estrategia (1.8) que yausamos para probar las propiedades análogas del valor absoluto.

b) Bastaobservar que jzwj y jzjjwj son númerospositivoscuyoscuadradoscoinciden, pues

jzwj2 D zwzw D zwzw D zzww D jzj2jwj2 D .jzjjwj/2

c) Es suficiente probar que jz C wj2 6 .jzj C jwj/2. En efecto:

jz C wj2 D .z C w/.z C w/ D .z C w/.z C w/ D zz C ww C zw C zwD
D jzj2 C jwj2 C 2 Re.zw/ 6 jzj2 C jwj2 C 2jRe.zw/j6
6 jzj2 C jwj2 C 2jzwj D jzj2 C jwj2 C 2jzjjwj D jzj2 C jwj2 C 2jzjjwjD
D .jzj C jwj/2

Evidentemente, si zD0 o si wD0, severificalaigualdad. Supongamosquez¤0 y w¤0. Delo
anterior deducimos queseverificala igualdad jz C wj D jzj C jwj si, y sólo si, Rezw D jzwj,
esto es, si zw 2 R

C, o lo que es lo mismo zw D � donde � 2 R
C. Esta igualdad, puede

escribirse de forma equivalente, multiplicando por w, como zjwj2 D �w; y dividiendo ahora
por jwj2, obtenemos z D �w para algún� 2 R

C, lo que quiere decir que z y w están en una
misma semirrecta apartir del origen. 2

Observación. Para expresar uncociente de complejos en forma cartesiana semultiplicanume-
rador y denominador por el conjugado del denominador:

u C iv

x C iy
D .u C iv/.x � iy/

x2 C y2
D ux C vy

x2 C y2
C i

vx � uy

x2 C y2
:

3.3.1. Forma polar y argumentos de un número complejo

El uso de coordenadas polares en el plano facilit a mucho los cálculos con productos de
números complejos. Para cualquier número complejo z D x C iy ¤ 0 podemos escribir

z D jzj
�

x

jzj C i
y

jzj

�
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Forma polar y argumentos deun número complejo 71

Como

�

x

jzj ;
y

jzj

�

esun punto de la circunferencia unidad, puede escribirse en la forma

�

x

jzj ;
y

jzj

�

D .cos#; sen#/

para algún número # 2R. Resulta así que

z D jzj.cos# C i sen#/

Esta forma de expresar un número complejo recibe el nombre de forma polar , cuya interpre-
tación gráficavemos en lafigura (3.3).

X

Y

#

jzj

Figura3.3. Formapolar deun número complejo

Dadoz 2C, z ¤0, hay infinitosnúmeros t 2R queverifican la igualdad z Djzj.cost; sen t/

cualquiera de ellos recibe el nombre de argumento de z. El conjunto de todos los argumentos
de un número complejo no nulo se representa por Arg.z/.

Arg.z/ D ft 2R W z D jzj.cost C i sen t/g

Observa que

s; t 2Arg.z/ ”
(

cos.t/ D cos.s/

sin.t/ D sin.s/

)

” s D t C 2k� para algún k 2Z

Por tanto, conocido unargumento t0 2Arg.z/ cualquier otro esde laforma t0 C2k� para algún
k 2Z, esdecir, Arg.z/ D t0 C 2�Z.

De entretodos losargumentosdeun número complejo z¤0 hay uno único quese encuentra
en el intervalo ���; ��, serepresentapor arg.z/ y sele llamaargumento pr incipal dez. No es
difícil comprobar (véase el ejercicio resuelto (28)) que el argumento principal dez Dx C iy ¤0
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Observaciones a la definición deargumento pr incipal 72

w D x C iv

z D x C iy

�
2

��
2

�

��
arg.z/ D arc tg.y=x/

arg.z/ D arc tg.y=x/ C �

arg.z/ D arc tg.y=x/ � �

Figura3.4. Argumento principal

viene dado por:

arg.z/ D

8

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

<

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

:

arctg.y=x/ � � si y < 0, x < 0

��=2 si y < 0, x D 0

arctg.y=x/ si x > 0

�=2 si y > 0, x D 0

arctg.y=x/ C � si y > 0, x < 0

Igualdad dedos númeroscomplejos en forma polar

Para que dos números complejos escritos en forma polar z D jzj.cos# C i sen#/ y
w D jwj.cos' C i sen'/, sean iguales es condición necesaria y suficiente que los módulos
sean iguales jzj D jwj, y los argumentos sean iguales, Arg.z/ D Arg.w/, y ésta condición
equivale aque # � ' seaun múltiplo entero de2� .

jzj.cos# C i sen#/ D jwj.cos' C i sen'/ ”
�

jzj D jwj
# � ' D 2m� .m2Z/

3.3.2. Observaciones a la definición de argumento pr incipal

Puede parecer un poco extraña la forma de elegir el argumento principal de un número
complejo. La elección quehemoshechosuponequemedimosángulosen el semiplanosuperior
de 0 a� y en el semiplano inferior de 0 a�� .

Fíjatequesi tomasun número complejo que esté situado en el tercer cuadrante z D x C iy

con x < 0; y < 0 y supones que y es próximo a 0, su argumento principal está próximo a
�� , y si tomas un número complejo que esté situado en el segundocuadrante, w D x C iv

con x < 0; v > 0, y supones que v es próximo a 0, su argumento principal está próximo a � .
Además, ladistancia jw � zjDjv � yjDv �y estan pequeña como quieras. Esto nosdiceque
el argumento principal tieneunadiscontinuidad en el eje real negativo: saltade�� a� cuando
atravesamos dicho eje desde el tercer al segundocuadrante.
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Observaciones a la definición deargumento pr incipal 73

Peor todavía dirás. Hasta cierto punto. Primero, la discontinuidad es inevitable. Si quere-
mos elegir argumentos en un intervalo de longitud 2� , digamos Œ˛; ˛ C 2�Œ, entonces dichos
argumentos saltan de ˛ a ˛ C 2� cuando atravesamos la semirrecta .x; y/ D �.cos˛; sen˛/,
.� > 0/. En particular, si tomamos argumentos en el intervalo Œ0; 2�Œ (cosa que, a primera
vista, parecelo razonable) nos encontramos con que entonces se produce una discontinuidad
de dichos argumentos en el eje real positivo. Bien, sucede que la extensión a C de algunas
funciones definidas en R

C (el logaritmo, las raíces) haceintervenir el argumento principal.
Naturalmente, queremos que dichas extensiones sigan siendocontinuas en R

C y ello justifica
que tengamos que tomar argumentos principales de la forma en que lo hemos hecho: porque
preferimos introducir una discontinuidad en R

� aperder la continuidad en R
C.

3.3.2.1. Fórmula deDeMoivre

Veamoscómo la forma polar permite hacer fácilmente productos de números complejos.

3.5 Proposición. Seanz, w conplejosno nulos, # 2 Arg.z/ y' 2 Arg.w/. Entonces se verifica
que # C ' 2 Arg.zw/.

Demostración. Tenemos que

z D jzj.cos# C i sen#/

w D jwj.cos' C i sen'/

Usandoahora las igualdades (2.4) y (2.5), obtenemos:

zw D jzjjwj.cos# C i sen#/.cos' C i sen'/D
D jzwjŒ.cos# cos' � sen# sen'/ C i.sen# cos' C cos# sen'/�D
D jzwj.cos.# C '/ C i sen .# C '//

Lo que nos diceque # C ' 2 Arg.zw/. 2

Hemosprobado quepara multiplicar dos números complejos semultiplican susmódulos y
se suman sus argumentos.

Así pues, el producto de dos números complejos es geométricamente un giro (pues se
suman los argumentos de los números que estamos multiplicando) seguido de una homotecia
(el producto de losmódulos de ambos números).

Observa que, como consecuencia de la proposición (3.5), tenemos que argz C argw 2
Arg.zw/; es decir, argz C argw es un argumento de zw, pero lo que no podemos afirmar es
que argz C argw seaigual al argumento principal de zw. Naturalmente, esto ocurrirá cuando
�� < argz C argw 6 � .

argz C argw D arg.zw/ ” �� < argz C argw 6 � (3.7)

Lasiguiente igualdad, muy útil , conocida como fórmula deDeMoivre, sedemuestra fácilmente
por inducción apartir de laproposición (3.5).
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3.6 Proposición (Fórmula de De Moivre). Si z es un complejo no nulo, # es un argumento
de z y n esun número entero, se verifica que n# 2Arg.z n/, es decir:

z n D
�

jzj.cos# C i sen#/
�n D jzjn.cosn# C i senn#/; # 2Arg.z/; n2Z (3.8)

3.3.3. Raíces deun número complejo

Setrata ahoraderesolver la ecuación wn D z donde n esun número natural, n > 2, y z ¤ 0

es un número complejo conocido. Escribamos w en forma polar:

w D jwj.cos' C i sen'/

Ahora, usando la fórmula de De Moivre, podemos escribir la ecuación wn D z en la forma
equivalente:

wn D jwjn.cosn' C i senn'/ D jzj.cos# C i sen#/

Donde # D argz. Esta igualdad se da cuando jwjn D jzj y n' D # C 2k� donde k 2 Z.
Deducimos que jwj D n

p

jzj (ojo: se trata de la raíz n–ésima de un número positivo, cosa ya
conocida). Ahora bien, para cualquier número 'k de la forma 'k D .# C 2k�/=n tenemos un
número complejo

wk D n
p

jzj.cos'k C i sen'k/

tal que .wk/n D z. Como una ecuación polinómica de grado n no puede tener más de n solu-
ciones, se sigue que distintos valores de k deben dar lugar al mismo número wk . Veamos:

wk D wq , 'k � 'q D 2m� , k � q D nm

Es decir, si k y q dan el mismo resto al dividirlos por n entonces wk D wq . Deducimos que
para k D 0; 1; 2; : : : ; n � 1 obtenemos wk distintos y cualquier otro wq es igual auno de ellos.
Por tanto hay n raíces n–ésimas distintas de z.

Hemosobtenido que lasn raíces n–ésimas de z vienen dadas por

zk D jzj1=n

�

cos
argz C 2k�

n
C i sen

argz C 2k�

n

�

k D 0; 1; 2; : : : ; n � 1 (3.9)

Observa que definiendou D cos.2�=n/ C i sen.2�=n/, los números u0 D 1; u; u2; : : : ; un�1

son las raíces n–ésimas de la unidad. Podemos escribir las raíces n–ésimas de z en la forma
zk D z0 uk . Como multiplicar por u es un giro de amplitud 2�=n, deducimos que las n raí-
ces de z se obtienen girando la raíz n–ésima principal, z0, con giros sucesivos de amplitud
2�=n. Esdecir, si representamos todas las raíces n–ésimas de z obtenemos n puntos sobre una
circunferencia de centro .0; 0/ y radio n

p

jzj que forman un polígonoregular de n lados.

De entre todas las raíces n–ésimas de z vamos a designar con el símbolo n
p

z a la raíz
n-ésima pr incipal, que está definida por

n
p

z D jzj1=n
�

cos
argz

n
C i sen

argz

n

�

(3.10)
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Figura3.5. Raícesnovenasde launidad

Observa que arg
�

n
p

z
�

D argz

n
y, en consecuencia:

� �

n
< arg

�

n
p

z
�

6
�

n
(3.11)

Además, la raíz n-ésima principal de z es la única de las raíces n-ésimas de z cuyo argumento
principal está en el intervalo � � �=n; �=n�. Dicho de otra forma, la raíz n-ésima principal de
un número complejo está situada en una región angular, simétrica con respecto al eje real y de
amplitud 2�=n, que incluye asu borde superior pero noincluye asu borde inferior.

3.3.3.1. Notación de las raíces complejas

Observa que en el caso particular de que z seaun número real positivo, entonces la raíz
principal de z (considerado como número complejo) coincide con la raíz de z (considerado
como número real positivo). Es decir, acabamos de extender la función raíz n-ésima de R

C a
todoC conservando el significado que esa función tenía en R

C. Observa, sin embargo, que si
x 2 R

� y n es impar, la raíz real de orden n de x no coincide con el valor principal de la raíz
de orden n de x considerado como número complejo. Este pequeño inconveniente no es tal si
tenemos claro dónde estamos trabajandosi en R o en C; esto es, si cuandon es impar estamos
considerando funciones raíces n-ésimas definidas en R, o si estamos considerando dichas fun-
cionesdefinidasen C. Observaqueparan par no hay confusión alguna, solamente cuandon es
impar y x es un número real negativo hay que tener cuidado. Por ejemplo, 3

p
�1 D �1 cuando

consideramos a la raíz cúbica como una función real, y 3
p

�1 D cos.�=3/ C i sen.�=3/ cuando
consideramos a la raíz cúbica como función compleja. Programas de cálculo simbólico, como
Mathematica, siguen precisamente este convenio y usan lanotación n

p
z para el valor principal

de la raíz n-ésima del número complejo z.

Mucho peor es lo que ocurre cuando se usan notaciones disparatadas como suele hacerse
en muchos librosdetexto. Como esposiblequetelasencuentres, convienequesepasaqué ate-
nerte. El hecho esque en muchos textos se representa con el símbolo n

p
z el conjunto formado

por todas las raíces n-ésimas del número complejo z. Pues bueno. . .¡acabamos de perder la
función raíz n-ésima real y compleja! Porque, digo yo, si hemos de ser coherentes, habrá que
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entender que 27
p

1 ya no vale 1 sino que esunconjunto formado por 27 números complejos. Y
las reglas que conocemos para las raíces reales ya ni siquiera pueden formularse. ¿Qué sentido
tiene ahora escribir que 5

p
2

5
p

1 D 5
p

2? ¿Esuna igualdad entre conjuntos? ¿Debemos multipli -
car cada elemento del conjunto 5

p
2 por cada elemento del conjunto 5

p
1 y comprobar que de

esa forma obtenemos todos los elementos de 5
p

2? ¿Cómo hay que sumar ahora 3
p

2 C 7
p

3?
Porque 3

p
2 debe entenderse como un conjunto de 3 elementos y 7

p
3 como unconjunto de 7

elementos.

Estosejemplos tehabrán convencido de lo disparatado de esta formadeproceder. Pero hay
másdisparates. Alguien puede argumentar que todoesto se arregla interpretando que cuandoz

esreal, n
p

z, representasiemprelaraíz n-ésimareal del número z. Bueno, pero esto noarregla el
disparatedeque n

p
z noesunafunción, porquetodavíapersiste el hecho dequeparaz complejo

no real, n
p

z no es un número sino unconjunto de n números complejos. Lo peor de todoesto
es que los autores que cometen estos disparates ni siquiera son conscientes de ellos, y usan el
símbolo n

p
z en sucesiones, límites o integrales como si deuna función usual se tratara. Habría

quedecirles ¡oiga! si parausted n
p

z sonn números, ¿quésignificado tieneuna expresióncomo
lKımn!1 n

�

n
p

z � 1/? Pueseso, ni se dan cuenta.

Finalmente, observa que en la definición (3.10) de n
p

z interviene el argumento principal,
arg.z/. Por la definición dada de argumento principal, tenemos que �� < argz 6 � y, como
yahemos visto anteriormente, seproduceunadiscontinuidad del argumento principal en el eje
real negativo y, en consecuencia, la función z 7! n

p
z es discontinua en el eje real negativo. Te

informo que no hay que preocuparse mucho por esta discontinuidad, de hecho es muy útil y,
entre otras cosas, sirve para contar ceros de funciones. Lo que quiero es llamarte la atención
sobre lo que ocurre cuando se elige el argumento principal en en el intervalo Œ0; 2�Œ. Cuando
se hace así, la función z 7! n

p
z resulta ser discontinua en el eje real positivo. Mala cosa; con

esa elección para el argumento principal, una función que era continua en R
C, al extenderla a

C ya noes continua en R
C.

3.3.3.2. La igualdad n
p

z n
p

w D n
p

zw

En general, no es cierto que, dados dos números complejos z y w, el producto de las
raíces n-ésimas principales de z y de w sea igual a la raíz n-ésima principal de zw. Lo
que, evidentemente, sí es cierto es que el producto de dos raíces n-ésimas cualesquiera de
z y de w es una raíz n-ésima de zw. Por tanto, n

p
z n

p
w, es una raíz n-ésima de zw pero

no tiene por qué ser la principal. Vamos a ver qué condiciones deben cumpli rse para que
n
p

z n
p

w sea la raíz n-ésima principal de zw. Para ello, bastará con exigir que el argumento
principal de n

p
z n

p
w esté en el intervalo � � �=n; �=n�. Como suponemos que n es un nú-

mero natural n > 2, tenemos que �� <
argz

n
C argw

n
6 � y, por (3.7), deducimos que

arg
�

n
p

z n
p

w
�

D argz

n
C argw

n
D argz C argw

n
. Tenemos que:

arg
�

n
p

z n
p

w
�

D argz C argw

n
2
i

��

n
;

�

n

i

” �� < argz C argw 6 �

Hemos probado que

n
p

z n
p

w D n
p

zw ” �� < arg.z/ C arg.w/ 6 �
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Por ejemplo, si los números z y w están en el semiplano de la derecha, es decir, Rez > 0,
Rew > 0, entonces ��=2 < arg.z/ < �=2 y ��=2 < arg.w/ < �=2; por tanto en este caso
arg.z/ C arg.w/ D arg.zw/ por lo que n

p
z n

p
w D n

p
zw. En particular, esto es cierto cuando

z; w 2 R
C. Por tanto, no perdemos ninguna de las propiedades de las raíces reales positivas

al extender las raíces a C.

En el caso en que n D 2, z D w D �1, tenemos que arg.�1/ C arg.�1/ D 2� , y no se
cumple la condición anterior. En este caso

p
�1

p
�1 D �1 ¤ 1 D

p
1 D

p

.�1/.�1/

es decir
p

�1
p

�1 D �1 es una raíz cuadrada de 1 D .�1/.�1/ pero noes la raíz cuadrada
principal de 1. Ahora yasabes dónde está el error en lo que sigue:

�1 D i2 D i i D
p

�1
p

�1 D
p

.�1/.�1/ D
p

1 D 1

3.3.4. Ejercicios propuestos

73. Realizalas operaciones indicadas y expresa el resultado en la forma a C i b.

i) .7 � 2i/.5 C 3i/ ii ) .i � 1/3 iii ) .1 C i/.2 C i/.3 C i/ iv)
3 C i

2 C i

v)
.4 � i/.1 � 3i/

�1 C 2i
vi) .1 C i/�2 vii )

1 C 2i

2 � i
viii ) i2.1 C i/3

74. Calcula la parte real e imaginaria de las funciones:

a) f1.z/ D z2 b) f2.z/ D z3 c) f3.z/ D 1

z
d) f .z/ D 1

1 C z2
e) f4.z/ D z C i

z � i

75. Calcula las siguientes cantidades.

a) j.1 C i/.2 � i/j b)

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

4 � 3i

2 � i
p

5

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

c) j.1 C i/20j d) j
p

2 C i.
p

2 C 1/j

76. Calcula los números complejos z tales que
1 C z

1 � z
es:

a) Un número real; b) Un número imaginario puro.

77. Expresa en forma polar los siguientes números complejos.

a) �
p

3 � i b) �
p

3 C i c)
3p

3 C i
d)

1 C i
p

3

.1 C i/2

78. Expresa los siguientes números en la forma a C i b:

a) .�1 C i
p

3/11 b)

�

1 C i

1 � i

�5

c)

 

1 C i
p

3

1 � i

!6

d) .�
p

3 C i/13
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79. Prueba que para z 2C n R
�
o el argumento principal viene dado por

argz D 2 arctg
Imz

Rez C jzj
Sugerencia. Ver el ejercicio resuelto (22).

80. Calcula arg.zw/ y arg
� z

w

�

supuestos conocidos argz y argw.

81. Supuesto que jzj D 1, prueba que

arg

�

z � 1

z C 1

�

D
(

�=2 si Imz > 0

��=2 si Imz < 0

82. Seaz D x C i y. Supuesto que jzj D 1, z ¤ 1, z ¤ �i , prueba que

arg

�

z � 1

z C i

�

D
(

�=4 si 1 � x C y > 0

�3�=4 si 1 � x C y < 0

83. Resuelve la ecuacióncuadrática az2 Cbz Cc D0 dondea; b; c, son númeroscomplejos
conocidos y a ¤ 0.

84. Calcula todas las soluciones de las siguientes ecuaciones:

a) z3 D 1 C i b) z4 D i c) z3 D �1 C i
p

3 d) z8 D 1 e) z2 C 2iz �
p

3i D 0

85. Pruebaquesi una ecuación polinómica concoeficientes realesadmiteunaraíz compleja,
z, entonces también admite como raíz a z. Da un ejemplo de una ecuación polinómica
de grado mayor que 1 que tenga como raíz compleja 1 C i pero noadmita como raíz a
1 � i .

86. Calcula las soluciones de las ecuaciones:

a) z4 C 2z3 C 7z2 � 18z C 26 D 0I b) z4 C .5 C 4i/z2 C 10i D 0

Sugerencia. El número 1 C i es raíz de la ecuación del apartado a).

87. Demuestra la llamada “igualdad del paralelogramo”:

jz C wj2 C jz � wj2 D 2.jzj2 C jwj2/ .z; w 2 C/

y explicasu significado geométrico.

88. Dadosdosnúmeros complejos ˛ y ˇ, calcula el mínimo valor para z 2 C de la cantidad
jz � ˛j2 C jz � ˇj2:

Sugerencia: La igualdad del paralelogramo puede ser útil .

89. Prueba que
ˇ

ˇ

ˇ

z � a

1 � a z

ˇ

ˇ

ˇ < 1 si jzj < 1 y jaj < 1 y también si jzj > 1 y jaj > 1.

Sugerencia: Una estrategia básicapara probar desigualdades entre módulos de números
complejos consiste en elevar al cuadrado ambos miembros de ladesigualdad.
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90. Seaw un número complejo demódulo 1. Expresa los números w � 1 y w C 1 en forma
polar.

91. Seax un número real que noes múltiplo entero de2� . Prueba las igualdades

a) 1 C cosx C cos2x C � � � C cosnx D cos
�n

2
x
�

sen

�

n C 1

2
x

�

sen
�x

2

�

b) senx C sen2x C � � � C sennx D sen
�n

2
x
�

sen

�

n C 1

2
x

�

sen
�x

2

�

Sugerencia: Si ll amamos A a la primera suma y B a la segunda, calcula A C iB ha-
ciendo uso de la fórmula de DeMoivre.

92. Calcula una fórmula para lasuma

N
X

kD�N

�

cos.2k� t/ C i sen.2k� t/
�

(tu respuesta debería deser un cociente de senos).

93. Sean2N, n > 2 y w D cos
2�

n
C i sen

2�

n
. Dado un número entero m 2 Z, calcula el

valor de lasexpresiones:

1. 1 C wm C w2m C � � � C w.n�1/m;

2. 1 � wm C w2m � � � � C .�1/n�1w.n�1/m.

96. Haciendo uso de la fórmula de DeMoivre prueba que:

1. sen3' D 3 sen' � 4 sen3'.

2. cos4' D 8 cos4' � 8 cos2' C 1.

3. sen5' D 5 sen' � 20 sen3' C 16 sen5'.

97. Representa gráficamente losconjuntos denúmeros complejos z que verifican:

jz � 3j 6 3I 2 < jz � i j 6 3I jargzj < �=6I jz � i j C jz C i j D 4

jz � 1j D jz � 2i jI
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

z � i

z C 2i

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

D 2I Im.z2/ > 6I jz � i j D Imz C 1

98. Encuentra los vértices de un polígonoregular de n lados si su centro se encuentra en el
punto z D 0 y uno de sus vértices z1 es conocido.

99. Resuelve la ecuación .z � 1/n D .z C 1/n, donde z 2 C y n2N, n > 2.

100. Seajz1j D jz2j D jz3j D 1. Prueba que z1, z2, z3 son vértices de un triángulo equilátero
si, y sólo si, z1 C z2 C z3 D 0.

101. Si 06 argw � argz < � , pruebaque el áreadel triángulo devértices 0, z y w vienedada
por 1

2
Im.zw/.
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3.3.5. Ejercicios resueltos

¡Antes dever lasolución deun ejercicio debes intentar resolverlo!

Ejercicio resuelto 24 Calcula laparte real e imaginaria de
z

1 C z2
donde z 2C n fi; �ig.

Solución. Todo lo que hay que hacer es realizar las operaciones indicadas. Pongamos
para ello z D x C iy con x; y 2R. Tenemos que

z

1 C z2
D x � iy

1 C .x C iy/2
D x � iy

1 C x2 � y2 C 2xyi
D .x � iy/.1 C x2 � y2 � 2xyi/

.1 C x2 � y2/2 C 4x2y2
D

D x C x3 � 3xy2 C i.�y � 3x2y C y3/

.1 C x2 � y2/2 C 4x2y2
D

D x C x3 � 3xy2

.1 C x2 � y2/2 C 4x2y2
C i

�y � 3x2y C y3

.1 C x2 � y2/2 C 4x2y2

Luego

Re

�

z

1 C z2

�

D x C x3 � 3xy2

.1 C x2 � y2/2 C 4x2y2
; Im

�

z

1 C z2

�

D �y � 3x2y C y3

.1 C x2 � y2/2 C 4x2y2

©

Ejercicio resuelto 25 Calcula

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.2 C i
p

5/.1 C i
p

3/3

p
5 C i

p
3

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.

Solución. Comolo quenospiden esel módulo noespreciso realizar lasoperaciones indi-
cadas. Basta tener en cuentaque el módulo deun producto esel producto de losmódulos
y, por tanto, el módulo deun cociente esel cociente de losmódulos. En consecuencia:

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.2 C i
p

5/.1 C i
p

3/3

p
5 C i

p
3

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

D
ˇ

ˇ2 C i
p

5
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ1 C i
p

3
ˇ

ˇ

3

ˇ

ˇ

p
5 C i

p
3
ˇ

ˇ

D 6
p

2

©

Ejercicio resuelto 26 Calcula los números complejos z tales que w D 2z � i

2 C iz
es

a) Un número real;

b) Un número imaginario puro.

Solución. Pongamos z D x C iy con x; y 2R. Tenemosque

wD2x C i.2y � 1/

2 � y C ix
D.2x C i.2y � 1//.2 � y � ix/

.2 � y/2 C x2
D3x C i.�2x2 � 2y2 C 5y � 2/

.2 � y/2 C x2

Por tanto, w es real si, y sólo si

�2x2 � 2y2 C 5y � 2 D 0 ” x2 C .y � 5=4/2 D 9=16

Esdecir, z está en la circunferencia de centro .0; 5=4/ y radio 3=4.

Análogamente, w es imaginario puro si, y sólo si, x D 0, es decir, z está en el eje imagi-
nario. ©
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Ejercicio resuelto 27 Calcula los números complejos z tales que w D z � 1 � i

z C 1 C i

a) Esun número real;

b) Tiene módulo 1.

Solución. Pongamos z D x C iy con x; y 2R. Tenemosque

w D z � 1 � i

z C 1 C i
D x � 1 C i.y � 1/

x C 1 C i.y C 1/
D
�

x � 1 C i.y � 1/
��

x C 1 � i.y C 1/
�

.x C 1/2 C .y C 1/2
D

D x2 C y2 � 2 C i.2y � 2x/

.x C 1/2 C .y C 1/2

Por tanto, w es real si, y sólo si, y D x ¤ �1, es decir, z está en la bisectriz de los
cuadrantes primero y tercero y z ¤ �.1 C i/.

Esclaro que jwj D 1 si, y sólo si

jz � 1 � i jDjz C 1 C i j ” .x�1/2 C.y �1/2 D.xC1/2 C.y C1/2 ” xCy D0

Esdecir, z está en labisectriz de los cuadrantes segundo ycuarto. ©

Ejercicio resuelto 28 Comprueba que el argumento principal de z D x C iy ¤ 0 viene dado
por

# D

8

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

<

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

:

arctg.y=x/ � � si y < 0, x < 0

��=2 si y < 0, x D 0

arctg.y=x/ si x > 0

�=2 si y > 0, x D 0

arctg.y=x/ C � si y > 0, x < 0

Solución. Teniendo en cuenta que para t < 0 es ��=2 < arctg t < 0 y para 0 6 t

es 0 6 arctg t < �=2, se sigue que el número # definido por las igualdades anteriores
verificaque�� < #6� . Por tanto, paraprobar que#Darg.z/ bastaráque comprobemos
la igualdad z D jzj.cos# C i sen#/, esdecir, las igualdades x D jzj cos# , y D jzj sen# .

Para# D � , # D �=2 y # D ��=2 dichas igualdades son evidentes.

Seax > 0 en cuyocaso # Darctg.y=x/. En este caso, como ��=2 < # < �=2, tenemos
que tg# D y=x y deducimos

1

cos2 #
D 1 C tg2 # D 1 C y2

x2
D x2 C y2

x2
÷x2 D .x2 C y2/ cos2 #÷x D jzj cos#

donde, en la última implicación, hemos tenido en cuenta que x > 0 y cos# > 0. Dedu-
cimos también que

y D x tg# D x

cos#
sen# D jzj sen#

Consideremos x < 0 e y > 0. Tenemos que �=2 < # D arctg.y=x/ C � < � , por
lo que ��=2 < # � � < 0, y deducimos tg# D tg.# � �/ D y=x. Razonando como
antes obtenemos que x2 D .x2 C y2/ cos2 # . Como x < 0 y cos# < 0, se sigue que
x D jzj cos# . De esta igualdad deducimos, al igual que antes, que y D jzj sen# .
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Consideremos x < 0 e y < 0. Tenemos que �� < # D arctg.y=x/ � � < ��=2, por
lo que 0 < # C � < �=2, y deducimos tg# D tg.# C �/ D y=x. Razonandocomo en
el caso anterior volvemos aobtener las igualdades x D jzj cos# , y D jzj sen# . ©

Ejercicio resuelto 29 Expresa en formapolar los siguientes números complejos.

a) � 1 C i b)
�

p
3 C i

1 C i
c)

1

�1 C i
p

3

Solución. a) Tenemos que arg.�1 C i/ D arctg.�1/ C � D 3�=4, por lo que

�1 C i D
p

2
�

cos.3�=4/ C i sen.3�=4/
�

b) Tenemos que

arg.�
p

3 C i/ D arctg.�1=
p

3/ C � D � arctg.1=
p

3/ C � D ��=6 C � D 5�=6

arg.1 C i/ D arctg.1/ D �=4 ÷ arg

�

1

1 C i

�

D ��=4

deducimos que
5�

6
� �

4
D 7�

12
2Arg

 

�
p

3 C i

1 C i

!

. Por tanto

�
p

3 C i

1 C i
D

p
2
�

cos.7�=12/ C i sen.7�=12/
�

c) arg.�1 C i
p

3/ D arctg.�
p

3/ C � D � arctg.
p

3/ C � D ��=3 C � D 2�=3, por

lo que arg

�

1

�1 C i
p

3

�

D �2�=3. Por tanto

1

�1 C i
p

3
D 1

2

�

cos.�2�=3/ C i sen.�2�=3/
�

©

Ejercicio resuelto 30 Calcula arg.zw/ y arg
� z

w

�

supuestos conocidos argz y argw.

Solución. Sabemos que argz C argw 2 Arg.zw/; además �2� < argz C argw 6 2� .
Tenemos las siguientes posibili dades:

�2� < argz C argw 6 ��÷0 < argz C argw C 2� 6 �÷
÷ arg.zw/ D argz C argw C 2�

�� < argz C argw 6 �÷ arg.zw/ D argz C argw

� < argz C argw 6 2�÷ � � < argz C argw � 2� 60÷
÷ arg.zw/ D argz C argw � 2�

Para calcular arg
� z

w

�

se procede de forma análoga teniendo en cuenta ahora que

argz � argw 2Arg
� z

w

�

y que �2� < argz � argw < 2� . ©
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Ejercicio resuelto 31 Calcula los números complejos z tales que w D 2z � 1

z � 2

a) Tiene argumento principal igual a�=2;

b) Tiene argumento principal igual a��=2.

Solución. Pongamos z D x C iy con x; y 2R. Como

2z � 1

z � 2
D 2x � 1 C 2yi

x � 2 C iy
D .2x � 1 C 2yi/.x � 2 � iy/

.x � 2/2 C y2
D 2x2 C 2y2 � 5x C 2 � 3yi

.x � 2/2 C y2

deducimos que argw D �=2 si, y sólo si, 2x2 C 2y2 � 5x C 2 D 0 e y < 0. Como

2x2 C 2y2 � 5x C 2 D 0 ” .x � 5=4/2 C y2 D 9=16

deducimos que argw D �=2 cuandoz está en lasemicircunferencia de centro .5=4; 0/ y
radio 3=4 que está contenida en el semiplano inferior. También También deducimos que
argw D ��=2 cuandoz está en lasemicircunferencia de centro .5=4; 0/ y radio 3=4 que
está contenida en el semiplano superior. ©

Ejercicio resuelto 32 Resuelve la ecuación cuadrática az2 C bz C c D 0 donde a; b; c, son
números complejos conocidos y a ¤ 0.

Solución. Tenemosque

az2 C bz C c D 0 ” z2 C b

a
z C c

a
D 0 ”

�

z C b

2a

�2

C c

a
� b2

4a2
D 0

”
�

z C b

2a

�2

� b2 � 4ac

4a2
D 0

”
"

�

z C b

2a

�

�
p

b2 � 4ac

2a

#"

�

z C b

2a

�

C
p

b2 � 4ac

2a

#

D 0

”

8

ˆ

ˆ

<

ˆ

ˆ

:

z D �b C
p

b2 � 4ac

2a

z D �b �
p

b2 � 4ac

2a

Lasdos soluciones obtenidas suelen expresarse en la forma

az2 C bz C c D 0 ” z D �b ˙
p

b2 � 4ac

2a

Observaquehemos seguidoel mismo procedimiento que enel caso real1. Debesentender
bien la igualdad

z D �b ˙
p

b2 � 4ac

2a
(3.12)

Aquí b2 � 4ac es un número complejo (en particular, puede ser real),
p

b2 � 4ac es su
raíz cuadrada principal y �

p
b2 � 4ac es la otra raíz cuadrada (todo número complejo
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tienedos raícescuadradas: laprincipal y su opuesta). Aquí no hay positivos ni negativos,~
ni nadaparecido ¡estamos trabajandocon númeroscomplejos! Comento esto paravolver
a insistir en que los símbolos C y � tienen uncarácter puramente algebraico: no indican
positivo y negativo.

En general, para resolver ecuaciones con números complejos no es buena estrategia se-
parar la ecuaciónen su parte real y su parte imaginariay resolver éstaspor separado, sino
que debes trabajar con la variable compleja z. No olvides que con los números comple-
jos puedes hacer las mismas operaciones que con los números reales y algunas más que
no siempre puedes hacer con los números reales, como extraer raíces y otras que pronto
estudiaremos. ©

Ejercicio resuelto 33 Calcula las soluciones de la ecuación z4 C .1 C i/z2 C 5i D 0.

Solución. Poniendow Dz2, la ecuación quedaw2 C.1C i/w C5i D0, cuyas soluciones
son

�.1 C i/ ˙
p

.1 C i/2 � 20i

2
D �.1 C i/ ˙

p
�18i

2
D

D �.1 C i/ ˙
p

18.cos.��=4/ C i sen.��=4//

2
D

D �.1 C i/ ˙
p

18.1=
p

2 � i=
p

2/

2
D �.1 C i/ ˙ 3.1 � i/

2
D
�

1 � 2i

�2 C i

Las solucionesdela ecuación dadasonlasraíces˙
p

1 � 2i y ˙
p

�2 C i . Tenemosque
arg.1�2i/D� arctg 2 y arg.�2Ci/D��arctg.1=2/. Usando que cos.xC�=2/D� senx

y sen.x C �=2/ D cosx, obtenemos:

˙
p

1 � 2i D ˙ 4
p

5
�

cos

�

arctg2

2

�

� i sen

�

arctg2

2

�

�

˙
p

�2 C i D ˙ 4
p

5

�

sen

�

arctg.1=2/

2

�

C i cos

�

arctg.1=2/

2

��

Observa que las soluciones son números complejos pero noson complejos conjugados.
La ecuación dada tiene coeficientes complejos. ©

Ejercicio resuelto 34 Calcula las soluciones de lasecuaciones:

a) z4 C 2z3 C 7z2 � 18z C 26 D 0I b) z4 C .5 C 4i/z2 C 10i D 0

Sugerencia. El número 1 C i es raíz de la ecuación del apartado a).

Solución. Haremos el apartado a). Para ello usaremos un resultado, que se supone que
debes conocer, segúnel cual si un polinomio P .x/ se anula para un valor ˛, P .˛/ D 0,
entoncesesdivisiblepor x�˛, esdecir P .x/D.x�˛/Q.x/ dondeQ.x/ esun polinomio
deun grado menor que P .x/.

1Antes, en la enseñanzamediaseresolvía la ecuaciónax2 C bx C c D 0 donde a; b; c son números reales, igual
que lo hemos hecho aquí. He comprobado que ahora los estudiantes llegan a la Universidad sin saberla resolver.
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Como la ecuación dada es polinómica con coeficientes reales y nos dicen que 1 C i

es raíz, también es raíz 1 � i . Por tanto, el polinomio dado debe de ser divisible por
.z � .1 C i//.z � .1 � i// D z2 � 2z C 2. Haciendoladivisión, obtenemos que

z4 C 2z3 C 7z2 � 18z C 26 D .z2 C 4z C 13/.z2 � 2z C 2/

Lo que queda ya es inmediato. ©

Ejercicio resuelto 35 Demuestra la llamada “igualdad del paralelogramo”:

jz C wj2 C jz � wj2 D 2.jzj2 C jwj2/ .z; w 2 C/ (3.13)

y explicasu significado geométrico.

Demostración. Basta realizar las operaciones indicadas. Tenemosque:

jz C wj2 D .z C w/.z C w/ D zz C ww C zw C zw D jzj2 C jwj2 C 2 Re.zw/

(3.14)

jz � wj2 D .z � w/.z � w/ D zz C ww � zw � zw D jzj2 C jwj2 � 2 Re.zw/

(3.15)

Sumandoestas igualdades se obtiene la igualdad del enunciado. Su significado geomé-
trico es que la suma de los cuadrados de las longitudes de las diagonales de un paralelo-
gramo es igual a lasuma de los cuadrados de las longitudes de sus lados. ©

z

w

z
C

w

z
�

w

Figura3.6. Igualdad del paralelogramo

Ejercicio resuelto 36 Dados dos números complejos ˛ y ˇ, calcula el mínimo valor para
z 2 C de la cantidad jz � ˛j2 C jz � ˇj2:

Sugerencia: La igualdad del paralelogramo puede ser útil .

Solución. La sugerencia y un poco de intuición deben ser suficientes para hacer este
ejercicio. La intuición lo que dice es que el punto que buscamos debe ser la el punto

medio del segmento de extremos ˛ y ˇ, es decir el punto u D ˛ C ˇ

2
. Ahora debemos

relacionar la cantidad que nos dan con jz � uj. Usando la igualdad del paralelogramo
(3.13) con z sustituido por z � ˛ y w por z � ˇ y escribiéndola de derecha izquierda,
tenemos que

2
�

jz � ˛j2 C jz � ˇj2
�

D j2z � ˛ � ˇj2 C jˇ � ˛j2
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dedonde

jz � ˛j2 C jz � ˇj2 D 2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

z � ˛ C ˇ

2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

C 1

2
jˇ � ˛j2

Deducimos que jz � ˛j2 C jz � ˇj2 >
1

2
jˇ � ˛j2 para todoz 2 C y la igualdad sedasi,

y sólo si, z D ˛ C ˇ

2
.

Ejercicio resuelto 37 Prueba lasdesigualdades:

a) jjzj � jwjj 6 jz � wj

b) jz C wj >
1

2
.jzj C jwj/

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

z

jzj C w

jwj

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

donde z; w son números complejos no nulos. Estudia también cuándoseda la igualdad
en cada una dedichas desigualdades.

Sugerencia. Una estrategia básicapara probar desigualdades entre módulos de números
complejos consiste en elevar al cuadrado ambos miembros de ladesigualdad.

Solución. Siguiendolasugerencia, esmuy fácil hacer el apartadoa). Haremosel apartado
b). Siguiendo la sugerencia, elevamos al cuadrado y comprobamos que la diferencia es
positiva.

jz C wj2 � 1

4
.jzj C jwj/2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

z

jzj C w

jwj

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

D

D jzj2 C jwj2 C 2 Re.zw/ � 1

4
.jzj2 C jwj2 C 2jzjjwj/

�

2 C 2
Re.zw/

jzjjwj

�

D

Djzj2 Cjwj2 C2 Re.zw/� 1

2
jzj2 � 1

2
jwj2 �jzjjwj� 1

2

�

jzj2 Cjwj2 C2jzjjwj
�Re.zw/

jzjjwj D

D 1

2
.jzj2 C jwj2 � 2jzjjwj/ C 2

Re.zw/

jzjjwj jzjjwj � 1

2

�

jzj2 C jwj2 C 2jzjjwj
�Re.zw/

jzjjwj D

D 1

2
.jzj � jwj/2 � 1

2

�

jzj2 C jwj2 � 2jzjjwj
�Re.zw/

jzjjwj D

D 1

2
.jzj � jwj/2

�

1 � Re.zw/

jzjjwj

�

> 0

PorqueRe.zw/6jzwjDjzjjwj. Laigualdad sedasi, y sólo si, jzjDjwj oRe.zw/Djzwj lo
que equivale aquezwD� 2 R

C que equivale aquez y w estén en unamismasemirrecta
apartir del origen, o sea, que tengan los mismos argumentos.

Ejercicio resuelto 38 Expresa en formabinómicalos números

.1 C i/25; .
p

3 C i/37;

 

1 C i
p

3

�1 C i

!24

Solución. Naturalmente, se trata de aplicar la fórmula de De Moivre y para ello todo lo
que hay que hacer es expresar los números en su forma polar. Consideremos el número
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z D 1 C i
p

3

�1 C i
. Tenemosque jzj D

p
2 (cociente de losmódulos) y unargumento de z es

arg.1 C i
p

3/ � arg.�1 C i/ D arctg.
p

3/ � .arctg.�1/ C �/ D �

3
� 3�

4
D �5�

12

Por tanto

 

1 C i
p

3

�1 C i

!24

D .
p

2/24

�

cos

�

�24
5�

12

�

C i sen

�

�24
5�

12

��

D 212 D 4096

Ejercicio resuelto 39 Haciendo uso de la fórmula de DeMoivre prueba que:

a) sen3' D 3 sen' � 4 sen3'.

b) cos4' D 8 cos4' � 8 cos2' C 1.

c) sen5' D 5 sen' � 20 sen3' C 16 sen5'.

Solución. La fórmula deDeMoivre esuna herramienta excelente para obtener identida-
des trigonométricas. Lo único que hay que hacer esusar la igualdad

.cosx C i senx/n D cos.nx/ C i sen.nx/ .n 2 N; x 2 R/

Desarrollandolapotenciadel ladoizquierdo por medio del binomio deNewton yagrupar
la parte real, que será igual a cos.nx/ y la parte imaginaria, que será igual a sen.nx/.
Por ejemplo, para n D 2 se obtiene inmediatamente que cos.2x/ D cos2 x � sen2 x y
sen.2x/ D 2 senx cosx. Haciendon D 3 obtenemos

cos3 x C 3i cos2 x senx � 3 cosx sen2 x � i sen3 x D cos.3x/ C i sen.3x/

Igualando partes imaginarias, resulta:

sen.3x/ D 3 cos2 x senx � sen3 x D 3.1 � sen2 x/ senx � sen3 x D 3 senx � 4 sen3 x

Esta es la igualdad a). Lasotras dos igualdades b) y c) seobtiene de forma parecida.

Ejercicio resuelto 40 Sean n2N, n>2, y w Dcos
2�

n
C i sen

2�

n
. Dado un número entero,

m2Z, calcula el valor de las expresiones:

a) 1 C wm C w2m C � � � C w.n�1/m.

b) 1 � wm C w2m � � � � C .�1/n�1w.n�1/m.

Solución. Necesitamos la expresión de lasumadeunaprogresión geométrica. Sean z un
número complejo distinto de 1 y n 2 N. Pongamos S D 1 C z C z2 C z3 C � � � C zn.
Tenemosque

S D 1 C z C z2 C z3 C � � � C zn

Sz D z C z2 C z3 C � � � C zn C znC1

�

÷S.z � 1/ D znC1 � 1
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Y deducimos que

1 C z C z2 C z3 C � � � C zn D znC1 � 1

z � 1
(3.16)

Lasuma en a) esunaprogresión geométricaderazónwm. Debemosdistinguir el caso en
que wm D 1, lo que ocurre cuandom esun múltiplo de n, en cuyo caso la suma en a) es
igual an. En los demás casos, tenemos que

1 C wm C w2m C � � � C w.n�1/m D wnm � 1

wm � 1
D 0

En particular, haciendomD1, deducimosquelasumadelasraícesn-ésimasdelaunidad
es igual a0. El apartado b) se hacede forma parecida. ©

Ejercicio resuelto 41 Seaw un número complejo de módulo 1. Expresa los números w � 1

y w C 1 en forma polar.

Solución. Seaw D cost C i sen t con t D arg.w/. Pongamos u D cos.t=2/ C i sen.t=2/.
Con lo que u2 D w y uu D 1. Tenemosque

w � 1 D u2 � uu D u.u � u/ D 2i sen.t=2/u (3.17)

Deducimosque jw � 1jD2jsen.t=2/j. Supondremosen lo quesiguequew ¤1. Observa
que w � 1 es producto de 3 números: el número i , cuyo argumento principal es �=2,
el número u, cuyo argumento principal es t=2 y el número 2 sen.t=2/ cuyo argumento
principal es 0 cuandosen.t=2/ > 0, y � cuandosen.t=2/ < 0. Un argumento de w � 1

será �=2 C t=2 C arg.sen.t=2//. Observa que �� < t 6 � y t ¤ 0. Distinguiremos dos
casos:

0 < t 6 �÷ sen.t=2/ > 0÷ arg.w � 1/ D �

2
C t

2
D t C �

2
÷

÷w � 1 D 2 sen.t=2/
�

� sen.t=2/ C i cos.t=2/
�

� � < t < 0÷ sen.t=2/ < 0÷ arg.w � 1/ D �

2
C t

2
� � D t � �

2
÷

÷w � 1 D �2 sen.t=2/
�

sen.t=2/ � i cos.t=2/
�

Fíjate en que si en (3.17) hacemos el producto iu y distinguimos loscasos sen.t=2/ > 0

y sen.t=2/ < 0, obtenemos las mismasexpresiones para w � 1. ©

Ejercicio resuelto 42 Sea x un número real que no es múltiplo entero de 2� . Prueba las
igualdades

a) 1 C cosx C cos2x C � � � C cosnx D cos
�n

2
x
�

sen

�

n C 1

2
x

�

sen
�x

2

�

b) senx C sen2x C � � � C sennx D sen
�n

2
x
�

sen

�

n C 1

2
x

�

sen
�x

2

�
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Solución. Si ll amamos A alaprimerasumay B alasegunda, podemoscalcular ACiB

haciendo uso de la fórmula de DeMoivre.

Solución. Pongamos w D cosx C i senx; u D cos.x=2/ C i sen.x=2/. Tenemos que
w ¤ 1 porque x∉2�Z.

A C iB D 1 C w C w2 C w3 C � � � C wn D wnC1 � 1

w � 1
D (por (3.17)) D wnC1 � 1

2i sen.x=2/u

Teniendoen cuentaquewnC1Dcos
�

.nC1/x
�

Ci sen
�

.nC1/x
�

esun número complejo
de módulo 1 y que unC1 D cos

�

.n C 1/x=2
�

C i sen
�

.n C 1/x=2
�

, podemos usar la
igualdad (3.17) para obtener que:

wnC1 � 1 D 2i sen
�

.n C 1/x=2
�

unC1

Deducimos que

ACiBDunC1

sen

�

n C 1

2
x

�

sen
�x

2

� D
�

cos

�

n C 1

2
x

�

C i sen

�

n C 1

2
x

�� sen

�

n C 1

2
x

�

sen
�x

2

�

Igualando partes real e imaginaria, se obtienen las dos igualdades del enunciado. ©

Ejercicio resuelto 43 Dados dos números complejos distintos a; b 2 C, justifica que para

z ¤ b el número
z � a

z � b
es real si, y sólo si, z está en la recta quepasa por a y por b; y es

real negativo si, y sólo si, z está en el segmento que une a con b.

Solución. Seat 2 R, t ¤ 1. Tenemosque

z � a

z � b
D t ” z D a � bt

1 � t
D a C t

1 � t
.a � b/

La recta que pasa por a y b tiene la ecuación paramétricaz D a C �.a � b/, con � 2 R,

por lo que la igualdad anterior nos dice que
z � a

z � b
es real si, y sólo si, z está en dicha

recta.

Si t < 0, la igualdad anterior puede escribirse, cambiando t por �s, en la forma

z � a

z � b
D �s ” z D a C bs

1 C s
D s

1 C s
b C 1

1 C s
a

Lo que nos diceque z es de la forma �b C .1 � �/a con 0 < � D s

1 C s
< 1 pero esos

son justamente los puntos del segmento que une a con b (excluidos los extremos).

Ejercicio resuelto 44 a) Seajz1j D jz2j D jz3j D 1. Prueba que z1, z2, z3 son vértices de
un triángulo equilátero si, y sólo si, z1 C z2 C z3 D 0.

b) Deducede lo anterior que si el baricentro y el circuncentro de un triángulo coinci-
den, dicho triángulo debe ser equilátero.

Solución. a) Si z1, z2, z3 son vértices de un triángulo equilátero, entonces cada uno
debe estar girado unángulo de �=3 radianes respecto de otro. Sabemos que multiplicar
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por un complejo, u, de módulo 1 es un giro de amplitud igual a arg.u/. Definamos u D
cos.�=3/ C i sen.�=3/. Los tresvértices lospodemosescribir como z1, z1u, z2u2 y, por
tanto:

z1 C z2 C z3 D z.1 C u C u2/ D z
u3 � 1

u � 1
D 0

Supongamosahoraque jz1jDjz2jDjz3jD1, y quez1Cz2Cz3D0. Paraprobar quedichos
números son vértices deun triángulo equilátero, lo quevamos ahacer escomprobar que
son las raíces cúbicas de un número complejo. Es decir, se trata de probar que hay un
número ˛ tal que z1, z2 y z3 son las raíces de la ecuación polinómica z3 � ˛ D 0. Para
esto es necesario y suficiente que el producto .z � z1/.z � z2/.z � z3/ puede escribirse
en la forma z3 � ˛. Tenemos:

.z � z1/.z � z2/.z � z3/ D z3 � .z1 C z2 C z3/z2 C .z1z2 C z1z3 C z2z3/z � z1z2z3D
D z3 C .z1z2 C z1z3 C z2z3/z � z1z2z3

Poniendo ˛ D z1z2z3, lo que hay que probar es que z1z2 C z1z3 C z2z3 D 0. Todavía
no hemos usado la hipótesis de que jz1j D jz2j D jz3j D 1. Vamos a usarla ahora para
intentar sacar factor comúnen lasumaz1z2 Cz1z3 Cz2z3 D0 la expresión z1 Cz2 Cz3.
Tenemosque:

z1z2 C z1z3 C z2z3 D z3z3z1z2 C z2z2z1z3 C z1z1z2z3 D .z1 C z2 C z3/z1z2z3 D 0

Pues z1 C z2 C z3 D z1 C z2 C z3 D 0:

El apartado b) se deduce fácilmente de a) siempre que sepas lo que es el baricentro y el
circuncentro deun triángulo. ©

Ejercicio resuelto 45 Si 0 6 argw � argz < � , prueba que el áreadel triángulo de vértices
0, z y w viene dada por 1

2
Im.zw/.

Solución. El área de todo triángulo es la mitad de la base por la altura. En la figura
(3.7) se ha tomado como base el vector z con longitud jzj y la altura es h. Observa que

sen.' � #/ D h

jwj . Por tanto

áreaD 1

2
jzjh D 1

2
jzjjwj sen.' � #/

Esto ya deberías saberlo: el áreade cualquier triángulo es igual a la mitad del producto
de las longitudes dedos lados por el seno del ángulo que forman. Pongamos z D x C iy,
w D u C iv. Como # D arg.z/ y ' D arg.w/, tenemos que

áreaD 1

2
jzjjwj sen.' � #/ D 1

2
jzjjwj

�

sen.'/ cos.#/ � cos.'/ sen.#/
�

D

D1

2
jzjjwj

�

v

jwj
x

jzj � u

jwj
y

jzj

�

D 1

2
.vx � uy/ D 1

2
Im.zw/

©
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z

w

#

'

h

Figura3.7. Áreadeun triángulo

3.4. Funciones elementales complejas

Las funciones complejas no son más que las funciones definidas en subconjuntos de R
2

con valores en R
2, cuando en R

2 consideramos su estructura compleja. Dado un conjunto
A � C, a toda función compleja f W A ! C se le asocian dos funciones reales: la función
u D Ref “parte real def ” y la función v D Imf “parte imaginaria def ” definidas para todo
.x; y/ D x C iy 2A por:

u.x; y/ D Ref .x C iy/; v.x; y/ D Imf .x C iy/

Naturalmente, f .x C iy/ D u.x; y/ C i v.x; y/.

3.4.1. La función exponencial

Definimos2 la exponencial compleja de un número z D x C i y como

exCi y D exp.x C i y/ D ex
�

cosy C i seny
�

(3.18)

Observa que

j ez j D eRez; Imz 2Arg.ez/ (3.19)

En particular, obtenemos la llamada fórmula deEuler:

ei t D cost C i sen t .para todo t 2 R/ (3.20)

que estableceuna relación entre la exponencial compleja y las funciones trigonométricas. De
la fórmula de Euler sededucen fácilmente las llamadas ecuaciones de Euler:

cost D ei t C e�i t

2
; sen t D ei t � e�i t

2i
.t 2R/ (3.21)

2Más adelante veremos la justificación de esta definición.
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La exponencial compleja tiene la propiedad fundamental de transformar sumas en produc-
tos. Se prueba fácilmente, haciendo uso de la definición (3.18 y de las igualdades (2.4) y (2.5)
que

ezCw D ez ew para todos z; w 2C (3.22)

Esta propiedad, junto con las ecuaciones de Euler (3.21), hacen que la exponencial compleja
seala herramienta más usada para trabajar con las funciones seno y coseno. Por ejemplo, de
la fórmula de Euler (3.20) y de la igualdad anterior, se deduce enseguida la fórmula de De
Moivre.

cos.nt/ C i sen.nt/ D eitn D
�

eit
�n D

�

cost C i sen t/n .n2Z; t 2R/ (3.23)

Igualmente, de las igualdades

cos.a C b/ C i sen.a C b/ D e.aCb/i D eia eib D.cosa C i sena/.cosb C i senb/

se deducen en seguida, haciendoel producto indicado e igualando partes real e imaginaria, las
igualdades (2.4) y (2.5).

Otras identidades trigonométricas se obtienen también muy fácilmente. Por ejemplo, para
expresar un producto desenoso cosenos como unasumadesenoso de cosenos sepuedehacer
lo que sigue.

eia C eib D ei.aCb/=2
�

ei.a�b/=2 C ei.b�a/=2
�

D 2 ei.aCb/=2 cos..a � b/=2/ (3.24)

Igualando partes real e imaginaria, deducimos que:

cosa C cosb D 2 cos..a � b/=2/ cos..a C b/=2/ (3.25)

sena C senb D 2 cos..a � b/=2/ sen..a C b/=2/ (3.26)

De la igualdad (3.22), se deduceque para todoz 2C y todok 2Z es

ez D ezC2k� i

Lo que, en particular, nos diceque exp.z/ D exp.z C 2� i/, o sea, la exponencial compleja es
una función periódica con período2� i . Naturalmente, esto supone una gran diferencia con la
exponencial real que es una función inyectiva.

La función exponencial es particularmente útil para representar los números complejos
de módulo 1, es decir los números complejos de la forma cost C i sen t (t 2 R). Recuerda
que multiplicar por un número complejo de módulo 1 representa un giro cuya amplitud es el
argumento de dicho número. Fíjate que el complejo conjugado de eit ese�it .

Una exponencial real es siempre positiva. Para la exponencial compleja no tiene sentido
hablar de positiva, todo lo que podemos decir es que la exponencial compleja no se anula
nuncapues j ez j D eRez > 0.

3.4.2. Logar itmos complejos

El comportamiento periódico de la exponencial compleja se va atraducir, como vamos a
ver enseguida, en que la ecuación ew Dz, donde z es un número complejo nocero, va atener
infinitas soluciones w 2C. Como

ew D eRew
�

cos.Imw/ C i sen .Imw/
�
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Paraque ew Dz esnecesario y suficiente que:

1. jewj D jz j, esto es, eRew Djzj, es decir, Rew D logjz j (logaritmo natural del número
real positivo jz j).

2. Arg .ew/ D Arg .z/. Como Imw 2 Arg.ew/, esta igualdad equivale aImw 2 Argz; y
esto se cumple si, y sólo si Imw D arg.z/ C 2k� , con k 2Z.

Hemos probado que

fw 2C W ew Dzg D flogjzj C i.arg.z/ C 2k�/; k 2Zg

Por tanto, existen infinitosnúmeroscomplejosw quesatisfacen la ecuación ew Dz. Cualquiera
de ellos se llama un logaritmo de z. El conjunto de todos ellos lo representaremos por Logz.

Logz D flogjzj C i.arg.z/ C 2k�/; k 2Zg

Todos los logaritmos de z están situados en una misma recta vertical de abscisa logjzj, y a
partir deunocualquiera de ellos podemos situar todos los demás, desplazándolo hacia arriba o
hacia abajo una distancia igual a un múltiplo entero de 2� . De entre todos los logaritmos de z

elegimos uno, llamado logar itmo pr incipal, definido por

logz D logjzj C i arg.z/ para todoz 2 C
�

Cuandoz es un número real positivo, z 2 R
C, el logaritmo principal que acabamos de definir

coincide con el logaritmo real de z. Es decir, acabamos de extender la función logaritmo real
deR

C aC
�. Observaque cualquier otro logaritmo dez esdela formalogz C i2k� para algún

entero k. Además, de todos los logaritmos de z, el logaritmo principal es el único cuya parte
imaginaria está en el intervalo � � �; ��.

Es importante que observes que la igualdad

logzw D logz C logw

que es válida para los logaritmos de los números reales positivos, no es siempre cierta para
números complejos. Por ejemplo:

log
�

ei 2�=3
�

D i
2�

3
; log

�

ei 3�=4
�

D i
3�

4

Y

log
�

ei 2�=3 ei 3�=4
�

D log
�

ei 17�=12
�

D log
�

e�i7�=12
�

D �i
7�

12
¤ i

2�

3
C i

3�

4

Lo que está claro es que el número logz C logw 2 Log.zw/, es decir, logz C logw es un
logaritmo de zw pero notiene por qué ser el logaritmo principal de zw.

Observación. Muchos libros usan lanotación Logz para representar el logaritmo principal de
z y logz pararepresentar el conjunto detodos loslogaritmosdez. De estaforma consiguen que
la función log, que era conocida para reales positivos, ya no pueda usarse más, porque ahora
log1 ya no será 0 sino el conjunto f2k� i W k 2 Zg; y lo que antes escribíamos log2 ahora
tendremos que escribirlo Log2. Es decir, no se gana nada y se pierde todo. Es lo que yo digo,
¿para qué hacer lascosas bien pudiendo hacerlas mal?

Universidad de Granada
Dpto. de AnálisisMatemático

Prof. Javier Pérez
Cálculo diferencial e integral



Potencias complejas 94

3.4.3. Potencias complejas

Recuerda que dados dos números reales a > 0 y b 2 R, la potencia de base a y exponente
b se define como ab D eb loga. Ahora, dados a; b 2 C, con a ¤ 0, sabemos que hay infinitos
logaritmos de a, todos ellos de la forma loga C i2k� , con k 2 Z. Por ello, cualquier número
complejo de la forma eb.logaCi 2k�/ donde k 2 Z, es una potencia de base a y exponente b.
Representamos por Œab� el conjunto de todas ellas.

Œab � D
n

eb.logaCi 2k�/ Wk 2Z

o

Sedestacauna:
ab D eb loga

que se llama valor pr incipal de la potencia de base a y exponente b. Observa que si b D 1=n

donde n2N, el número

a1=n D exp

�

1

n
loga

�

D exp

�

loga

n
C i

arga

n

�

D jaj1=n
�

cos
arga

n
C i sen

arga

n

�

es el valor principal de la raíz n-ésima dea que antes hemos notado por n
p

a.

3.4.4. Ejercicios propuestos

102. Expresa los 8 números ˙1 ˙ i , ˙
p

3 ˙ i en la forma r ei'.

103. Calcula el módulo y los argumentos principales de losnúmeros

1 C ei' ; 1 � ei'; �a ei'

donde j'j 6 � y a > 0.

104. Calcula logz y Logz cuandoz es uno de los números siguientes

i; �i; e�3; e5i ; 4; �5 e; 1 C i

105. Calcula log.3i/ C log.�1 C i
p

3/ y log
�

3i.�1 C i
p

3/
�

.

106. Calcula log.�1 � i/ � logi y log

��1 � i

i

�

.

107. Calcula
Œ.�4/i �; i�3i ; Œi2=� �; Œi i �; 12i ; 31�i ; ..�i/i/i ; .1 C i/1Ci

108. Estudia, para z 2C
� y n2N, las igualdades:

a) log.ez/ D z I b/ exp.log.z// D z I c/ log. n
p

z/ D log.z/

n
I d/ log.zn/ D n log.z/:
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109. Prueba que la función logaritmo principal estableceuna biyección entre los conjuntos
CnR

�
o y � D fz 2C

� W �� < Im.z/ < �g.

110. Estudia condiciones para que
�

ab
�c D abc .

111. Con una interpretación adecuada de lasuma justificaque:

a) Arg.zw/ D Arg.z/ C Arg.w/; b) Log.zw/ D Log.z/ C Log.w/

112. Estudia, interpretándolas convenientemente cuando seanecesario, las siguientes igual-
dades:

a) LogŒab � D b Log.a/ b) logŒab � D b Log.a/ c) log.ab/ D b loga

113. Indica el error en los razonamientos siguientes: .�z/2 D z2; por tanto 2 Log.�z/ D
2 Log.z/ y, por consiguiente, Log.�z/ D Log.z/.

114. Explica con detalle dónde está el error en las igualdades siguientes:

i D .�1/1=2 D Œ.�1/3�1=2 D .�1/3=2 D i3 D �i

3.4.5. Ejercicios resueltos

¡Antes dever lasolución deun ejercicio debes intentar resolverlo!

Ejercicio resuelto 46 Estudia, para z 2C
� y n2N, las igualdades:

a) log
�

ez
�

D z I b/ exp.log.z// D z I c/ log
�

n
p

z
�

D log.z/

n
I d/ log.zn/ D n log.z/:

Solución. a) Es evidente que z es un logaritmo de ez y será el logaritmo principal si, y
sólo si, �� < Imz 6 � . En consecuencia:

log
�

ez
�

D z ” �� < Imz 6 �

b) Los logaritmos de z se definen como los números cuya exponencial es z, luego, en
particular, exp.log.z// D z cualquiera seaz 2 C.

c)

log
�

n
p

z
�

D log
ˇ

ˇ
n
p

z
ˇ

ˇC i arg
�

n
p

z
�

D logjzj
n

C i
argz

n
log.z/

n
D logjzj

n
C i

argz

n

La igualdad en c) se verificasiempre.

d)
log.zn/ D log.jznj/ C i arg.zn/ D n log.jzj/ C i arg.zn/

n log.z/ Dn log.jzj/ C i n arg.z/

La igualdad en d) equivale aque arg.zn/ D n arg.z/. Como n arg.z/ es un argumento de
zn, para que sea el argumento principal deberá ser �� < n arg.z/ 6 � . ©
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Ejercicio resuelto 47 Estudia condiciones para que
�

ab
�c D abc.

Solución. Tenemosque
�

ab
�c D exp.c log.ab//I abc D exp.bc loga/

Por otra parte

exp.c log.ab//Dexp
�

c log.eb loga/
�

Dexp
�

c.b logaC i2k�/
�

Dexp.bc logaC ic2k�/

Donde k esun entero que hay que elegir por la condición de que

�� < Im.b loga C i2k�/ 6 �

Concluimos que si k D 0, lo que ocurre solamente cuando �� < Im.b loga/ 6 � ,
entonces la igualdad del enunciado se cumple para todoc. En otro caso, la igualdad del
enunciado se cumple solamente cuandoc esun número entero. ©

Ejercicio resuelto 48 Con una interpretación adecuada de lasuma justificaque:

a) Arg.zw/ D Arg.z/ C Arg.w/; b) Log.zw/ D Log.z/ C Log.w/

Solución. La forma razonable de interpretar la igualdad Arg.zw/ D Arg.z/ C Arg.w/,
es que sumando cada uno de los elementos de Arg.z/ con cada uno de los elementos
de Arg.w/ obtenemos todos los elementos de Arg.zw/. Que efectivamente esto es así
es fácil de probar. Sean s 2 Arg.z/ y t 2 Arg.w/. Entonces, sabemos que s C t es
un argumento de zw, esto es s C t 2 Arg.zw/. Luego hemos probado la inclusión
Arg.z/ C Arg.w/ � Arg.zw/. Recíprocamente, sea' 2 Arg.zw/. Elij amos cualquier

elemento s 2Arg.z/ y pongamos t D ' � s. Entonces t esunargumento de
zw

z
D w, esto

es, t 2 Arg.w/; luego ' D s C t 2 Arg.z/ C Arg.w/. Lo que prueba la otra inclusión
Arg.zw/ � Arg.z/ C Arg.w/.

Análogamente, La forma razonable de interpretar la igualdad Log.zw/ D Log.z/ C
Log.w/, es que sumando cada uno de los elementos de Log.z/ con cada uno de los
elementos de Log.w/ obtenemos todos los elementos de Log.zw/. Teniendo en cuenta
que Log.z/ D logjzj C i Arg.z/, la igualdad b) se deducede a).

Observación. Quien haya estudiado el concepto de grupo cociente, puede interpretar la
suma Arg.z/ C Arg.w/ en el grupo cociente del grupo aditivo de los números reales
respecto del subgrupo de los múltiplos enteros de 2� , esto es, el grupoG D R=2�Z. Si
z esuncomplejo no nulo, setienequeArg.z/ 2 G y, por definición desuma en un grupo
cociente, tenemos que Arg.z/ C Arg.w/ es la clase que contiene a arg.z/ C arg.w/ y,
como arg.z/ C arg.w/ 2 Arg.zw/, obtenemos que Arg.zw/ D Arg.z/ C Arg.w/. ©

Ejercicio resuelto 49 Indica el error en los razonamientos siguientes: .�z/2 D z2; por tanto
2 Log.�z/ D 2 Log.z/ y, por consiguiente, Log.�z/ D Log.z/.

Solución. Dela igualdad Log.zw/ D Log.z/ C Log.w/, probada en el ejercicio anterior,
se deduceque Log.z2/ D Log.z/ C Log.z/. Es decir, que sumando de todas las formas
posibles dos logaritmos de z obtenemos todos los logaritmos de z2. Pero eso es muy
distinto a sumar cada logaritmo de z consigo mismo. Es decir, el conjunto 2 Log.z/ es
solamente una parte del conjunto Log.z/ C Log.z/. ©
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3.5. Aplicaciones de losnúmeros complejos

Como ya hemos dicho anteriormente, la exponencial compleja es la herramienta más útil
para trabajar con funciones sinusoidales, esto es, las funciones seno y coseno. Muchísimos
procesos naturales, entre los que destacan por su importancia y universalidad los movimientos
oscilatorios y ondulatorios, se describen adecuadamente por medio de funciones sinusoidales.
Eso explicalapresenciadela exponencial complejay delosnúmeroscomplejosen teoríasque,
a primera vista, nada tienen que ver con ellos. Veamos algunos ejemplos.

3.5.1. Movimiento armónico simple

r.t/

r.0/

'

!

t

A�A

O x.t/

Figura3.8. Movimiento circular

Un número complejo es un vector del plano
que, escrito en forma polar, tiene asociado un
ángulo y por eso, los números complejos son
muy apropiados para representar giros y movi-
mientoscirculares. Consideremosunmóvil que
recorreuna circunferencia centrada en el origen
y de radio R con una velocidad angular cons-
tante !. Supongamos que su posición inicial
para t D 0 viene dada por .A cos'; A sen'/.
Laposición de dicho móvil en el tiempo t es

r.t/ D
�

A cos.!t C '/; A sen.!t C '/
�

Usando números complejos, podemos escribir

r.t/ D A cos.!t C '/ C iA sen.!t C '/

Que se expresa mejor con la exponencial compleja:

r.t/ D A cos.!t C '/ C iA sen.!t C '/ D A ei.!tC'/ DA ei' ei!t

Recuerda que multiplicar por ei!t es un giro de amplitud !t . La igualdad r.t/ D A ei' ei!t

nosdiceque laposición del móvil en el tiempo t seobtiene girandoel vector querepresenta su
posición inicial r.0/ D A ei' un giro de amplitud !t .

La proyección sobre el eje de abscisas del vector r.t/ es la primera componente de dicho
vector:

x.t/ D Rer.t/ D A cos.!t C '/ (3.27)

Interpretamos jx.t/j como la distancia al origen en el instante t de un móvil que se desplaza
sobre el eje de abscisas y cuya posición en el tiempo t viene dada por la igualdad (3.27).
Observa que dicho móvil recorre el segmento Œ�A; A� con unmovimiento que se caracteriza
porque se repite aintervalos regulares de tiempo, pues definiendoT D 2�=!, se tiene que:

x.t C T / D A cos.!.t C T / C '/ D A cos.!t C 2� C '/ D A cos.!t C '/ D x.t/

Dichomovimiento sellamamovimiento armónico simple. Naturalmente, laproyección sobre el
ejedeordenadas del vector r.t/ también describeunmovimiento armónico simplede ecuación

y.t/ D Imr.t/ D A sen.!t C '/ (3.28)
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Movimiento armónico simple 98

Las ecuaciones (3.27) y (3.28) representan unmismo tipo de movimiento pues un seno noes
más que uncoseno retrasado en �=2, como se sigue de la igualdad cos.x � �=2/ D senx.

En el movimiento armónico simple x.t/ D A cos.!t C '/ el número A se llamaamplitud,
el número !t C ' se llama fase, siendo ' la fase inicial; ! es la frecuencia angular que se
mide en radianes por segundo. El número T D 2�=! es el periodo, que es el tiempo, medido
en segundos, que el móvil tarda en completar un ciclo. El número f D 1=T es la frecuencia,
que esel número de ciclos recorridos en unsegundo. Launidad de la frecuencia esel ciclo por
segundo que se llama herzio.

La representación compleja proporciona una visualización gráfica del movimiento que es
muy útil para el estudio de la composición de movimientos armónicos simples. Consideremos
dos movimientos armónicos simples de igual frecuencia dados por

x1.t/ D A1 cos.!t C '1/; x2.t/ D A2 cos.!t C '2/

Queremos estudiar el movimiento dado por x.t/ D x1.t/ C x2.t/. La representación compleja
de los movimientos permite dar una respuesta sin necesidad de hacer cálculos. Pongamos

x1.t/ D Rer1.t/ D ReA1 ei.!tC'1/I x2.t/ D Rer2.t/ D ReA2 ei.!tC'2/

Claramente, x.t/ D x1.t/ C x2.t/ D Re.r1.t/ C r2.t//. Como los vectores r1.t/ y r2.t/ giran
con igual velocidad angular, !, el vector suma r.t/ D r1.t/ C r2.t/ también gira con lamisma
velocidad angular (el paralelogramo de lados r1.t/ y r2.t/ gira todoél con velocidad angular
!). Deducimos que x.t/ D Re.r.t// es la ecuación de un movimiento armónico simple de
frecuencia angular !, amplitud igual al módulo de r.t/ (que debe ser constante) y fase igual al
argumento del número complejo r.t/. El módulo de una suma lo hemos calculado en (3.14).
En nuestro caso es

jr.t/j2 D jr1.t/j2 C jr2.t/j2 C 2 Re.r1.t/r2.t// D A2
1 C A2

2 C 2A1A2 cos.'1 � '2/

r1.t/

r2.t/

r.t/

x1.t/ x2.t/ x.t/O

Figura3.9. Composición demovimientosarmónicos
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Circuitos eléctr icos 99

Como la frecuencia angular debe ser !, la fase será !t C ' donde ' es la fase inicial, que
es el argumento del número complejo

r.0/Dr1.0/Cr2.0/DA1 ei'1 CA2 ei'2 D.A1 cos'1 CA2 cos'2/Ci.A1 sen'1 CA2 sen'2/

que ya debes saber calcular.

3.5.2. Circuitos eléctr icos

R

C

L

I.t/

V .t/

Figura3.10. Circuito RLC

En el análisis de circuitos eléctricos los nú-
meros complejos, con el nombre de fasores,
fueron introducidos en 1863 por el matemá-
tico e ingeniero Charles Proteus Steinmetz
(1865-1923). Un fasor es un número complejo
que representa la amplitud y fase inicial
de una sinusoide. Los fasores proporcionan
una herramienta útil para estudiar circuitos
eléctricos cuyo voltaje es de tipo sinusoidal
V .t/ D Vm cos.!t C '/. Aquí Vm > 0 es
la amplitud o máximo valor del voltaje, y '

la fase inicial. Podemos asociar a V .t/ un
fasor que representamos V y es el número

complejo V DVm ei' . De estaformapodemosescribir V .t/DRe.V ei!t / conlo queseparamos
la información defrecuencia y defase. Observaque, conocida la frecuencia, lasinusoidequeda
determinada de forma únicapor su fasor asociado.

La derivada de una sinusoide es otra sinusoide. El fasor que representa a la derivada se
expresa muy fácilmente mediante el fasor que representa alasinusoide.

V 0.t/ D dV .t/

dt
D �Vm! sen.!t C '/ D Vm! cos.!t C ' C �=2/ D Re.i!V ei!t /

Deducimos que el fasor que representa aV 0.t/ es i!V . Observa que i!V D !Vm ei.'C�=2/,
por lo que el fasor que corresponde a la derivada de una sinusoide va adelantado 90 grados
respecto a la sinusoide.

Delamismaforma, el fasor que representa alaprimitivade lasinusoide V .t/ es
1

i!
V y va

retrasado 90 grados respecto a lasinusoide.

Supongamos que en el circuito de la figura (3.10) se tiene que la intensidad de la corriente
vienedadapor unasinusoide (lo cual sesabeque esasí cuandola fuerza electromotriz aplicada
es sinusoidal). Pongamos I.t/ D Im cos.!t C '/ y seaI su fasor asociado. Expresemos la
caída depotencial en cadauno de loselementos que forman el circuito mediante los fasores de
la corriente y el voltaje. Setratadeuncircuito RLC que constadeunaresistenciadeR ohmios,
un condensador de capacitancia C y un inductor, con inductancia L.

Ladiferencia de potencial en los extremos de la resistencia viene dada por

VR.t/ D RI.t/ D RIm cos.!t C '/

Universidad de Granada
Dpto. de AnálisisMatemático

Prof. Javier Pérez
Cálculo diferencial e integral



Circuitos eléctr icos 100

La relación entre los fasores respectivos es

VR D RI:

Como R > 0 se tiene que el voltaje através deuna resistencia está en fase con la corriente.

Es sabido que una corriente variable en un inductor produce un campo magnético que da
lugar a una fuerza electromotriz inducida que se opone ala fuerza electromotriz aplicada, lo
que origina una caída de potencial dada por

VL.t/ D L
dI.t/

dt

Deducimos que la relación entre loscorrespondientes fasores es

VL D i!LI

y por tanto el voltaje através deun inductor va adelantado 90 grados respecto a la corriente.

Llamando Q.t/ a la carga que almacena el condensador en el tiempo t , se sabe que la
diferencia depotencial entre losextremos del condensador viene dada por la igualdad

VC .t/ D Q.t/

C
D 1

C

tw

�1

I.s/ ds

Y deducimos que la relación entre los correspondientes fasores es

VC D 1

i!C
I D � i

!C
I

y por tanto el voltaje através deun inductor va retrasado 90 grados respecto a la corriente.

Lasumadelasdiferencias depotencial a travésdelosdistintos elementosdel circuito debe
ser igual al voltaje aplicado. En términos de los fasores asociados, esto quiere decir que:

RI C i!LI � i

!C
I D

�

R C i!L � i

!C

�

I D V (3.29)

El número complejo

Z D R C i!L � i

!C

sellama impedancia. Laimpedanciadependedelafrecuenciadelafuerza electromotriz aplica-
day de lascaracterísticas del circuito. Cuandose conocen la impedancia y el voltaje, podemos
calcular el fasor de la corriente por la igualdad

I D V

Z
D V

R C i!L � i

!C

y la corriente en el circuito viene dada por I.t/ D I ei!t .

Tenemosque

jIj D jV j
s

R2 C
�

!L � 1

!C

�2
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El número !L � 1

!C
se llama reactancia. El valor de la frecuencia para el que la reactancia

se anula viene dado por !r D 1p
LC

y se llama frecuencia de resonancia. Es el valor de la

frecuencia para el cual el valor de jIj esmáximo.

3.5.3. Procesamiento digital deseñales

Como sin duda sabes, los formatos digitales más frecuentes de audio e imagen son, res-
pectivamente, MP3 y JPG. Cuesta trabajo imaginar cómo sería Internet sin estos formatos. Lo
que quizás no sepas es que la codificación MP3 y la JPG se llevan a cabo con algoritmos que
usan númeroscomplejos. El hecho, por extraño quepuedaparecer, esquelasprincipales herra-
mientas para trabajar con todo tipo de señales (audio, vídeo, voz, imagen,. . .) son complejas.
La transformadaZ, la Transformada deFourier en TiempoDiscreto, laTransformadaDiscreta
de Fourier, la Función de Transferencia, los modelos de polos y ceros, la Transformada de
Laplace y otras muchas herramientas básicas para el tratamiento de señales, son todas ellas
transformaciones que usan números complejos. Todavía más, las propias señales se caracte-
rizan por su espectro que ¡es un conjunto de números complejos! Si te sientes atraído por el
apasionante mundo del tratamiento digital deseñales, todolo quesepas denúmeros complejos
te será útil en tu trabajo.

Como lectura adicional te recomiendoel capítulo 24 del li bro deMichael Spivak [16].
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