
Capı́tulo1

Axiomas de R. Principio de inducción

Dioscreó losnúmerosnaturales, lo demásesobra de loshombres.
L. Kronecker

1.1. Introducción

Lostemas tradicionales del Cálculo sonel estudio de las funciones continuas, lasderivadas
e integrales, las sucesiones y las series. Tú yadebes saber algo de todoeso. En principio, pare-
cen cosas bastante diferentes pero todas ellas tienen una base común, que es, precisamente, de
lo quenosvamosaocupar en esteCapítulo. Me estoy refiriendoalosnúmerosrealesquerepre-
sentamos por R. Sin duda, ya conoces muchas propiedades de los números reales. Sabes que
sepueden sumar y multiplicar y quehay números realespositivos y negativos. También puedes
extraer raíces de números reales positivos y elevar un número real positivo aotro número real.
Lo quequizásnosepasesquetodolo quepuedeshacer con losnúmeros realesesconsecuencia
de unas pocas propiedades que dichos números tienen que, además, son muy elementales. En
este Capítulo estableceremos dichas propiedades. Serán nuestro punto de partida para todo lo
que sigue; constituyen los “ axiomas” del Cálculo. Te advierto que no voy a decírtelo todo,
voy a guardarme una carta en la manga que te mostraré más adelante cuandosu necesidad sea
manifiesta (si echas algo en falta, ve al Capítulo 4).

1.1.1. Axiomas, definiciones, teoremas, lemas, corolar ios.

Al terminar este apartado, entenderás el significado de la frase deBertrand Russell que fue
uno de los másgrandes matemáticos y filósofos del siglo XX.

La matemática pura esaquella ciencia en la queuno nosabedequé está hablando
ni si lo que está diciendoesverdad.
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Siempre que te enfrentas a un problema es muy importante que lo sitúes en su contexto apro-
piado. Esto ya lo haces de forma automática en muchas ocasiones. Por ejemplo, sabes que un
problema de álgebra y otro de probabili dades requieren distintas herramientas, y al primero lo
sitúas en “Álgebra” y al segundoen “Cálculo de Probabili dades” . Pero no siempre las cosas
son tan claras, nosiempre tienesun“marco dereferencia” tan explícito. Paraquesientas lo que
quiero decirte, voy aproponerte unos ejercicios muy sencill os. En todolo que sigue se supone
que x; y son números reales.

1. Prueba que 0 x D 0.

2. Prueba que .�x/y D �xy.

3. Prueba que si x ¤ 0 entonces x2 > 0.

Supongo que haceya tanto tiempo que conoces estas propiedades de los números que
has olvidado cuándo las aprendiste. ¡Y ahora te pido que las demuestres! Puedo imaginar tu
reacción ¿que demuestre que 0 x D 0?, ¡pero si eso es evidente! ¡siempre mehan dicho que es
así! ¿cómo sepuede demostrar tal cosa?.

Pienso que muchas veces la dificultad de un ejercicio está en que no sabes qué es exacta-
mente lo que se tepide quehagas; no tedan unmarco claro de referencia. En estas situaciones
lo más frecuente es “ quedarse colgado” con la “ mente en blanco” sin saber qué hacer.

Para evitar ese peligro, en este curso vamosadar un marco de referencia muy claro que va
a consistir en unaspropiedades de losnúmeros– axiomas, si quieres llamarlas así – quevamos
a aceptar como punto de partida para nuestro estudio. Esas propiedades, junto con las reglas
de inferencia lógica usualesy condefiniciones apropiadas nospermiti rán demostrar resultados
(teoremas) que podremos usar para seguir avanzando.

Simplificando un poco, puede decirse que en matemáticas no hay nada más que axiomas
y teoremas (bueno, también hay conjeturas, proposiciones indecidibles. . .). Todo lo que se
demuestra es un teorema; por ejemplo 0 x D 0 es un teorema. Ocurre que el nombre teorema
se reserva para resultados que se consideran realmente importantes y que ha costado esfuerzo
llegar a probarlos. Se usan también los términos: corolario, lema, proposición y otros. Pero
la estructura de una teoría matemática elaborada se resume en un conjunto de axiomas y de
teoremas que se deducen de ellos mediante reglas de inferencia lógica.

Losaxiomas deuna teoríamatemáticaproporcionan el marco dereferencia másgeneral de
dicha teoría. Son, por tanto, muy importantes. Al principio, cuandola teoría empieza a caminar
y se demuestran los primeros resultados más básicos, es frecuente recurrir de forma explícita
a los axiomas. Más adelante, cuandola teoría va avanzando, los axiomas no suelen citarse con
tanta frecuencia porquenosapoyamosen resultados máselaborados previamentedemostrados.
Pero los axiomas siempre están presentes aunque seade forma discreta y no ostensible.

Entre las particularidades que distinguen a las Matemáticas de las demás ciencias hay una
muy especial: las Matemáticas avanzan dando definiciones. Las definiciones no son nuevos
axiomas. Una definición lo que hace es introducir un término nuevo y establece cómo dicho
término se expresa en función de los axiomas de la teoría. Por ejemplo, la definición de con-
tinuidad se expresa mediante desigualdades y las desigualdades se reducen a los axiomas de
orden de R.
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Quiero también decirte algosobre lo quese entiende por reglas de inferencia lógicas usua-
les. Me limitaré ala más importante: la implicación lógica. Los teoremas matemáticos tienen
casi siempre la siguiente estructura: se parte de una hipótesis y de ella se deduce una tesis.
Entremos en detalles. La hipótesis es siempre alguna propiedad matemática; por ejemplo, “ f

es unafunción continua en un intervalo” . La tesis también es una propiedad matemática; por
ejemplo, “ la imagen def esun intervalo” . Representemos por H lahipótesis y por T la tesis.
Es importante que te des cuenta de que no tiene sentido preguntarse por la veracidad de la hi-
pótesisH . No esni verdaderani falsa. ParaqueH seaverdaderao falsadebemosparticularizar
la función f .

Un error muy frecuente consiste en pensar que en Matemáticas las hipótesis son verdade-~
ras.

Ahora te preguntarás, si H no es verdadera ni falsa, ¿qué quiere decir que H implica T

o, equivalentemente, que T se deduce o es consecuencia de H? La respuesta es: “H implica
T ” quiere decir que siempre que H sea verdadera también T es verdadera. Observa que no
estamos afirmando(no tienesentido) queH o T sean verdaderas sino quecuandoH esverda-
dera también lo esT . Conmásprecisión, demostrar queH implicaT consiste en probar que la
proposición H÷T escierta. Teniendoen cuentaque laproposición H÷T es ladisyunción
lógica(noH )_T , resulta que si H es falsa entonces H÷T esverdadera (por eso sediceque
de una hipótesis falsa puede deducirse cualquier cosa) y si H es verdadera entonces para que
H÷T seaverdadera tienequeocurrir queT seaverdadera. En consecuencia, si sabemosque
H es verdadera y que H÷T esverdadera, deducimos que T es verdadera.

Ahorapuedes entender el significado de la frase deC. P. Steinmetz.

La matemática es la ciencia más exacta, y sus conclusiones son susceptibles de
demostración absoluta. Pero eso se debe exclusivamente aque la matemática no
intenta obtener conclusiones absolutas. Todas las verdades matemáticas son rela-
tivas, condicionales.

También comprendes ya el significado de una parte de la enigmáticafrase de Bertrand Russell
del principio: en matemáticas nosabemos si lo quedecimosesverdad. Pero unapartededicha
frase queda por aclarar.

¿Recuerdas los axiomas de la geometría elemental? En dichos axiomas se establecen pro-
piedades que se supone satisfacen ciertos objetos llamados “punto” ,“ recta” y “plano” . Pero no
se dice nunca lo que es un punto ni una recta ni un plano. De la misma forma, en la sección
siguiente estableceremos los axiomas de los números reales, pero no diremos lo que es un nú-
mero real. ¡En matemáticas nunca decimos cuál es la naturaleza concreta de los objetos con
los que trabajamos! Sucede que la intuición nos lleva muchas veces a una interpretación na-
tural de dichos objetos, pero otras veces dicha interpretación natural no está disponible. Y, lo
más interesante, puedehaber interpretaciones muy diferentes deunamismateoríamatemática.
Precisamente, las matemáticas son una ciencia abstracta porque trabaja con cosas abstractas
cuya naturalezano se precisa ni es necesario saber, solamente interesan las relaciones que hay
entre ellas tal y como se establecen en losaxiomas. Ahoraya entiendespor qué afirmaBertrand
Russell que “ en matemáticas no sabemos de lo que hablamos” .
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Axiomas de los números reales 4

1.2. Axiomasde los números reales

1.2.1. Axiomasalgebraicos

Como yasabes, se distinguen distintas clases de números:

Losnúmeros naturales 1; 2; 3; : : : . El conjunto de todos ellos se representa por N.

Losnúmeros enteros : : : ; �2; �1; 0; 1; 2; : : : . cuyo conjunto se representa por Z.

Los números racionales que son cocientes de la forma p=q donde p 2 Z; q 2 N, cuyo
conjunto representamos por Q.

También conocesotrosnúmeroscomo
p

2, � , o el número equenoson númerosracionales
y que se llaman, con una expresión no demasiado afortunada, “números irracionales” . Pues
bien, el conjunto formado por todos losnúmeros racionales e irracionales se llamaconjunto de
los números reales y se representa por R.

Esclaro que N � Z � Q � R.

Aunque los números que no son racionales pueden parecer un poco raros, no merecela
pena, al menos por ahora, preocuparse por cómo son estos números; sino que lo realmente
interesante es aprender a trabajar con ellos. Lo interesante del número

p
2 es que su cuadrado

es igual a 21.

Pues bien, una de las cosas más llamativas de los números es que apartir de un pequeño
grupo de propiedades pueden deducirse casi todas las demás. Vamos a destacar estas propie-
dades básicas que, naturalmente, hacen referencia alas dos operaciones fundamentales que se
pueden hacer con los números: la suma y el producto. La suma de dos números reales x; y se
escribexCy, representándose el producto por xy. Laspropiedadesbásicasaquenosreferimos
son las siguientes.

P1 Propiedades asociativas. Para todos x; y; z en R:

.x C y/ C z D x C .y C z/ I .xy/z D x.yz/

P2 Propiedades conmutativas. Para todos x; y en R:

x C y D y C x I x y D yx

P3 Elementos neutros. Hay dos números reales distintos que representamos por 0 y 1

tales que para todo x 2R severificaque:

0 C x D x 1x D x

P4 Elementos opuesto e inverso. Para cada número real x hay un número real ll amado
opuesto de x, que representamos por �x, tal que x C .�x/ D 0:

Para cadanúmero real x distinto de0, x ¤ 0, hay un número real ll amado inverso de x,
que representamos por x�1, tal que xx�1 D 1:

1La sección Números y medida de magnitudes trata de la aparición de los números irracionales y su relación
con la medida de magnitudes
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Axiomas deorden 5

P5 Propiedad distr ibutiva. .x C y/z D xz C y z para todos x; y; z en R.

Laspropiedades anteriores son de tipo algebraico y, aunque sonmuy sencill as, apartir de ellas
pueden probarsecosastan famili arescomo que0xD0, o que.�x/yD�.xy/. Vamosahacerlo.

1.1 Proposición. Se verifican las siguientes igualdades

0x D 0; .�x/y D �x y; .�x/.�y/ D xy :

Demostración. Probaremos primero que 0x D 0. Por P5 .0 C 0/x D 0 x C 0 x. Como con-
secuencia de P3 es 0 C 0 D 0. Obtenemos así que 0 x D 0 x C 0 x. Usando P4, sumamos el
opuesto de0 x a ambos ladosdela igualdad 0 x D0 x C0 x y, usandotambién P1 (lapropiedad
asociativa), obtenemos que 0 x D 0.

Probaremosahoraque .�x/yD�.xy/. TenemosquexyC.�x/yD.xC.�x//yD0 yD0.
Donde hemos usado P4, P5 y el apartado anterior. La igualdad xy C .�x/y D 0 nos dice, por
P4, que .�x/y esel opuesto de xy. Eso es justamente lo que queríamos probar.

Finalmente, la igualdad .�x/.�y/ D xy es consecuencia inmediata de la anterior. 2

El símbolo �x debe leerse siempre “el opuesto de x” y no “menos x” . La razón es que~
la palabra “menos” remite auna idea de orden (si hay “menos” es porque hay “más”) y el
significado de �x es puramente algebraico y nada tiene que ver con la ideade orden de la que
ni siquiera hemos hablado aún. ¡No cometas el error de pensar que �x esnegativo!

Notación. Suele escribirse x � y en vezde x C .�y/. También, supuesto y ¤ 0, se escribe
x=y o x

y
en vezde x y�1.

1.2.2. Axiomasdeorden

Los números tienen, además de las propiedades algebraicas, otras propiedades que suelen
llamarse propiedades deorden. Como sabes, losnúmeros suelen representarse como puntosde
unarecta en laquesefijaun origen, el 0, de forma arbitraria. Losnúmerosquehay a laderecha
de 0, se llaman positivos y el conjunto de todos ellos se representa por RC. Las propiedades
básicas del orden son las siguientes.

P6 Ley de tr icotomía. Para cada número real x se verifica una sola de las siguientes tres
afirmaciones: x D 0, x espositivo, �x es positivo.

P7 Estabili dad deRC. Lasuma y el producto de números positivos es también un número
positivo.

1.2.2.1. Relación deorden

Observaque en P6 sedice, en particular, que el 0 noespositivo, ¡el 0 esel 0! Por otraparte,
si x es un número positivo, entonces como x C .�x/ D 0 y el 0 no es positivo, concluimos,
por P7, que �x no es positivo. Los elementos del conjunto R� D f�x W x 2 RCg, es decir,
los opuestos de los números positivos, se llaman números negativos. Observa que si z 2 R�

entonces �z 2RC.
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1.2 Definición. Para x; y 2 R escribimos x < y (léase x esmenor que y) o y > x (léase y

es mayor quex) para indicar que y � x 2 RC, y escribimos x 6 y o y > x para indicar que
y � x 2 RC [ f0g.

Notación. En adelanteusaremoslasnotaciones: RC
o DRC[f0g, R�

o DR� [f0g y R� DRnf0g.

1.3 Proposición. Para todox ¤ 0 se verifica que x2 > 0. En particular, 1 > 0.

Demostración. Probaremos que si x ¤ 0 entonces x2 > 0. En efecto, si x ¤ 0 entonces, por
P6, o bien x espositivo o bien �x es positivo. Teniendoen cuenta que, como consecuencia de
(1.1), es x2 D x x D .�x/.�x/, concluimos que x2 es positivo. En particular, tenemos que
12 D 1 > 0. ¡Acabamos deprobar que 1 > 0!. 2

Tenemos ahora dos tipos de propiedades en R, las algebraicas P1-P5 y las de orden P6 y
P7. En lasiguiente sección estudiamos cómo se relacionan entre sí.

1.2.3. Desigualdades y valor absoluto

Las propiedades del orden de los números reales son las que nos permiten trabajar con
desigualdades. Es muy fácil equivocarse al trabajar con desigualdades. Yo creo que en el ba-
chill erato noseleda a estetemalaimportanciaquemerece. Fíjateque algunosdelosconceptos
más importantes del Cálculo se definen mediante desigualdades (por ejemplo, la definición de
sucesión convergente o de límite de una función en un punto). Por ello, tan importante co-
mo saber realizar cálculos más o menos complicados, es aprender a manejar correctamente
desigualdades, y la única manera de hacerlo es con la práctica mediante numerosos ejemplos
concretos. Por supuesto, siempre deben respetarse cuidadosamente las reglas generales que
gobiernanlasdesigualdades entre números y asegurarse dequeseusan correctamente. Aparte
de tales reglas no hay otros métodos generales que nos digan cómo tenemos que proceder en
cada caso particular.

En el siguiente resultado ¡el primer teorema de este curso! se enuncian las propiedades
principales del orden deR. Son las que deberás usar para trabajar con desigualdades.

1.4 Teorema (Reglas para trabajar con desigualdades). Sean x; y; z números reales.

1. x 6 y e y 6 z implican que x 6 z.

2. x 6 y e y 6 x implican que x D y.

3. Se verifica exactamente una de las tres relaciones: x < y, x D y, o y < x:

4. x < y implica que x C z < y C z.

5. x < y , z > 0 implican que xz < y z.

6. x < y , z < 0 implican que xz > y z.

7. xy > 0 si, y sólo si, x e y son los dos positivos o los dos negativos. En consecuencia
si x ¤ 0 es x2 > 0 y, en particular, 1 > 0.
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8. z > 0 implica que
1

z
> 0:

9. Supuesto que x e y son los dos positivos o los dos negativos, se verifica que x < y

implica que
1

y
<

1

x
:

Todas estas propiedades son fáciles de probar. Por ejemplo, para probar el punto 5), si
x < y se tiene que y � x > 0. Si ahora es z > 0, también será z.y � x/ > 0, es decir,
zy � zx > 0 o, sea, zx < zy. Lo único que hemos usado aquí ha sido la definición de los
símbolos “<” y “>” y algunas de las propiedades P1-P8. Un estupendo ejercicio para que
compruebes tus habili dades es que demuestres todas las afirmaciones del teorema anterior.

1.2.3.1. La forma correcta de leer las matemáticas

La forma en que están escritos los apartados del teorema anterior nomegusta mucho. Voy
adecirtepor quéy para eso voyatratar aquí un defecto en el quesolemoscaer al leer o estudiar
matemáticas. Setratade algo querealizamos deunamaneramecánica, y por ello noes fácil de
evitar, y que limita y condiciona mucho el alcance de lo que entendemos y aprendemos. Para
ponerlo de manifiesto vamos a considerar un ejemplo. En uno de los ejercicios al final de esta
sección tepropongo que pruebes que la igualdad

1

x
C 1

y
D 1

x C y
(1.1)

nunca es cierta. Bien, supongamos que ya lo has probado. Seguidamente te pido que me digas
cuándoescierta la igualdad

1

x C y2
C 1

z
D 1

x C y2 C z
(1.2)

Tienes 15 segundos para contestar (y sobran 13). ¿Si? ¿No? ¡Son la misma igualdad! Y, aquí
es a dónde yo quería llegar, si no te parecen la misma igualdad es porque estás leyendo los
símbolos y no los conceptos, es porque ¡estás leyendo las letras! Claro, me dirás, las letras
están para leerse. De acuerdo, pero hay que ir siempre al significado de lo que se lee y no
quedarse en la superficie de los símbolos. Los símbolos proporcionan mucha comodidad para
expresar las ideas matemáticas, pero con frecuencia, si no sabemos leer bien su significado,
los símbolos pueden ocultar los conceptos. En el ejemplo anterior, el hecho de que la igualdad
(1.1) seafalsa, se expresa de forma correcta diciendo que “ la suma de dos inversos nunca es
igual al inverso de la suma” . Por tanto, la igualdad (1.2) jamás puede darse pues es la misma
igualdad (1.1) en la que se ha sustituido x por x C y2 e y por z. Pero tanto x como x C y2

son números reales cualesquiera eigual ocurre con z e y. ¿Te das cuenta del problema?No es
igual retener la ideade que “1 dividido por x más 1 dividido por y nunca es igual a 1 dividido
por x C y” que asimilar que “la suma de dos inversos nunca es igual al inverso de la suma”.
En el primer caso los símbolos x e y tienen un protagonismo que no les corresponde, ocultan
el concepto: si te fijas demasiado en ellos no sabrás reconocer que (1.2) y (1.1) son la misma
cosa.

Esto que acabamos de ver ocurre en muchas situaciones. Por ejemplo, la mayoría de los
libros de texto enuncian el teorema deBolzano como sigue.
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Seaf W Œa; b� ! R continua y verificando quef .a/f .b/ < 0. Entonces hay algún
c 2 �a; bŒ tal que f .c/ D 0.

Demasiadas letras f , a, b, c, demasiadas precisiones que lo que hacen es confundir y ocultar
el resultado. La forma correcta de leer el enunciado anterior es: “ toda función continua en un
intervalo que toma valores positivos y negativos se anula en algún punto de dicho intervalo” .
Los teoremas deben enunciarse así, a ser posible sin símbolos. Yo procuro hacerlo siempre
que el resultado lo permite. No lo he hecho en el teorema (1.4) porque quiero que lo hagas
tú. Por ejemplo, la propiedad 5) de dicho teorema debe leerse (y escribirse) en la forma: “una
desigualdad se conserva al multiplicarla por un número positivo” .

1.5 Estrategia. Traducelos símbolos en conceptos. Cuandoleas matemáticas presta atención~
a losconceptos y no retengas símbolos concretos.

1.6 Definición. Se dice que un conjunto no vacío de números reales, A � R, tiene máximo
si hay un número M 2 A que es el mayor de todos los elementos de A, es decir, x 6 M para
todo x 2 A. Cuando esto ocurre, escribimos M D mKax A. Se dice que un conjunto no vacío
de números reales, A � R, tiene mínimo si hay un número m2A que esel menor de todos los
elementos deA, esdecir, m 6 x para todox 2 A. Cuandoesto ocurre, escribimos m D mKınA.

Valor absoluto

El valor absoluto deun número x 2R sedefine como el número:

jx j D
�

x si x > 0

�x si x 6 0

Para trabajar con valores absolutos esútil recordar lasiguiente definición.

1.7 Definición. 2. Para cada número z 2RC
o , representamos por

p
z al único número mayor o

igual que cero cuyo cuadrado es igual a z.

1.2.3.2. Una función aparentemente capr ichosa

Acabamos de definir la función “ raíz cuadrada” . Ahora te propongo unjuego: voy a ha-
certe una pregunta que tú vas a responder de forma inmediata diciendo lo primero que se te
ocurre. La pregunta es la siguiente: dime el valor de

p
x2. Por experiencia sé que la mayoría

de las veces la respuesta es x. Pues si esa ha sido tu respuesta te equivocas. Vuelve aleer la
definición anterior y responde ahora de forma meditada. Confío en que ya tengas la respuesta
correcta que es jxj. En efecto, se tieneque jxj2 D x2 y, además, jxj > 0, por tanto jx j D

p
x2.

Sé por experiencia que muchos estudiantes tienen la idea de que la raíz cuadrada de un
número real positivo es unas veces positiva y otras veces negativa y muchos creen que pue-
de tomar los dos valores y, en este caso, deben pensar que

p
x2 D fx; �xg. Cosas más ra-

ras se han visto. Toda esta “magia” lleva a situaciones bastante extrañas. Por ejemplo, es
sabido que la distancia euclídea entre dos puntos .a; b/ y .c; d/ del plano viene dada por
p

.a � c/2 C .b � d/2. En particular, la distancia entre los puntos .a; b/ D .1; 2/ y .c; d/ D
2Con las herramientas que ahora tenemos no podemos probar la existencia de raíces cuadradas
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.1; 3/ es
p

.1 � 1/2 C .2 � 3/2 D
p

.�1/2 D �1. ¿Unadistancia negativa?No, la raíz cuadra-
da no es una función caprichosa y su definición no deja lugar a dudas: la raíz cuadrada de un
número positivo es también un número positivo.

¿Sabesdedóndeprocede esta confusión tan extendida?Puesvienedemuy atrás, de cuando
en la escuela se aprende (¿realmente se aprende?) a resolver la ecuación de segundo grado
ax2 C bx C c D 0 cuyas soluciones son losnúmeros

�b ˙
p

b2 � 4ac

2a
(1.3)

Ahí está el problema: en el confuso símbolo ˙ delante de la raíz. Eseso lo que lleva amuchos
apensar que las raícescuadradas pueden tomar dosvalores: uno positivo, que corresponde ala
elección del sigo C, y otro negativo que corresponde ala elección del signo� en la expresión
(1.3). Lo máslamentable esquetoda esta confusión noesmásqueproducto delapereza. Verás,
cuandose aprende aresolver la ecuación desegundo grado ax2 C bx C c D 0 (¿realmente se
aprende?) se obtienen las soluciones

�b C
p

b2 � 4ac

2a
;

�b �
p

b2 � 4ac

2a

Como esto es largo de escribir en lapizarra, losprofesores, por pereza, resumen las soluciones
obtenidas en la expresión única (1.3). Eso explica cosas bastante incomprensibles como, por
ejemplo, escribir C

p
3 ¿acaso escribes +7? No, sabes que 7 es un número positivo y parece

totalmente improcedente escribir C7. Entonces, ¿por qué escribir C
p

3? Respuesta, porquep
3 escaprichoso: unas veces puede ser positivo y otras negativo. A esta formade pensar se le

llama magia matemática, está bastante más extendida de lo que puedes creer y no solamente
entre estudiantes. Confío en que tehaya quedado claro sin lugar a dudas que

p
x2 D jxj y que

la raíz cuadrada noes una función caprichosa.

La utili dad de la raíz cuadrada para trabajar con valores absolutos procede de la siguiente
estrategia de procedimiento.

1.8 Estrategia. a) Para probar que dos números positivos son iguales es suficiente probar
que sus cuadrados son iguales.

b) Para probar una desigualdad entre dos número positivos es suficiente probar dicha de-
sigualdad para sus cuadrados.

El enunciado anterior estáhechocomo ami megusta: con palabras y sin símbolos. Ponien-
do símbolos, lo que se dice en el enunciado es que:

Dados a; b 2 RC
o para probar que a D b es suficiente probar que a2 D b2 y para~

probar que a < b es suficiente probar que a2 < b2.

Todolo dicho esconsecuencia deque b2 � a2 D .b � a/.b C a/ y se tiene que b C a > 0.

Geométricamente, jxj representa ladistancia dex al origen, 0, en la recta real. Demanera más
general:

jx � yj D distancia entre x ey

representa la longitud del segmento de extremos x ey.
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Ejercicios propuestos 10

1.9 Teorema (Propiedades del valor absoluto). Para x; y 2 R se verifica que:

i) jxj 6 y es equivalente a �y 6 x 6 y.

ii ) jx yj D jxjjyj.

iii ) jx C yj 6 jxj C jyj y la igualdadseda si, y sólo si, xy > 0 desigualdad triangular.

iv) jjxj � jyjj 6 jx � yj y la igualdadseda si, y sólo si, xy > 0.

Demostración. La primera afirmación es consecuencia inmediata de la definición de valor
absoluto. Paraprobar ii ), iii ) y iv) usaremos la estrategia (1.8).

ii ) Tenemosque jxyj2 D .xy/2 D x2y2 D jxj2jyj2 D .jxjjyj/2.

iii ) Tenemosque

jx C yj2D.xCy/2Dx2C2xyCy2Djxj2C2xyCjyj26jxj2C2jxyjCjyj2D.jxjCjyj/2

La igualdad se dasi, y sólo si, xy D jxyj, esdecir, xy > 0.

iv) Tenemosque

jjxj � jyjj2 D x2 � 2jxyj C y2 6 x2 � 2xy C y2 D .x � y/2 D jx � yj2

La igualdad se dasi, y sólo si, xy D jxyj, esdecir, xy > 0. 2

Terecuerdo quedebes leer de forma correcta laspropiedades anteriores: no tefijesen las letras
sino en los conceptos. Lapropiedad ii ) debes leerla “ el valor absoluto de un producto es igual
al producto de los valores absolutos” . Por su parte, la desigualdad triangular dicedos cosas:

i) El valor absoluto deunasuma es menor o igual que la suma de los valores absolutos.

ii ) El valor absoluto de unasuma es igual a la suma de los valores absolutos si, y sólo si,
todos los sumandos son positivos o todos todos los sumandos son negativos.

1.2.4. Ejercicios propuestos

1. ¿Sabes por qué nose puede dividir por 0?

2. ¿Quéquiere decir que un número noes racional? Demuestra que
p

2 noes racional.

3. Sabiendo que a C b > c C d; a > b; c > d I ¿se verificanecesariamente alguna de las
desigualdades: a > c; a > d; b > c o b > d ? Dar una prueba o uncontraejemplo en
cada caso.
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Ejercicios propuestos 11

4. Seax un número real. Estudia si cada una de las desigualdades

x2 < x y x3 < x2

esconsecuencia de laotra.

5. Calcula para qué valores de x se verifican las desigualdades siguientes.

i)
2x � 3

x C 2
<

1

3
ii )

1

x
C 1

1 � x
> 0

iii ) x2 � 5x C 9 > x iv) x3.x � 2/.x C 3/2 < 0

v) x2 � .a C b/x C ab < 0 vi) 3.x � a/a2 < x 3 � a3 < 3.x � a/x2

6. Prueba las siguientes desigualdades:

a) 0 < x C y � x y < 1 siempre que 0 < x < 1; 0 < y < 1:

b)
1

x
C 1

a C b � x
<

1

a
C 1

b
siempre que 0 < a < x < b:

7. Prueba que cualesquiera sean los números reales positivos a > 0 y b > 0 severificaque

a

2.a C b/
p

b
<

1p
b

� 1p
a C b

8. Calcula para qué valores de x se verifican las siguientes desigualdades.

i) jx � 5j < jx C 1j ii ) jx � 1jjx C 2j D 3

iii ) jx2 � xj > 1 iv) jx � y C zj D jxj � jz � yj
v) jx � 1j C jx C 1j < 1 vi) jx C y C zj D jx C yj C jzj

vii ) jxj � jyj D jx � yj viii ) jx C 1j < jx C 3j

9. Supuesto que
s

t
<

u

v
<

x

y
donde t; v; y 2 RC, prueba que

s

t
<

s C u C x

t C v C y
<

x

y
.

Generaliza este resultado.

10. Prueba cada una de las siguientes desigualdades y estudia, en cada caso, cuándoseda la
igualdad.

a) 2x y 6 x2 C y2:

b) 4x y 6 .x C y/2:

c) x2 C x y C y2 > 0:

d) .a2 C a C 1/.b2 C b C 1/.c2 C c C 1/ > 27abc donde a > 0; b > 0; c > 0.

Sugerencia. Para probar a) considérese .x � y/2. Las demás desigualdades pueden de-
ducirse de a).

11. Demuestra todos los apartados del teorema (1.4) y enúncialos con palabras.
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Ejercicios resueltos 12

12. Sean x ey números distintos de cero. Prueba que las igualdades

1

x C y
D 1

x
C 1

y
;

q

x2 C y2 D x C y

son falsas.

13. Comprueba que
�

.x C 1/ � 1
2
.2x C 1/

�2 D
�

x � 1
2
.2x C 1/

�2
. Por tanto, extrayendo

raícescuadradas, sededuceque .x C 1/ � 1
2
.2x C 1/ D x � 1

2
.2x C 1/, esto esx D x C 1

y, por tanto, 0 D 1. ¿Dónde está el error?

14. Calcula los números reales x que verifican cada una de las igualdades

p
x C 1 �

p
x � 1 D 2;

1p
x � 2

� 1p
x

D 2

3

Comprueba las soluciones obtenidas.

15. Prueba que jxj C jyj C jzj 6 jx C y � zj C jx � y C zj C j�x C y C zj.

16. Sean a, b y c números positivos. Prueba que

a C b C c

abc
6

1

a2
C 1

b2
C 1

c2

17. Pruebaquesi m esun númerosnatural quenoesel cuadrado deningún número natural,
es decir, m ¤ n2 para todo n 2 N, entonces se verificaque

p
m es un número real no

racional.

Sugerencia. Usa la descomposición de m en factores primos.

18. Justificalas siguientes afirmaciones.

a) Lasuma de un número racional y un número irracional esun número irracional.

b) El producto de un número racional no cero por un número irracional es un número
irracional.

c) Lasuma y el producto de dos números irracionales puede ser racional o irracional.

d) Losnúmeros
p

2 C
p

3,
p

6 �
p

2 �
p

3 y

p
5 C 2

3
p

5 C 4
son irracionales.

1.2.5. Ejercicios resueltos

¡Antes dever lasolución deun ejercicio debes intentar resolverlo!

Ejercicio resuelto 1 ¿Sabes por qué no sepuede dividir por 0?

Solución. Si sepudiera dividir por 0, es decir, si hubiera un número que fuera el inverso
del 0, su producto por 0 habría deser igual a1, pero yasabemos que al multiplicar por 0

el resultado es siempre 0. Conclusión: si se pudiera dividir por cero habría de ser 1 D 0,
lo cual es falso. ©
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Ejercicios resueltos 13

Ejercicio resuelto 2 ¿Quéquieredecir queun número noesracional?Demuestraque
p

2 no
es racional.

Solución. Que un número no es racional quiere decir que no puede escribirse como
cocientedenúmerosenteros. Paraprobar queun número esirracional suelerazonarsepor
contradicción: sesupone que el número en cuestión es racional y se llega aunasituación
contradictoria. Una prueba clásicade que

p
2 es irracional es como sigue. Supongamos

que
p

2 fueraracional. Entoncesexistirán númerosnaturalesm y n sin factorescomunes,

en particular m y n no podrán ser ambospares, talesque
p

2D m

n
, esto es, 2n2 Dm2. La

igualdad 2n2 D m2 nos diceque m2 es par lo cual implicaque también tiene que serlo
m. Así podemos escribir m D 2p . Sustituyendoen la igualdad anterior y simplificando
tenemos que n2 D 2p2, y de aquí se sigue, al igual que antes, que n tiene que ser par y
ésta es la contradicción anunciada. ©

Ejercicio resuelto 3 Calcula para qué valores de x se verificaque
2x � 3

x C 2
<

1

3
.

Solución. Claro está, x ¤ �2 (recuerda, no se puede dividir por 0). Como al multiplicar
una desigualdad por un número positivo la desigualdad se conserva, deducimos que si
x > �2, la desigualdad dada equivale a6x � 9 < x C 2, es decir, x < 11=5. Luego
para �2 < x < 11=5 la desigualdad es cierta. Veamos ahora qué pasa si x < �2. En tal
caso, al multiplicar por x C 2 < 0 la desigualdad equivale a6x � 9 > x C 2, es decir,
x > 11=5 condición que no puede darse si x C 2 < 0. En resumen, la desigualdad es
cierta para �2 < x < 11=5.

Otraformadeproceder consiste en utili zar el hecho dequeunadesigualdad esequivalen-
te ala obtenida al multiplicarla por una cantidad positiva. Multiplicando la desigualdad
dada por .x C 2/2 obtenemos que dicha desigualdad equivale ala siguiente

.2x � 3/.x C 2/ <
1

3
.x C 2/2

Haciendo las operaciones indicadas obtenemos que esta desigualdad es lo mismo que
5x2 � x � 22 < 0. Las soluciones de la ecuación 5x2 � x � 22 D 0 son a D �2 y
b D 11=5. Por tanto, 5x2 � x � 22 D 5.x C 2/.x � 11=5/. Resulta así que ladesigualdad
dada equivale a.x C 2/.x � 11=5/ < 0. Teniendoen cuenta que para que un producto
de dos números sea negativo dichos números deben ser uno positivo y otro negativo,
concluimos que debe ser x C 2 > 0 y x � 11=5 < 0, es decir �2 < x < 11=5 (la otra
posibili dad x C 2 < 0 y x � 11=5 > 0 no puede darse). ©

Ejercicio resuelto 4 Calcula para qué valores de x se verificaque

3.x � a/a2 < x 3 � a3 < 3.x � a/x2

Solución. Ladesigualdad del enunciado equivale alas siguientes dos desigualdades:

x 3 � a3 � 3.x � a/a2 > 0I x 3 � a3 � 3.x � a/x2 < 0

Teniendoen cuenta que x 3 � a3 D .x � a/.x2 C ax C a2/, resulta

x 3 � a3 � 3.x � a/a2 D .x � a/.x2 C ax � 2a2/ D .x � a/2.x C 2a/
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Ejercicios resueltos 14

x 3 � a3 � 3.x � a/x2 D .x � a/.�2x2 C ax C a2/ D �2.x � a/2.x C a=2/

Deducimosque ladesigualdad del enunciado severificasi, y sólo si, x ¤ a, x C 2a > 0,
y x C a=2 > 0.

Si a>0 entonces x C2a>x Ca=2 y ladesigualdad se cumplesi, y sólo si, x > �a=2

y x ¤ a.

Si a < 0 entoncesxCa=2 > xC2a y ladesigualdad se cumplesi, y sólo si, x > �2a.©

Ejercicio resuelto 5 Sabiendo que aCb > cCd; a > b; c > d ; ¿severificanecesariamente
alguna de las desigualdades: a > c; a > d; b > c o b > d ? Dar una prueba o un
contraejemplo en cada caso.

Solución. Que las letras no te despisten: lo que te están diciendo es que si la suma de
dosnúmerosdistintos entresí esmayor que lasumadeotrosdosnúmerosdistintos entre
sí, ¿es cierto, por ejemplo, que el mayor del primer par es más grande que el mayor
del segundo par? Está claro que no tiene por qué ser así: los otros sumandos pueden
compensar la diferencia. Por ejemplo 252 C 250 > 500 C 1. Concluimos que no tiene
por qué ser cierto que a > c ni tampoco b > c. El ejemplo 500 C 2 > 251 C 250

prueba que tampoco tiene por qué ser b > d . Intenta ahora buscar un ejemplo en el que
no se cumpla que a > d (pero noledediques más de cinco minutos). ¿Ya?No lo habrás
encontrado porque, si lo piensas un poco, verás que tieneque ser necesariamente a > d .
Intenta demostrarlo (aunque tengas que dedicarle másde cinco minutos).

Lo primero que se le ocurre aunoes escribir a > .c � b/ C d . Si c � b fuera siempre
positivo habríamosacabado (y también habríamosdemostradomásdelo quequeremos),
pero no tiene por qué ser así, por ejemplo 9 C 8 > 2 C 1. La demostración directa no
pareceviable. En estos casos tenemos que intentar un camino indirecto. Probemos que
no puedeocurrir quea6d . Eso esfácil . Fíjate: si fueraa6d , como nosdicen queb < a

y d < c, también sería b < d y a < c; pero entonces a C b < c C d lo que es contrario
a lahipótesis hecha. Luegoconcluimos que a > d . ©

Ejercicio resuelto 6 Supuesto que 0 < a < x < b, prueba que se verifica la siguiente
desigualdad.

1

x
C 1

a C b � x
<

1

a
C 1

b

Solución. En este ejercicio no parece, en principio, cosa fácil deducir la desigualdad
pedida de lashipótesis que nosdan. En estos casos puede intentarse trabajar para atrás,
esdecir, ir convirtiendo ladesigualdad que nos piden probar en otras equivalentes a ella
y más sencill as, hasta llegar aunaqueseamoscapaces dededucir de lahipótesis quenos
dan. Haciendolasoperaciones indicadas, podemos escribir la desigualdad en la forma

a C b

x.a C b � x/
<

a C b

a b

y, como los denominadores son positivos, esto es lo mismo que

.a C b/a b < .a C b/x.a C b � x/

Como a C b > 0 esta desigualdad equivale a ab < x.a C b � x/, esdecir:

0 < ax C bx � x2 � ab D .x � a/.b � x/
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Ejercicios resueltos 15

Pero esta últimadesigualdad esconsecuencia de que lahipótesis hecha, 0 < a < x < b,
la cual implicaque 0 < x � a y 0 < b � x. Y por tanto .x � a/.b � x/ > 0.

Conesto podemosconsiderar quehemosacabado, pero esunabuena costumbredar ahora
lavuelta al razonamiento quehemos seguido, esdecir, deshacer el caminorecorrido para
obtener una prueba directa. ©

Ejercicio resuelto 7 Discutir lavalidezde las igualdades:

a) jx C y C zj D jx C yj C jzj
b) jx � 5j < jx C 1j

Solución. a) En virtud de la desigualdad triangular, la igualdad del enunciado
jx C y C zj D j.x C y/ C zj D jx C yj C jzj, seda si, y sólo si, .x C y/z > 0.

b) En virtud de la estrategia (1.8), la desigualdad jx � 5j < jx C 1j equivale a la
desigualdad jx � 5j2 < jx C 1j2 , esdecir,

x2 � 10x C 25 < x2 C 2x C 1

o sea, 24 < 12x, esto es, x > 2. Esto también puedes comprobarlo representando los
númerosen unarecta en laquefijasun origen y unaunidad: setratadever cuándox está
máscercade 5 que de �1. ©

Ejercicio resuelto 8 Lo que sigue es una generalización del ejercicio propuesto (9).

Sean a1; a2; : : : ; an números reales cualesquiera y b1; b2 : : : ; bn números reales positi -
vos. Sean m y M el menor y el mayor respectivamente de los números

a1

b1

;
a2

b2

; � � � ;
an

bn
:

Entonces, para j D 1; 2; : : : ; n, se verificaque:

m 6
aj

bj
6 M; es decir; mbj 6 aj 6 M bj

y sumandoestas desigualdades:

m

n
X

jD1

bj 6

n
X

jD1

aj 6 M

n
X

jD1

bj ;

dedonde se sigue que:

m 6
a1 C a2 C � � � C an

b1 C b2 C � � � C bn
6 M:

©

Ejercicio resuelto 9 Prueba cadaunadelas siguientesdesigualdades y estudia, en cada caso,
cuándoseda la igualdad.

i) 2xy 6 x2 C y2:

ii ) 4xy 6 .x C y/2:
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iii ) x2 C xy C y2 > 0:

iv) .a2 C a C 1/.b2 C b C 1/.c2 C c C 1/ > 27abc donde a > 0; b > 0; c > 0.

v) abc 6 1 donde a > 0; b > 0; c > 0 verifican .1 C a2/.1 C b2/.1 C c2/ D 8.

Sugerencia: para probar i) considérese .x � y/2. Las demás desigualdades pueden de-
ducirse de i).

Solución.

i) y ii ) Siguiendola sugerencia, que para eso nos ladan, tenemos que

.x � y/2 D x2 C y2 � 2xy > 0

dedonde sededuceque 2x y 6 x2 C y2, y la igualdad ocurre si, y sólo si, x D y.
Si sumas 2xy a ambos lados de la desigualdad 2x y 6 x2 C y2, obtienes que
4x y 6 .x C y/2, y la igualdad ocurre si, y sólo si, x D y.

iii ) Cambiandox por �x en 2x y 6 x2 C y2 resulta 2x y > �.x2 C y2/. Por tanto

x2 C x y C y2 >
1

2
.x2 C y2/

De donde se deduce que x2 C x y C y2 > 0 y la igualdad se da si, y sólo si,
x D y D 0.

iv) Probaremos ahora ladesigualdad .a2 C a C 1/.b2 C b C 1/.c2 C c C 1/ > 27abc

dondesesuponequea > 0; b > 0; c > 0. Lo primero queseobserva esla completa
simetría de la desigualdad propuesta. Puesto que lo único que sabemos de a, b y c

es que son positivos, parecerazonable pensar que si la desigualdad que nos dan es
cierta esporque x2 C x C 1 > 3x cualquiera seax > 0, esdecir, x2 C 1 > 2x, o lo
que es igual .x � 1/2 > 0; lo que escierto (para todonúmero x) y la igualdad seda
si, y solo si x D 1. Sustituyendoahora en x2 C x C 1 > 3x, x D a, x D b, x D c

y multiplicandomiembro a miembro las tres desigualdades resultantes, obtenemos
que

.a2 C a C 1/.b2 C b C 1/.c2 C c C 1/ > 27abc

y la igualdad sedasi, y sólo si, aDbDcD1. ¿Dóndehemosusado quelosnúmeros
a, b y c son positivos?

v) Laúltimadesigualdad propuesta también llamala atención por su simetría. Usando
otravezque0 6 .x � 1/2, sesigue que2x 6 1 C x2. Ahora sustituyes x por a, b y
c, multiplicas miembro amiembro lasdesigualdades obtenidas y has acabado. ©

Fíjate cuánto partido hemos sacado de ladesigualdad elemental .x � y/2 > 0.

Ejercicio resuelto 10 Prueba que el número
p

2 C
p

3 es irracional.

Solución. Para hacer el ejercicio propuesto (18) hay que tener en cuenta que cuando se
efectúan operaciones racionales (suma, producto y cociente) sobreuno o variosnúmeros
racionales volvemos a obtener un número racional. En consecuencia, si realizando con
un número real ˛ y con otros números racionales operaciones racionales obtenemos un
número irracional, podemos afirmar que el número ˛ es irracional.

Por ejemplo, ˛ D
p

2 C
p

3 es irracional pues
˛2 � 5

2
D

p
6. ©
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Principio de inducción matemática 17

1.3. Pr incipio de inducción matemática

El Principio de inducción matemática es un método que se usa para probar que ciertas
propiedades matemáticas se verifican para todo número natural. Considera, por ejemplo, la
siguiente igualdad en laque n2N:

12 C 22 C 32 C � � � C n2 D 1

6
n.n C 1/.2n C 1/ (1.4)

Si ledamosan un valor, por ejemplo nD8, podemoscomprobar fácilmentequelaigualdad co-
rrespondiente escierta. Si ledamosan el valor 1000 yanoes tan fácil comprobar esa igualdad
y se le damos a n el valor 101000 la cosa ya se pone realmente difícil . Pero nosotros queremos
aún más, no nos conformamos con probar que esa igualdad es cierta para unos cuantos miles
o mill ones de valores de n; no, queremos probar que es válida para todo número natural n. En
estos casos esel Principio de inducción matemática el que viene en nuestra ayuda para salvar-
nos del apuro. Para nosotros el principio de inducción matemática es algo que aceptamos, es
decir, puedes considerarlo como unaxioma de la teoría que estamos desarrollando (aunque su
formulación lo hace “casi evidente”).

Principio de inducción matemática. SeaA un conjunto de números naturales, A � N, y
supongamos que:

i) 12A

ii ) Siempre que un número n está en A severificaque n C 1 también está en A.

Entonces A D N.

El Principio de Inducción Matemática es la herramienta básica para probar que una cier-
ta propiedad P .n/ es verificada por todos los números naturales. Para ello se procede de la
siguiente forma:

A) Comprobamos que el número 1 satisfacela propiedad, esto es, que P .1/ escierta.

B) Comprobamos que si un número n satisfacela propiedad, entonces también el número
n C 1 la satisface. Es decir comprobamos que si P .n/ es cierta, entonces también lo es
P .n C 1/.

Si ahora definimos el conjunto M D fn 2 N W P .n/ esciertag, entonces el punto A) nos dice
que12M , y el punto B) nosdicequesiempreque n está en M severificaque n C 1 también
está en M . Concluimos, por el principio de inducción, que M D N, o sea, que P .n/ es cierta
para todo número natural n.

Observaque en B) nosediceque se tengaque probar que P .n/ escierta, sino que hay que
demostrar la implicación lógica P .n/÷P .n C 1/. Para demostrar dicha implicación lo que
hacemos es suponer que P .n/ es cierta. Es por eso que suele llamarse aP .n/ la hipótesis de
inducción.

Puedes imaginar el principio de inducción de la siguiente forma. Considera que cada nú-
mero natural lo representamos por una ficha de dominó y las colocamos en una fila recta in-
terminable. Seguidamente empujamos a laprimerafichasobre lasiguiente (esto esel punto A)
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Principio de inducción matemática 18

anterior: caelaprimera ficha). ¿Caerán todas? Para eso debemos de estar seguros dequesiem-
preque caeunafichatira alaquelesigue, esdecir queladistancia entredosfichascualesquiera
esmenor que la longitud deunaficha(esto esel punto B) anterior: si caelafichan también cae
la n C 1). Cuandoesto es así podemos asegurar que caerán todas las fichas. Probemos, como
ejemplo, la igualdad (1.4).

1.10 Ejemplo. Para todo número natural n2N se verificala igualdad

12 C 22 C 32 C � � � C n2 D 1

6
n.n C 1/.2n C 1/

Demostración. ParanD1 la igualdad sereduce a1D1 que, evidentemente, escierta. Acabade
caer la primera ficha del dominó. Supongamos que dicha igualdad se verificapara un número
n2N (acabade caer lafichan del dominó) y probemosque en tal caso también severificapara
nC 1 (hay queprobar que al caer lafichan tira alafichanC 1). Quelafichan caequieredecir
que

12 C 22 C 32 C � � � C n2 D 1

6
n.n C 1/.2n C 1/ (1.5)

Para que al caer la ficha n también caiga la ficha n C 1, deberemos probar que de la igualdad
anterior sededucelasiguiente igualdad.

12 C 22 C 32 C � � � C n2 C .n C 1/2 D 1

6
.n C 1/.n C 2/.2.n C 1/ C 1/ (1.6)

Tenemos que

12 C 22 C 32 C � � � C n2 C .n C 1/2 Dpor (1.5) D 1

6
n.n C 1/.2n C 1/ C .n C 1/2D

D1

6
.n C 1/

�

n.2n C 1/ C 6.n C 1/
�

D

D1

6
.n C 1/.2n2 C 7n C 6/D

D1

6
.n C 1/.n C 2/.2n C 3/

Que es justamente la igualdad (1.6). Concluimos, en virtud del principio de inducción, que la
igualdad del enunciado es cierta para todon2N. �

Lademostración del siguiente lema esotro ejemplo del principio de inducción.

1.11 Lema. Si el producto de n números positivos es igual a 1, entonces su suma es mayor o
igual que n. Y la suma es igual a n si, y sólo si, todos ellos son iguales a 1.

Demostración. Para cada número natural n, sea P .n/ la proposición “ si el producto de n

números positivos es igual a 1, entonces su suma es mayor o igual que n” . Demostraremos
por inducción que P .n/ es verdadera para todo n 2 N. Trivialmente P .1/ es verdadera.
Supongamos queP .n/ esverdadera. Consideremos n C 1 números positivos no todos iguales
a 1 cuyo producto seaigual a 1. En tal caso alguno de dichos números, llamémosle x1, tiene
que ser menor que 1 y otro, al que llamaremos x2, tiene que ser mayor que 1. Notando
x3; � � � ; xnC1 los restantes números se tiene que:

.x1x2/x3 � � � xnC1 D 1
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Principio de inducción matemática 19

Por tanto x1x2; x3; � � � ; xnC1 son n números positivos con producto igual a 1 por lo que:

x1x2 C x3 C � � � C xnC1 > n (1.7)

Como 0 < .1 � x1/.x2 � 1/, tenemos que:

x1 C x2 > 1 C x1x2 (1.8)

De (1.71) y (1.8) sesigue que:

x1 C x2 C x3 C � � � C xnC1 > n C 1

Observaqueladesigualdad obtenida esestricta. Hemosprobadoasí queP .nC1/ esverdadera.
Concluimos, por el principio de inducción, que la afirmación del enunciado es verdadera para
todo número natural n. 2

Notación. Dados n números a1; a2; � � � ; an representamos la suma de todos ellos por
n

X

jD1

aj y

el producto de todos ellos por
n

Y

jD1

aj .

En el siguiente teorema se estableceuna de las desigualdades másútiles del Cálculo.

1.12 Teorema (Desigualdad de las medias). Cualesquiera sean los números positivos
a1; a2; � � � ; an se verifica que:

n
p

a1a2 � � � an 6
a1 C a2 C � � � C an

n
(1.9)

Y la igualdadse dasi, y sólo si, a1 D a2 D � � � D an.

Demostración. Basta poner G D n
p

a1a2 � � � an y xi D ai

G
; 1 6 i 6 n, Claramente se verifica

que x1x2 � � � xn D 1 por lo que, en virtud del lema anterior,
n

X

iD1

xi > n es decir
n

X

iD1

ai > nG

que es la desigualdad que queremos probar. Se da la igualdad solamente cuando xi D 1; para
i D 1; 2; : : : ; n, es decir, cuando a1 D a2 D � � � D an. 2

Los números n
p

a1a2 � � � an y
a1 C a2 C � � � C an

n
se llaman, respectivamente, medias geo-

métrica y aritmética de a1; a2; � � � ; an. Ladesigualdad de lasmedias tiene interesantes aplica-
ciones a problemas de extremos. Unaútil consecuencia de ella se expone a continuación.

1.13 Corolar io. Sean fi ; 1 6 i 6 n; funciones positivas definidas en unconjunto A � R y
supongamos que en un punto a 2 A se verifica que f1.a/ D f2.a/ D � � � D fn.a/.

i) Si el producto de las funciones esconstante, se verifica que

n
X

iD1

fi.a/ 6

n
X

iD1

fi.x/ para todox 2A:
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Principio de inducción matemática 20

ii ) Si la suma de las funciones esconstante, se verifica que:

n
Y

iD1

fi.x/ 6

n
Y

iD1

fi.a/ para todox 2A:

Demostración. Lo afirmado en i) y ii ) es consecuencia directa de que, para todo x 2 A se
verifica

n

p

n
Y

iD1

fi.x/ 6

n
X

iD1

fi.x/

n

y seda la igualdad si, y sólo si, los números f1.x/; f2.x/; � � � ; fn.x/ son todos iguales. 2

¿Hasleídocorrectamente el corolario anterior?Tevoy a ayudar. Lo quedice eslo siguiente.

i) La suma de funciones positivas cuyo producto es constante alcanzasu valor mínimo en
cualquier punto en el que dichas funciones sean todas iguales.

ii ) El producto de funciones positivas cuya suma es constante alcanza su valor máximo en
cualquier punto en el que dichas funciones sean todas iguales.

El principio de inducción matemática puede aplicarse en muchas situaciones en las que, a
primera vista, no aparecen para nada los números naturales. Por ejemplo, una proposición re-
ferente atodos lospolinomios podría probarse por inducción sobre el grado del polinomio. Un
teorema sobre matrices cuadradas podría probarse por inducción sobre el orden de lamatriz.

Probaremos a continuación una útil i gualdad algebraica conocida como fórmula del bi-
nomio de Newton. Para establecer esta igualdad necesitamos definir los llamados coeficientes
binómicos. Dados dos números enteros n > k > 0 se define:

�

n

k

�

D n!

k!.n � k/!
donde n! D

n
Y

pD1

p

Es decir, n! es el producto de todos los números naturales menores o iguales que n. Se define
también 0! D 1. La igualdad

�

n

k � 1

�

C
�

n

k

�

D
�

n C 1

k

�

.1 6 k 6 n/ (1.10)

es de comprobación inmediata. A partir de ella se prueba fácilmente, por inducción sobre n,
que

�

n
k

�

esun número entero positivo.

1.14 Teorema (Fórmula del binomio de Newton). Cualesquiera sean los números reales
a; b y el número natural n se verifica que:

.a C b/n D
n

X

kD0

�

n

k

�

an�kb k :
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Ejercicios propuestos 21

Demostración. Para n D 1 la igualdad del enunciado es trivialmente verdadera. Supongamos
que dicha igualdad severificapara n 2 N. Entonces:

.a C b/nC1 D .a C b/.a C b/n D .a C b/

"

n
X

kD0

�

n

k

�

an�kb k

#

D
n

X

kD0

�

n

k

�

anC1�kb k C
n

X

kD0

�

n

k

�

an�kb kC1 D

D
n

X

kD0

�

n

k

�

anC1�kb k C
nC1
X

kD1

�

n

k � 1

�

anC1�kb k

D anC1 C b nC1 C
n

X

kD1

��

n

k

�

C
�

n

k � 1

��

anC1�kb k D

D
nC1
X

kD0

�

n C 1

k

�

anC1�kb k

Lo que prueba la validez de la igualdad para n C 1. En virtud del principio de inducción,
concluimos que la igualdad del enunciado escierta para todon2N. 2

La inducción matemática esun proceso demostrativo

Considera la expresión 991n2 C 1. Con un ordenador puedes comprobar que si evalúas
esta expresión para n D 1; 2; 3; : : : ; 1000; : : : ; 100000 los valores obtenidos no son cuadrados
perfectos. ¿Debemos concluir que para todo número natural n se verifica que 991n2 C 1 no
es un cuadrado perfecto? Pues no. Entre los números de la forma 991n2 C 1 hay cuadrados
perfectos. . .¡el valor mínimo de n para el cual 991n2 C 1 es un cuadrado es el número n D
12055735790331359447442538767 !

Con eso te indico que hay que ser precavido: no basta comprobar la veracidad de una
expresión para unos cuantos valores de n para concluir que dicha expresión escierta para todo
n. Lahistoria de las matemáticas está llena de este tipo de errores.

1.3.1. Ejercicios propuestos

19. Prueba, usandoel principio deinducción, quelas siguientesafirmaciones sonciertaspara
todo n2N.

a) 3n � 1 esdivisible por 2.

b) n3 C 5n esmúltiplo de 6.

c) 32n � 1 esmúltiplo de 8.

d) n5 � n es divisible por 5.

e) n3 � n C 1 no esdivisible por 3.
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20. Dado un número x ¤ 1, prueba por inducción la fórmulapara lasumadeunaprogresión
geométrica:

1 C x C x2 C x3 C � � � C xn D xnC1 � 1

x � 1

Deducedirectamente este mismo resultado poniendoS D 1 C x C x2 C x3 C � � � C xn,
multiplicandoS por x y despejandoS entre lasdos igualdades obtenidas.

21. Prueba, usandoel principio de inducción, que para todon2N se verificala igualdad

1 C 1

1 � 3
C 1

3 � 5
C 1

5 � 7
C � � � C 1

.2n � 1/.2n C 1/
D n

2n C 1

22. Prueba, usandoel principio de inducción, que para todon2 N se verifican las desigual-
dades siguientes.

a)
p

n 6 1 C 1p
2

C 1p
3

C � � � C 1p
n

6 2
p

n

b) 1 C 1

2
C 1

3
C 1

4
C � � � C 1

2n
> 1 C n

2

c)
1 � 3 � 5 � � � .2n � 1/

2 � 4 � 6 � � � .2n/
6

1p
1 C 3n

23. Demuestraque cualquier conjunto denúmero reales, con un número finito de elementos,
tiene máximo y mínimo.

24. Demuestra que si la igualdad

2 C 4 C 6 C � � � C 2n D n2 C n C 2

es verdadera para un número natural n > 2 también lo es para n � 1. Sin embargo, esta
igualdad noes válida para n D 1. ¿Qué deduces de esto?

25. Prueba que, usandosolamente dos colores, es posible colorear todas las regiones que se
forman al trazar n circunferencias en el plano de forma que regiones adyacentes tengan
distinto color. Se entiende que dos regiones son adyacentes cuando tienen un arco de
circunferencia como frontera común.

Sugerencia. Puedehacerse razonando por inducción sobre n. También hay otra formade
hacerlo directamente muy sencill a eingeniosa.

26. Vamos a probar que todas las niñas tienen los ojos del mismo color. Para ello vamos a
usar el principio de inducción para probar que la afirmación siguiente:

P .n/ = En todo grupo den niñas todas lasniñas del grupotienen igual color
deojos

escierta para todon2N.

A) En unconjunto formado por una única niña, esevidente que todas las niñas dedicho
conjunto tienen el mismo color deojos. Por tanto P .n/ es cierta para n D 1
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B) Supongamos queP .n/ escierta, esdecir quepara todoconjunto formado por n niñas
severificaque todas las niñas del conjunto tienen el mismo color deojos.

Consideremos ahora un conjunto formado por n C 1 niñas. Quitamos una niña del con-
junto y nosqueda unconjunto formado por n niñas, lascuales, por lahipótesis de induc-
ción, tienen el mismo color deojos. Ahoradevolvemos al conjunto laniñaquehabíamos
sacado ysacamos otra. Volvemos arazonar como antes y deducimos que laniña queha-
bíamos sacado también tiene el mismo color deojos que lasdemásn niñasdel conjunto.
Por tanto las n C 1 niñas tienen todas ellas igual color de ojos. Como hay una niña con
ojos azules, deducimos que todas las niñas tienen ojos azules.

¿Dónde está el error en este razonamiento?

27. En uncircuito circular hay n coches iguales. Entre todos ellos tienen justamente lagaso-
linaquenecesita uncoche para recorrer unavez el circuito completo. Pruebaque alguno
de los n coches puede recorrer el circuito completo.

Sugerencia. Razona por inducción. Observa que no sabemos en qué lugar del circuito
están situados los coches.

28. Prueba que para todo número natural n > 1 severifican lasdesigualdades siguientes.

1 � 3 � 5 � � � .2n � 1/ < nnI n! <

�

n C 1

2

�n

Sugerencia: Usa ladesigualdad de lasmedias.

29. Dados n números positivos a1; a2; : : : ; an prueba las siguientes desigualdades.

i)
a1

a2

C a2

a3

C � � � C an�1

an
C an

a1

> n;

ii )
n

1=a1 C 1=a2 C � � � C 1=an
6

n
p

a1a2 � � � an;

iii ) .a1 C a2 C � � � C an/

�

1

a1

C 1

a2

C � � � C 1

an

�

> n2.

¿Cuándolasdesigualdades anteriores son igualdades?

Sugerencia: Usa ladesigualdad de lasmedias.

30. Sean a, b números positivos distintos y n2N. Utili za la desigualdad de las medias para
probar que:

abn <

�

a C nb

n C 1

�nC1

:

Deduceque para todo número natural n se verificaque:

�

1 C 1

n

�n

<

�

1 C 1

n C 1

�nC1

; y

�

1 C 1

n C 1

�nC2

<

�

1 C 1

n

�nC1

Los siguientes ejercicios pueden hacerse usando la desigualdad de las medias o bien el
corolario (1.13).
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31. Prueba que el cuadrado es el rectángulo de máxima áreapara un perímetro dado y de
mínimo perímetro para unáreadada.

32. Prueba que el cuboesel ortoedro de máximo volumen para una superficie lateral dada y
demínima superficie lateral para un volumen dado.

33. Pruebaque el triángulo equilátero esel triángulo que tiene máxima áreapara un períme-
tro dado y de mínimo perímetro para unáreadada.

Sugerencia. Si a; b; c son las longitudes de los lados y p D .a C b C c/=2 esel semipe-
rímetro, entonces, según la fórmula de Heron de Alejandría, el área, A, viene dada por
A D

p

p.p � a/.p � b/.p � c/.

34. Calcula el rectángulo demayor áreainscrito en la elipsede ecuación
x2

a2
C y2

b2
D1, donde

a > 0; b > 0.

35. Calcula el ortoedro de mayor volumen inscrito en el elipsoide de ecuación

x2

a2
C y2

b2
C z2

c2
D 1

donde a > 0; b > 0; c > 0.

36. Calcula la distancia mínima del origen a la superficie en R3 de ecuación xyz D 27. En
otras palabras, si E D f.x; y; z/ 2 R3 W xyz D 27g, lo quesepide escalcular el mínimo
del conjunto de números reales C D f

p

x2 C y2 C z2 W .x; y; z/ 2 Eg.

1.3.2. Ejercicios resueltos

¡Antes dever lasolución deun ejercicio debes intentar resolverlo!

Ejercicio resuelto 11 Sean a, b números positivos distintos y n 2 N. Utili za la desigualdad
de las medias para probar que:

abn <

�

a C nb

n C 1

�nC1

(1.11)

Deduceque para todo número natural n se verificaque:

�

1 C 1

n

�n

<

�

1 C 1

n C 1

�nC1

; y

�

1 C 1

n C 1

�nC2

<

�

1 C 1

n

�nC1

(1.12)

Solución. Ladesigualdad (1.11) sededucede ladesigualdad de lasmedias

nC1
p

a1a2 � � � ananC1 6
a1 C a2 C � � � C an C anC1

n C 1

haciendoa1 D a2 D � � � D an D b, anC1 D a y elevandoa la potencia n C 1.
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Haciendoahora a D 1 y b D 1C 1

n
en (1.11) seobtiene laprimeradesigualdad de(1.12).

Finalmente, susstituyendoen (1.11) n por nC 1 a D 1 y b D 1� 1

n
, seobtiene lasegunda

desigualdad de (1.12). ©

Ejercicio resuelto 12 Pruebaque el cuboesel ortoedro demáximo volumen paraunasuper-
ficie lateral dada y de mínima superficie lateral para un volumen dado.

Solución. El volumen de un ortoedro cuyas aristas tienen longitudes a; b; c viene dado
por V D abc y su superficie lateral por S D 2.ab C bc C ca/. Puesto que

3
p

.ab/.bc/.ca/ 6
ab C bc C ca

3
.1/

o, lo que es igual,
3
p

V 2 6 S=6, deducimos que para un volumen dado, V , la superficie
lateral S es mínima cuando tengamos que S=6 D 3

p
V 2, es decir que en .1/ se de la

igualdad lo que ocurre si, y sólo si, a D b D c (el ortoedro es un cubo).

Análogamente, para un valor dado de la superficie lateral, S , tendremos que V es máxi-
mo cuando

3
p

V 2 D S=6, lo que, segúnacabamos dever, sólo ocurre cuandoel ortoedro
esun cubo. ©

Ejercicio resuelto 13 Calcula el rectángulo de mayor áreainscrito en la elipse de ecuación
x2

a2
C y2

b2
D 1, donde a > 0; b > 0.

Solución. Sean .˛; ˇ/ las coordenadas del vérticedel rectángulo situado en el cuadrante
positivo del plano (˛ > 0; ˇ > 0). El áreadel rectángulo es igual a 4˛ˇ. El problema,
pues, consiste en hallar el máximo del producto ˛ˇ cuando˛ y ˇ verifican que

˛2

a2
C ˇ2

b2
D 1 .1/

Supuesto que ˛ y ˇ satisfacen .1/, en virtud de la desigualdad de las medias, tenemos
que

˛ ˇ D
q

˛2ˇ2 D ab

s

˛2

a2

ˇ2

b2
6

ab

2
.2/

La igualdad en .2/ se da si, y sólo si,
˛2

a2
D ˇ2

b2
, lo que junto con .1/ equivale aque

˛2

a2
D ˇ2

b2
D 1

2
, es decir, ˛ D ap

2
; ˇ D bp

2
. Por tanto el máximo valor del áreade un

rectángulo inscrito en la elipse es 2ab. ©

Ejercicio resuelto 14 Calcula la distancia mínima del origen a la superficie en R3 de ecua-
ción xyz D 27. En otras palabras, si E D f.x; y; z/ 2 R3 W xyz D 27g, lo quesepide es
calcular el mínimo del conjunto denúmerosrealesC D

˚
p

x2 C y2 C z2W.x; y; z/ 2 E
	

.

Solución. Para todo.x; y; z/2E severificaque

x2 C y2 C z2 > 3
3

q

.xyz/2 D 3
3

q

.27/2 D 27

Puesto que .3; 3; 3/2E y
p

32 C 32 C 32 D
p

27, deducimos que mKın.C / D
p

27. ©
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1.4. Complementos

1.4.1. Números y medida demagnitudes. Segmentos inconmensurables.

Estamos tan acostumbrados a contar que cuesta trabajo imaginar un mundosin números.
Pero así fue, nocreo quenadie lo dude, durante muchísimo tiempo. Incluso en nuestros días se
tienen noticiasdetribusaisladasquenosaben contar másalláde cuatro ocinco objetos; cuando
tienen que referirse auna cantidad mayor emplean una expresión que quiere decir “muchos” .
Esfrecuente también que en los lenguajesprimitivos seutili cen palabrasdistintasparadesignar
números iguales cuandoéstos se refieren adiferentes clases deobjetos. Poco apoco, conforme
los primitivos grupos tribales fueron organizándose en sociedades cada vez más complejas,
los hombres fueron capaces de abstraer el proceso de contar colecciones concretas de objetos
elaborandoasí el concepto de “número abstracto” . . .!Que anosotros nos parecetan natural!

Una vez que los hombres aprendieron a contar objetos, el paso siguiente fue usar los nú-
meros para medir magnitudes tales como longitudes, superficies, volúmenes o tiempos. Este
proceso requiere bastante ingenio. Consideremos, para fijar ideas, que queremos expresar nu-
méricamente la longitud deunsegmento de recta AB . Lo primero quehay quehacer eselegir
una unidad de medida que será otro segmento OU y comparar ambos. Puede ocurrir que AB

contenga un número exacto, m, de veces a OU . En tal caso podemos escribir simbólicamente
AB Dm OU . El número m representa entonces la medida de AB respecto de OU . Lo más
frecuente, no obstante, es que OU no esté contenido un número exacto de veces en AB. En
tal caso podemos dividir OU en un cierto número, n, de partes iguales con la esperanza de
que, al tomar como nuevaunidad demedidaunade estaspartes, OU 0, resulteque AB conten-
ga un número exacto, m, de veces a OU 0. Cuandoesto es así se diceque los segmentos AB

y OU son conmensurables. Esto quiere decir que admiten una unidad de medida común: el
segmento OU 0. Podemosescribir AB Dm OU 0. Por otraparte OU Dn OU 0. Podemosahora
usar los números m; n para hacernos una ideade cómo es AB comparado con OU ; esto es
lo quese expresa diciendo que la razón de AB respecto de OU es m W n (léase m sobre n).
Con el paso del tiempo el símbolo m W n que, en sus orígenes, como acabamos de explicar,
representaba la razón de(las longitudes) dedos segmentos quedó desprovisto desu significado
original y pasó aser considerado simplemente como unnúmero naciendo de esta forma losnú-
meros racionales (cuyo nombre alude, precisamente, a que tales números representan razones
de segmentos conmensurables).

Volviendo a la situación antes descrita, pareceintuitivo que, cualquiera sea el segmento
AB, dividiendo OU en un número, n, suficientemente grandedepartes iguales, podemoscon-
seguir que lanuevaunidad demedida, OU 0, esté efectivamente contenida un número exacto de
veces en AB. En otras palabras, pareceque dos segmentos cualesquiera deben ser conmensu-
rables. Pues bien, la intuición aquí nos engaña, y ese fue el extraordinario descubrimiento que
realizaron los pitagóricos, probando que la diagonal de un cuadrado noes conmensurable con
el lado. En efecto, si OU es el lado y AB la diagonal, y suponemos que ambos admiten una
unidad de medida común OU 0, tendremos que OU D n OU 0, y AB D m OU 0 para conve-
nientes números naturales m; n. Pero, en virtud del teorema de Pitágoras, 2.OU /2 D .AB/2,
y deducimos que 2n2.OU 0/2 D m2.OU 0/2, por lo que debe ser 2n2 D m2. Veamos que esto
lleva auna contradicción. Podemos suponer que m y n no tienen factores comunes (si los
tuvieran se losquitamos) y, en particular, m y n no son ambos pares. La igualdad 2n2 D m2
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nos diceque m2 es par lo cual implicaque también tiene que serlo m. Así podemos escribir
m D 2p . Sustituyendo en la igualdad anterior y simplificando tenemos que n2 D 2p2, y de
aquí sesigue, al igual que antes, que n tiene que ser par y ésta es la contradicción anunciada.

Podemos dar la siguiente interpretación a lo antes visto. Si consideramos los números ra-
cionales puestos sobre una recta, en la cual se han fijado el 0 y el 1, y con uncompás centrado
en el origen trazamos un círculo de radio igual a la longitud de la diagonal de un cuadrado de
lado unidad, dicho círculo corta ala recta en un punto de lamismaquenoesracional. En otras
palabras “en la recta racional hay huecos” .

A la vista de este sorprendente resultado y puesto que, claramente debe haber algún nú-
mero que represente la medida de la diagonal con respecto al lado de un cuadrado, podemos
decir que dicho “número” no puede ser racional y, en consecuencia, los números racionales
no son suficientes para medir magnitudes. Aparece así la necesidad de ampliar el concepto
de número. Pues bien, ¡se necesitaron casi 2.500 años para llevar a cabo esa tareade forma
satisfactoria! Los nuevos números se llamaron irracionales porque no representan razones de
segmentos conmensurables, y una teoría satisfactoria de ellos fue desarrollada por los mate-
máticos Georg Cantor (1845-1918) y Richard Dedekind (1831-1916). Los números racionales
junto con los irracionales se llaman, indistintamente, números reales.

1.4.1.1. La razón áurea y el pentagrama

ABCD

Figura1.1. El pentagramapitagórico

Aunque suele usarse el teorema de Pitágoras
para probar la existencia de magnitudes incon-
mensurables, pareceser que fue un pitagórico,
Hipaso de Metaponto, quien en el siglo V a.C.,
al estudiar laspropiedadesgeométricasdel pen-
tagrama(ver fig.1.1), descubrió la existenciade
los números irracionales. Para los pitagóricos
el pentagrama eraunsímbolo de la “perfección
matemática” del Universo y, paradójicamente,
en el pentagrama se escondía la prueba de que
los números racionales no eran suficientes, co-
mo los pitagóricos creían, para describirlo. Las

razones de los segmentos AD, BD, CD y BC son todas ellas iguales a la razón áurea.

AD

BD
D BD

CD
D CD

BC
D 1 C

p
5

2

Como dicho número es irracional, los segmentos considerados son inconmensurables. El nú-

mero
1 C

p
5

2
es uno de los más famosos de las Matemáticas. Si en Google buscas “razón

áurea” te saldrán más de cien mil páginas. Eso en español, porque si buscas en inglés “golden
section” obtendrás casi cuatro mill ones depáginas. El poeta Rafael Alberti dedicó un hermoso
soneto a la “razón áurea”.
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A la divina proporción

A ti, maravill osa disciplina,
media, extrema razón de la hermosura,
que claramente acata la clausura
viva en lamalla de tu ley divina.
A ti, cárcel feliz de la retina,
áureasección, celeste cuadratura,
misteriosa fontana de mesura
que el Universo armónico origina.
A ti, mar de los sueños angulares,
flor de las cinco formas regulares,
dodecaedro azul, arco sonoro.
Luces por alas un compás ardiente.
Tu canto esuna esfera trasparente.
A ti, divina proporción de oro.

R. Alberti

Volviendoalospitagóricos, ellospensaban que el número era el fundamento último detoda
realidad. Hoy vivimosen unmundo digitalizado: lamúsicaque escuchas, laspelículasqueves,
la televisión digital y tantas más cosas de uso cotidiano son, en su esencia, números. Parece
que los pitagóricos no estaban del todoequivocados.

Pitágoras, junto con su maestro Talesde Mileto, y también Anaximandro y Anáximenes,
sin olvidar aDemócrito y algunos másde los que queda memoria y que tú mismo puedes con-
sultar en Wikipedia, todos ellos eran matemáticos y filósofos. ¿Casualidad? Ni mucho menos.
Lo que hoy llamamos Cultura Occidental nacede una gran blasfemia, a saber, la afirmación
deque la realidad puede ser comprendida y explicada racionalmente. Frente alos relatos mito-
lógicos y a los caprichosos dioses imprevisibles, la afirmación insolente de que la inteligencia
humana puede desentrañar por sus propios medios el funcionamiento del Universo. Y ¿qué
produce la inteligencia humana cuando empieza aindagar sobre la Naturaleza?Matemáticas
y Filosofía. Las Matemáticas, por su propia naturaleza, tienen uncampo mucho más restringi-
do que el de la Filosofía pero, en cambio, son extraordinariamente eficaces. La palabra griega
�˛���˛, que se leemathema, significaconocimiento.

El Libro del Universo está escrito en el lenguajede lasmatemáticasy suscaracte-
res sontriángulos, círculosy otrasfigurasgeométricas, sin lascualesesimposible
entender ni una palabra; sin ellos escomo girar vanamente en un oscuro laberin-
to. Galil eo Galil ei

1.4.1.2. Medimoscon números racionales

Acabamos de ver que hay segmentos inconmensurables; es decir, elegida una unidad para
medir, hay medidas que no pueden expresarse con números racionales. Pero la intuición nos
dice que a cada medida debe corresponder un único número. En consecuencia, tenemos que
admiti r lanecesidad deotrosnúmeros, ademásdelosracionales, para lograr que a cadamedida
le corresponda un número. Estos son los números irracionales (sobre los que falta por decir
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algo importante como veremos más adelante). Debes darte cuenta de que se trata de una nece-
sidad teórica: en el mundoreal de cadadíasolamentehay números racionales. Losordenadores
trabajan con números racionales (otra cosadiferente esquepuedan representar simbólicamente
números irracionales). ¿Quiere esto decir que podríamos prescindir de los números irraciona-
les? En absoluto. Por muchas razones. En primer lugar, los números racionales e irracionales
juntos proporcionan la estructura básica del Análisis Matemático: el cuerpo de los números
reales R. Dicha estructura es el soporte de las herramientas del cálculo diferencial e integral
y de la teoría de Ecuaciones Diferenciales. La demostración de la existencia de soluciones
de muchos problemas y la construcción de técnicas eficaces para obtener dichas soluciones,
ya seade forma exacta o con aproximación tan buena como se desee, se fundamenta en las
propiedades matemáticas de R. Aunque un ingeniero exprese los resultados de sus cálculos
mediante números racionales, escritos usualmente en forma decimal, para realizar los cálculos
habrá tenido que usar herramientas (derivadas, integrales, ecuaciones diferenciales,...) que no
tendrían sentido sin los números reales. En fin, sin R ni siquiera podríamos demostrar que hay
un número cuyo cuadrado es igual a2.

Lo anterior tiene una enseñanza: las Matemáticas elaboran, a partir de la observación de
la realidad, estructuras ideales que pueden parecer muy lejanas de la realidad que las motivó
inicialmente, pero queson herramientasmuy útilesparaobtener información yresultados sobre
ésa realidad que deotra forma no podrían obtenerse ni siquiera plantearse.

1.4.2. Hacer matemáticas

En este Capítulo hemos hablado de axiomas, deducción lógica, demostraciones, teore-
mas,. . . . Espero que ya tengas una idea de lo que significa la afirmación “ las Matemáticas
son una ciencia deductiva”, porque ese es uno de los objetivos que me propuse al escribir este
Capítulo. Pero no quiero que pienses que las Matemáticas se reducen a un formalismo axio-
mático lógico – deductivo. Esa es solamente una parte, y quizás no la más atractiva, de las
Matemáticas. Las teorías matemáticas antes de llegar a esa “helada perfección axiomática” se
desarrollan deuna formanomuy diferente alasdemásciencias: por aproximaciones sucesivas,
experimentación, intuiciones, analogías,. . . . Por eso hay que distinguir entre la “Matemática
hecha” y la ”Matemática que se está haciendo”. La primera quizás puede vivir en el universo
platónico de las ideas puras, pero la segunda “está contaminada de realidad” y constituye una
actividad profundamente humana en la que se avanza tanteando, cometiendo errores,. . .como
en las demás ciencias. He tomado prestada una frase del historiador de las Matemáticas W. S.
Anglin porque expresa muy bien lo que quiero decirte. Dice así:

Las matemáticas no son un prudente recorr ido por una autopista despejada, sino
un viaje a lo salvaje ya lo desconocido, en el cual los exploradores se pierden a
menudo. El rigor, la perfección lógico-deductiva, es una señal de que los mapas
ya hansido trazados, y de que los auténticos exploradores se han ido a alguna
otra parte.

El reconocido matemático Paul R Halmos, expresa la misma idea como sigue.

Las matemáticas no son unaciencia deductiva: eso es un tópico. Cuandose trata
de probar un teorema, no se haceunalista con las hipótesis y luego se empieza a
razonar. No, uno prueba, se equivoca, experimenta, conjetura . . .
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Y también dice:

La razón deser deunmatemático noesotra que la deresolver y proponer proble-
maspues dicha actividadconstituye el corazón de las matemáticas.

La parte más atractiva de las Matemáticas es justamente el desafío intelectual que constituyen
los problemas. Algunos problemas famosos tienen unenunciado muy sencill o. Por ejemplo, la
conjetura de Collatz propone el siguiente juego. Elige atu gusto un número n2N:

� Si el número n es par, sedivide por 2 para obtener el número m D n=2.

� Si el número n es impar, se multiplica por 3 y se suma 1 para obtener el número
m D 3n C 1.

Esteproceso serepiteseguidamente partiendo del número m obtenido yasí sucesivamente. Por
ejemplo, partiendo den D 61 seobtienen los siguientes resultados:

f61; 184; 92; 46; 23; 70; 35; 106; 53; 160; 80; 40; 20; 10; 5; 16; 8; 4; 2; 1g

Una vezobtenido 1como resultado se repite indefinidamente el grupo f4; 2; 1g. La conjetura
es que siempre se acaba obteniendo 1. Con ayuda de ordenadores se ha comprobado que la
conjetura es cierta para números más pequeños que 258 D 288 230 376 151 711 744 ¡Pero eso
no es una demostración matemática!

Otro problemadel quenosesabe larespuesta es si hay infinitasparejasdeprimosgemelos.
Se llaman primosgemelosa lasparejasdenúmerosprimosquesediferencian en dosunidades.
Por ejemplo .17; 19/; .29; 31/; .1000000000061; 1000000000063/.

Resolver problemas es una actividad intelectual que puede tener mucho de juego. Quizás
estéspensando“bueno, todoeso estámuy bien, pero ¿cómo puedo participar yo en ese juego?”
Bueno, serequiere alguna preparación y tiempo yseguramente tú ahora estásempezando, pero
tienes una forma de participar en el juego que es hacer ejercicios. Es verdad que un ejercicio
no es lo mismo que un problema. Los ejercicios son más mecánicos, con ellos se trata de que
compruebes si hasentendido correctamente losconceptos y los resultados teóricos y si eresca-
pazdeusarlos en situaciones sencill as. Pero no dejan deser un pequeño desafío. Si el ejercicio
está ahí es porque tienes las herramientas para resolverlo. El tiempo que dediques a resolver
ejercicios nuncaserá tiempo perdido. Incluso si no te salen, porque se puede aprender más de
unejercicio quenose logra resolver pero quesetrabaja con interés, quedeuno queseresuelve
a primera vista. Resolver ejercicios junto con tus compañeros o consultarlos con tus profe-
sores es una forma estupenda de estudiar. En mi página Web puedes leer algunas sugerencias
respecto a la actitud apropiada y estrategias útiles para resolver ejercicios.

1.4.3. Algunas razones para estudiar matemáticas

Vivimos rodeados de matemáticas. Suelen pasar desapercibidas pero están ahí haciendosu
trabajo. Tarjetas de crédito, códigos de barras, teléfonos móviles, animación gráfica, las mo-
dernas técnicas de radiodiagnóstico. . . , detrás de todo eso hay herramientas matemáticas que
hacen posible su funcionamiento. No hay dudadeque lasMatemáticas sonextraordinariamen-
te eficaces. Ese llamativo acuerdo de las Matemáticas con el mundoreal no deja de resultar
bastante sorprendente.
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El milagro de la adecuación del lenguaje de la Matemática para la formula-
ción de las leyes físicas es un donmaravill oso que ni entendemos ni merecemos.
E.P. Wigner, Premio Nobel de Física1972

Dosmatemáticos JohnVon Neumann y Alan Mathison Turing fueron los creadores de los mo-
dernos computadores y los fundadores de laCienciade laComputación. Algunasde las teorías
matemáticas más abstractas, como la Teoría de Números o la de Categorías han encontrado
aplicaciones para el desarrollo desoftware. LasMatemáticas sonel lenguajedelasCienciasFí-
sicas(Física, Astronomía, Química,. . .) pero también, cadavezmás, delasCienciasBiológicas
y Médicas y de las Ciencias Sociales (Economía, Geografía, Psicología,. . .). Las Matemáticas
aportan a todas estas Ciencias sus propios métodos, asaber:

� Definiciones precisas.

� Razonamientos rigurosos.

� Métodos de representación simbólica.

� Formulación correcta de problemas.

� Modelos matemáticos para manejar situaciones muy complejas.

� Unagran variedad de técnicas (estadísticas, de cálculo, algebraicas, simbólicas,. . .) para
la resolución deproblemas y tomade decisiones.

Por todoello, no es exagerado afirmar que un científico debe estar famili arizado con la forma
de pensar matemática. Pero incluso para quienes no se sienten especialmente atraídos por la
actividad científica, el estudio de las Matemáticas está especialmente indicado para desarrollar
determinadas facultades entre lasque cabe destacar:

� Capacidad de razonamiento lógico-deductivo.

� Capacidad de resolución de problemas.

� Reconocer razonamientos incorrectos.

� Capacidad de abstracción para manejar situaciones complejas.

� Capacidad para reconocer modelos similares en estructuras diversas.

� Seleccionar, ordenar la información y elegir laherramienta adecuada en cada caso.

Hoy día, casi tan preciso como saber leer, es tener una formación matemáticasuficientemente
ampliaparanosentirse extrañoen unmundoal que las innovaciones tecnológicas y el desarro-
llo científico están cambiandorápidamente.

El estudio de las Matemáticas también puede respaldarse por razones de tipo cultural y
estético. Las Matemáticas son, junto con la músicasinfónica y la novela, una de las señas de
identidad de la Cultura Occidental. Pero hay una última razón: las sociedades democráticas
necesitan ciudadanos capaces de pensar con libertad y las Matemáticas, una de las creaciones
más libres del espíritu humano, son una herramienta indicada para ello.

No hay modo de entender bien al hombre si no se repara en que la Matemática
brota de la misma raíz que la poesía, del donimaginativo. José Ortegay Gasset
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1.4.4. Lo que debes haber aprendido en esteCapítulo. Lecturas adicionales

En esteCapítulo debeshaber aprendido algunascosasqueresumo en lasiguiente lista cuya
lectura puede servirte de repaso para comprobar lo que sabes.

� Debes saber lo que significademostrar H÷T .

� Debes saber lo que significadecir que las Matemáticas son una ciencia deductiva.

� Debes saber que en Matemáticas las cosas no son verdad porque lo diga tu profesor.

� Debes tener una ideade lo que es una teoría axiomáticay la forma en que sedesarrolla.

� Debes saber lo que son magnitudes inconmensurables y cómo aparecen los números
irracionales.

� Debes saber cómo sedeben leer las Matemáticas.

� Debeshaber aprendido y recordar dememoria losaxiomas algebraicos y deorden deR.

� Debes ser capazde usar dichos axiomas para probar propiedades algebraicas y de orden
deR.

� Debeshaber aprendido yrecordar dememoria lasreglasparatrabajar con desigualdades.

� Debes saber usar en casos prácticos las reglas para trabajar con desigualdades.

� Debes entender la definición de la función raíz cuadrada.

� Debes entender la definición y recordar las propiedades del valor absoluto.

� Debes recordar la estrategia (1.8) para trabajar con desigualdades entre números positi -
vos.

� Debes entender y saber aplicar el Principio de Inducción Matemática.

� Debes recordar la desigualdad de las medias y saber usarla para resolver problemas de
extremos.

Como lectura adicional te recomiendo los dos primeros capítulos del li bro de Michael Spivak
[16], el cual, a pesar del tiempo transcurrido desde su primera edición, sigue siendo, en mi
opinión, el mejor libro de introducción al Análisis Matemático. Su colección de ejercicios es
excelente y algunos de ellos están resueltos al final del li bro; además, se ha editado unlibro,
[15], con las soluciones de todos. Los textos de Larson [11] y de Engel [5] son de lo mejor
que hay para aprender estrategias de resolución de ejercicios. Los ejercicios que traen tienen
cierto grado de dificultad, con frecuencia están tomados de competiciones matemáticas, pero
las soluciones están claramente expuestas. Algunos de los ejercicios propuestos los he tomado
de esos libros.
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