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Prblogo

Este libro esta escrito pensando en unestudiante red que también es, en alguncs aspedos,
un estudiante ided. Es un estudiante llegado hacepoco ala Universidad, quizaredén llegado,
gue aursa estudios en alguraingenieria o licenciatura dentifico —témicay debe enfrentarse a
una dificil asignatura de cdculo diferencia e integral. Debe ser dificil, porque son muy pocos
quienes logran aprobarla en un sélo afio y es muy ato e porcentgje de eandona Con este
libro quiero ayudarle en sus estudios de Céalculo o0 Andlisis Matemético, no solamente para que
logre una buena cdificadén sino para que sague de dlos € mayor provecho e incluso aprenda
adisfrutarlos.

Setrata, digo, de un estudiante red porque llega alaUniversidad conimportantes carencias
de las que 4 puede no ser consciente y de las que no es ddl todoresporsable. Es muy pasible
gue nurca haya visto una demostradén matemética, que no sepa distinguir entre hipdtesis y
tesis, que no entienda d significado de que las mateméticas on ura dencia deductiva. Tiene
poca ajilidad en los cdculos con las operadones bésicas y comete freauentes errores a in-
tentar smplificarlos, puede cdcular derivadas pero lo hace on dficultad parque tiene que ir
pensando cada paso y no ha automatizado € proceso, por eso solamente sabe cdcular algures
primitivas muy sencill as. Esta amstumbrado aredizar gjercicios muy elementales en los que se
debe alicar de forma mecaiicaunareglaredén aprendida. No esta amstumbrado areladonar
conceptos y clasificasus conacimientos en areas diguntas: cdculo, dgebra, probabili dad. . .

Pero estas carencias, con ser graves, no son las peores porque son espedficas de una ma-
teria y podian solucionarse oon fadlidad si no vinieran acompafiadas por otras mucho més
perjudiciales porque dedan atodo € proceso de grendizge. Merefiero alafata de hébitos
de estudio, alapolrezay muy deficiente uso del |engugje hablado y escrito conla consiguiente
dificultad para pensar y expresarse corredamente, ala poca pradica de lalecura comprensi-
va, ala escasa cgpaddad de mncentradon, a poco valor que se da ala memorizadén dce lo
estudiado.

Si a este auadro afladimos que vivimos en ura sociedad que valoramas € éxito, identifica
docasi exclusivamente con € éxito econdmico, que d esfuerzo; €l apresuramiento compulsivo,
hay que ir atoda velocidad aunque so sepamos a dondg, que la cnstancia y la dedicadén; €
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gregarismo urénime que d pensamiento critico e independiente, la auttocomplacencia que la
exigencia. .. La cnclusion es que no son buenos tiempos para d estudio. Ademas, 1os jovenes
estan permanente solicitados por todotipo de redamos puHicitarios, adulados hasta la desver-
glienza por pdlticos y pedagogas que les venden un mensaje falso que en su esencia viene a
dedr gue no son responsables de sus ados: si suspenden, les dicen que s porque d profesor
no ha sabido motivarlos para que estudien; si después de un baell6n defin de semana, o deuna
fiesta de laprimavera o de un dadela auz, las cdles amanecen convertidas en unalbafial por
la suciedad aaumulada durante la noche, e argumente goropiado para disculpar tan incivico
comportamiento es el de un supuesto derecho ala diversion. Estos pdliticos y pedagogas pare-
cen haberse puesto de aaierdo para propiciar que los jévenes vivan en ura permanente nifiez,
aaealora de todos los derechos pero sin odigadones ni resporsabili dades. Y, para acdar, la
bazofia, mezjuindad, zaiedad y mal gusto de dgunas programas de television contribuyen de
forma notable adifundr € mensgje de que todo vale: puedes vender tus entrafias en uno d
€s0s programas o0 demostrar tu absoluta ignarancia sin temor a hace € ridiculo paque &si o
hacen la mayoria de quienes participan en ellos. jQué aioranza de aguell os programas en los
que d saber ocupaba lugar!

El estudiante d que me dirijo esred porque es victima de este sistema y también, puede
gue sin tener clara conciencia de dlo, porque mntribuye asu mantenimiento. Cada vez e
mas dificil conjugar juventud y lucidez Pero también es un estudiante ided porque valora d
estudio, quiere prepararse para gercer eficaanente una profesion y ser Util alos demésy tiene
ganas de grender. Ledor, S este no es tu caso, Si 10 que quieres es vlamente grobar y no
tienes curiosidad ni estas interesado en aprender, mejor que no sigas leyendo, este libro no
eslo gue buscas. Pero si no es asi, confio en que las paginas que siguen sean Util es para que
progreses adeasadamente en tus estudios de cdculo, porque lo Urico que se necesita para dlo
es, ademas del interésy las ganas de gorender, una cgpaddad basicaldgico — deductivaque sin
ducatienes.

El contenido de estelibro no drecesorpresa dguray responce aun aalerdo general tadgto
delo gue debe constituir un curso basico de Calculo de funciones de una variable. Lanovedad,
s la hay, habra que buscarla en € estilo, en la exposicion, en la gran cantidad de gemplos y
de gercicios, en la minuciosa presentadon ce los conceptos y de sus reladones. Comentaré
seguidamente dguncs de estos aspedos.

Este libro esté escrito en unestilo deliberadamente sencill o, he querido hur del estilo pe-
dante que se impuso hace #gunas afios y que todavia perdura en casos aislados. Escribir mate-
maticas es un arte que se va gorendiendo pao a poco Y, aungLe no es gieno alas modas, tiene
unas reglas béasicas que deben ser respetadas en cualquier circunstancia. Redmente se trata de
una sola regla debida aNicolds Boileau (1636- 1711) que dice ai “lo que bien se concibe
bien se expresa con pdabras que acuden con presteza” . Que las palabras acudan con mayor o
menor presteza & algo aneaddtico, pero lo que esinduchble es que s algo nose concibe bien
esimposible expresarlo conclaridad. Laprimera condcion rnecesaria para escribir mateméticas
es entender contodo cktall e, aser posible desde varios purtos de vista diferentes y con dstinto
grado e generdidad, la génesis y evolucion de los conceptos que se exporen, las aittilezas y
dificultades de comprension que encierran, los errores mas freauentes en su interpretadon. Esa
condcién recesaria no es afficiente. Hay que exporer esos conceptos con pelabras comprensi-
bles para d ledor aquien se dirigen, evitando temicismos innecesarios, y ello sin dejar de ser
claro y predso.
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Este libro estd escrito un pao igual que se explica en clase delante de la pizarra, me he
puesto en € lugar de un hpotético estudiante medio algo despistado y me hago e de sus
presumibles dudss, pregurtas y confusiones, e intento explicar esas dudss, responder alas pre-
gurtasy adarar las confusiones. Confio en que los muchos afios que he dedicado aladocencia
en el primer curso de distintas licenciaturas e ingenierias me hayan permitido saber porerme
en tu lugar y cumplir este anpefio con decoro. Por todo eso creo gue este libro te permitira
estudiar por ti mismo y te ayudarda a @mprender de forma rreda los conceptos principales
del Calculo.

Este libro incluye una mlecddn de gercicios muchissimo méas amplia que [o que suele ser
usual en unlibro de texto. De hecho este libro es también unlibro de problemas de Célculo
y, se me disculpara lainmodestia, creo que hay muy pacos libros de gercicios de Caculo que
incluyan ura wlecddn tan variada de gercicios y, sobre todo, que propongn tantos gjercicios
no triviales y desarrollen las luciones con datalle. Los libros de gercicios de Célculo dan
muchas veces laimpresion de que la teoria solamente sirve para proparcionar un conjunto de
recdas que después hay que gplicar, sin acdar nunca de entender bien pa qué se dige una
recday no dray sin entender e fundamento que haceque larecdafuncione.

Miintencion hasidoescribir unlibro de Calculo que seaditil tanto para d futuro matematico
como para d futuro ingeniero, pero cada uno cebe lea € libro de la forma aleauada asus
intereses y necesidades. Para anbos sra de gran utilidad la extensa wlecddn ce gercicios
y de gemplos, pero uno rebré de prestar mayor atencién a los fundamentos tedricos y a las
demostradones y otro alas témicas de cdculo y de resolucidon de diversos tipos de gercicios.
Al final de este prélogo propongo ds posibles guias de ledura.

Digamos algo sobre las demostradones. Claro esta que razonar y demostrar son aspedos
fundamentales de las mateméticas, pero sé que d valor que las demostradones tienen para
los estudiantes es muy relativo. El empefio en demostrarlo todo plede ser contraproducente y
congtituir unfreno en el progreso de muchos estudiantes. Las demostradones interesantes n
las que contienen ideas que se repiten en otras Stuadones sMmejantes, no ceben ser extensas,
deben ser elegantes y demostrar resultados importantes que se van ausar con freauencia. Cuan-
do empecé ate libro mi intencién eraincluir muy pacas demostradones, a final, para lograr
la autonamia del texto he incluido muchas més de lo que inicidmente pensaba. Mi deseo era
equili brar un desarroll o intuitivo con unolégico deductivo, confio en no heberme desviado mu-
cho ce este objetivo. Toda ayuda alaintuicion me pareceloable, en este sentido, siempre quelo
he aeido conveniente, no he dudado en incluir una figura para fadlit ar la comprensién ce una
definicidn o e una demostraddn. Pero también quiero dedr respedo de dgunes demostrado-
nes que pueden parece muy compli cadas (como los teoremas 4.13 y 4.29 de los que también
doy versiones mas sncill as 7.54 y 7.55), que las cosas complicadas on complicadas, que no
se debe renurciar a razonamiento corredo pa e hedho de que sea mplicado, los detall es
son importantes, en matematicas no todo \ale.

He concedido todalaimportancia que merece ddesarroll o y evolucién histéricadelos prin-
cipales conceptos del Céalculo. He incluido apurtes histéricos, mucho mas amplios de lo usua
en textos de estas caraderisticas, sobre la evolucion de los conceptos de nimero y magnitud,
limite y funcién, derivadas e integrales, asi como al concepto de infinito y ala dgebraizadon
del Andlisisllevada a cdoen €l Ultimo tercio del siglo XIX. Incluso hay un cgpitulo, el quinto,
cuyo titulo ‘*Numeros y limites. El infinito matematico” deja bien claro cud es u contenido.
Naturalmente, nada de original hay en dichas notas histérices pues no he consultado fuentes
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originales, y su pasible valor estd en la particular ordenadén y exposicion que he llevado a
cabo. Mi propdsito a escribirlas ha sido presentar la génesis de los conceptos mateméticos en
su contexto, su titubeante y confusa evolucién, las discrepancias obre d significado ce los
mismos... En ura palabra, proparcionar al estudiante una vision de la mateméticaviva.

Con freauencia los estudiantes tienen la ideade que las mateméticas n algo cerrado y
acaado, un conjunto de verdades eternas e inmutables de una fria perfecadn que se transmi-
ten dognéticamente de generaddn en generadén y done no hay lugar parala sorpresa ni la
pasion. Nada més lgjos de laredidad. La historia de las matematicas demuestra que € queha-
ca matemético, la aeaddn matematica, esta muy lgjos de esa fria perfecddn formal 16gico
— deductiva, que laintuicién, lainduccon, los procedimientos heuristicos on quiza mas im-
portantes para d avance de las matematicas que d razonamiento deductivo. La historia de las
mateméticas muestra admo |os conceptos nacean para responcder a problemas concretos de cala
época, cOmo esos mismos conceptos llevan a reformular posteriormente los problemas des-
de perspedivas mas generales, en un avance que no siempre € una lineareda, con intentos
falli dos, con controversias y desacuerdas.

La historia pore también muy claramente de manifiesto que las mateméaticas son unsaber
aamulativo. Esto tiene una particular importancia para d aprendizge, quiere dedr que para
estudiar y avanzar en matematicas lamemoria es mucho mas importante de lo que usualmente
se aee La dimeramemoria de |los estudiantes que llegan ala Universidad, que confreaiencia
han dvidado lo que dgumavez grendieron de matematicas, es una de las grandes dificultades
que debemos afrontar los profesores.

Un aspedo naable del li bro esla aencidon gue dedico alos persistentes errores en matemé
ticas que suelen tener casi todas los estudiantes d |l egar ala Universidad. Confio en que mis
observadones a respedo sean Utiles no sélo para los estudiantes sno también para los pro-
fesores de mateméticas de las Ensefianzas Medias. También expongoalgunas opiniones muy
critices conlaforma en que tradicionalmente se explican algunas temas en la Universidad, esto
afedta muy espedalmente d estudio de los nimeros complejos y de las funciones elementales
complegjasy delas sries, paralos que hago propuestas que aeo que deben ser tenidas muy en
cuenta.

Granada, septiembre de 2008
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El Capitulo 5 ylos diversos complementos de contenido Hstérico solamente debes lealos
s te gustan. La Unicaforma de saber s te gustan es que empieces alealos, y si cuandolleves
dos paginas dgues interesado en laledura seguramente |l egaras hasta d final.

Los capitulos 1 y 2 deben ser leidas con detenimiento. No hay en ellos demostradones
gue merezcan ese nombre. En e Capitulo 1 se dan definiciones basicas cuyo conccimiento es
imprescindible para lee todolo demés. En el Capitulo 2 se define @ i mportantisimo concepto
de funcién y se estudian, desde un purto de vista descriptivo, las funciones elementales. El
conacimiento de dichas funciones es absolutamente necesario para lee el resto del libro y
redizar gercicios.

Par a estudiantes orientados hacia ingenierias cuyo interés por las matematicas es
detipo instrumental

El Capitulo 3 esta dedicado alos nimeros complejos y alas funciones complejas el emen-
tales. Solamente tl puedes sber si necesitas estudiarlo. Si deddes omitirlo puedes hacelo con
tranquili dad.

El Capitulo 4 esta dedicado a dos importantes conceptos. € de continuidad y el de limi-
te funcional. Son conceptos de importancia tedricay necesarios para hacea egjercicios. Debes
estudiar y entender las definiciones y resultados pero no es necesario gue leas las demostra-
ciones. El concepto de extremo superior tiene interés desde un purto de vista formativo, para
que comprendas que se predsa dgura herramienta que permita probar ciertas afirmadones de
apariencia evidente (o0 notan evidente). Muchos libros de Célculo orientados hada laingenie-
ria omiten este concepto. No es un concepto imprescindble para un futuro ingeniero, pero es
bueno gLe sepas de su existenciay tengas unaideade su utilidad y 1o que significa

El Capitulo 6 estudia las derivadas y sus aplicadones. Creo gue debes lealo todoincluidas
las demostradones de los resultadas principales porgque son cortas y fadles de entender, conla
excepcion, quizés, de las demostradones de las Reglas de L'Hopital, no paque sean dificiles
sino paque sonago largas. Pero debes lee la explicaddn de por qué dichas reglas funcionan.
Son muy Utiles y mi impresion es que se usan como UNreaurso casi magico, sin entender bien
lo que se esta hadendo. La secddn en la que se explican témicas para cdcular limites de
funciones debes leala hasta que memorices los limites basicos que dli seindican y entiendas
bien los procedimientos que se exporen.

El Capitulo 7 est4 dedicado al estudio de las sucesiones. Debes aprender y comprender
bien las definiciones y 1o que dicen los principales teoremas pero, salvo la demostradén de
gue toda sucesién mondona a®tada es convergente, Nno es necesario que leas ningura otra
demostradén. Los resultados relativos ala condcion de Cauchy son ure herramienta tedrica
fundamental, pero quizés un ingeniero puede prescindir de dlos. La secdon en la que se ex-
plican témicas para cdcular limites de sucesiones y para resolver las indeterminadones mas
usuales, debes leala hasta que memorices los limites basicos que dli se indican y entiendas
bien los procedimientos que se exporen. Las aucesiones que definen a nimero ey las de-
sigualdades asociadas con dchas sucesiones on muy (til es, debes memorizarlas y aprender a
reconacerlas ali dondk garezcan. La continuidad uriforme esalgo delo que puedes prescindir
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con tranquili dad.

El Capitulo 8esmuy extenso, en él se estudialaintegral de Riemann qLe eslaintegral usua
del Célculo, las integrales impropias, € cdculo de primitivas y las aplicadones ddl cdculo
integral. Con la excepcion ke las demostradones del Teorema Fundamental del Célculo y de
la Regla de Barrow, no es necesario que leas otras demostradones. Procura entender bien la
definicion ce integral y sus propiedades asi como €l significado del Teorema Fundamental del
Calculo. Todo € tiempo qie dediques, y tendras que dedicar muchas horas, a pradicar las
témicas de cdculo de primitivas sra anpliamente recompensado. Calcular primitivas es algo
gue hay que hace con muchisimafreauencia: en todas las aplicadones de laintegral tienes que
cdcular una primitiva.

El Capitulo 9 estd dedicado al estudio de las sries numéricas. Esimportante que gorendas
y comprendas bien las definiciones principales. Hay muchisima confusion en este temay los
libros que conazco sirven de poca gyuda. Las demostradones de este caitulo puedes omitirlas
salvo las de los criterios de convergencia para series de términas paositivos que son cortas y
fadles de entender. Las témicas para sumar alguncs tipos de serie debes estudiarlas, asi como
€l criterio de Leibniz para las sries aternadas. El apartado dedicado a la expresién dce un
ndmero red en urabase b € Z mereceque lo leas, aunque solamente seaun paco par encima,
parasaber lo que dicey para adararte de unavez mneso delosdedmalesinfinitos coninfinitas
cifras que no se repiten.

El Capitulo 10estuda la convergencia purtua y uniforme de sucesiones y series de fun-
ciones. El concepto de mnwvergencia purtua es muy sencill o, nolo estanto € de cnwvergencia
uniforme y puede que uningeniero no recesite estudiarlo con detenimiento. Es bueno qLe se-
pas para qué sirve y que muchas operadones que ansisten en permutar € limite funcional con
laintegradon oconladerivadon requieren para su plenajustificaddn untipo de cnwvergencia
mejor que la purtua. Las sries de potencias debes estudiarlas con detalle, omitiendo quzés
algunes demostradones. Su estudio esimportante y muy (til a ecos de cdculo. Los desarro-
llos en serie de patencias de las funciones elementales, y la definicion pa series de potencias
de las funciones exporencia y trigonamétricas debes estudiarlos bien. Lo que dice d teorema
de goroximadon de Welerstrasses muy fadl de entender, pero puedes omitir su demostradon.

La parte mas importante para d aprendizge es e tiempo que dediques a la redizadon
de gercicios. He incluido ura extensa alecdon de gercicios resueltos que te servira de ayu-
da para gorender aresolver gercicios tu solo. Siempre debes intentar resolver alguna de los
gjercicios propuestos empezando pa los que te parezcan més fadl es, antes de consultar las -
luciones. Se gprende més de un gercicio que d principio seresiste hasta que damos conlaidea
para resolverlo, que del gercicio que resolvemos al primer golpe de vista. Los gercicios que
propongotiene un g-ado medio de dificultad: no son triviales para no dender a tu inteligen-
ciani demasiado dficiles para evitar que puedas desalentarte. Con freauencia los més dificiles
estan resueltos. En cualquier caso, siempre debes lea lateoriay comprender los conceptos e
ideas bésicas, asi como € significado predso de los teoremas, antes de hace |os gercicios.

Para estudiantes de mateméticasy fisica

Todolo dicho arriba se mantiene con alguncs afiadidos:

El Capitulo 3 debes estudiarlo y entenderlo bien. Los conceptos bésicos de los ndmeros
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complejos estén muy confusamente expuestos en gran nimero de textos y las funciones com-
plejas elementales son definidas con frecuencia de una forma poco correda

En e Capitulo 4 debes estudiar y comprender bien las definiciones de extremo superior
e inferior. Debes hace gercicios hasta que te cmnvenzas de que sabes usarlas con soltura. La
diferencia entre un curso de Calculo y uno ¢ Andlisis Matematico esta en los conceptos de
supremo e infimo. Los libros de Analisis Matemético siempre los incluyen, los de Célculo casi
nurca. No es predso, a menos en ura primera ledura, que estudies la demostradon ol teo-
rema de valores maximos y minimos de Weierstrass en € Capitulo 7 hay otra demostradon
aternativa de dicho teorema que es mucho mas fadl. Debes estudiar y comprender la demos-
tradon del teorema de Bolzano y sus conseauencias, asi como las reladones entre monaonia
einyedividad.

Para d Capitulo 6 te doy los mismos consegjos que ariba. En una segunda ledura debes
estudiar lademostradon celas reglas de L' Hopital.

El Capitulo 7 estudia las sucesiones numéricas. Mantengo los mismos consegjos de ari-
ba pero, ademas, en ura segunch lecdura debes estudiar las demostradones de los resultados
principales, espedalmente d teorema de completitud de R. Por supuesto, debes estudiar la
continuidad uniforme.

Para d Capitulo 8 mantengo los mismos consgjos de ariba con el afladido de que estudies
las demostradones de integrabili dad de funciones cortinuas y de funciones mondéonas.

En e Capitulo 9 puedes omitir la demostradon ce la segundh parte del teorema 9.14 pero
debes entender 1o que se dirma en € mismo. Lo demés debes estudiarlo toda El tema de las
series es muy importante para matematicos y fisicos.

El Capitulo 10esde estudio oligado paramateméticosy fisicos. La convergencia uniforme
es tu primer encuentro con alguna conceptos que seran ampliamente generalizados en otros
cursos, e tiempo que dediques a su estudio y ala comprension de sus autilezas estard bien
empleado. Todcs los teoremas de este Capitulo tiene demostradones sncillas y cortas que
debes estudiar. El teorema de goroximadon e Welerstrass es también uno c esos resultados
cuya generdizadon se estudia en cursos mas avanzados, debes entender bien lo que dicey no
estad de mas que leas la demostrad én. Por o demas, mantengo los consejos dados arriba.

La parte mas importante para d aprendizge es e tiempo que dediques a la redizadon
de gercicios. Heincluido ura extensa mlecddn de gercicios resueltos que te servira de ayu-
da para gorender a resolver gercicios tu solo. Siempre debes intentar resolver algunas de los
gjercicios propuestos empezando pa los que te parezcan més fadl es, antes de consultar las -
luciones. Se gorende méas de ungjercicio que d principio se resiste hasta que damos conlaidea
para resolverlo, que del gercicio que resolvemos al primer gope de vista. Los gercicios que
propongotiene un g-ado medio de dificultad: no son triviales para no dender atu inteligen-
ciani demasiado dficiles para evitar que puedas desalentarte. Con freauencia los més dificiles
estan resueltos. En cualquier caso, siempre debes lea lateoriay comprender los conceptos e
ideas bésicas, asi como € significado predso de los teoremas, antes de hace |os gercicios.
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