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1. Autovalores y autovectores

En un espacio vectorial V' de dimensién finita n, una vez fijada una base, un endomorfismo
f :V — V viene determinado por una matriz A € M,(R), esto es, por n?
algunas aplicaciones se produce una simplificacion considerable cuando A es diagonal y, por
tanto, estd determinada por solo n ntimeros. En cierto modo, un endomorfismo con matriz
diagonal en n dimensiones se desacopla en n endomorfismos en dimensién 1 tan tontos como
multiplicar por un nimero. La teoria espectral estudia cuando tal desacople es posible, incluso
en el contexto de dimension infinita, mucho mas dificil, que excede a este curso y es crucial en
fisica cuantica.

Comenzamos con una definicién que recoge todo lo que vamos a hacer, pero que te resultara,
seguramente, demasiado matemaética hasta que veamos su realizacién con matrices. Dado un
endomorfismo f: V — V se dice que v € V — {6} es un wvector propio o autovector de f si
v € Ker(f — \1Id) para cierto A € K. A este A se le llama valor propio o autovalor.

Recordando la definicién de nicleo, los vectores propios no son otra cosa que los vectores
no nulos tales que f(7) = AU. En este curso nos vamos a fijar solo en el caso V= K" y, por
tanto, f(¥) = A% con A € M, (K). Aunque un matemdatico muy rigorista hablaria siempre
de los autovectores y autovalores del endomorfismo f, con un ligero abuso de notacién, casi
todo el mundo (mateméticos incluidos) habla de los autovectores y autovalores de la matriz
cuadrada A. Seguiremos esta politica y en lo sucesivo se aplicardn estos conceptos solo a
matrices. Asi pues, un vector propio o autovector de una matriz A € M,,(K) es un vector no
nulo 7 € K™ que cumple AU = AU y, en ese caso, se dice que A es el valor propio o autovalor
correspondiente a ¥ de la matriz A.

numeros. En

Los autovectores son soluciones no triviales del sistema homogéneo (A — A )& = 0 que tiene
el mismo nimero de ecuaciones y de incégnitas, por tanto, podemos hallar los autovalores
imponiendo det(A — AI) = 0 que equivale a que el sistema sea compatible indeterminado y
podemos hallar los autovectores resolviendo los sistemas correspondientes. La ecuacion de los
autovalores det(A — AI) = 0 se denomina ecuacion caracteristica y det(A— AI) es el polinomio
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caracteristico. Es facil convencerse de que realmente es un polinomio y de que su grado es n
cuando A € M, (K).

Como primer ejemplo, hallemos los autovalores y autovectores de

3 2
A= <1 4> |
Primero calculamos el polinomio caracteristico:

3—A 2

det(A—/\I):‘ s

’:(3—)\)(4—)\)—2:)\2—7>\+10.
Al resolver A2 — 7A + 10 = 0 obtenemos los autovalores \; = 2 y A2 = 5 (la ordenacién es
indiferente). Para \; = 2 los vectores propios son los 7 € R? — {0} que satisfacen

<1 2> 7=0, lo que implica v=p (_21> , uF#O.

De la misma manera, para Ao = 5 se tiene

-2 2\ . - . N
<1 _1>v0 == v,u(1>, w# 0.

Con ello hemos hallado todos los autovectores.

Para cada autovalor A el conjunto de soluciones de (A — A\I)Z = 0, llamado autoespacio
de A, es necesariamente infinito, todos sus elementos excepto 0 son autovectores. Un abuso de
notacién muy habitual es restringir el nombre autovectores (o vectores propios) a los elementos
de bases fijadas de los autoespacios. Asf en el ejemplo anterior muchos dirfan que (2, —1)* es
“el” autovector correspondiente a A\; = 2, sobreentendiendo que el resto son multiplos suyos,
o dirfan que la matriz A tiene dos autovectores que son (2,—1)! y (1,1)%. Este abuso de
notacion es dificil de aceptar por los matematicos ya que hay infinitos autovectores y no hay
una manera canénica de especificarlos. Sin embargo estd tan extendido que es sensato hacer
alguna concesion.

Una ecuacién polinémica sobre C siempre tiene raices en C, pero en R esto no es cierto en
general y una matriz real puede tener autovalores complejos. Consideremos, por ejemplo,

A:((l) ‘01>.

No tiene autovalores (ni, por tanto, autovectores) en R porque la ecuacién caracteristica es
A2 +1 =0. Sin embargo, en C, A\; = i y Ag = —i son valores propios validos y para A

- -1\, = L (i
(1 _L.>v—0 == v—p(1>, nw# 0.
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Mientras que para Ao

i -1\, = L (=i
<1 L.)v—() = v—,u<1>, u# 0.

Por cierto, los calculos para A son innecesarios si uno se fija en que basta conjugar los de A;.
Por tanto, @ = (i,1)! y @ = (—i, 1)’ son vectores propios vélidos de A y la gente de a pie
diria que son “los” vectores propios de A.

Cuanta mayor sea la dimension, mayor puede ser el nimero de autovalores. Para practicar,
hallemos los valores propios de

4 -2 =5
A=1-2 1 2
4 -2 =5

Nuestro objetivo es, entonces, resolver |A — AI| = 0. El célculo del polinomio caracteristico
|A — M| se puede llevar a cabo con la definicién de determinante o con la regla de Sarrus.
Sin embargo, con un poco de ingenio la cuentas se reducen utilizando las propiedades de los
determinantes. Partimos de restar a la primera fila la tercera |[A — AI|

- 0 A 1 0 -1 1 0 -1
= -2 1-A 2 =-A|-2 1-2A 2 = 0 1-—-2X 0
hoh-lsly 9 525 4 -2 APPSR —2 -1
y desarrollando por la primera columna, |A—AI| = —A(1—X)(—1—\). De donde los autovalores

son 0,1y —1.

Las raices multiples del polinomio caracteristico inducen algunas complicaciones que seran
fundamentales después. Consideremos el siguiente ejemplo en dimensién 3:

5 4 2
A=|-6 -5 -3
6 6 4

Tras algunos cédlculos, obtenemos que el polinomio caracteristico es
5-—A 4 2
6 —5-X =3 |=-NM4+4a2 -5 +2=-A—-1*\-2).
6 6 4— A\

De esta forma, tenemos A\; = 1 (doble) y A2 = 2. Aplicando reduccién de Gauss al sistema
(A—XM\1I)Z =0, se tiene

2 2 1 2 21
A-—X\I — -6 —6 -3 — 0 0 0
fie>f1/2 6 6 3 farrf2+3f1 00 0

fa=>f3—=3f1
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Tomando zg = 1, T3 = p2, como es habitual, se obtiene z1 = —pu; — po/2. Es decir, las
soluciones son
7= p1(=1,1,0)" + p2(—1/2,0,1)".

Entonces hay dos autovectores asociados a A1, 7 = (—1,1,0), % = (=1/2,0,1)%, con el abuso
de notacion. En realidad hay todo un subespacio de dimensién dos salvo el vector nulo. Por
cierto, los autovectores siempre se pueden multiplicar por constantes no nulas, asi pues es licito
escoger U = (1,0, —2)".

Para )y, resolviendo el sistema (A — 2I)Z = 0 se obtiene que los autovectores son los
multiplos no nulos de 73 = (2, -3, 3)%.

Los ejemplos con matrices complejas no entranan dificultades especiales més alld de que
seguramente no estamos muy entrenados para resolver ecuaciones algebraicas con coeficientes
complejos. En realidad tampoco lo estamos completamente para las de coeficientes reales y
siempre los ejercicios deben estar muy preparados para que la ecuacién caracteristica sea
asequible. Solo por dar un ejemplo, consideremos

A= (1 j;L 1_1L> que cumple [A — M| =2 — (2+ DA+ 1+i.

Aplicando la solucién de la ecuacién de segundo grado, se obtiene A = 2%&5, por tanto, los
autovalores son \; = 1 y A2 = 1 + i. Los autovectores son las soluciones no triviales de los

sistemas:
20 -1\, = i -1\, =
<—2 —z) T=0 v <—2 —25) =0

En el primer sistema podemos tomar ) = (1,2i)! y en el segundo 7 = (1,i)* como soluciones
no triviales.

2. Diagonalizacién

Una vez que hemos visto varios ejemplos, vamos al concepto fundamental que recoge la
motivacién inicial.

Se dice que una matriz A € M, (K) es diagonalizable sobre K si existe una base de K"
formada por autovectores. Se puede demostrar que los autovectores correspondientes a autova-
lores distintos son siempre linealmente independientes asi que comprobar que A € M,,(K) es
diagonalizable se reduce a contar si hay n autovectores, con el abuso de notaciéon que no gusta
a los matemadticos de identificar el nimero de autovectores (que, en rigor, es infinito) con el
nimero de autovectores linealmente independientes.

Si A € M, (K) es diagonalizable sobre K, entonces con la base de autovectores {1, ..., ¥, }
podemos formar una matriz cuadrada C' poniéndolos en las columnas. Si A; es el autovalor
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de ¥; entonces

MO0 0
0 X 0 ...

AC = ATy ... T,) = AT .. \Tn) = (01 ... 7) | . — CD.
0 0 ... M

La matriz C es invertible, pues rg(C') = n ya que sus columnas son linealmente independientes,
y se concluye

A=CDC™'  C=(t...%,) y D=diag(\,...,\)

donde diag indica la matriz diagonal construida a partir de sus argumentos.

Para entender por qué esta relacion es interesante, consideremos ¥ +— §f = AZ, que es un
endomorfismo de K™. Con el cambio ¥ = CZ’, §f = Cy’, la ecuacién i = AT se convierte
en Cy' = ACZ' que, usando la relacién A = CDC™!, equivale a ¢/ = Dz’. En conclusién,
las matrices diagonalizables corresponden a endomorfismos que adquieren matrices diagonales
tras un cambio de variable, lo que explica la notacion.

Repasemos los ejemplos vistos hasta ahora en los que hemos calculado los vectores propios:

5 4 2 .
A= G) z21> ’ Ay = G _01> ’ Az=1-6 -5 -3, Ay = (1 irzzb 1__1£> ‘
6 6 4

Se tiene que A; es diagonalizable sobre R (y sobre C), porque hay dos autovectores v =
(2,—1), 2 = (1,1). De hecho si solo nos preguntasen si es diagonalizable, con ver que hay
dos autovalores no harian falta mas cuentas, pues para cada uno hay al menos un autovector.
Por la misma razén, Ay y A4 son diagonalizables sobre C. No lo son sobre R porque en el
primer caso hay autovalores complejos (que necesariamente dan autovectores complejos) y en
el segundo porque la matriz de partida ya es compleja. Los cédlculos si serfan necesarios para
ver que As es diagonalizable porque solo hay dos autovalores. Ya vimos que podiamos extraer
dos de ellos para A1 y uno mas para Az. Segun nuestros calculos, una base valida de vectores
propios es:

En definitiva, todos los ejemplos que hemos visto son diagonalizables ya sea en R o al menos
en C si hay autovalores que no son reales o la matriz no es real. Por ilustrar con un par de
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ejemplos la relacion A = CDC™!, segiin los célculos anteriores, para A; esta relacién se podria

escribir como .
A (3 2y _(2 1\(20\(2 1 -
= \1 4)  \=1 1/)\o 5)\=1 1) ~

mientras que para Az asegura

5 4 2 -1 1 2 1 00 -1 1 2
A3=|1-6 -5 -3]=11 0 -3 010 1 0 =3
6 6 4 0o -2 3 0 0 2 -2 3

La ordenacién de los autovectores debe ser coherente con la de los autovalores. Es decir,
si ponemos en la columna ¢ de C' el autovector correspondiente a A; entonces debemos tomar
necesariamente dy; = A;.

La clave para que no todas las matrices sean diagonalizables sobre C esta en los autovalores
multiples, pues un resultado asegura que un factor (A — \;)"™ en el polinomio caracteristico
implica que el autoespacio de \; tiene a lo mds dimension n; (a lo mas hay n; autovectores
con el abuso de notacién), pero nada asegura que sea exactamente n;.

Consideremos por ejemplo
3 1
=(5)

que tiene polinomio caracteristico A2 — 4\ +4 = (A — 2)2, lo que da lugar a un tnico valor
propio A1 = 2, y al resolver (A — 2I)Z = 0 todas las soluciones son u(—1,1)!. No podemos
extraer mas que un autovector (y sus multiplos).

Un ejemplo en dimension 3 es:

5 3 1
A=|-6 -3 -1 que tiene |A — M| =—(\—1)% (A —2).
6 4 2

A pesar de que el polinomio caracteristico es el mismo que en un ejemplo diagonalizable
anterior, dando lugar a \; = 1, Ao = 2; la matriz A no es diagonalizable, porque con A2 solo
obtenemos un autovector (y sus multiplos) y A; no provee dos autovectores independientes ya
que aplicando eliminacién de Gauss a A — A\ [

4 3 1 4 3 1 4 3 1
-6 —4 -1 — -6 —4 -1 — 01 1},
6 4 1 fa=fs+fa2 0 0 0 far2f2+3f1 00 0

lo que prueba que tiene rango dos y, por tanto, la solucién de (A — A\ I1)Z = 0 solo tiene un
parametro libre.
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Para decidir si una matriz A € M,,(K) es diagonalizable, no hace falta calcular los vectores
propios, basta contarlos (estrictamente, contar los que son linealmente independientes). Segin
lo dicho sobre las multiplicidades y recordando que n menos el rango da el ntimero de soluciones
linealmente independientes de un sistema homogéneo, se tiene

Una matriz A € M,,(K) es diagonalizable sobre K si y solo si |A — AI| tiene todas
sus raices \j en K y se cumple que n — rg(A — A\;I) coincide con la multiplicidad
de )‘j-

La condicion de que las raices estén en K solo es relevante cuando K = R, ya que las raices de
un polinomio estan siempre en C y pueden ser o no reales. Como la suma de las multiplicidades
da el grado del polinomio una alternativa algo artificial es:

Una matriz A € M, (K) es diagonalizable sobre K si y solo si Y (n—1g(A— ;1))
donde la suma es sobre todos los autovalores (distintos) \; que estdn en K.

En palabras, se pide que la suma de las dimensiones de los autoespacios es igual a la dimensién
del espacio total.

Terminemos este apartado sobre diagonalizacién con un resultado tedrico de importancia
capital en fisica y matemadticas y, por extension, en algunos de sus usos en ingenieria.

Teorema espectral. Si A € M,,(R) es simétrica, es decir, A = A!, entonces es diago-
nalizable sobre R y siempre se puede escoger una base ortonormal de autovectores.

Podria cambiarse ortonormal por ortogonal, porque la tnica diferencia estd en si normali-
zamos o no lo hacemos. El enunciado se puede parafrasear diciendo que la C' que aparece al
diagonalizar siempre se puede escoger de forma que sea una matriz ortogonal.

Hay un resultado més general que incluye a las matrices A € M,,(C) que cumplen A = Zt,
pero no lo veremos aqui.

Una consecuencia facil del resultado anterior, aunque no totalmente inmediata si hay au-
tovalores con varios vectores propios (independientes) es:

Si A € M,,(R) es simétrica, los autovectores correspondientes a autovalores distin-
tos son siempre ortogonales.

Tanto esta consecuencia como el propio teorema espectral son muy sorprendentes. A pesar
de que la demostracién no es complicada, suena muy extrano que la simetria de una matriz
real obligue a que todos los valores propios sean reales, que haya suficientes vectores propios
para diagonalizar y que ademads sean perpendiculares.

Exploremos un ejemplo de dimensién 2 y otro de dimension 3. El propdsito es solo mara-
villarse de que estas propiedades se cumplan, los cdlculos seran como los hechos hasta ahora.
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Vamos a hallar una base ortonormal en la que la A diagonalice y una ortogonal en la que lo

haga B donde
2 6
A= ( 6 — 7) y B =

En el primer caso el polinomio caracteristico es |A—\I| = A24+5A+50 y, resolviendo la ecuacién,
A1 =5y Ay =—10. De (A—5I)Z = 0 se obtiene el vector propio @ = (2,1)! (y sus multiplos).
De la misma forma, (A + 10I)Z = 0 conduce a 92 = (—1,2)". Son ortogonales en la linea de
la consecuencia del teorema espectral. La base buscada se obtiene normalizando: B = {u, U2}
con i = —=(2,1)'y @2 = %(—1,2)#
Para B, una manera mas o menos rapida de obtener el polinomio caracteristico es
1—A 1 1 1—A 1 1
|IB— M| = 0 4—-X 1 = 0 4-X 1 |.
c1—c1—c3 N—1 1 2\ fa—=>fi+f3 0 9 3\

Desarrollando por la primera columna, |B — A | = (1—=A)(A2=7A+10) = (1=A)(A—2)(A—5)

y los autovalores son Ay = 1, Ao = 2 y A3 = 5. Resolviendo los sistemas (B — \;I)Z
obtienen los autovectores (salvo multiplicar por constantes)

0 se

7 = (—1,0,1) = (1,-1,1)" y ¥ =(1,21)".

En sintonia con el resultado, salen automaticamente ortogonales y conforman la base buscada.

3. Sucesiones y potencias

La diagonalizaciéon de matrices simplifica los calculos que aparecen en ciertas aplicaciones.
Aqui veremos una de ellas, desde un punto de vista tedrico, que guarda relaciéon con temas que
forman parte de los planes de estudios de ingenieria.

Muchos algoritmos estan basados en la repeticion: la salida del algoritmo, o parte de ella, se
toma como nueva entrada cierto nimero de veces. Si tal algoritmo viene dado por una aplicaciéon

lineal K™ — K™, surge el problema de determinar la sucesién de vectores &1, To, ... definidos
mediante
(1) Tpp1 = ATy con k=0,1,2,...

donde A € M, (K) y @y € K" estan fijados.

En principio, esto es muy facil: &1 = A%y, ¥ = A% = A%Z y, en general, ¥, = AFZ,. Esta
férmula es exacta, pero demasiado tedrica. No nos da intuiciéon acerca del comportamiento a
la larga de la sucesién, lo cual es a menudo fundamental para responder a algunas preguntas
naturales. Deseamos una férmula més explicita, a través de un célculo sencillo de A*, y ahf es
donde entra la diagonalizacion.
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Sea A € M, (K) diagonalizable. Si C € M, (K) tiene por columnas una base
de vectores propios y D es la matriz diagonal compuesta por los valores propios
respectivos, A¥ = CDFC~1. En particular, la solucién de es T, = CDFC17,.

El punto importante a observar es que el cdlculo de D* es sencillo, pues se reduce a elevar
a k cada elemento de la diagonal.

La prueba del resultado es poco més que repetir nuestras conclusiones sobre diagonali-
zacién. Sabemos A = CDC™!. De aqui, A2 = CDC~'CDC™! = CD?*C~!, A% = A%A =
CD?*C~'CDC~! = CD3C~! y asi sucesivamente.

Comencemos con un ejemplo en el que seria facil deducir el resultado experimentalmente.
Queremos resolver (1) para

_(—11 6 S 2 S
A= (_20 11) y Zo € R arbitrario.

El polinomio caracteristico es (A2 —121) +120 = A2 — 1, por tanto, tenemos dos valores propios
A1 = —1 y Ay = 1. Vectores propios respectivos son 7 = (3,5)! y @ = (1,2)!. Escribiendo
Ty = (a,b)!, de acuerdo con el resultado anterior,

(3 1\ [(=DF 0\ /3 1\ '/[a (6(=1)F = 5)a+3(1 — (~1)F)b
Tk = k = k E
5 2 0 1%)\5 2 b 10((—1)* = 1L)a+ (6 — 5(—=1)%)b
donde para la ultima igualdad se han operado las matrices. Més sencillo es darse cuenta de

que D? = I, porque los autovalores son 1. Por tanto, D¥ = D, y equivalentemente A* = A,
para k impar mientras que D* = T, y AF = I, para k par. Por consiguiente,

T = AZy = ~la +6b si k es impar y Zr =z sik es par.
—20a + 11b

Esto es lo mismo que la férmula anterior escrito de forma menos aparatosa.

El siguiente ejemplo seria més dificil de resolver experimentalmente:

con xg =1y = 1.

Tpq1 = 8z + 6yi
Yk+1 = —3Tk — Yk

En forma matricial, escribiendo %), = (g, yx)?,

S - 8 6 R 1
Tra1 = ATy con A= <_3 _1> y Xg= <1) )
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El polinomio caracteristico es |[A — M| = A2 — 7\ + 10, por tanto, los valores propios resultan
A1 = 2, A9 = 5. Para calcular vectores propios respectivos, debemos hallar soluciones de los
sistemas

= 0.

S

L (6 6\, = = (3 6
(A—All)m—<_3 _3>a:—0 y (4 Aaf)w—<_3 _6>

Elecciones naturales son 9 = (—1,1)! y 9, = (—1,1)!, con lo que la sucesién Ty, responde a la
féormula 1
(-1 =2\ [2F 0\ /-1 -2\ (1
1 o1 )\o 58/ (1 1 1)
Operando, se tiene
2 2.5F -2k 2.5k _okFIN /1N /4.5 3.2k
P sR g2k sh okt 1) T\ 2.5k 43028

Es decir, z;, = 4-5% —3.2F ¢y, = —2.5% + 3. 2. Cambiando (1,1)! por un vector genérico, se
tendria la solucion para cualquier valor inicial.

1

Hallemos ahora una férmula general para el vector T determinado por con

1 20 1
A=1|-1 4 0 y o= 1 0
0 0 5 -1

La matriz estd medio diagonalizada lo que hace que sea sencillo calcular el polinomio carac-
terfstico (A2 — 5A + 6)(5 — A). Con ello, los valores propios son A\; = 2, Ay = 3y A3 = b.
Son distintos y entonces A es diagonalizable. Algunos cédlculos llevan a que vectores propios
correspondientes a estos valores propios son ] = (2,1,0)!, %, = (1,1,0)! y @3 = (0,0, 1)%. El
resultado implica

21 0\ /28 0 o\ /2 1 0\ '/1 ok+1 _ gk
Z,=[11 0 0 3¢ 0 110 0 |=| 2k-3*
0 0 1 0 0 5* 0 0 1 -1 —5k

A modo de comprobacién, para k = 0 estd claro que obtenemos &y y para k = 1 el resultado
coincide con AZg.

Un pequeno truco cuando #y toma un valor explicito, que evita los tediosos célculos de
la inversa, es que C~ % es la solucién del sistema CZ = Zo. Asi, en el ejemplo anterior
C741,0,—1)t es (1,—1,—1)! porque esta es la solucién de 2z1 +x9 = 1, 21 + 29 = 0, 23 = —1.
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4. La forma canédnica de Jordan

Teniendo en cuenta problemas como el del apartado anterior, la pregunta natural es qué
hacer con las matrices que no son diagonalizables. La respuesta es que casi se diagonalizan y su
forma casi diagonal todavia sirve de algo en diversas situaciones, por ejemplo, para el cédlculo
de potencias, aunque no entraremos en ello.

Concretamente, hay una teorfa matemadtica que permite expresar cualquier A € M,(C)
como

A=CJjc! con C,J e M,(C)

donde J es diagonal si A es diagonalizable, mientras que si no lo es, J es casi diagonal en el
sentido de que sus elementos fuera de la diagonal se anulan excepto que algunos J;;4+1 pueden
valer 1, ademas solo pueden aparecer si J;; = Jij+14+1. Esta matriz J que es diagonal o casi
diagonal, se dice que es la forma candnica de Jordan. La teoria general que explica dénde
situar los unos y cémo construir C' se complica bastante segin crece la dimensién y es de
limitado interés para la mayoria de los ingenieros. En este curso nos limitamos a los casos de
dimension 2 y 3 en los que el problema es facil, sobre todo a la hora de hallar J. En lo sucesivo
nos restringiremos al caso no diagonalizable, pues el diagonalizable ya sabemos tratarlo.

En dimensién 2 la determinacion de la forma canénica de Jordan es inmediata, solo hay
una posibilidad. Si A € M3(C) no es diagonalizable entonces

!
= a)

donde A1 es el autovalor de A. Necesariamente es 1inico, pues si hubiera dos también habria
dos autovectores linealmente independientes y, por tanto, seria diagonalizable.

Si A € M3(C) no es diagonalizable, puede tener uno o dos autovalores. Si tiene dos, A
v Ao, uno de ellos, digamos A1, sera de multiplicidad dos. En esa situacién, la forma candnica
de Jordan es

A1 0
J=10 X 0
0 0 X

Si hay solo un autovalor A; entonces resultan dos posibilidades:

A 10 A 10
obien J=[0 X O obien J=|[0 X 1
0 0 /\1 0 0 /\1

La primera ocurre cuando rg(A — A1) =1 y la segunda cuando rg(A — A\ 1) = 2.
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Analicemos los siguientes ejemplos, para convencernos de que es sencillo decidir cual es la
forma canénica J:

0 4 0 1 1 2 3 -1
A1=<_1 _4), Ap=|3 -2 -1|, As=(0 2 o0
4 4 3 0 -1 2

Con calculos bastante rapidos se deduce que los polinomios caracteristicos son respectivamente
(A+2)2, (1 =X2(A+1)y (2—N)3, resultando entonces un solo autovalor para A; y A3 y dos
para As. Como A; 4 21 no es la matriz nula, A; tiene un solo vector propio, salvo multiplos, y
estamos en el caso no diagonalizable del resultado en dimensién 2 con A\; = —2. Para Ao, hay
dos autovalores, el de multiplicidad dos es Ay =1 y como (Ay — I)Z = 0 tiene un conjunto de
soluciones de dimensién 1, de nuevo no es diagonalizable y se tiene el primer caso dentro de
dimensién 3. Finalmente, As solo tiene el autovalor \; = 2 y rg(As — 2I) = 2 lo que muestra
que no es diagonalizable y que es del dltimo tipo discutido en dimension 3.
En definitiva, las formas canodnicas respectivas de los ejemplos anteriores son:

5 11 0 2 10
J1:<0 _2>, J2: 0 1 0 y J3: 0 2 1
0 0 -1 0 0 2

Veamos otros ejemplos ligeramente singulares:

5 -3 -1 1 0 0 D
Ag=13 -1 —1|, As=(0 1 o |, A6:<_1 _.).
0 0 2 9 —4 —1 L

La matriz A4 solo tiene un autovalor, A\; = 2, y rg(44 — 2I) = 1 lo que prueba que no es
diagonalizable y es del segundo caso de dimensién 3. Por otro lado, As tiene dos autovalores,
M =1y X = —1. Como existen dos vectores independientes con (A5 — I)7 = 0 entonces
es diagonalizable (porque a estos le podemos anadir un autovector correspondiente a Ay para
formar una base). Por tanto, la forma candnica de Jordan es la D del caso diagonalizable. La
matriz Ag es solo para ilustrar que el caso complejo no alberga ninguna dificultad adicional,
aparte de nuestra posible falta de practica con estos nimeros. El polinomio caracteristico es A2,
por tanto, tenemos un solo autovalor \; = 0. Estd claro que Ag tiene un solo vector propio,
salvo multiplos, por consiguiente, no es diagonalizable y la forma candnica de Jordan es la del
resultado en dimensién 2.
Para resumir, las formas canénicas de Jordan respectivas son:

210 10 O 0 1
Jgo=10 2 0}, J5=101 0 y JGZ(O O)‘
0 0 2 0 0 -1
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La determinacién de la matriz C en el caso no diagonalizable, hay ciertas recetas que cobran
sentido si uno entiende la teoria general, que escapa de los contenidos del curso. La columnas
de C se dice que forman una base de Jordan. El hecho de que C sea invertible equivale a que
verdaderamente formen una base de C".

Si

Ua tal que (A — M)y # 0,

7 = (A~ M)

A1 oo
J:<0 )\1> entonces C:(v1|v2) con {

La condicién (A — \I)¥ # 0 da mucha libertad para escoger @, por ello hay infinidad de

posibles matrices C, todas ellas validas.
Para dimensién 3, comenzamos con el caso de dos autovalores. Si

Uy tal que (A — A\ 1)Ts # 0

oo o A= MI)*0, =0
J=10 X 0 entonces C = (1|0,|U3) con ) y ( 1 )_’2 5
0 0 )\2 V1 = (A - )\1[)’[)27

U3 autovector para As.

Los dos casos con un solo autovalor se tratan de la siguiente manera. El primero es muy
similar al que acabamos de discutir, de hecho se podrian unificar. Si

Uy tal que (A — A\ 1)V # 0,

A1 0 ; -
J=(10 X 0 entonces C = (#1|h|t3) con 01 = (A — M\ I)vs,
0 0 M U3 autovector para Ai

no proporcional a 7.

Finalmente, si

A 10 3 tal que (A — M\ 1I)2%03 # 0,
J=10 X\ 1 entonces C = (271\172|173) con Uy = (A — \1I)us,
00 XM T = (A =MD,

Veamos el célculo de C' en algunos de los ejemplos anteriores. Para Ay, el vector @i = (1,0)?
cumple (A1 +21)vh = (2,—1)! # 0 y entonces C' con columnas (2, —1)! y (1,0)! es una eleccién
valida. Si uno quisiera comprobar el resultado habria que verificar:

GO DG ) =)
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En realidad, numéricamente es mas simple y equivalente comprobar Ayv7 = A9y y A1th =
U1 + A2

Con la eleccién ¥ = (1,1)! habriamos obtenido una matriz C' con columnas (6, —3)* y (1,1)*
que también es valida. El primer vector debe ser autovector y por ello ha resultado un multiplo
del calculado antes.

En el caso de As, el valor propio de multiplicidad dos es A\; = 1 y se tiene

0 0 0 1 1
(Ap—MI)P?=|-8 8 4 y (Ag—MD?*|0] =0, (Aa—M\I)[0] #0.
8 -8 —4 2 2
Por tanto, podemos tomar @y = (1,0,2)!, ¥} = (A — )T = (1,1,0)! y 3 un vector propio
correspondiente a Ao = —1, por ejemplo 73 = (0, —1,1)*, lo que lleva a
11 0
C=(0|to]ts) =1 0 —1
0 2 1

La comprobacién ahora de que se cumple A = CJC~! serfa un poco larga (y, por tanto, no
muy aconsejable para verificar el resultado).

Para Aj el tinico valor propio era A\; = 2 y habia una tnica celda de Jordan. El cédlculo de
(A3 — 2I)? lleva a una matriz cuyo tinico elemento no nulo es el segundo de la primera fila,
por tanto, podemos tomar i3 = (0,1,0)!, ¥ = (A3 — 2I)T3 = (3,0,—1)' y 01 = (A3 — 2[)vh =
(1,0,0)*.

Como tltimo ejemplo de base de Jordan, hallemos una para A4. Recordemos que era de la
segunda forma del resultado en C3. La diferencia con respecto a A, es que ahora Ay = Ao, el
tinico autovalor es 2. La matriz (44 —2I)? es nula, en sintonia con lo dicho sobre las potencias de
celdas de Jordan y entonces no hay otra restriccién sobre U mas que (A4 —21)0s # 0 (que no sea
autovector). Por ejemplo, tomemos 72 = (1,0,0)! que da lugar a @} = (Aq — 21)T = (3,3,0)".
Como ¥3 hay que escoger un autovector que no sea miltiplo de @, por ejemplo (1,0, 3)".

El resto de los ejemplos antes enunciados no aportan ninguna novedad.
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