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Comentarios

La idea subyacente es que con un cambio de variable adecuado, es posible descomponer
en multitud de casos un endomorfismo del espacio euclideo en trozos independientes que
operan en dimensién uno.

1. Autovalores y autovectores

En nuestro contexto limitado, los endomorfismos son aplicaciones lineales f : R — R"
definidas por f(Z) = A% donde A € M,, es una matriz cuadrada que consta, como sabemos,
de n? nimeros. En algunas aplicaciones se produce una simplificacién considerable cuando A es
diagonal y, por tanto, estd determinada por solo n niimeros. En cierto modo, un endomorfismo
con matriz diagonal en n dimensiones se desacopla en n endomorfismos de dimensién 1 tan
tontos como multiplicar por una constante. Nos gustaria emular esta situacién encontrando
vectores que no cambien de direccién bajo la accién de f.

Con esta idea en mente, se dice que U € R”\{ﬁ} es un autovector o vector propio de A € M,
si AU = AU para cierto A € R al que se llama autovalor o valor propio.

Comentario. En realidad, seria més propio hablar de autovalores y autovectores de un endomorfismo
en vez de asociarlos a una matriz, pero esto tltimo es lugar comin. Con nuestra visién restringida de las
aplicaciones lineales hay una concordancia exacta entre endomorfismos y matrices cuadradas, mientras
que en cursos més avanzados a cada endomorfimo se le asocia una clase de matrices bajo cierta relacién
de equivalencia en M,,. Por otro lado, serfa mds natural trabajar con los nimeros complejos, que no
hemos repasado en el curso, permitiendo 7 € C™\ {0} y A € C.

Los autovectores son soluciones no triviales del sistema homogéneo (A —AI)Z = 0 que tiene
el mismo nimero de ecuaciones y de incégnitas, por tanto, podemos hallar los autovalores
imponiendo det(A — AI) = 0, que equivale a que el sistema sea compatible indeterminado, y
podemos hallar los autovectores resolviendo los sistemas correspondientes. La ecuacion de los
autovalores det(A — AI') = 0 se denomina ecuacidn caracteristica y det(A— \I) es el polinomio
caracteristico. Es facil convencerse de que realmente es un polinomio y de que su grado es n

cuando A € M,,.
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Ejemplo (Tedrico). Probar que el polinomio caracteristico de A € M,, es exactamente de
grado n y su coeficiente principal es (—1)".

El caso n = 1 es trivial. A partir de ahi, procedemos por induccién. Suponemos que es
cierto para n — 1 y queremos probarlo para A € M,,. La definicién de determinante implica
|A—=XI| = (a11—\)Cii+Y 15 a1 Ci1 donde Cjy es el cofactor correspondiente para C' = A— .
En cada Cj; aparece n —1 veces A, por tanto, Cj; es un polinomio en A de grado a lo mas n—1.
Ademés, por la hipétesis de induccién, C1; es (—1)""'A"~! més términos de grado menor.
Sustituyendo en la férmula anterior para |A — AI| se obtiene el resultado deseado.

Ejemplo. Hallar los autovalores y autovectores de

3 2
A= .
Primero calculamos el polinomio caracteristico:

3—A 2

det(A—/\I)—‘ 1 4

’—(3—)\)(4—)\)—2—)\2—7/\4—10.

Al resolver A2 — 7\ + 10 = 0 obtenemos los autovalores \; = 2 y A2 = 5 (la ordenacién es
indiferente). Para A\; = 2 los vectores propios son los © € R? — {0} que satisfacen

1 2 - 2
v =0, lo que implica U= L , 0.
1 2 -1
De la misma manera, para Ao = 5 se tiene

2 2520 = @
1 -1 N

Il
=
N\
— =
N—
=
N
<

Con ello hemos hallado todos los autovectores.

Para cada autovalor A el conjunto de soluciones de (A — \I)Z = 0, llamado autoespacio
de A, es necesariamente infinito, todos sus elementos excepto 0 son autovectores. Un abuso de
notacién muy habitual es restringir el nombre autovectores (o vectores propios) a los elementos
de bases fijadas de los autoespacios. Asf en el ejemplo anterior muchos dirfan que (2, —1)* es
“el” autovector correspondiente a A\; = 2, sobreentendiendo que el resto son multiplos suyos,
o dirfan que la matriz A tiene dos autovectores que son (2,—1)! y (1,1)%. Este abuso de
notacién es dificil de aceptar por los matematicos ya que hay infinitos autovectores y no hay
una manera canénica de especificarlos. Sin embargo estd tan extendido que es sensato hacer
alguna concesion.
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Una ecuacién polinémica sobre C siempre tiene raices en C, pero en R esto no es cierto en
general y una matriz real puede tener autovalores complejos. Consideremos, por ejemplo,

0 -1
A= .
1 0
No tiene autovalores (ni, por tanto, autovectores) en R porque la ecuacién caracteristica es
A2+ 1 = 0. En este curso no tratamos los niimeros complejos, pero en un contexto mas general
es conveniente hacerlo y considerar que i y —i son valores propios validos.

Cuanta mayor sea la dimensién, mayor puede ser el nimero de autovalores. Asi, en dimen-
sién tres puede haber hasta tres autovalores.

Ejemplo. Hallar los valores propios de

4 -2 =5
A=1-2 1 2
4 -2 =5

Nuestro objetivo es, entonces, resolver |[A — AI| = 0. El célculo del polinomio caracteristico
|A — M| se puede llevar a cabo con la definicién de determinante o con la regla de Sarrus.
Sin embargo, con un poco de ingenio, la cuentas se reducen utilizando las propiedades de los
determinantes. Partimos de restar a la primera fila la tercera |[A — AI|

—-A 0 A 1 0 -1 1 0 -1
= -2 1-A 2 =—-A-2 1-2A 2 = 0 1—X 0
hoh-lsly 95— 4 =2 APPSR —2 -1
y desarrollando por la primera columna, |[A—AI| = —A(1—\X)(—1—A). De donde los autovalores

son 0,1y —1.

Las raices multiples del polinomio caracteristico inducen algunas complicaciones que seran
fundamentales después.

Ejemplo. Calcular los autovalores y los autovectores de

5 4 2
A=|-6 -5 -3
6 6 4

Tras algunos céalculos, obtenemos que el polinomio caracteristico es
5—A 4 2

6 —5-X 3 |=-M4+4a -5 +2=-A-1*\-2).
6 64—\
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De esta forma, tenemos A\; = 1 (doble) y A2 = 2. Aplicando reduccién de Gauss al sistema
(A — \I)Z =0, se tiene

2 2 1 2 21
A—-\I — -6 —6 -3 — 0 0O
hen2\6 6 3 ) POPEE\0 0 0
Tomando zo = p1, r3 = p2, como es habitual, se obtiene x1 = —pu; — pg/2. Es decir, las

soluciones son
Z=p1(—1,1,0)" + pa(—1/2,0,1)".

Entonces hay dos autovectores asociados a A1, 7 = (—1,1,0), % = (—=1/2,0,1)%, con el abuso
de notaciéon. En realidad hay todo un subespacio de dimensién dos salvo el vector nulo. Por
cierto, los autovectores siempre se pueden multiplicar por constantes no nulas, asi pues es licito
escoger U = (1,0, —2)".

Para )y, resolviendo el sistema (A — 2I)Z = 0 se obtiene que los autovectores son los
miiltiplos no nulos de @3 = (2, —3, 3)".

2. Matrices diagonalizables

Se dice que una matriz A € M, es diagonalizable sobre R si existe una base de R" forma-
da por autovectores. Se puede demostrar que los autovectores correspondientes a autovalores
distintos son siempre linealmente independientes asi que comprobar que A € M,, es diagona-
lizable se reduce a contar si hay n autovectores, con el abuso de notacién que no gusta a los
matematicos de identificar el nimero de autovectores (que, en rigor, es infinito) con el nimero
de autovectores linealmente independientes.

Comentario. La expresién “diagonalizable sobre R” es equivalente en este curso a “diagonalizable”
porque no vamos a estudiar la diagonalizacién sobre C, que es la alternativa principal.

Si A € M, es diagonalizable sobre R, entonces con la base de autovectores {v1,..., 0}
podemos formar una matriz cuadrada C' situdndolos en las columnas. Si A; es el autovalor
de ¥ entonces

A 00
0 Ay O

AC = AT ... 5,) = AT .. ally) = (0h...0) | . = CD.
0 0 ... X

La matriz C es invertible, pues rg(C') = n ya que sus columnas son linealmente independientes,
y se concluye

A=CDC™'  con C=(¢...%) y D=diag(\,...,\)
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donde diag indica la matriz diagonal construida a partir de sus argumentos.

Para entender por qué esta relacién es interesante, consideremos ¥ +— ¢ = AZ, que es un
endomorfismo de R™. Con el cambio ¥ = CZ’, ¥ = Cy’, la ecuacién ¢ = AT se convierte en
Cy' = ACZ' que, usando la relacién A = CDC™!, equivale a §' = DZ’. En conclusién, las
matrices diagonalizables corresponden a endomorfismos que adquieren matrices diagonales tras
un cambio de variable, lo que explica la notacion.

La relacion anterior es 1til para calcular potencias de matrices porque
A=CDC™' = A* =CDFC™! parak eN.

El punto importante a observar es que el cdlculo de D* es sencillo, pues se reduce a elevar a
k cada elemento de la diagonal. La prueba se reduce a operar multiplicando cada vez por A.
Por ejemplo, A> = CDC~'CDC~! = CD?*C~!, A3 = A2A = CD?>C~'CDC~!' =CD3C 'y

asi sucesivamente.

Ejemplo. Estudiar si las siguientes matrices, consideradas antes, son diagonalizables:

5 4 2
Al—G i) A2—<(1) _01>, Az=|-6 -5 -3
6 6 4

Se tiene que A; es diagonalizable sobre R, porque hay dos autovectores @y = (2, —1)!, 0 =
(1,1)%. De hecho si solo nos preguntasen si es diagonalizable, con ver que hay dos autovalores no
harfan falta més cuentas, pues para cada uno hay al menos un autovector. Sabemos que As no
tiene autovalores reales y, por tanto, tampoco autovectores reales, asi que no es diagonalizable
sobre R. Los célculos si serian necesarios para ver que Ajs es diagonalizable porque solo hay
dos autovalores. Ya vimos que podiamos extraer dos autovectores para A1 y uno mas para As.
Segun nuestros calculos, una base valida de vectores propios es:

-1 1 2
B = _’1: 1 7_’2: 0 7173_ -3 )
0 -2 3

que nos da las columnas de C' y lleva a la identidad

-1

5 4 2 -1 1 2 1 00 -1 1 2
Az3=|-6 -5 -3|=1[1 -3 010 1 0 =3
6 6 4 0o -2 3 0 0 2 -2 3

Veamos ahora ejemplos no diagonalizables “puros” en el sentido de que la dificultad no esta
en que aparezcan numeros complejos. La clave estd en los autovalores miltiples. Un resultado
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asegura que un factor (A— ;)™ en el polinomio caracteristico implica que el autoespacio de \;
tiene a lo mds dimension n; (a lo mas hay n; autovectores con el abuso de notacién), pero

nada asegura que sea exactamente n;.
3 1
(50
no es diagonalizable.
Tiene polinomio caracteristico A> — 4\ +4 = (A — 2)?, lo que da lugar a un tnico valor

propio A\; = 2, y al resolver (A — 2I)Z = 0 todas las soluciones son p(—1,1)!. No podemos
extraer mas que un autovector (y sus multiplos).

Ejemplo. Comprobar que

Ejemplo. Decidir si la matriz

5 3 1
A=[-6 -3 —1|, quetiene |A—\|=—-(\—1)>2\-2),
6 4 2

es diagonalizable.

A pesar de que el polinomio caracteristico es el mismo que en un ejemplo diagonalizable
anterior, dando lugar a \; = 1, Ay = 2; la matriz A no es diagonalizable, porque con As solo
obtenemos un autovector (y sus multiplos) y A; no provee dos autovectores independientes ya
que aplicando eliminacién de Gauss a A — A\ [

4 3 1 4 3 1 4 3 1
-6 —4 -1 — -6 —4 -1 — 01 1},
6 4 1 fS'_)f3+f2 O 0 0 f2’_>2f2+3f1 O 0 0

lo que prueba que tiene rango dos y, por tanto, la solucién de (A — \1)Z = 0 solo tiene un
parametro libre.

Para decidir si una matriz A € M,, es diagonalizable (sobre R), no hace falta calcular los
vectores propios, basta contarlos (estrictamente, contar los que son linealmente independien-
tes). Segun lo dicho sobre las multiplicidades y recordando que n menos el rango da el nimero
de soluciones linealmente independientes de un sistema homogéneo, se tiene

Una matriz A € M,,(R) es diagonalizable sobre R si y solo si |A — M| tiene todas
sus raices \; reales y n —rg(A — A\jI) coincide con la multiplicidad de ;.

Asi pues, decidir si una matriz es diagonalizable es una simple rutina (dando por hecho que
las raices son féciles de calcular) aplicando eliminacién de Gauss para hallar el rango. Ademés,
para las raices de multiplicidad uno, por lo dicho antes de que la multiplicidad acota el niimero
de autovectores linealmente independientes, no hay nada que comprobar.
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Ejemplo. Estudiar si es diagonalizable la matriz

7T -4 4
A=|—-4 1 8
4 8 1

La mayor parte del esfuerzo esté en calcular el polinomio caracteristico y sus raices. Aunque
no es imprescindible, utilizaremos propiedades de los determinantes para simplificar un poco.
Comenzamos sumando a la tercera fila de |[A — A\I| la segunda:

T-X -4 4 T-X -4 4 T-X -8 0
= | =4 1-Xx 8 |[=(-N| -4 1-X8 = (9-)N)| -4 -7-x0
fomfstll g 9 X 9 0 11| POpR 0 11

que desarrollando por la tltima columna da |A — M| = (9 — A\)(A? = 81) = —(A — 9)2(A + 9).
De donde los autovalores son 9 (doble) y —9. Todo lo que hay que hacer es comprobar que
3 —rg(A — 9I) = 2, que hay dos autovectores linealmente independientes para 9. Esto es,
rg(A —9I) = 1. Un paso de eliminacién de Gauss da

-2 —4 4 -2 —4 4
A=|-4 -8 38 — o 0 o},
48 =8 f2EER N0 0 0

lo que confirma que el rango es uno porque hay un solo escalén.

Hay un resultado tedrico de gran importancia en matematicas y fisica, el teorema espectral,
que asegura que cualquier A € M,,(R) simétrica, es decir, A = A’, es siempre diagonalizable
sobre R y hay una base de autovectores perpendiculares. Conociéndolo, el ejemplo anterior no
habria necesitado de ningun célculo. Este resultado es muy sorprendente, pues parece que la
simetria, el hecho de que todas las raices sean reales y la condicion geométrica de perpendicu-
laridad (que hay que definir bien en n dimensiones) no tienen absolutamente nada que ver. La
prueba es ingeniosa, pero no particularmente dificil. En cualquier caso, excede los contenidos
del curso.
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