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1. Origen historico y definicién moderna

Con las técnicas aprendidas en Célculo I sabiamos resolver integrales del tipo

(1) I= /R(t, VP(t)) dt

con R una funcién racional y P un polinomio de grado 1. Esto era facil, si P(t) = at + b
bastaba el cambio u? = at + b para llevar I a una integral racional, que siempre podemos
calcular si sabemos factorizar polinomios. Si deg(P) = 2, donde deg indica el grado, las cosas
se complicaban bastante mas pero conceptualmente todo lo que hay que tener en cuenta para
reducir I a una integral racional es que

roodt roodt
(2) arcsen :/ —_— y arc senh x :/ —_—
0o V1—t? o V1+t2

Aqui arcsenx para —1 < x < 1 es la funcién inversa del seno, periddico de periodo 27, y
arcsenhz = log (:B + Va2 + 1) es la funcién inversa del seno hiperbélico, periddico de perio-
do 2mi. Por ser un poco més concretos, completando cuadrados y escalando, cambios del tipo
x = arcsent y x = arcsenht permiten quitar la raiz cuadrada en I y llegar a una integral
trigonométrica o exponencial que se convierte en una racional por métodos conocidos. La idea
es la misma, las integrales racionales en e® se reducen a integrales racionales en t con un
cambio logaritmico y con ojos imaginarios las funciones trigonométricas son exponenciales.

Con esto se acaban los cdlculos explicitos. El caso deg(P) = 3 se puede transformar con
un cambio ingenioso en el caso bicuadratico P(t) = Q(t?) con deg(Q) = 2 y también todos
los casos deg(P) = 4 se reducen a este (como ya sabia Euler [9]) pero se conoce que I no es
expresable en general en términos de funciones elementales (la idea se explica en [4, V]). Por
otro lado, el caso cubico o bicuadrético aparece en diferentes problemas bésicos, por ejemplo el
calculo de la longitud de un arco de elipse, la evolucién del angulo de un péndulo o la distancia
al Sol de un planeta en funcién del tiempo. Debido al primero de estos problemas, se llamaron
integrales elipticas a este tipo de integrales.



En la primera mitad del siglo XIX, tras el trabajo pionero de Euler, las investigaciones de
Gauss, Abel, Jacobi y Eisenstein, por guardar aproximadamente el orden cronolégico, probaron
una serie de sorprendentes resultados acerca de las integrales elipticas, especialmente cuando
el integrando en (1) es

1
V-1 -F8)

donde k es un pardmetro al que se llamé mddulo. Por alguna razén misteriosa, estas integrales
adquieren una estructura més rica que los andlogos cuadraticos de (2). Entre los resultados
mas notables estan que las funciones inversas correspondientes a estas integrales, llamadas
funciones elipticas, se extienden de manera natural (hoy dirfamos analiticamente o de manera
meromorfa) a funciones que tienen dos periodos, uno real y otro complejo’, y cumplen unas
férmulas de adicién que recuerdan a las de las funciones trigonométricas. Dicho sea de paso,
centrarse en (3) no es algo tan especifico como podria parecer. La integral (1) siempre se puede
reducir a (3) y a otros dos tipos més [2].

(3) R(t,VP(t) =

Una vez pasado el siglo XIX, con la variable compleja ya construida y conocida, es mas
natural introducir las funciones elipticas dentro de un problema de clasificacion.

Las funciones trigonométricas como sen z y cos z tienen periodo 27, lo cual se deriva de
que e” tiene periodo 27i. En general, si queremos construir una funciéon f meromorfa en C tal
que f(z) = f(z+ 20) con 2y € C, basta considerar f(z) = g(eQﬂiz/zO) donde g es meromorfa en
C — {0}. De hecho, con algin esfuerzo se prueba que estas son todas las posibilidades.

JExisten funciones con mas periodos? Evitamos tonterias imponiendo que los periodos
apunten en direcciones diferentes. Definimos consecuentemente una funcion eliptica como una
funcion meromorfa en C tal que

(4) [(z) = fz+w1) = f(z +w2)

con w1 y wo linealmente independientes sobre R. Como dimg C = 2, dos periodos es el limite.

Haremos unos convenios con respecto a la notacién. Para f no constante, supondremos que
los periodos w1 y we son “minimos”, en el sentido de que el siguiente reticulo es el conjunto
formado por todos los posibles periodos

(5) A ={mw; +nws : m,n € Z}.

'Hay una prueba fisica de ello utilizando que las oscilaciones de un péndulo vienen dadas por una funcién
eliptica [2, §1.8]. En breve es que todos sabemos que un péndulo oscila de forma periédica y cambiar ¢ — it en
F = ma es lo mismo que cambiar la fuerza de signo. Ahora bien, un péndulo con la gravedad invertida también
oscila periédicamente porque es lo mismo que un péndulo dado la vuelta.



Escribiremos A* = A — {0}. Llamaremos paralelogramo fundamental al paralelogramo cerrado
de vértices 0, wy, w1 + w2 ¥y wo 0 a cualquiera de sus trasladados. Esta claro que el comporta-
miento de f en P condiciona f en todo C.

Nuestro objetivo es caracterizar todas las funciones elipticas que tienen unos periodos dados.
También entraremos en el problema de la inversién de integrales elipticas y en la construccién
de ejemplos particulares.

2. Algunas propiedades y el ejemplo basico

Los siguientes resultados estdn enunciados como proposiciones para resaltar su importancia
pero son mas bien propiedades que se reducen a ejercicios si uno tiene suficientemente clara la
Variable Compleja I. Con ellas se limitan las posibilidades para construir funciones elipticas.

Proposicion 2.1. Una funcidn eliptica sin polos es constante.
Demostracion. Se deduce del teorema de Liouville. ]

Una curiosidad histérica es que este fue el teorema que originalmente establecié Liouville
y no el que lleva su nombre en los textos actuales [6].

Proposicién 2.2. No existen funciones elipticas que tengan un solo polo simple (de orden 1)
en el paralelogramo fundamental.

Demostracion. Si existiera tal funcién f con un polo simple en zj, trasladando levemente el
paralelogramo fundamental P, podemos suponer que zg € Int(P). Por el teorema de los residuos
J. ap [ = 2miRes(f, 20) # 0. Esto contradice J. op J = 0 que se sigue porque las integrales sobre
los lados se cancelan dos a dos debido a la periodicidad. ]

Proposicion 2.3. Sea f una funcion eliptica, zg € C fijado y P un paralelogramo fundamental
tal que f(z) # 20,00 para z € OP. El nimero de soluciones de f(z) = zy en P contando
multiplicidades es igual a la suma de los ordenes de los polos de f en P.

Demostracion. La funcién g(z) = f(z) — 2o es eliptica y por tanto ¢’ y ¢’/¢ también lo son. Por
una generalizacién del principio del argumento, [, ¢'/g = 2mi(Z — P) con Z y P la cantidad
de ceros y polos en P contando multiplicidades. Como en la demostracién anterior, la integral
es nula por la simetria, asi pues Z = P. O

Ahora que tenemos alguna idea acerca de qué debemos buscar, intentemos construir una
funcién eliptica. Tomemos por ejemplo 272%™ que tiene un polo de orden mayor que 1 en el



origen. Para convertir esta funcién en doblemente periddica, trasladamos por todos los periodos
y sumamos los resultados. De esta forma construimos nuestra primera funcién eliptica:

o0

(6) F(z) = Z (2 4 mw + nwy) 72019 = Z(z + w) 72019,

m,n=—0o0 LUEA

La convergencia absoluta esta asegurada (fuera de los polos en mw; + nws) aunque no entra-
remos en ello. La Proposicién 2.2 sugiere que la funcién eliptica “mas sencilla” debiera tener
polos de orden 2 en lugar de 2019, sin embargo cambiar 2019 por 2 en (6) no es posible por-
que la serie no converge, da “infinito”. Siguiendo la estela de los fisicos que renormalizan con
éxito cancelando infinitos?, lo arreglamos restando la “cantidad infinita” > (mwi +nws) 2,
definiendo asi la funcidn o de Weierstrass como 7

1 1 1
(7) plz) = 5 + ZA: (m—§>

Se puede probar que la nueva suma vuelve a converger absolutamente fuera de los polos en
mwi+nws. Claramente p es par, por tanto las soluciones de las que nos habla la Proposicién 2.3
son siempre z y —2z.

Eisenstein dio significado a cambiar 2019 por 1 en (6). En ese caso no hay renormalizacién
posible que dé lugar a una funcién eliptica porque contradiria la Proposicion 2.2, sin embargo
supo construir las funciones elipticas a partir de ella con la ventaja de seguir una generalizacion
mas o menos natural de las funciones trigonométricas [8].

Geométricamente, identificando por la periodicidad lados opuestos de P, este se convierte
en un toro y CU {00}, el plano completado, es una esfera (la esfera de Riemann) por tanto
p es, en este sentido, una aplicacién 2 a 1 del toro a la esfera. Riemann introdujo una visién
topoldgica y geométrica de las funciones de variable compleja y de las integrales (1) con deg(P)
arbitrario [9] por la que las caracteristicas de Euler del toro y la esfera se relacionan con que
la aplicacién sea 2 a 1. Con la terminologia actual, es un caso sencillo de la llamada férmula
de Riemann-Hurwitz.

3. Todas las funciones elipticas

Derivando (7), se sigue que g’ viene dada por una serie como (6) cambiando 2019 por 3
y multiplicando el resultado por —2. Como @ es par y ¢’ es impar, no podemos escribir '

2E] fenémeno ya aparece en Fisica bésica. El potencial eléctrico a distancia a de un conductor infinito
rectilineo es V(a) = [°(t* + a?)~? dt = co. Sin embargo si lo calculamos con [ <V (a) da, introduciendo la
derivada bajo fooo sale un resultado finito correcto. Los fisicos explican que esto se debe a que hay cargas en el
infinito y el segundo método introduce una constante de integracién infinita que las compensa. El potencial se
define salvo constantes, por tanto V' y V 4+ cte llevan a la misma Fisica.



en funcién de p. Lo que vamos a probar es que con solo anadir esta funcién tenemos todas
las funciones elipticas. Con ello se resuelve el problema de clasificacién que habiamos tomado
como motivacion.

Teorema 3.1. Cualquier funcion eliptica f puede escribirse de forma tinica como

(8) f2) = G(p(2) + () H (p(2))
donde G y H son funciones racionales (cocientes de polinomios).

Demostracién. La unicidad se sigue porque si no la hubiera, o bien g’ serfa un funcién racional
de g, contradiciendo la simetria, o bien p satisfaria una ecuacién polinémica, lo que también
es imposible considerando el orden del polo en el origen.

Por la identidad

f(z) + f(=2)
2

f(z) = f(=2)
2¢/'(2)

basta probar que toda funcién eliptica par g es una funcién racional de g.

Si ¢ tiene un polo en el origen, debe ser de orden par y cambiando g por g(z) — P(p(z))
para algin polinomio P, lo podemos cancelar y conseguir que no se anule alli. Por otro lado,
si hubiera un cero de orden 2k en el origen, cambiando g por gp* conseguiremos eliminarlo.
En consecuencia, basta estudiar el caso en que g no tiene ni ceros ni polos en A. Elijamos un
paralelogramo fundamental P de modo que g no tenga tampoco ceros o polos en 0P. Por la
Proposicién 2.3 con zp = 0 se sigue que en P podemos agrupar ceros y polos en pares (c,p).
Para cada uno de ellos la funcién g(2)(p(z) — p(p))/(p(z) — p(c)) tiene menos ceros y menos
polos que g en P, porque hemos cancelado los de ¢, —c, p y —p, y no hemos anadido ninguno
nuevo ya que p(z) — zp con zg = p(c), p(p) tiene exactamente un polo de orden 2 en P y por
tanto solo dos ceros, gracias a la Proposicion 2.3. Repitiendo el proceso se llega a una funciéon
eliptica entera

(9) f(z) = + ¢'(2)

que debe ser constante por la Proposicién 2.1. O

Con esto no resulta extrano que la teoria de funciones elipticas esté plagada de identidades
sorprendentes ya que cualquier funcion eliptica que nos inventemos por cualquier método, debe
coincidir con una de las indicadas en el teorema, exactamente con aquella que cancele los polos.
Una de las identidades més bésicas permite conectar con las integrales elipticas. Para probarla
conviene tener en mente el desarrollo de Laurent de p.



Lema 3.2. Para z # 0 en un entorno del origen se tiene

1 o0
(11) p(z) = 2 + Zazkz% con asgk, = 2k + 1) Z w2k2
k=1 weA*

Los coeficientes ag, son funciones homogéneas en A, en el sentido de que cambiar A por puA
equivale a multiplicar por una potencia de u. Las funciones con esa propiedad son lo que
se llaman formas modulares (véase [5] para la definicién habitual) y tienen una importancia
capital en las Matematicas contemporaneas.

Demostracion. Por Taylor, (1 4+ )72 + (1 —2)72 = 2572 (2k + 1)2?* y basta aplicar este
resultado a (7) después de escribir en la suma (z + w) 2 = w™2(1 + z/w)~2 y agrupar las
contribuciones de w y —w. O

Proposicion 3.3. La funcion o verifica
(12) (')” = 4p° — g2 — g3

con g2 =60 - wt y g3 = 140 Y wens w6

Demostracion. Por el Lema 3.2, p(2) = 272+ hy(z) con h; holomorfa en un entorno del origen
y h1(0) = h}(0) = 0. Con un poco de esfuerzo de cdlculo, del mismo resultado se deduce la
existencia de ho y h3 con idénticas propiedades tales que

4 8a 1 3a
(13)  (PE)P= - g —16athae) v (9P = g o Bat ha(2).

Esto implica (¢')? = 4¢3 — 20ap — 28a4 por la Proposicién 2.1, ya que la diferencia de ambos
miembros se extiende a una funcién eliptica sin polos que se anula en el origen. O

La funcién y = y(z) que formalmente resuelve (y')? = 4y — goyy — g3 con y(0) = yo viene
definida implicitamente por

)
(14) - / dt .
vo V/4t3 — got — g3

Ahora bien, p(z+ zp) con p(zy) = yo es solucién de la ecuacién por la Proposicién 3.3. En este
sentido,  da la inversa de la integral eliptica (14). Un comentario notacional histérico es que
al pasar el integrando de (14) a la forma (3) mediante cambios de variable, el médulo k£ queda
expresado en términos de g2 y g3 que son funciones homogéneas en A. Es de ahi de donde
deriva el nombre forma modular para funciones con esta propiedad.

Si uno se pone muy riguroso, al igual que en (2), no se puede decir que una funcién periédica
sea la inversa de nada (por la falta de inyectividad) y hay que restringir (14) a ciertos entornos



o especificar cémo rodea el camino de integracién a las singularidades del integrando, asi como
determinar la rama de la raiz cuadrada (cf. [2, §2.1]). Desde el punto de vista actual, el enfoque
clasico original de introducir las funciones elipticas a través de las integrales elipticas es menos
claro que el moderno pues fuerza antes o después a enfrentarse a funciones multivaluadas.

La aplicacién z — (p(z), ¢'(z)) transforma cada elemento de C en un punto de la curva
proyectiva E : y? = 423 — gox — g3. Se puede probar que es una biyeccién si uno se restringe a P
identificando los lados opuestos. En este sentido, E es un toro. Este tipo de curvas se llaman
curvas elipticas y la suma de nimeros complejos en C induce a través de esta aplicacién una ley
de grupo en E que admite una representaciéon geométrica sencilla [5, p.11]. Las curvas elipticas
y una relacion con las formas modulares muy diferente de la vista aqui, han tenido un papel
fundamental en la prueba del Ultimo Teorema de Fermat.

En relacién con esta ley de grupo, la funcién g verifica la siguiente formula de adicion:

Proposiciéon 3.4. Para z,w,z+w & A

1¢'(2) = ¢/ (w))2
(15) plz +w) = 7 (ZEZEEE0T - gz) - p(w).
4N p(2) = p(w)
La prueba, no incluida aqui, puede llevarse a cabo como en la Proposicién 3.3 mostrando
que la diferencia de ambos miembros define una funcién entera que se anula en un punto [2].

4. Funciones elipticas con funciones theta

Una vez que tenemos el Teorema 3.1 parece que no hay nada mas que decir acerca de las
funciones elipticas, todas estdn recogidas alli. Por otro lado, la introduccién de la funcién @
es histéricamente tardia. Parte de los desarrollos iniciales estuvieron ligados a las llamadas
funciones 6, sobre todo tras la contribucién de Jacobi®. La notacién cldsica es un poco engorrosa
y como aqui solo vamos a tratar con una de ellas, simplificaremos la terminologia habitual
definiendo para un 7 fijado con &7 > 0

(16) 0(z) = Z g e*™* donde q= ™.

n=—0oo

La convergencia estd asegurada por el rapido decaimiento de q”2 y por tanto 6 es una funcién
entera. Abreviaremos también (1 + 7)/2 por 7*.

En cierto modo, esta funcién es eliptica con periodos wi; = 1, wo = 7 salvo un factor. El
siguiente resultado es un simple ejercicio.

3En el prefacio de [2] se muestra cierto descontento con el desarrollo histérico de “poner el carro de las
funciones theta antes del caballo de las funciones elipticas”.



Lema 4.1. La funcidn definida por (16) satisface
(17) 0(z+1)=06(2) y  0(z+7)=q e IEY(2).

Ademds se tienen las simetrias

1 1 .
(18) 0(z) =0(—2), 0O(z+ 5) = 0(5 —2), B(z+7%) = —e2"E(r* — 2).
Muchas de las construcciones de funciones elipticas estdn basadas en dividir dos funciones

que satisfagan relaciones como (17) para que el factor extra se cancele.

Proposicion 4.2. Sea P la funcion entera definida por el producto infinito

(19) P(z) = H (1 n q2n71627riz) (1 I q2n716727riz).

n=1
Entonces, la funcion h(z) = 0(z)/P(z) es eliptica y entera y por tanto constante.

Demostracion. Un célculo reorganizando un poco los factores, prueba que P satisface las re-
laciones P(z + 1) = P(z) y P(z +7) = ¢ 'e~?™#P(z). Por tanto la funcién h es meromorfa y
h(z) = h(z 4+ 1) = h(z + 7). Es decir, es eliptica.

Definamos L = {T*—i—m+n7 m,n € Z}. Se puede comprobar (ejercicio) que los elementos
de L anulan justamente un factor de P y de hecho son todos sus ceros, que son simples. La
tercera simetria de (18) con z = 0 implica que 6 tiene un cero en 7" y por (17), debe anularse
también en L. Asi pues, todos los ceros de P se cancelan con los de 8 y h es entera. O

Calcular la constante (dependiente de 7, que estd fijado) admite una prueba breve pero
muy ingeniosa, parece que debida a Gauss [7]. Con ello se llega a una identidad famosa y
sorprendente.

Teorema 4.3 (Férmula del triple producto de Jacobi). Para todo z € C se tiene
O . .
9(2) — H (1 _ q2n) (1 + q2n7162mz) (1 + q2n716727rzz).
n=1

Una reaccién natural al ver esta férmula es pensar que como 6 viene dada por una serie
facil y el producto parece medianamente manejable, debiera existir una prueba directa sencilla
y elemental (sin usar variable compleja) operando el producto. Hay varios articulos presentan-
do pruebas “elementales” o “combinatorias” (una de las mejores es [1]) pero son a menudo
indirectas o complicadas. Parece que nadie ha dado con una demostracion realmente rapida
asequible a estudiantes de primero de grado. En contraste, nuestra prueba breve a través de la
Proposicion 4.2 sirve para valorar el poder de la variable compleja.



Demostracion. Por la Proposicién 4.2 sabemos que 6( ) /P(z) es una constante. Llamemos K
al cociente (constante) de 6(z)/P(z) entre [[22,(1 — ¢**). Todo se reduce a probar K = 1.
Sustituyendo z = 1/2 y z = 1/4 y simplificando un poco,

(20) K DN G D L D >

H;O:l (1 _ q2n71)2(1 _ q2n) Hzozl (1 4 q4n—2) (1 _ q2n) )

Si en el denominador de la primera fraccién cambiamos ¢ por ¢* se tiene

o0

00 00
(21) H 8n 4 1 o q H 1 +q4n 2 H 4n 2 1 o q8n—4) (1 o q8n)

y el dltimo producto es [ (1 — q2”) porque todo nimero par o bien es de la forma 2(2n — 1) o
bien 2(4n + 2) o bien 2(4n), sin ambigiiedades. Asi recuperamos el denominador de la segunda
fraccién. Entonces la primera fraccién define una funcién f(q) holomorfa en |g| < 1 que cumple
f(q) = f(g*). Si pensamos en su desarrollo de Taylor en cero, se deduce f(q) = f(0) =1. [

Veamos otra relacién debida a Jacobi que es muy dificil de sospechar a partir de (16).

Proposicién 4.4. Con la notacion anterior, se cumple
(22) 0*(0) = q0*(7/2) + 6*(1/2).

Por ejemplo, escribiendo ¢ = x al tomar los primeros tres términos no nulos de cada serie
se sigue que en el polinomio (1 + 2z + 22%)* — 162(1 + 2% + 25)* — (1 — 22 + 22*)* hay una
magica cancelacién que hace desaparecer los términos de grado bajo. De hecho el primero que
sobrevive es —162”.

Demostracion. Consideremos la funcion

02(0)0%*(z + 1/2) — 92(1/2)92(2).

(23) Fle) = R (5 1 )

Es un ejercicio sencillo con (17) comprobar que las funciones e~ 2"#02(z + 1/2)/0(z + ) y
e~ 2202(2) /6%(z + 7*) son elipticas (véase la siguiente demostraciéon para més detalles) y de
hecho pares usando (18). Entonces F es una funcién eliptica par con periodos 1 y 7. Sabemos
(véase la Proposicién 4.2) que el denominador tiene un cero doble en z = 0. Es obvio por otra
parte que el numerador se anula en z = 0 y como F' es par necesariamente el cero es doble.
Con ello se cancela el posible polo en z = 0 y por la doble periodicidad todos los posibles
polos, que estan en {m + n7 : m,n € Z}. De la Proposicién 2.1 se sigue que F' es constante
y tomando z = 7* que tal constante es —g6?(7/2). eligiendo finalmente z = 1/2 e igualando a
esta constante, se sigue el resultado. O



Por ahora las tnicas funciones elipticas que hemos construido con # son muy aburridas, son
constantes. Esto no hace justicia a su versatilidad pues realmente todas las funciones elipticas
se pueden expresar a través de 0. Después del Teorema 3.1 basta con que lo hagamos con .

En primer lugar consideramos una reducciéon de naturaleza técnica para simplificar. Si
llamamos p(z;w1,w2) a la funcién p correspondiente a los periodos wy y wa, estd claro que

(24) p(z;wr,we) = wf2p(wflz; 1,7) con T =ws/wi.

Adem4s, intercambiando los nombres de wy y ws, si es necesario, podemos asegurar 7 > 0
ya que los signos de las partes imaginarias de wa/w; y wi/wa son opuestos. En definitiva,
escalando, siempre podemos considerar que los periodos de p son 1 y 7 con &1 > 0.

Proposicion 4.5. Con la notacion anterior, existen A, B, y Cr, solo dependiendo de T, tales
que

02(z+1/2)

0 (z+71%)
T 627”"292(2 + T*)

(25) p(z;1,7)=A 8zt

/
B, Yy p(z;l,7’)z—< ) + C;.
Las constantes A, B, y C; se pueden expresar en términos de valores especiales de 0 y p

pero las férmulas no son muy atrayentes y no las veremos aqui.
Demostracion. Utilizando (17) se tiene que 6%(z +1/2) y 6?(z +7*) son 1-periédicas y ademas
(26) 0*(z4+7+1/2) =q 2 ™202(2 +1/2) vy P+ 47)=q e =2 (2 + 7).

Esto prueba que la funcién h dada por la fraccién en la primera férmula de (25) es eliptica. Por
otro lado, como ya habiamos mencionado, el producto del Teorema 4.3 tiene ceros simples en
{T*—i—m—i—nT :m,n € Z} y consecuentemente h tiene polos dobles en A = {m—i—nT :m,n € Z}.
Digamos que su desarrollo de Laurent en z = 0 es de la forma a_2272 + a_127 ' +ag + ...
entonces al comparar con el Lema 3.2 se tiene que p(z;1,7) — h(z)/a_2 es eliptica y a lo més
tiene polos simples en A. La Proposicién 2.2 implica a_; = 0 y se sigue la primera férmula
con A, =1/a_s y By = —ag/a—_o. También se podrian usar las simetrias (18) para eliminar la
posibilidad de polos simples.

Sea ahora la funcién f(z) = ¢'(z + 7*)/6(z + 7*). Claramente es 1-periédica y, tomando
derivadas logaritmicas en la segunda férmula de (26), satisface f(z+7) = —27wi+ f(z), entonces
1" es eliptica. Como ya habiamos visto, (z+7*) tiene ceros simples en A, entonces f’ tiene alli
polos dobles con un desarrollo de Laurent en el origen del tipo —z2+a_;2 ' 4+ag+. .. por tanto
p(z;1,7) + f'(2) es una funcién eliptica con a lo més polos simples en A y la Proposicién 2.2
implica que es una constante. O

La posibilidad de representar 6 con la serie (16) que la define o con la férmula de triple
producto de Jacobi y relacionarla con las funciones elipticas a través de (25) y el Teorema 3.1
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abre la puerta a una serie de identidades insospechadas. Uno de los més originales artifices de
identidades inusuales fue Ramanujan, bien conocido por su instruccién autodidacta. Dentro de
su produccion, posiblemente los resultados con implicaciones mas profundas sean los relativos
a funciones elipticas y modulares (en gran medida recogidos y demostrados en [3]). Los méto-
dos de Ramanujan para conseguirlos estan abiertos a especulacién porque en su mayoria no
disponemos de las pruebas originales y es un reto para los historiadores de la Ciencia explicar
cémo estuvieron al alcance de alguien con pobres conocimientos de variable compleja.
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