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1) [2 puntos] Escribe el enunciado preciso del teorema que más te haya gustado del curso.
Si es posible di algo acerca de su prueba o de sus aplicaciones.

2) Decide si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas incluyendo en cada caso
una pequeña justificación.

a) [1 puntos] La función 20/
(
℘(4)(z) + 19

)
es una función racional de ℘(z).

b) [1 puntos] La función ζ ′(s) sen2(2019πs) es entera.

c) [0.5 puntos] El producto
∏∞
n=1

(
1 + n−3

)
converge.

3) [2 puntos] Demuestra la relación θ(z+ τ) = q−1e−2πizθ(z) a partir de la definición de θ.
Sea P (z) =

∏∞
n=1

(
1 + q2n−1e2πiz

)(
1 + q2n−1e−2πiz

)
. Prueba que f(z) = P (z)/θ(z) es una

función eĺıptica con f(z) = f(z + 1) = f(z + τ).

4) [1.5 puntos] Sea H el conjunto de funciones holomorfas f : {|z| < 1} −→ C y sean
los subconjuntos F1 = {f ∈ H : |f (k)(0)| ≤ 1, ∀k ≥ 0}, F2 = {f ∈ H : |f(0)| ≤ 1} y
F3 = {f ′ : f ∈ H con |f(z)| ≤ 1 para |z| < 1}. Estudia si son familias normales1.

5) [2 puntos] Demuestra que Γ(s + 2) = (s + 1)Γ(s + 1) para −s 6∈ Z+. Sabiendo que
ζ(2) = π2/6, calcula los residuos en s = −2 de ζ(−s)Γ(s) y de sen(πs)Γ2(s).

Algunas fórmulas

Γ(s) =

∫ ∞
0

xs−1e−x dx para <(s) > 0, ζ(s) =

∞∑
n=1

1

ns
para <(s) > 1,

θ(z) =

∞∑
n=−∞

qn
2

e2πinz con q = eπiτ , =τ > 0, ℘(z) =
1

z2
+
∑
ω∈Λ∗

( 1

(z + ω)2
− 1

ω2

)
.

1Recuerda: una familia es normal si toda sucesión tiene una subsucesión que converge uniformemente sobre
compactos.


