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Didlogos del fisico desaforado y la matematica indolente

FD—El principio de incertidumbre es alucinante! En fisica cudntica sabemos probar matemati-
camente —no te quejaras— que es imposible medir simultdneamente la posicién y el momento.

MI-No vamos a discutir como siempre acerca de lo que significa “probar”. Creo que los dos
estaremos de acuerdo en que algo es una prueba dependiendo de lo que te creas.

FD—Por supuesto, td no podrias probar el teorema de Pitdgoras si no te crees los axiomas de
FEuclides. De hecho hay geometrias alternativas, como bien sabes, en las que conviene cambiarlos y
entonces el teorema no es cierto. Por ejemplo, los tridngulos curvos trazados sobre una superficie
esférica como la Tierra, 1tiles desde hace mucho para la navegacion, no cumplen el teorema.

MI-Imagina que uno de los axiomas que supones es que el cuadrado de la hipotenusa menos el
cuadrado del cateto menor da el cuadrado del cateto mayor. Demostrarias el teorema muy facilmente.

FD-Eso seria trampa, porque creerse tal cosa es tan dificil como creerse el teorema.

MI-Donde quiero llegar es que lo que me parece alucinante del principio de incertidumbre es la
interpretacién de posiciones y momentos que dieron nuestros primeros padres cuanticos: Bohr, Born,
Heisenberg y otros incluyendo a Schrodinger y von Neumann que metieron muchas matematicas en
ello.

FD-Realmente Born, Heisenberg y Jordan representaron posiciones y momentos con matrices
infinitas, una representaciéon que pronto quedé obsoleta.

MI-Si y su prueba era complicada y un poco dudosa. Lo que afirmo es que una vez que te crees
la interpretacién de los textos actuales bésicos, la prueba matematica del principio de incertidumbre
es practicamente la desigualdad de Cauchy-Schwarz.

FD-Siempre tengo la impresién de que no solo estds amargada sino que quieres amargar a todo
el mundo. Seguro que el principio de incertidumbre serd menos bonito después de que me expliques
todo esto.

MI-Me temo que te estds pasando a la zona oscura, ya empieces a pensar que menos matematicas
equivale a menos bonito.

FD—jUftf, eres una lianta! A veces me parece que los mateméticos creéis en dos mundos irre-
conciliables, el mundo real imperfecto donde ocurren desastres naturales y reina el caos y el mundo
matematico perfecto, casi el de las ideas platdnicas, mientras que los fisicos tedricos pensamos que
solo hay un mundo y estd regido por leyes escritas en lenguaje matematico. ;No es eso mas positivo?



1. Cauchy-Schwarz a lo facil

Comencemos viendo una prueba de la desigualdad de Cauchy-Schwarz distinta de la que habras
visto en clase, una prueba algebraica. Un momento, jno era la de clase ya algebraica? Si, pero esta
va a ser mas algebraica en un sentido pedestre de la palabra porque solo involucra polinomios. En el
caso de R™ se reduce a la identidad de Lagrange

(1.1) Zx? Zy? = (Zx@yz)Z + % Z Z(fﬂiyj — zjyi)?

donde i y j se mueven, digamos, entre 1 y n. En notacién vectorial, para Z,y € R™ esta identidad
nos dice ||Z]|?||7]]* = (Z - §)* + algo positivo que implica la desigualdad de Cauchy-Schwarz para el
producto escalar de R™. Un producto escalar en un espacio vectorial de dimensién finita sobre R
siempre se reduce al usual con un cambio de coordenadas que pase a una base ortonormal. Por tanto
a partir de (1.1) se tiene la desigualdad en espacios euclideos reales cualesquiera de dimensién finita:

(1.2) IZFI = (&, 5.

Una prueba de (1.1) se sigue simplemente desarrollando el tltimo cuadrado para obtener que el
doble sumatorio es

(1.3) S>> Y 2t -2) my Yy wy;=2) i)yl _2<inyi>2~

i

Hay también una variante compleja de la identidad de Lagrange:
_ 121 2
(1.4) E |2; |2 E ]yj|2 :‘ E ZiYi +§ E g ‘xiyj _xjyi‘
i j i i

donde la barra indica el conjugado. La prueba de (1.4) es similar a la de (1.1) desarrollando el

cuadrado ‘xiyj — a:jyilz como x;y; — x;y; por su conjugado. Con ello tenemos (1.2) también para
espacios vectoriales sobre C.

En R? con el producto escalar usual, lo que dice (1.1) es
(1.5) I1Z11711911* = 12 - g1* + 17 x g1

donde ¥ x ¥ es el producto vectorial. A fin de cuentas, lo que estd detras de esta igualdad es
cos? +sen? = 1. Si tienes el superpoder de visién en n dimensiones, geométricamente lo que dice (1.1)
es algo similar a (1.5) reemplazando ||Z x ¢|| por el area del paralelogramo que determinan Z e .

2. Una desigualdad de incertidumbre

A través de (1.1) nos percatamos de que las expresiones z;y; — x;y; son las que alejan (1.2) de ser
una igualdad en R™. Si disponemos de una cota inferior para la suma de sus cuadrados, tendremos
también una cota inferior para el producto de las normas. Con férmulas:

1
1) DOY (g —agw)’ =X = P > A
(]



Geométricamente, en R? significa que el producto de las longitudes de dos vectores no puede estar
nunca por debajo del modulo del producto vectorial, que es el drea. Si z;y; — z;y; = 0 para todo
i,7 € {1,2,3}, el producto vectorial se vuelve conmutativo, y nulo, lo cual ocurre cuando los vectores
son proporcionales. En ese caso no hay restriccién para el producto de las longitudes.

Lo que vamos a ver es una variante de esta idea que involucra aplicaciones lineales (matrices)
y la conclusion serd que a no ser que dos aplicaciones conmuten, tendremos una cota inferior para
el producto de ciertas normas. En la aplicacién mas famosa esas normas son las “precisiones” con
las que se pueden medir posicién y momento en mecanica cuantica y la existencia de una barrera
inferior se traduce en que una gran precisiéon (norma pequena) en una de estas magnitudes implica
en una gran imprecisién (norma grande) en la otra.

Supongamos que trabajamos en un espacio vectorial V' sobre C y consideremos dos aplicaciones
lineales hermiticas (autoadjuntas) A, B : V' — V. Es decir, identificando A y B con sus matrices en
una base ortonormal, son matrices iguales a sus complejas conjugadas traspuestas. Si es la primera
vez que oyes hablar de matrices hermiticas quiza te convenga pensar que estamos en C™ con la base
canédnica y el producto escalar usual.

Dado v € V, definimos & = Av, §j = Bv. Usando que son hermiticas, (Z,y) = (U, ABU), lo cual
se puede escribir como

(2.2) 23, i) = (7, {A, BYo) — i(5,i[A, B]D)

con i = y/—1 donde {A, B} = AB+ BAy [A, B = AB — BA, unas notaciones que emplearas hasta
la saciedad en cursos superiores de fisica. Es facil ver que {A, B} e i[A, B] son también hermiticas.
Ahora bien, si C' es hermitica (¥, C%) € R porque (¥, C7) = (C¥, ) = (¥, C?). Por tanto, cada uno
de los productos escalares del segundo miembro de (2.2) son reales y se tiene tomando médulos al
cuadrado

(2.3) 4@, | = (@, (4, Bl9)|*.

Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, el primer miembro es menor que 4| Av]|?|| B&||? y se
concluye

I T »
(2.4) 149 B > 5[(¥, [A, BI)|.

De este modo, si A y B no conmutan tenemos una cota inferior no trivial para el producto de las
normas que constituye el primer miembro. Como [A, B] es invariante al cambiar A — A — ul con [
la identidad y u € R (con ello la aplicacién sigue siendo autoadjunta), y lo mismo con B, sin esfuerzo
adicional, (2.4) se generaliza a

1
(2.5) |AT — p1 9| || BU — pod|| > 5‘(27, [A, B]17>| para cualesquiera pi, g € R.

Si repasas la prueba de (2.5) veras que es facil, poco mas que Cauchy-Schwarz. Si, puedes afirmar
que es rara pero los pocos pasos de que consta se siguen sin dificultad. Pues bien, (2.5) incluye el
principio de incertidumbre habitual y otros muchos. Lo dificil no es creerse esta desigualdad sino que
posiciones y momentos tengan algo que ver con operadores hermiticos.



3. Teniendo fe en el diccionario cuantico

Los estados de los sistemas fisicos se representan por funciones que toman valores complejos,
llamadas funciones de onda muchas veces denotadas como W. En situaciones simples, la ¥ que
representa una particula es una funcién de (z,y, z) y del tiempo t. Este ultimo en lo que veremos se
puede considerar fijo y por tanto nos olvidaremos de él. Para simplificar nos centraremos en el caso
unidimensional y as{ tendremos ¥ = U(z) en lugar de ¥ = ¥(x,y,2) y [ significard f_oooo si no se
dice lo contrario. No indicar los limites de integracién deja la puerta abierta a que pongamos R? u
otras cosas cuando seamos mayores. Las funciones de onda interesantes fisicamente son aquellas que
cumplen [|¥|? =1y asf lo supondremos.

Hasta ahora, en los cursos de fisica el estado una particula en un instante fijo venia dado por
un punto (posicién) y una velocidad (o mejor un momento). ;Qué sentido tiene representarlo ahora
mediante una funciéon? No es que lo diga yo ni el telediario, es que lo dijo Schrodinger. Y esto es
solo el principio. En esta seccidn enciende tu varita de incienso, reldjate y si te crees el diccionario
psicodélico que traduce conceptos fisicos basicos a matematicas superiores, te creerds en un santiamén
el principio de incertidumbre. Cuando te pongas rebelde, pasa a la siguiente seccién.

Se llaman operador posicion y operador momento a los operadores A y B que actiian sobre las
funciones de onda de la siguiente forma:

(3.1) AV +— 2V y B:V+— —ih%\II

donde K ~ 1.0546 - 1073 J - s es la constante de Planck normalizada e i es el i = /—1 de toda
la vida. En fisica se suele escribir & y p en lugar de A y B. Asi el operador posicién aplicado a
e~ /2 da ge—T2"/2 y el operador momento sobre la misma funcién de ondas da Tihe /2 iToma
ya! jAhora posicién y momento son operadores que pasan unas funciones a otras! Dijimos que ibamos
a relajarnos, asi que sigamos con un poco de matematicas. Estos operadores son aplicaciones lineales
cuando metemos las funciones de ondas en un espacio vectorial de funciones porque A(V; + ¥y) =
A(Uq) + A(T3), A(ANP) = MA(V) para A € C y lo mismo con B. Los espacios de funciones tienen
habitualmente dimensién infinita por lo cual no es muy buena idea intentar representar A y B con
matrices’.

Si, ya sé que no te lo quitas de la cabeza. ; Como convencer al que pone los carteles en la carretera
de distancias y limites de velocidad que lo que estd midiendo son operadores? El truco esta en que,
si te fias de los padres fundadores de la mecédnica cudntica, lo que uno ve en el mundo macroscépico
es una especie de promedio de estos operadores para la funcién de ondas del sistema considerado.
Esta posicion media y momento medio son

_d
3.2 T = U2 p=—ih | U—T
(32) = [ap v p—-in [l

donde WV significa el conjugado de ¥ mientras que las barras encima de x y p son, por supuesto,
notacién, una forma comun de referirse a promedios. En el mundo subatémico, las mediciones de

'En el futuro verds que las funciones de ondas que representan el espin son un caso amable de dimensién finita en
el que aparecen unas matrices 2 X 2 famosas, llamadas matrices de Pauli.



posiciones y momentos pueden dar cualquier cosa (demasiado tarde para pedir y el libro de reclama-
ciones a los padres fundadores) y Z y p son realmente la media de esas mediciones. En esta situacién
de resultados incontrolados, se vuelve relevante la desviacion tipica: cuan lejos se separan normal-
mente las medidas de los promedios. Una desviacion tipica pequena significa que el promedio es muy
orientativo mientras que cuando es grande se tiene una gran dispersion en las mediciones. Pues bien,
el cuadrado de la desviacién tipica, la varianza, para la posicién y el momento viene dada por los
formulones

) 4P
(3.3) ng/(x—:n)2|\1f|2 v 0’;:/‘—zhdx\lf—p\ll .

Lo primero recuerda un poco a la férmula de la varianza que quizd hayas visto en los cursos de
estadistica pero lo segundo no demasiado.
Fin de la psicodelia. Definamos el producto escalar?

(3.4) (f.9) = / 7g

en el espacio vectorial sobre C generado por todas las funciones de onda que usemos. La norma

asociada es [|f|| = ([ |f |2)1/ 2 y las férmulas anteriores se escriben de manera bastante simétrica:
(3.5) T=(V,AV), p=(V,BY), o,=|(A-zId)¥|, op,=](B-pld)Y|

con Id el operador identidad. No te dejes enganar por este aparente orden en el caos, los formulones
(3.2) y (3.3) vienen de estas férmulas y no al revés. Notemos ademds que

d d
. A BV =x-(—th)—VY — (—ih)—(2V) = ihV.
(3. (A BN = 0 (<) ow — (i) L (ow) = it
Entonces (2.5) con ¥ = ¥ nos da3
h
(37) UzUpZ§

que es el principio de incertidumbre y se deduce una limitacién diminuta, pero relevante en rangos
subatémicos, para la precisién al medir simultdneamente posicién y momento. Segin (2.5), la culpa
de esta limitacién recae en la falta de conmutatividad de A y B y por ello en [A, B]¥ = ih¥. En
fisica se suele escribir esta tultima férmula como

(3.8) [&,p] = ih

y se le llama relacion de indeterminacion.

2Con la notacién del curso el producto escalar debe ser J fg en lugar de [ fg pero exigir la linealidad en el segundo
argumento estd tan extendido en fisica que no me atrevo a cambiarlo.

3;No habfamos hecho todo en dimensién finita? ;Y si ahora no lo estamos? La respuesta répida es que a un fisico
probablemente eso le importe poco por la idea intuitiva de que siempre se puede aproximar por dimensiones finitas y
pasar al limite.



4. Nociones cuanticas mal contadas en un ratillo

El resumen de la seccién anterior es que si te crees (3.5) entonces (3.7) es practicamente directo
a partir de (2.5). Lo que intenta dar esta seccién es una idea de cémo concebir que las mediciones de
posicién y momento, ambos conceptos fisicos basicos, tengan medias y desviaciones tipicas dadas por
una féormulas tan raras. Para ello habra un poco de historias de abuelete y mas fisica que matematicas.

A principios del siglo XX diversos experimentos relacionados sobre todo con la fisica atémica
sugirieron que las particulas se comportaban como ondas. Por ejemplo, la famosa hipdtesis de de
Broglie asociaba a una particula de momento p una longitud de onda A\ = h/p donde h es la
constante de Planck, esta vez sin normalizar, dada por h = 2wh. Las ondas con esta longitud de
onda son genéricamente e/ donde la exponencial compleja es solo una manera matematicamente
cémoda de no tener que tratar separadamente los senos y cosenos, gracias a la conocida férmula de
Euler

(4.1) €' = cos o + i sen .

También se puede interpretar como una forma de representar una fase.
Si uno atiende a la dependencia en el tiempo, en parte los experimentos y en parte la teoria
sugerian que las ondas puras que corresponden a momento p y energia E son

(4.2) U, gz, t) = ! Pe=ED/R,

La famosa ecuacion de Schrédinger, uno de los postulados de la mecanica cuantica, afirma que la
onda asociada a una particula, la funcion de ondas W del apartado anterior, es superposicion de estas
ondas puras ¥, . De este modo una particula puede contener multitud de momentos y energfas (que
Born y Heisenberg indicaban con matrices infinitas). Cuando Schrédinger introdujo su ecuacién, la
mecanica cuantica era una mecdnica ondulatoria que postulaba que las particulas eran realmente
ondas? representadas por una funcién de ondas ¥ que, como antes suponemos siempre normalizada®
con [|¥]?=1.

Curiosamente Schrodinger estaba confuso acerca del significa fisico de ¥ e inicialmente creyé que
para los electrones |¥|? daba la densidad de carga. La interpretacion actual, procedente de Born, es
que fijado el tiempo, |¥|? en cada punto es la densidad de probabilidad de detectar la particula en
dicho punto. A esto se une un extrano fenémeno llamado el colapso de la funcion de ondas que es
motivo todavia de controversia porque combina particulas cuanticas con instrumentos de medicién
clasicos haciendo que el significado de medir sea bien diferente del habitual. Si quieres saber sobre
esto, las palabras clave son interpretacion de Copenhague y problema de la medicion. En el tercer
apartado de [Wei05], un premio Nobel te dice unas palabras sobre ello.

Aunque el colapso de la funcién de ondas es central para entender la mecdnica cudntica, aqui
nos restringiremos a la visién incompleta originaria puramente ondulatoria. Una primera pregunta

4De alguna manera la segunda cuantizacidn que se utiliza en la actualidad al introducir campos, devuelve el prota-
gonismo a las particulas [LB14, §2.1].

®Las ondas puras ¥, p no estdn normalizadas, todavia peor [ |¥, g|*> = co. Eso no debe inquietarnos porque son
una idealizacion, no son la funcién de ondas de algo “real”. De hecho es natural que ocurra asi porque indican algo asi
como una particula que esta en todos los sitios con igual probabilidad y si me dicen elige un nimero al azar en R yo
no sabria calcular la probabilidad de que esté en un conjunto dado. Si ti sabes, ve al médico de los infinitos.



natural es que si por ejemplo un electrén es una onda  por qué nos parece una particula? La respuesta
es que en las situaciones habituales es una onda muy concentrada. De la misma manera, nos parece
que tiene un momento preciso porque en la superposicién de las ¥, g de (4.2) que da la funcién de
ondas del electrén, hay solo un estrecho margen de valores de p que tiene coeficientes (amplitudes)
sensiblemente grandes.

Por ejemplo, segin la teoria, un electrén en el estado fundamental de un atomo de hidrégeno
tiene como funcién de ondas

(4.3) U(r,t) = (xrd) " 2e7m/mom B/l donde rg=5.29-10""m, E; = 2.18- 10718

y r es la distancia al nicleo. Esta ¥ se vuelve practicamente nula por el decaimiento exponencial
si r/ro es grande, por tanto es imposible detectar la onda del electrén mucho més alla de ry. Por
cierto, no es nada facil expresar esta ¥ en términos de las ondas puras (4.2) (con p- & en lugar de
px porque estamos en tres dimensiones) pero es posible sabiendo suficientes matematicas y cuando
se hace, se ve que la contribucién de los momentos de norma mucho mayor que //ry es despreciable.
En la siguiente seccién haremos algunos cédlculos precisos.

, Cémo averiguar la posicién de una onda? En principio es imposible, asi cos x estd en todas partes
de la recta real pero todos seriamos capaces de decir dénde esta aproximadamente una ola o una onda
los suficientemente concentrada, como en el caso del electrén anterior. Siguiendo la interpretacion
dada anteriormente, |¥(z)|? es exactamente la densidad de probabilidad de detectar la particula en =
v si nos obligan a especificar con un solo nimero las infinitas posiciones de una onda mas o menos
concentrada, lo natural es elegir la posicion media

(4.4) = /:1:|\If(ac)\2 dx.

Asi que la primera férmula de (3.2), y por tanto la primera de (3.5), no es tan rara una vez que uno
ha creido a Born. Lo mismo se aplica a la primera férmula de (3.3) que no es méas que la usual de la
varianza para la funcién de densidad f = |¥|2.

Veamos que es medianamente comprensible o al menos explicable que llamemos “posicién” al
operador A de (3.1). Para ello pensemos que un pulso, un onda abrupta muy estrecha tiene una
posicién bastante bien definida. Troceando una onda en rodajas verticales siempre la podremos
descomponer en una suma de pulsos muy finos. El operador posicién simplemente lo que hace es
multiplicar cada pulso por su posicién, que esta bien definida en el limite de anchuras infinitesimales.

Uno de los postulados de la mecédnica cudntica es que los observables fisicos son aplicaciones
lineales autoadjuntas (hermiticas). Aunque no lo parezca, esto en un artificio teérico que refleja el
hecho de que exista una descomposicion de cualquier funcién de ondas de forma que el observable
adquiera un valor de verdad, un niimero real, en cada trozo de la descomposicién sobre el que actia
por multiplicacion.

El operador momento es mas complicado porque la descomposicion de una funcién de ondas ¥
en términos de los trozos ¥, r que tienen momento bien definido es matematicamente bastante mas
dificil que hacer rodajas verticales. Para simplificar, supondremos que la energia E es constante,
igual que ya lo habfamos hecho con el tiempo. Si ¥ es superposicién de muchas ¥, gy, como en las



rodajas anteriores, los p; pueden estar arbitrariamente juntos, es mejor tomar como modelo que ¥
es una integral en vez de una suma®:

(4.5) U(z) = /a(p)\llp,E(a:) dp.

Con la filosofia anterior, como ¥, g tiene momento p, el operador momento debe ser:

(4.6) B:V+— /pa(p)\llp,Edp.

Esto no tiene mucha pinta de parecerse a (3.1), entre otras cosas porque no tenemos ni idea de
qué es a(p). La explicacion es mucho més sencilla de lo que parece, solo hay que saber derivar
exponenciales:

d d
(4.7) [ @) pp@dp =it [ ap), p(e)p = it v.
Ahora hay un hecho nada obvio y es que (4.5) implica h [ |a|?> = 1. Esto se deduce tomando
fi=fo=V ya =as =a en la formula matematica alucinante

(4.8) filz) = /al(p)‘l’p,E(ﬂ?)dp, fa(z) = /CLQ(P)‘I’p,E(w)dp = h/a1a2 = /flfQ-

La palabra mégica es trasformada de Fourier y solo la menciono para intrigar porque no habré expli-
caciones sobre ella. Como h [ |a|? = 1, se puede considerar que hla|? es una densidad de probabilidad
y, en analogfa con la interpretaciéon de Born, (4.5) induce a pensar que hla(p)|? es la densidad de
probabilidad de medir momento p en el sistema fisico representado por W. Con ello, el momento
medio y su varianza estan dados por

(4.9) ﬁ:h/ﬂm2 y ﬁ:h/@—m%#

en completa analogia con Z y o2. De nuevo esto se parece bien poco a si mismo, esto es, a las férmulas
para py 012, en (3.2) y (3.3). El célculo que explica esta paradoja no es complicado pero si hermético
porque vuelve a usar (4.8). Vedmoslo

Tomando ag = pa se tiene fo = —ih%\lf por (4.7) y si ademas elegimos a; = a, de (4.8) se sigue
—ih [ \Il%\lf =h[ plal?, que es lo que querfamos probar para p. La igualdad entre las dos férmulas
para o2 se sigue de la misma forma tomando esta vez ai(p) = az(p) = (p — p)a(p) que por (4.7)
corresponde a f1 = fo = —ih%\ll — pV.

5. Un ejemplito con un electron

Para practicar y explorar un poco el caso tridimensional, vamos a calcular posiciones y momentos
para el electrén del dtomo de hidrégeno correspondiente a (4.3). En este caso hay posiciones y

SEn los ejemplos que estudiards en cursos superiores los habré tanto con sumas como con integrales e incluso
combinando ambas. Cuando solo hay sumas, momentos y energias solo puede tomar unos valores concretos, por ejemplo
relacionados con los enteros, y se dice que estan cuantizados.



momentos correspondientes a cada una de las tres coordenadas. Por ejemplo

(5.1) g:/ y| o> o P, = —ih T

R3 R3 0z
Al sustituir la ¥ de (4.3) con r = /22 + y? + 22 es fécil ver que Z, ¥, Z, Py, Py ¥ P> son todos nulos
ya que se integra una funcién impar en una de las variables. Esto es légico con la imagen clasica del
electrén dando vueltas alrededor del nicleo, pues la posicién media estara en el centro (el origen) y lo
mismo con el momento. Las desviaciones tipicas no son, por supuesto, nulas. Por ejemplo, teniendo
en mente (3.3)

1
(5.2) o'z - /RS 2’2‘\If|2 =— /RS z26*2\/m/’"°dxdydz _ 7‘3.
0

La ultima igualdad se sigue pasando a coordenadas esféricas o preguntando al profesor de Analisis II.
La segunda férmula de (3.3) para p, da

(5.3) o = / - / 2NV gz =
. (o) = —_— = — = —.
Pz r3 | 0z mrd Jrs 2?4 y?+ 22 4 3re

La desigualdad (2.4) para los operadores A, : ¥ +— 20 y B, : ¥ — —ih%\ll asegura que en
cualquier ejemplo 0,0, > h/2, ya que [A;, B;] = ih. En nuestro ejemplo con el electrén del dtomo
de hidrégeno en el estado fundamental hemos obtenido ¢,0,, = A/v/3 que est4 alrededor de un 15 %
por encima del limite. Dicho sea de paso, hay un prueba matematica de que solo se alcanza la igualdad
en (3.7) cuando |¥|2 es de la forma Ce=C*7(#=K)* con €' > 0y K constantes. Es trivial comprobar que
Ay : UV +— yU y B, conmutan, [A4,, B;] = 0. En este caso no hay ningin principio de incertidumbre
que impida la existencia de sistemas fisicos en los que la posicién en la direccién y y el momento en
la direccién z tengan precisién arbitrariamente pequena. Por ejemplo para |¥|? = e~ (@ y?/etes?) oo
cumple 02 =e2/(2m) y 012,2 = h?mel/?/2 que son arbitrariamente pequenios cuando e — 0F.

Por la simetria se tiene 0, = 0y = 0, = ro y 0p, = 0y, = 0p, = I/(rov/3). Eso explica que, como
se indicé antes, sea muy inusual detectar el electrén mucho més lejos de rg del niicleo o con momento
mucho mayor que //rg. Debido al decaimiento exponencial de |¥|? las probabilidades de que ocurra
esto se vuelven muy pequenas en cuanto que “lejos” sea “moderadamente lejos”. Por ejemplo, la
probabilidad de encontrar al electrén a una distancia mayor que 10ry del nicleo es

1 RN RN
(5.4) / 0?2 = — e 2VEHYIEE/10 o dydy = 22120,
r>10rg TTy Jx244y24+22>10r

Esta cantidad es menor que media millonésima.

6. Para saber mas

En [SR05] y [Bagl7] hay mucha informacién histérica acerca de cémo se gestaron las ideas
fundacionales de la fisica cuéntica. También son muy ilustrativas las primeras péaginas de [GP78].
Un resumen répido estd en [Wey50]. Es increible que ese libro se escribiera en 1928 cuando todavia
se estaban asimilando los conceptos basicos.



Originalmente la relacién de indeterminacién era una identidad entre productos de matrices

infinitas.

A pesar de que este interpretacién tuvo una historia muy corta, es instructivo (aunque

nada sencillo) intentar seguir estos primeros pasos en que posiciones y momentos se convirtieron en
operadores. Una explicacién moderna detallada estd en [FP09] y hay traducciones de algunos de los
articulos originales en [vdW67].
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