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1. Formas bilineales y sesquilineales

En lo sucesivo V' serd un espacio vectorial sobre un cuerpo K con K = R o K = C. Como es
habitual, cuando no se diga lo contrario las coordenadas se suponen respecto a la base candnica
y a veces se identifica un vector con sus coordenadas.

Una forma bilineal es una aplicacion ¢ : V x V — K que es lineal en ambos argumentos.
Es decir,

N+ (i, ) = \p (@, @ v, @
(1) {‘P( U + pv, ) o( ’1:))+ucp(v,w) para todo i, ¥,w € V, A u€K.

@ (i, \T + pad) = Ap(
Observacion. Para nuestros propositos posteriores el caso mas relevante es K = R aunque

nada impide considerar C o incluso otros cuerpos (conjuntos donde se puede sumar, restar,
multiplicar y dividir salvo por cero).

Ejemplo. Para V = R? si & = (z1,22)", ¥ = (y1,%2)" v definimos (&, ) como el determinante
det(Z, §) = x1y2 — way1 entonces es una forma bilineal por las propiedades de los determinantes o un
célculo directo.

Si dimV = n < oo entonces, fijada una base, es posible representar cada forma bilineal
con una matriz. Si & = 3 zi€;, § = > ;y;€j con B = {é1,...,6,} una base de V, para
@V xV — K forma bilineal se tiene

(2) o(@) =D (@, > yi€) =D wyp(6, ).
i j i
Definiendo la matriz cuadrada A = (aij)zjzl con a;; = Lp(é}, €;), se puede escribir

n
(3) @(57 g) = (:L'l, ce . ,i]j‘n)A — —'tAg»
Un



donde en la 1dltima igualdad se han identificado los vectores y sus coordenadas en la base B. Se
dice que A construida de esta manera es la matriz de ¢ en la base B. Evidentemente dada una
matriz n x n la férmula # Ay define una forma bilineal, asi que fijada una base las matrices nxn
y las aplicaciones bilineales estan en correspondencia uno a uno. Simplemente el coeficiente
de z;y; es a;j.

Ejemplo. Para ¢ como en el ejemplo anterior y B = {€1, €} la base canénica de R, se tiene p(€1,€;) =

p(€2,82) =0y p(€1,E2) = —p(€s,€1) = 1, por tanto la matriz de ¢ (en la base candnica) es
(4) A= <_01 é) que concuerda con (z1,Z3) <_01 (1)> (i;) = T1Y2 — T2Y1.

Supongamos que cambiamos de una base B a una base B’ de modo que la relacién entre
las antiguas coordenadas en términos de las nuevas sea:

(5) =C| : (columnas de C' = coordenadas de los vectores de B’ en la base B).

Entonces sustituyendo en (3) se obtiene

7\ \’ vi Vi

/

/ /
Tn Yn Yn

y se deduce que la matriz de ¢ en la base B’ es C'AC. Esta es la férmula de cambio de base
para matrices de aplicaciones bilineales.

Ejemplo. Consideremos la base B’ = {uy, 42} donde @, = (1,2)" y @ = (—1,1)" (coordenadas con
respecto a la base canénica B). Podemos calcular la matriz de la forma bilineal ¢ de los ejemplos
anteriores en la base B’ usando la férmula:

e (1 2Y[/0 1\(1 -1\ _[(0 3
(7) CAC_(l 1) (1 0) (2 1)‘(3 o)‘
En realidad es mas rapido usar un céalculo directo:

(8) @(ii1, 1) = p(ta, Us) = 0, o(ti1,d2) = —p(t, 1) = 3.

Se dice que una forma bilineal es simétrica si p(Z,y) = (¥, %) y que es antisimétrica si
o(Z,7) = —p(y, ). Es ficil ver que (en el caso de dimension finita) lo primero ocurre si y solo
si la matriz es simétrica A = A’ y lo segundo si es antisimétrica A = — A’



En ciertas situaciones uno necesita cierta “positividad” al trabajar con C y eso sugiere
definir una variante de las formas bilineales que no es exactamente lineal en una de las variables.

Se dice que una aplicacién ¢ : V x V — C (con V espacio vectorial sobre C) es una forma
sesquilineal si es lineal en la primera variable y antilineal en la segunda. Es decir,

N + ptl, @) = A (@, 0 v, w
() {cp( U+ pt, W) = \p(id, W) + pup (U, ) para todo @, 7, W € V, A, p€C;

donde X y fi son los conjugados de A y p.

Observacion. En fisica casi siempre se consideran formas sobre C que son lineales en la
segunda variable y antilineales en la primera. Es solo una cuestiéon de convenio. Aqui se sigue
el habitual en algebra lineal aun reconociendo que el empleado en fisica y otras areas de las
matematicas tiene ventajas.

Todo lo visto anteriormente para las formas bilineales se cumple con las modificaciones
obvias para las sesquilineales.

En el caso de dimensién finita, la matriz se define igualmente como A = (a;;);;—; con
a;; = go(é’i, €j) v en este caso se tiene

n
(10) o(T, ) = (x1,...,2n)A | 1 | =T Ay
Yn
con lo que a;; es el coeficiente de x;7;. El cambio de base se reduce de nuevo a sustituir (5) en
esta férmula para obtener que la matriz de la forma sesquilineal ¢ en la base B’ es C*AC.
Las simetrias de interés son algo distintas que las del caso bilineal porque las dos variables se
comportan de manera intrinsecamente diferente. Se dice que una forma sesquilineal es hermitica

o(7, T). Es facil ver que (en el caso

—

si o(Z,9) = (¥, ) y que es antihermitica si ¢(Z,7)
de dimensién finita) lo primero ocurre si y solo si la matriz cumple A = ' y lo segundo si y

solosi A= A", Correspondientemente se halgla de matrices hermiticas y antihermiticas. En
fisica es habitual la notacién At en lugar de A".

Ejemplo. Para ¥ = (71, 22)! € C?, ¥ = (y1,y2)! € C? definamos
(11) Q(&, ) = 2x141 + ix172 — ix2f1 + 27

que en forma matricial es

(12) o(Z,§) = (21, 22) A (2’2) con A:<2. i)

—1

Entonces es una forma sesquilineal de matriz A (en la base canénica). Se tiene A = Zt, por tanto es
hermitica. Esto también se puede comprobar con un cdlculo directo ya que ¢(¥, &) = 2y1Z1 + iy1T2 —

—

iy2%1 + y2T2 implica ¢(Z, ) = ¢(¥, 7)



2. Productos escalares

En R? y R3 el producto escalar de toda la vida nos sirve para medir la longitud de un vector
con ||@|| = V/@- @ o el 4ngulo entre dos vectores no nulos con cos o = @-b/(||@||||b]|). En diversas
situaciones en fisica y matemadticas conviene considerar otras formas de medir longitudes y
angulos (por ejemplo la relatividad general postula que la gravitacién se explica como una
variacién de un “producto escalar” natural) y extender estas nociones a otros espacios. En este
sentido es interesante definir un analogo del producto escalar para espacios vectoriales sobre C
(en fisica cuédntica sirve para medir probabilidades).

En un espacio vectorial V' sobre R se dice que ¢ : V x V. — R es un producto escalar si
cumple las propiedades:

1. ¢ es una forma bilineal.
2. @ es simétrica.

3. ¢(#,Z) > 0 para todo & # 0 (es definida positiva).

Una vez que tenemos un producto escalar, se dice que V es un espacio euclideo.

Observacién. A menudo se escribe (¥, 7) en vez de ¢(Z, §) para indicar un producto escalar.
En fisica se usa mucho la llamada notacién bra-ket que en este caso seria (Z|y) (aunque rara
vez se escribirfan las flechas de los vectores).

Ejemplo. Comprobemos que (Z, %) dado por la forma bilineal de matriz (en la base candnica)

1 -1 -1
(13) A=[-1 2 2
-1 2 6

es un producto escalar. Por definicién cumple la primera propiedad, la segunda se sigue de A = A? y la
tercera es mds dificil. Si escribimos # = (z,y, z)" lo que tenemos que probar es que el polinomio de tres
variables

(14) (#, %) = 2% + 2y* + 62% — 22y — 222 + 4y

es mayor que cero para x,¥y,z € R excepto cuando x = y = z = 0. Una manera de verlo es agruparlo
como (x —y —2)% + (y + 2)% + (22)%

Mads adelante en el curso veremos un algoritmo para escribir como suma de cuadrados
que nos permitira decidir siempre la tercera propiedad a partir de la matriz. En realidad hay
un método simple basado en determinantes que funciona bien en dimensiones bajas y que
asumiremos por ahora sin demostracién:

Se dice que una matriz simétrica A € M, (R) es definida positiva si es la matriz de una
forma bilineal que es un producto escalar. El criterio de Sylvester afirma que esto ocurre si y



solo si

ai] ... aik
(15) Ap=|: >0 para todo 1 < k < n.

ar1r ... QL

Ejemplo. Al aplicar este criterio a la matriz de (13), se deduce que (¥, %) es un producto escalar de

1 -1 -1
=1>0 y As=|-1 2 2|=4>0.

16)  A=[1]=1>0, AQ:’
-1 2 6

1 -1
-1 2

Ejemplo. El tensor de Minkowski en dos dimensiones es la forma bilineal en R? dada por o(%,7) =
Z1Yy1 — Taye obviamente no es definida positiva (si uno se empetia en usar el criterio, Ay = —1 < 0).
Sin embargo, al escribir 1 = ct, x3 = x con ¢, t y x la velocidad de la luz, el incremento de tiempo y
el incremento de espacio, respectivamente; de acuerdo con la relatividad especial solo los eventos con
@(Z,Z) > 0 pueden ser alcanzados por una particula material desde el origen. Es decir, a efectos de la
realidad fisica se comporta como un producto escalar aunque estrictamente no lo sea. A veces se dice
que es pseudo producto escalar.

Una vez que tenemos un producto escalar en un espacio vectorial sobre R, podemos definir
la norma (longitud) y el dngulo entre dos vectores no nulos mediante férmulas como las de R?
3
y R:

(7) 17 =VED v csa=22 cmo<asm
e
Es obvio que la longitud es positiva excepto por ||0]] = 0, concordando con la idea de

longitud, pero no esta en absoluto claro que el angulo « esté bien definido, es decir que el valor
asignado coseno sea un numero en [—1,1]. Este es el contenido de una de las desigualdades
mas empleadas en matemaéticas.

Desigualdad de Cauchy-Schwarz. En cualquier espacio euclideo V' se cumple
(18) (Zp| <[IZ|ll7]  paratodo ZgeV.

Ademas la igualdad se da solo si uno de los vectores es multiplo de otro (lo que incluye el caso
en que alguno sea nulo).

Es instructivo ver la prueba habitual que es breve e ingeniosa. Es muy ficil comprobar que
si uno es miltiplo de otro se tiene igualdad. Tenemos que demostrar que en el resto de los
casos hay desigualdad estricta. Para cualquier A € R se tiene

(19) (AT — §, AT — §) = |AZ - 7> > 0.



Utilizando que el producto escalar es bilineal, lo anterior se escribe como
(20) N &2 = 20(&, ) + (|17 > 0.

La parte derecha es un polinomio cuadratico en A y estamos diciendo que no tiene raices
reales (porque es positivo) asi que el discriminante de la ecuacién cuadrética correspondiente
es negativo y este es b2 — dac = 4(Z, 7)? — 4||Z||?||7||* de donde se deduce (18).

Ejemplo. Las funciones continuas f : [0,1] — R con el producto escalar (f, g) = fol fg son un espacio
euclideo y entonces la desigualdad de Cauchy-Schwarz implica

(21) (/Olfg)Qs/OlfQ/;g?

Una de las consecuencias més importantes de la desigualdad de Cauchy-Schwarz, y com-
parable en importancia, es la llamada desigualdad triangular

(22) 17+l < 7| + l7]l  para todo g eV

La prueba se reduce a elevar al cuadrado, de modo que el lado derecho pasa a ser ||Z|% + ||7]|% +
2||Z|||17]l mientras que el lado izquierdo pasa a ser (T + ¢,Z + ¢) = (Z,Z) + (¥,9) + 2(Z, ),
utilizando que es bilineal, y (18) da el resultado.

En espacio vectoriales sobre C un producto escalar que tome valores complejos impide una
definicién adecuada de angulo pero como veremos mas adelante, lo mas importante respecto
a los angulos es salvar el concepto de perpendicularidad que corresponde al producto escalar
nulo. Es posible lograr este objetivo preservando una definicién con sentido de longitud si se
consideran formas sesquilineales en lugar de bilineales. Concretamente:

En un espacio vectorial V' sobre C se dice que ¢ : V x V — C es un producto hermitico
(o también un producto escalar) si cumple las propiedades:

1. ¢ es una forma sesquilineal.
2. @ es hermitica.

3. ¢(#, @) > 0 para todo & # 0 (es definida positiva).

Cuando asociamos a V una ¢ con estas caracteristicas decimos que se ha convertido en un
espacio hermitico (o en un espacio unitario).

Observaciéon. También en este caso se aplican los convenios de notacién antes indicados.
Ademas el criterio de Sylvester también es valido en este contexto (bajo la hipétesis de que
la matriz de ¢ es hermitica) asi como la desigualdad de Cauchy-Schwarz, donde en este caso
|(Z, 7)| significa el médulo como nimero complejo. Eligiendo un nimero complejo u con |u| = 1



siempre se puede conseguir (uZ,¥y) = [(Z,9)| y por ello se puede aprovechar la demostracién
del caso real cambiando ¥ por uZ.

Ejemplo. En C™ es obvio que (%, §) = 171 + x2¥2 + - . - 1 Jn €s un producto hermitico (escalar). Es el
usual en C™.

Ejemplo. En C? consideramos las formas o1 (%,%) = 32191 + (1 + i)x192 + (1 + 9)z2yy + T2z ¥
0o (Z, ) = 3x191 + (1 + 0)z192 + (1 — i)x2y1 + x2¥2. Sus matrices son respectivamente

(3 1+ (3 1+
(23) A1<1+z' 1> Y A2<1—¢ 1>'

La forma sesquilineal ¢; no es hermitica porque A; # Ztl mientras que o si lo es porque Ay = Zg.
Por otro lado, 3 > 0 y |43] = 1 > 0 implican que o es definida positiva. Por tanto ¢; no define un
producto hermitico en C? y ¢y si.

Observacion. En un contexto matematico mas amplio se habla de norma en un espacio
vectorial para referirse a culquier manera de medir longitudes con las propiedades 1) ||Z|| > 0
siZ #0,2) A\ = MIZ| vy 3) [|€+ | < 7] + ||7]]- Ya hemos visto que en los espacios
euclideos y hermiticos siempre \/(Z,Z) es una norma pero en este sentido amplio es posible
definir normas que no provienen de un producto escalar. Un ejemplo es ||Z|| = max(|x1|, |z2])
que satisface las propiedades en R? y C2.

3. Ortogonalidad

Se dice que dos vectores son ortogonales si su producto escalar (o hermitico en el caso de
espacios unitarios) es nulo.

Observacion. La ortogonalidad es importante porque a través de las proyecciones ortogona-
les del préximo capitulo esta relacionada a menudo con hallar distancias minimas o, en general,
con optimizar, por lo cual participa en muchas aplicaciones.

Con este concepto se generaliza uno de los teoremas més antiguos de las matemaéticas:

Teorema de Pitagoras. En cualquier espacio euclideo o hermitico V'
(24) I+ 11> = [|1Z]* + |17 para cualesquiera Z, € V ortogonales.

La prueba se reduce a la igualdad (Z + ¥, 7+ ¥) = (Z,Z) + (¥, 9) + (Z,9) + (¥, T).

Como es logico, llamamos base ortogonal de un espacio vectorial euclideo o hermitico a
la compuesta por vectores ortogonales dos a dos. Dada una bases arbitraria de un espacio
vectorial de dimension finita, hallar las coordenadas de un vector requiere resolver un sistema



lineal de ecuaciones pero cuando tenemos una base ortogonal B = {uy, ..., 4, } es mucho més
sencillo ya que calculando el producto escalar con ;

<:L_:7ﬁj>

(25) T=wmily + @l + -+ anil, = () =2|@)° = x;= ;]2
j

Si los elementos de la base B no solo son ortogonales sino también son vectores unitarios, es
decir, tienen norma 1, se dice que B es una base ortonormal y entonces z; = (¥, U;), asi que
las coordenadas coinciden con los productos escalares con elementos de la base.

El mismo argumento empleado en (25) muestra que los conjuntos de vectores ortogonales
no nulos son siempre linealmente independientes.

Debido a las ventajas de las bases ortogonales y ortonormales, es conveniente tener un
algoritmo que transforme una base cualquiera de un espacio de dimensién finita en una de
ellas. Dada una base ortogonal es facil convertirla en una ortonormal sin méas que dividir cada
vector por su norma para convertirlo en unitario, lo que se llama habitualmente normalizacion,
asi que todo el problema es obtener una base ortogonal.

El método més natural para resolver este problema es el llamado proceso de Gram-Schmidt.
Dada una base arbitraria {1, is, . . ., i, } produce una base ortogonal {7}, Us, . . ., U, } por medio
de las formulas

L L Uj, Ug) ,
(26) 1= U] y i = uj — < ]_: 2> Vi, ] 273, ,n
2 i

Geométricamente este algoritmo corresponde a restar a cada #; la proyeccién ortogonal
(que estudiaremos mas adelante) sobre el subespacio generado por {71,...,0j—1}.

Una consecuencia de este algoritmo es que todo espacio vectorial de dimensién finita
euclideo o hermitico tiene bases ortonormales.

Ejemplo. Por ejemplo, la base {1,z,2?} de Ra[z] (polinomios reales de grado a lo mds 2) no es

ortonormal con el producto escalar (P, Q) = fil PQ. Con el proceso de Gram-Schmidt conseguimos
una base ortogonal {P;, P», P3} tomando P =1y

1
lx dz
(27) 132::#7]‘1 l==x, Py=a°-

f_ll 122 dazl B f_ll 23 dx , 1
f_ll 12 dx 7

r=Tr — —.

f_ll 12 dx f_ll x2 dx 3

Si queremos una base ortonormal, dividimos por la norma obteniéndose

(28) {\}E\Ex ﬁ(3x2—1)}.

Aunque este ejemplo parezca demasiado abstracto, los polinomios obtenidos al aplicar el proceso
de Gram-Schmidt a {1,z,...,2"} con (P, Q) = fil P(Q) aparecen en varios temas de fisica, por ejemplo



sirven para dar el llamado desarrollo multipolar del potencial gravitatorio y son necesarios para describir
la forma de los orbitales del atomo de hidrégeno.

El proceso de Gram-Schmidt prueba que existen bases ortonormales de un espacio euclideo
o hermitico de dimensién finita. En una de tales bases B = {1, ... 4, } la matriz de la forma
correspondiente al producto escalar es la identidad. Esto implica que, en el caso de dimension
finita, con un cambio de base cualquier producto escalar se transforma en el usual. Esto no
significa que la definicién general de producto escalar sea superflua pues las coordenadas en
una base pueden tener un significado fisico o matematico especial que convenga preservar. Por
dar una analogia, las elipses se reducen a circunferencias con cambios sencillos de variable pero
eso no significa que las elipses sean irrelevantes o que sus propiedades se deduzcan facilmente
de aquellas de las circunferencias.

Observacion. Por la férmula del cambio de base, el signo del determinante de la matriz
de una forma bilineal en R o sesquilineal, no varfa (porque |C||Ct| > 0, ]CHétl > 0). Con
ello, el criterio de Sylvester se puede deducir del proceso de Gram-Schmidt. Aqui va una
demostracién esquematica: Sea {é1,...,€,} la base candnica de K" y V}, el subespacio generado por
By = {€1,...,8}. La forma ¢ : K x K* — K de matriz A tiene matriz Ay con Ax = |Ag| cuando
la restringimos a Vj. Si ¢ es producto escalar, cambiando a una base ortonormal la transformarfamos
en la identidad I y |I| = 1 > 0, as{ que Ay > 0. Reciprocamente, si no es producto escalar, no
podriamos completar el proceso de Gram-Schmidt en B,, (alguna norma saldria no positiva). Digamos
que nos paramos en Bj = {d1,...,Uy_1,ud} base de Vi con {dy,..., U1} ortonormal y ¢(u,d;) =0
pero ¢(#, %) < 0. En Vj, con la base By, ¢ tiene una matriz con determinante Ay y en la base B, el
determinante serfa (i, @), asi pues Ay < 0.

Dado un espacio vectorial euclideo o hermitico V' y un subespacio W C V se define el
complemento ortogonal de W como

(29) Wt={0eV : (#,d)=0 paratodow e W}.

Esto es, W estd formado por todos los vectores que son ortogonales a los vectores de W. Es
facil ver que es un subespacio vectorial de V.

Observacién. La ortogonalidad entre los vectores de W y de W+ indica a veces en fisica
una especie de irrelevancia o separacién. Por ejemplo, en el principio de d’Alambert las dife-
rencias F — ma que son ortogonales a los desplazamientos virtuales no tienen influencia en el
comportamiento mecanico o en fisica cudntica entre los estados de sistemas que estan en W'y
en W' hay una probabilidad de transicién nula.

En el caso de dimensién finita se cumple que V = W @ W+ cualquiera que sea el subespa-
cio W. Recordemos que el simbolo & indica la suma directa. Esto significa que W NW+ = {0}
(lo que se deduce de que el producto escalar es definido positivo) y que cualquier ¥ € V' se pue-
de escribir como Z+7 con ¥ € W y § € W. Para probar esta tltima afirmacién, consideremos
una base ortonormal de V' B = {uy, ..., Um, Um+1,...,Un} cond; € Wsil <j<m=dimW,



lo cual se consigue con el proceso de Gram-Schmidt tomando los m primeros vectores en W.
Automaticamente i; € W+ y por ser una base ortonormal

(30) U= (<27a U1>ﬂ1 + -+ <17a am>am) + (<27a 6m+1>ﬁm+1 +- 4+ <U7 z_[n>ﬁn)

Entonces & es el primer paréntesis y 4 el segundo.

También en dimension finita se cumple (VVL)L = W. Aunque esta propiedad parezca obvia,
el mundo de los espacios vectoriales de dimensién infinita es tan raro que alli deja de ser cierto
en general.

Ejemplo. En C* con el producto escalar usual consideramos el subespacio W = {# € C* : xo + 23 +
(1 +i)zs = 0}, vamos a hallar bases ortogonales de W y W-. En primer lugar nos percatamos de
que los vectores de W son justamente los & € C* que cumple (&, %) = 0 con i = (0,1,1,1 — i)’. Esto
prueba inmediatamente que ¥ genera W y asf {§} es ya una base ortonormal (trivial) de W+. De
aqui dim W =3 y @; = (1,0,0,0)%, @ = (0,1, —1,0)t, @3 = (0,—1 — i,0,1)? conforman una base de W
porque son linealmente independientes. El proceso de Gram-Schmidt es bastante trivial para ellos y da
lugar a la base ortogonal {7, d2, U3 + (1 +4)02/2}. El tltimo vector es (0, —3(1 4 i), —5(1 +9), 1)t.

Ejemplo. [Opcional] Sea V el espacio vectorial sobre R de todas las sucesiones reales {x,, }2 ; con soporte
finito (las que son nulas a partir de cierto momento) con el producto escalar > | z,y, y sea W el
subespacio de las sucesiones de V con Y 7 2, = 0. Si {yn}52; € W entonces como W+ C V existe
N tal que y, = 0 paran > N y tomando la sucesiéon con z,, =1sin < Nyxz, =—-1si N <n < 2N
se tiene {x,}°2, € W y por tanto 0 = Y07 | xpyp = 25:1 Yn 1o que implica {y,}>2, € W por tanto
{yn}22, es la sucesién nula, entonces W+ = {0} y (W)L =V # W. Como hemos visto, esto no puede
ocurrir en espacios de dimensién finita.
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