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Fisica

ALGEBRA I

Hoja 3. La forma candnica de Jordan

1. Determina en cada caso una base de R™ (o de C™) en la que las matrices dadas a continuacién diagonalicen:

1 2 1 2 2 -5
01:(_5;)),02:(2 _1),03: 112 ).c=3 7 -15
9 1 1 12 4

Para cada uno de ellos encuentra matrices de cambio de base P; y matrices diagonales D; de modo que
C; = P,DP .

2. Decide de manera razonada para qué valores de los parametros son diagonalizables los endomorfismos de
R3 que en la base estdndar tienen como matriz:

-1 -3 -3 -1 0 b
A = 3 5 3 1, Ay = 01 0
-3 -3 a 0 0 a

3. Diagonaliza en una base ortonormal el endomorfismo dado en la base candnica:
3 2 4
A= 2 0 2
4 2 3
4. Comprueba que la siguiente matriz es diagonalizable

(3 3)

y da la matriz diagonalizada y la matriz de cambio de base. ;Fs la matriz invertible? Si asi fuera, calcula
su inversa usando la matriz diagonalizada.

5. Dadas las matrices

5/2 —1

o O O
= O N =
— = =
N O =

calcula:
a) A}° para k= 1,2.
b) lim, - A} para k =1,2.

6. Sea B = {u1,uz,u3} una base de C3 y sean f,g: C®> — C? los endomorfismos con matrices:

2 3 1 0 3 4
Mp(f)=[flee=1 0 2 -1 Mp(g)=[glpp=| 0 0 -2
00 2 00 0

Decide de manera razonada por qué ninguno de los dos endomorfismos es diagonalizable.



7. Sea V un espacio vectorial de dimensiéon n, sea W C V un subespacio vectorial de V' y sea Z C V un
complementario de W (i.e., W @& Z = V). De este modo, cada u € V se escribe de manera tnica como la
suma de un vector en W y otroen Z, ie., u=w+zcon w € Wy ze€ Z. Decimos que f:V — V esla
simetria respecto a W con direccion Z si para cada vector u € V' con u = w + z como antes, f(u) =w — z.
Observa que una simetria es, en particular, una aplicacién lineal.

a) Demuestra que una simetria siempre es diagonalizable.

b) Si V es un espacio vectorial euclideo (o unitario) demuestra que f es una aplicacién ortogonal si y
s6lo si Z = W+,
8. Decide de manera razonada si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas:

a) Si f es diagonalizable y biyectiva, entonces f~! es diagonalizable.

b) Si f es diagonalizable entonces su adjunta, fes diagonalizable.

9. En un bosque maderero, los arboles estan clasificados en dos tamanos. Un censo que se hace cada 5
anos reclasifica un 30% de los drboles de tamano menor, que pasan a ser de tamano grande. Entre cada
dos censos se corta un 10% de los drboles de tamafio grande y se repuebla con el mismo nimero de érboles
de tamano pequeno. jAumenta el nimero de drboles con el tiempo? Si inicialmente habia 1000 arboles de
tamano pequeno y ninguno grande, ;jcudntos arboles de tamano grande hay a los 20 anos? (Sugerencia:
si @y (resp. yp) representa el nimero de arboles pequenos(resp. grandes) después de n periodos de 5 afos,
. T Tip— . . .1 .
se tiene y" =A ( y" ! ) para una cierta matriz A que convendra diagonalizar).
n n—1

10. Supongamos que tenemos dos depdsitos de igual volumen con agua comunicados por un doble conducto
por el que circula el agua como sigue:

NaCl - NaCl
(_

Inicialmente, en el primer depdsito hay NaCl disuelto al 1 %, y en el segundo hay NaCl disuleto al 2%. Cada
minuto pasa un 5% del volumen del primer depdsito al segundo y viceversa. Decide de manera razonada la
concentraciéon de NaCl que habra en cada uno de los depdsitos después de 120 minutos. ;Qué prevés que
suceda a largo plazo?

11. Los dusky-footed wood rats son un tipo de roedor comtn en los bosques de California, cuyo depredador
natural es el biho moteado. Denotamos por O la poblacion de bithos después de k meses y por Ri la
poblacion de roedores después de k-meses. Supongamos que

Oky+1 = 0.50; 4+ 0.4Ry
Ry = —pOp. + 1.1Ry,

donce p es una constante positiva. El sumando 0.50, indica que si no hay roedores, la tasa de supervivencia
de los bthos es del 50% al mes, mientras que el sumando 1.1Rj nos dice que en ausencia de btihos, los
roedores crecerian a un ritmo del 10% al mes. El término 0.4R; indica el crecimiento de los bithos en
presencia de los roedores, y el término —pQOy, mide la desaparicién de roedores debido a la caza por parte de
los bihos.

a) Determina la evolucién de las dos poblaciones a largo plazo si p = 0.104.

b) Determina la evolucién de las dos poblaciones a largo plazo si p = 0.2. ;Crece la poblacién de
bihos? {Y la de roedores?

c¢) Determina un valor de p para el que el nimero de individuos de ambas poblaciones se estabilice a
largo plazo. ;Cudl sera entonces la proporcién entre ambas poblaciones? Se puede probar que este equilibrio



entre ambas poblaciones es inestable (cualquier cambio menor en alguno de los datos provoca decrecimento
o crecimiento de ambas poblaciones a largo plazo).

12. Sea p(z) = ap + a1 + ... + apz™ un polinomio con coeficientes reales. Dada una matriz cuadrada
A € M, (R) podemos evaluar p(x) en A del siguiente modo:

p(A) = CLoIn + CL1A +...+ anA”.

Observa que p(A) es de nuevo una matriz cuadrada, de modo que si A es la matriz de un endomorfismo de
R™, entonces p(A) es otra vez un endomorfismo de R™. Observa también que para todo par de polinomios

p(x), q(x), se tiene que p(A)q(A) = q(A)p(A).
Una vez hemos definido polinomios de matrices cuadradas o de endomorfismos, las series de matrices se

definen simplemente como el limite de polinomios de matrices de grado n, cuando n tiende a infinito. Una

serie que se utiliza con frecuencia (entre otras cosas) para resolver ecuaciones diferenciales, es e/t := Y2 ’2—,.

a) Demuestra que si D es diagonal, con entradas dy, ..., d, en la diagonal principal (abreviacién: D =
diag(dy, ...,d,)) entonces eP = diag(e®,..., ed"). Concluye que e es definida positiva, y en particular,
inversible.

b) Demuestra que si A = PDP~!, donde D es diagonal, entonces e = PePP~1.

c) Si 0 denota la matriz con todo ceros, entonces e’ = I.

d) Halla eV cuando N es nilpotente (recuerda que N es nilpotente si existe algtin m tal que N™ = 0.
e) Demuestra que A™e? = ¢4 A™ para cualquier matriz A.

f) Demuestra que si P es una proyeccioén, entonces e’ = I + (e — 1)P.

g) Demuestra que si A y B conmutan, eAeB = eAtB,

h) Si A verifica A = — A, entonces demuestra que A es una matriz ortogonal.

13. Sea S el conjunto formado por todas las matrices de dimensién 3 x 3 que son diagonalizables y tienen
todos los valores propios mayores que cero.

a) Estudiar si S es un subespacio vectorial de M3y3(R).

b) Definimos

0 -2 -2
1 3 1
0 0 2

Comprobar que A € S.

La funcién log : & — M3y 3(R) cumple las siguientes propiedades:
i) Si D = diag(a, b, c), entonces logD = diag(loga, logd, logc).
ii) Si M,N € Sy P € M3x3(R) con P invertible y M = P"' NP, entonces loghl = P~!(logN)P.
c) Calcula logA.

d) Estudia si se verifica la relacién log(M N) =logM + logN para M,N € S.

14. Comprueba que las siguientes matrices no son diagonalizables y halla su forma de Jordan y una base
de Jordan para cada una de ellas:

0 1 2 -1 1 -1 -1 -2 1 -1 3
C’1:<1 2); Cy = 0 1 0 |; C3= 1 2 1 ]; C4=1| 0 2 1
—1 1 0 1 0 2 0 0 2



15. Hallar la forma de Jordan real de la siguiente matriz:

1 01
A= -1 0 1
-1 -2 3

16. Consideramos las siguientes matrices con coeficientes reales:

0 -1 0 0 2 -1 00 3 -1 3 -1
1 01 0 2 0 10 1 11 1
=1y g0 21 | =1y o o1 | Ads=13 1 3 1 |
0 01 0 0 0 —1 0 1 11 1
11 0 0 2 1 2 1 -6 3 9 3
11 00 4 2 4 2 4 2 6 2
A= 1 01 |’ b= 5 1 9 4| =1 o 1 31|
1 0 -1 2 4 -2 —4 -2 21 3 1
01 —2 0 2 2 -1 -1 -1 -1 2 1
1 —4 2 0 2 -1 -3 2 4 3 1
Adr=1 7 41| =145 9 1 1 | Ay = 1 -1 -1 0
11 -30 02 -1 -3 0 0 0 -2

a) Determina la forma canénica de Jordan J; (sobre el cuerpo R o C en el que el polinomio carac-
teristico descomponga en factores lineales) de cada una de las matrices A; y da en cada caso la base de
Jordan.

b) En los casos en los que la forma de Jordan tenga coeficientes en C, encuentra J| cal 1a forma
canonica real de A;, una base de R?* respecto a la cual el endomorfismo de R* definido por A; tenga matriz
J[eal y una matriz invertible @Q; tal que AQ; = QiJg"eal.

Nota: Para facilitar los calculos damos a continuacién los polinomios caracteristicos de cada matriz: Para
Aq: (X2 + 1)2; para As: (X2 —2X + 2) (X2 + 1); para As: (X — 4)2 X2 para Ay: X? (X — 1)2; para
As: X4 para Ag: X*; para A7: (X + 1)4; para Ag: X*; para Ag: (X + 2)4.

17. Acerca del Teorema Espectral. Sea V un espacio vectorial (cuya dimensién puede ser finita o
infinita). Dado un operador lineal T': V' — V| se define el espectro o(7") de T' como el conjunto de escalares
A tales que T'— AI no es inversible, donde I denota la identidad. En el caso finito dimensional o(T") es el
conjunto de autovalores de T, pero en el caso de dimensién infinita el espectro puede ser mas grande, como
vamos a comprobar en el siguiente ejemplo. Denotamos mediante ¢2(N,R) al conjunto de sucesiones de
niimeros reales {a, }5° tales que Y o0 s a2 < oo (éste es un ejemplo tipico de espacio de Hilbert). Definimos
el operador desplazamiento a la derecha Dy mediante Dy((ao,a1,...)) = (0,a9,a1,...).

a) Observa que Dy = Dy — 0 - I no es invertible. M4s precisamente, observa que Dy no es invertible
por la derecha, es decir, no existe ningtin operador 7" : 2(N,R) — ¢?(N,R) tal que DgoT = I. Por tanto,
0e O'(Dd).

b) Demuestra que 0 no es un autovalor de Dy, es decir, no existe ningin vector v distinto de 0 tal
que Dg(v) =0-v.



