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ALGEBRA I

Hoja 2. Aplicaciones lineales entre espacios vectoriales euclideos o unitarios.

Nota: En esta hoja cuando no se indica un producto escalar especifico hay que emplear el usual en R™ o C" y los
espacios vectoriales se suponen de dimensién finita.

1. Calcula la expresién analitica de la proyeccién ortogonal sobre la recta de R3, [ = {z = y = z}. Calcula
la proyeccién ortogonal sobre [ del vector (0, 1,2).

2. Usando el producto escalar usual, encuentra la expresion en coordenadas de la proyeccién ortogonal sobre
larecta l={x — (1 +i)z2 =0, y=0} en C3.

3. En R? se considera el producto escalar cuya matriz es
110
1 2 2
0 2 5

Calcula la proyeccién ortogonal sobre el plano {y + z = 0} del vector (1,1,1).

4. Sea V el espacio ;fectorial sobre C de las matrices cuadradas de orden 2. Usando el producto escalar
v(A, B) = traza(AB’) encuentra la expresién en coordenadas de la proyeccién ortogonal sobre el plano

generado por {(39),(3¢)}.
5. Sea f : R? — R? la aplicacién lineal cuya matriz es
a fB B b2 B ab
(B 1—a> on A= a2 B__a2+b2'
Demuestra que f da la proyeccion ortogonal sobre la recta ax + by = 0.

6. La siguiente lista corresponde a los datos recogidos por un trabajador auténomo. En ella se ilustra la
proporcién de las ganancias que ha destinado a ampliar su negocio durante los seis ultimos anos:

Afos 1 2 3 4 5 6
Proporcion invertida | 0,20 | 0,25 | 0,20 | 0,35 | 0,45 | 0,40

Calcula la ecuacion de la recta de regresién y usala para estimar la proporcion esperada para el séptimo
ano.

7. Considera la nube de puntos dada por la siguiente tabla:

0] 2]4]6]8]10
4748149575969

Usando regresion lineal y quiza con la ayuda de un ordenador:
a) Ajusta estos datos con una recta.
b) Ajusta estos datos con una pardbola.

c) Halla el error cuadratico medio en ambos casos.



8. Encuentra la aplicacién adjunta de:
a) h:R?® — R3 con h(z,y,2) = (x +y+ 2,7+ 2y + 22,2 + 2y + 3z) con el producto escalar usual.

b) La misma aplicacién del apartado anterior con el producto escalar con matriz

1 1 0
1 2 -1
0 -1 2

c¢) La aplicacién g : Vo — V;, dada por g(p(z)) = acp’ (z) donde V4 son los polinomios reales de grado
a lo mds dos con el producto escalar ¢(p(z), q(z)) = f p(t)q(t) dt.

d) La aplicacién T : M3y3(R) — M3y3(R) dada por T(A) = A* + A con el producto escalar definido
por ¢(A, B) = traza(AB?).

9. Sea V un espacio vectorial euclideo o unitario y sean Iy, f,g : V — V donde Iy es la identidad y f, g
son dos endomorfismos cualesquiera. Demuestra las siguientes propiedades de la adjunta, que se indica con
tilde:

a) Iy = Iy;
b)?zf;
c)f+g=1+3;
d) fog=gof:

e) Si f es biyectiva, entonces f~1 = (f)~}
f) (Im f)* = Kerf;
g) (Kerf)t =1Im f.

10. Escribe la expresién en coordenadas de la proyeccién ortogonal sobre {z + iz = 0, y = 2} en C3. ;Es
autoadjunta? ;Es unitaria?

11. Consideramos R? con el producto escalar usual y sea h : R? — R? la rotacién de dngulo o. Determina
la adjunta de h. ;Es h ortogonal?

12. Sea [ una recta que pasa por el origen en R? donde consideramos el producto escalar usual. Demuestra
que la simetria respecto a [ es una aplicacién ortogonal.

13. Prueba que en la base canénica la matriz U de una aplicacién lineal unitaria f : C2 — C? tiene
determinante 1 si y solo si 11 = Uge = e cos a y ug1 = —U12 = eVsena con a, 3,7 € [0, 2m).

14. Desde el punto de vista tedrico se dice que una aplicacién lineal P : V — V con V euclideo o unitario
es una proyeccién si P2 = P y que es ortogonal si ademés ker P = (Im P)*. Fijado un subespacio W C V,
podemos considerar el conjunto X de todas las proyecciones P : V — V con Im P =W.

a) Demuestra que las proyecciones ortogonales minimizan la longitud del vector u — P(u), esto es,
si T es la proyeccién ortogonal sobre W demuestra que ||[u —T'(u)|| = min{||u — P(u)|| : P € X}. Sugerencia:
Escribe u — P(u) como (T(u) — P(u)) 4+ (u— P(u)).

b) Demuestra que P es una proyeccién ortogonal si y s6lo si es una proyeccién autoadjunta. Sugerencia:
Prueba primero que (Pu,v) = (Pu, Pv).



