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Dinamica compleja
Conjuntos de Julia y Mandelbrot. Método de Newton.
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Los numeros complejos
Los nameros complejos son los nimeros de la forma
Zz=a+hi

donde a y b son nimeros reales e i =+/—1 es la unidad imaginaria.

En el campo de los numeros complejos todas las ecuaciones polindmicas tienen solucion, en
particular las ecuaciones de segundo grado:
+ - ++/— + - + 6i
4741820 — 7o 4+\16-52 _4++/-36 _4++/36v-1 _4+6i 943
2 2 2 2
Los numeros complejos se representan en el plano que, cuando se usa para ello, se llama plano
complejo:

Aeje imaginario

a= parte real
b= parte imaginaria

b Z=a+Dhbi Z=a+bi {

0 a eje real

Ademas de por sus partes real e imaginaria, los numeros complejos quedan univocamente
determinados por su médulo y su argumento:

A
forma binémica: z =a+bi
o] Z=a+hi
r=|z|=+a*+b* (modulo)
[ | formapolar: z=r, = b
\0 tan 6 = 2 (argumento)
0 a >
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Operaciones con numeros complejos
Sumay diferencia:

Por ejemplo:
(2-31)+(B+4i))=(2+3)+(-3+4)i=5+i

En general:
(a+bi)+(c+di)=(a+c)+(b+d)i
(a+bi)—(c+di)=(a—c)+(b—d)i

Producto y cociente:

En forma bindmica se operan como binomios teniendo en cuenta que i’ = —1. Por ejemplo:
(2-3i)(3+4i)=2(3+4i)-3i(3+4i)=6+8i -9 —12i° =6+8i —9i+12=18—i
2-3i _(2-3i)(3-4i) _6-8i-9i+12i° 6-8i-9i-12 —6-17i 6 17 i
3+4i  (3+4i)(3-4i) 9-16i? 9+16 25 25 25

En forma polar, estas operaciones son mas simples:

A W

rs B producto: zw=rs,,,
w {z =T,

= , z (r
W=Ss cociente: —=|—
wo\s),,

Potencias:
Usando modulo y argumento, el célculo de potencias es sencillo:

z=1r, = 1" =(r”)ng

De aqui, se deduce que:

n

0<lz|<1 = |z

=lz]' —5—0 "
y |7|=1 = |[2"|=]z|'=1, paratodon

2|>1 = |2"|=|]' 5>
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El sistema dindmico f(z) =22
La orbita que sigue el punto z, en este sistema dinamico es:

lef(zo)zzg

z,=1(z)=2 =1,
{20,2,,2,,25,2,,2,...} donde < (2)=2 =12
0 1 2 3 4 5 2 8
23:f(22):22:ZO

_______________________________________________________________________________________________________

_______________________________________________________________________________________________________

_______________________________________________________________________________________________________

Este sistema dindmico permite obtener una expresion general para cualquier término de la
Orbita en funcion del primero:

z,=f"(z,)=2] dedonde se deduce que: |z,|=]z,

on 0 ,Si OS|ZO|<1
e e s [z >1

mientras que Si |zo| =1 la oOrbita se queda atrapada en la circunferencia unidad. Este conjunto

de puntos, que son frontera entre los que su Orbita diverge y los que su érbita permanece
acotada se llama conjunto de Julia del sistema dinamico.

puntos cuya orbita diverge

conjunto de Julia

puntos con Orbita acotada
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Los sistemas dinamicos f(z)=z2+c

Para cada valor del nimero complejo ¢ hay un sistema dinamico, y la érbita que sigue el punto
z, en dicho sistema dinamico es:

z,=1(z,)=2+c

2
z,=1(z)=2 +c=(z +c) +c
{24,2,,2,,25,2,,2,...} donde I
z, = f(zz):z§+c=[(z§+c) +c} +C

En este caso, si ¢ # 0, no se puede obtener una expresion general para cualquier término de la
oOrbita en funcién del primero y, por tanto, es muco mas dificil conocer la érbita de los puntos
del plano complejo. Sin embargo, la situacion es parecida al caso ¢ =0: hay puntos cuya 6rbita
diverge a infinito y puntos cuya Orbita permanece atrapada en un conjunto acotado, siendo la
frontera entre unos y otros puntos el conjunto de Julia asociado al sistema dinamico
correspondiente. A continuacion aparecen los conjuntos de Julia asociados a varios sistemas
dindmicos:

20

iy, -2
c=-0.5+0.5i c=-1.1+0.1 C=-U.Z+U.r5l

Tantos los conjuntos de Julia obtenidos aqui, como todos los posibles, se pueden clasificar en
uno de los dos tipos siguientes:

e Conexos: todos sus puntos estan unidos por puntos del conjunto.
e Disconexos: no hay dos puntos que se puedan unir por puntos del conjunto.
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El conjunto de Mandelbrot

Es el conjunto de todos los nimeros complejos ¢ para los que es conexo el conjunto de Julia
asociado al sistema dinamico f(z) =z° +c.

El conjunto de Cantor es conexo con frontera fractal:



http://www.math.utah.edu/~alfeld/math/mandelbrot/large.gif
http://www.math.utah.edu/%7Ealfeld/math/mandelbrot/large.gif
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El método de Newton

El teorema fundamental del algebra afirma que todo polinomio p(z) de grado n tiene
exactamente n raices, contando su multiplicidad.

El método de Newton es un método que permite obtener las raices del polinomio p(z) como
puntos atractivos de las drbitas del sistema dinamico asociado a la funcion

)
W=

Es decir, cada oOrbita de este sistema dinamico converge a una de la raices, y las regiones de
atraccion de cada una de sus raices suelen tener estructura fractal.

Regiones de atraccion de la raices Regiones de atraccion de la raices
del polinomio p(z) =z*-1, que son: del polinomio p(z)=z%-1, que son:
+1 _
ly —14_r£i

2 2

Regiones de atraccion de la raices Regiones de atraccion de la raices
del polinomio p(z)=1z*-1, que son: del polinomio p(z)=2°-1.
1y i



