PROBLEMA

Dado un cuadrado ABCD, Ilamamos E al punto medio del lado CD.
G Unimos A con E; desde B trazamos la perpendicular a AE y esta
e cortaaAE enF. Probar que CF=CD.

Soluciéon 1

Como ABCD es un cuadrado, entonces loa dngulos FAB y DAE son complementarios y por lo
tanto los angulos FAB y AED son iguales y los tridngulos rectangulos
©  FAB y DEA son semejantes. Por lo tanto, si llamamos a la longitud del

wﬁ < 5-s
lado s, entonces DA=s, ED=s/2y AE = \/;

Entonces, por semejanza tenemos que
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Trazamos la perpendicular desde F a CD, y corta a este lado en G. También son semejantes los
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tridngulos GFE y DAE, por lo que FE = — =——; por lo tanto:
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GF = FE = GF = 2\/§ = GF :ﬁ. Del mismo modo EG :§
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Finalmente, aplicando el teorema de Pitdgoras al triangulo CGF, donde CG = E+E = ?,
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Tenemos que CF? :[3—53J +(%j =s?.Porlotanto CF =s=CD.

Solucién 2

Como los angulos BFE y ECB son rectos, el cuadrildtero BFEC es ciclico. Entonces si BC =,
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Asi, por el teorema de Ptolomeo tenemos que:




CF -BE = BC-EF +CE-FB, es decir: CF(S\/_] (2\/_} ( N\Z/EJ y de aqui

CF=s=CD

Solucién3

Soluciéon 4

Siguiendo con lo que hemos visto en los casos anteriores, los tridangulos
ADE y BCE son iguales y ambos semejantes al tridngulo BFA. Asi los
angulos AED, BEC y BAF son iguales. Y los dngulos complementarios
también: AED=BEC=BAF=FBC. Como los angulos BECY FBC son iguales,
entonces las cuerdas que los subtienden son iguales, esto es CF = BC ;
y como es un cuadrado CF =CD

Si reflejamos por el punto E el tridngulo AED obtenemos el tridngulo HEC, donde H es el punto

de la prolongacion de AE que corta a la recta BC.

Ahora el triangulo BFH es rectangulo, por lo tanto
se puede inscribir en una circunferencia de
didmetro BH. Por lo tanto, el radio de la

e circunferencia que es s serd igual

- CF=BC=CH =s, yportanto CF=CD.

Solucién 5

Solucién 6

Sea J el punto medio de AB y la recta CJ corta a BF en K. CJ y EA son
BJ

rectas paralelas, con lo que BF y CJ son perpendiculares y E =—=

JA

Por lo tanto BK = KF . Ya tenemos suficiente informacion para ver que
los tridngulos CKF y CKB son idénticos. Por tanto CF = BC
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Si continuamos con la idea de la ultima solucion,

vemos que si empezamos con un cuadrado y unimos
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A con el punto medio de CD, B con el punto medio de AD, C con el punto medio de ABy D con
el punto medio de BC. Asi se genera un cuadrado en el interior. Y con una reticula podemos ver
con una demostracion sin palabras que el lado CF =BC

Teorema de Ptolomeo

En un cuadrilatero ciclico, la suma de los productos de lados opuestos es igual al producto de
sus diagonales.

Demostracion clasica: Elegimos E de modo que el dngulo ABE sea igual al angulo DBC
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Reciprocamente, vamos a probar que si ac + bd = mn, entonces el cuadrilatero ABCD es
ciclico.

. = AB=a0 CD=¢

i BC=b DA =d
b BD=m AC=n AE=!

AE AB
Se construye el dngulo ABE igual al angulo CBD vy se determina BE tal que — = ﬁ
ol : . AE AB BE
Entonces los tridngulos ABE y BCD son semejantes y se tiene que = = .Porlo
CD BD BC

tanto los tridngulos ABD y BEC son semejantes porque tienen lados proporcionales que
comprenden dngulos iguales.

BC
Entonces —=——
BD
Porlo tanto AE = LCDy EC = M , Y en consecuencia
BD BD
AE +EC = ABB'[():D + BCB'[?D , pero como AB-DC +BC-DA= AC-BD, se tiene que

AE + EC = AC, lo cual indica que AEC es una linea recta, y esto implica que
BAD + BCD = CED + DEA =180° y el cuadrilatero es ciclico.

La demostracion visual que he visto en Cut-The-Knot es la siguiente:

ac bd

A /

ac -+ bd = mn



Unas aplicaciones muy conocidas:

Ejemplo 1.
Dado un pentagono regular ABCDE, hallar la razén AC/AB.
Solucion.

Consideremos el pentagono de la figura, y llamemos aal lado del pentdgono y b a la longitud
de sus diagonales. Consideremos el pentdgono con su circunferencia circunscrita. Si nos
fijamos, tenemos muchos cuadrilateros ciclicos en la figura, todos ellos son iguales. Escojamos
el cuadrilatero ABDE para trabajar. Entonces, aplicando el teorema de Ptolomeo tenemos que:
a-b+a-a=b-b

. . b . ata .
Resolviendo la ecuaciéon en Y, se tiene queb:T; puesto que ay bson medidas
y . 1++/5
positivas se tiene que: — = 5
a

Ejemplo 2.

Sean D, E y F los pies de las alturas del triangulo ABC. Probar que las alturas del tridngulo ABC
son las bisectrices del triangulo DEF.

Solucion.

Como los dangulos AFH y AEH son rectos, el
cuadrilatero AFHE es ciclico y se puede inscribir
en una circunferencia de didmetro AH. Por lo
tanto, los angulos FAH y FEH son iguales.

Analogamente, en el cuadrildtero CDHE tenemos
que los angulos DCH y DEH son iguales. Pero en
los triangulos rectangulos ABD y CBF, los dangulos
FAH y DCH miden 902-B, por lo que los angulos
FAH y DCH son iguales. Se sigue que los angulos
FEH y DEH son iguales; es decir BE es la bisectriz
de DEF.




