Puzles de área y otros

Los conceptos de área y volumen están ligados a la perpendicularidad entre medidas. Así sus patrones naturales son el rectángulo y el ortoedro. La geometría griega abordó desde el principio la descomposición de una figura y su transformación en otra conocida para la justificación de su fórmula de medida, una especie de racionalidad geométrica. La imposibilidad de la extensión de esta idea a todas las figuras curvilíneas introdujo la aproximación como segunda regla para completar nuestro catálogo de objetos medibles.

El retorno a los puzles (entendidos en su acepción de mapas de piezas) permite un desarrollo lógico y motivador de aspectos geométricos que relacionan medidas y  movimientos, y que en el plano no requieren complejos razonamientos, lo que permite su uso metodológico en nuestras enseñanzas primarias y medias. 
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Repasemos los puzles de área de las figuras elementales del plano. En ellos la intención es doble, relacionarlos con su fórmula de área y buscar un menor número de piezas simples. 

Partimos pues del área del rectángulo  

Área del rectángulo:  b x a

Puzle del paralelogramo (apoyado en su lado más largo):
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Área del paralelogramo:  b x h

(Observemos que basta trasladar una de las piezas para llegar a la otra forma.)

Puzle del triángulo (apoyado en su lado más largo):
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            Área del triángulo:   b x h

                                                   2

h          (observemos que los movimientos de las piezas 

2 son simetrías centrales)

(Para los casos particulares de triángulo rectángulo – apoyado sobre un cateto – y triángulo isósceles – apoyado sobre su “base” – obtenemos puzles de dos piezas y áreas respectivas  b x a     y    b x h .

2  2

Hagamos un inciso para comentar que el área del triángulo puede ser perfectamente razonada como mitad de un paralelogramo, pero ello no puede ser considerado como un puzle del triángulo, aunque sí puzle de una forma equivalente de razonar (en el plano y el espacio con polígonos y poliedros) a través de la adición de figuras.
Puzle del trapecio:
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          Área del trapecio:   b + B   x  h

                                             2

          (El puzle sólo tiene tres piezas. Se señala la              
            paralela media y su papel de media)

(Puzles de menos piezas para trapecios rectángulos e isósceles.  Relación entre triángulos y trapecios: puzles de dos piezas que los transforman en paralelogramos)

Puzle del rombo y  puzle del cuadrilátero convexo de diagonales perpendiculares:
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            Área:  D   x  d   

                       2                      

(3 y 5 piezas respectivamente. El rombo es un paralelogramo y por tanto con dos piezas se convierte en rectángulo, pero ése no es su puzle de área)
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Puzle del polígono regular:
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                       Área del polígono regular:  ap  x   p
                                                                               2                  

(El puzle es mejorable en un polígono regular concreto, pero éste es común a todos, y además permite relacionar el área y el perímetro de una circunferencia, considerada ésta como un polígono regular de infinitos lados)   
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              Sn   r x  L     (relación entre longitud y área de la      
                             2        circunferencia)

Puzle del cuadrilátero convexo:
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Usando los puntos medios de los lados de un polígono convexo obtenemos un paralelogramo interior con cuatro triángulos en sus lados. Estos cuatro triángulos son un puzle del paralelogramo. Pueden ser transportados a su interior mediante traslaciones de dos triángulos opuestos y  giros de 180º de los otros dos, obteniendo, según el movimiento de cada pareja dos puzles “distintos”.
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Aunque el puzle tiene también sentido de área (el área del polígono convexo es el doble del paralelogramo) y permite con determinantes dar una fórmula en función de las coordenadas de los vértices, nos atrae por su sencillez y sorpresa.

Puzle de rectángulos equivalentes:

La misma construcción del rectángulo de lado OC equivalente al de lados OA  y   OB
nos proporciona las piezas del puzle
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El número de piezas del puzle depende del tamaño relativo de los lados de uno y otro rectángulo. Nos bastarán  tres piezas si la base mayor  es menor que el doble de la base menor del otro; cuatro piezas si es mayor que el doble y menor que el triple; .... Habrá que añadir a las tres piezas básicas del puzle una,dos, ... piezas rectangulares iguales a la intersección de los rectángulos de partida.

Observemos que hasta ahora todos los puzles, salvo el genérico del polígono regular pueden ser resueltos con traslaciones y simetrías centrales. Podemos enunciar dos importantes resultados.

A.  En el plano dos polígonos equivalentes en área pueden ser troceados de forma común (con piezas congruentes)

B   Se puede conseguir una partición común que sólo exija movimientos de traslación y simetrías centrales para pasar las piezas de una a otra figura.

A es resultado de que todo polígono (convexo o no) puede dividirse en triángulos, cada triángulo en un rectángulo, y cada rectángulo en un rectángulo de lado dado. Luego las dos figuras poligonales pueden acabar convertidas en una yuxtaposición de rectángulos de lado definido. Ambas yuxtaposiciones forman dos rectángulos congruentes, que superpuestos con sus piezas correspondientes nos producen mediante sus intersecciones las piezas finales comunes.
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B es resultado de A y que el puzle de rectángulos equivalentes se resuelve con traslaciones y simetrías centrales, y de que es posible hacer un puzle que transforme un triángulo en un paralelogramo de base paralela a una dirección dada usando sólo estos movimientos.

Vemos en esta figura como el triángulo grande, a través de puntos medios, se transforma en un paralelogramo cuya base tiene la dirección prefijada por el segmento de abajo.

(retamos al  lector curioso a resolver el puzle del heptágono regular usando sólo traslaciones y simetrías centrales usando pocas piezas)
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Puzle de dos triángulos equivalentes que comparten base ( y por tanto tienen igual altura)
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Si bien el puzle de la izquierda no necesita muchas piezas (cinco), hay que modificarlo si alguno de los ángulos de la base es obtusángulo, o si los dos triángulos se cortan más abajo de media altura. Lo mejora el puzle de la derecha, consistente en simetrizar uno de los triángulos respecto a la base y usar el puzle del cuadrilátero convexo.

Puzle de dos triángulos equivalentes que comparten un ángulo:

La construcción del triángulo equivalente de ángulo compartido es otro ejercicio de teorema de Tales.

La equivalencia de los triángulos ABC  y A´BC´ conlleva la de los triángulos A´AC  y  C´CA,  que comparten lado AC, lo que permite transformarlos con el puzle anterior. 
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Puzles pitagóricos

Muchas demostraciones del teorema de Pitágoras son puzles de tipo aditivo. Se demuestra que la suma de las áreas de los cuadrados catetos es igual al cuadrado hipotenusa añadiendo figuras iguales a ambos dibujos hasta conseguir un marco común. Son equivalente en polígonos ambos métodos: la equicomposición y la equiadición. En este trabajo nos hemos centrado en el primero. 

[image: image26.png]


[image: image27.png]


Puzle de la demostración china del teorema de Pitágoras:
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                                                                                                               Puzle mínimo

Puzle de la demostración del teorema            Puzle del teorema del cateto

 en los libros de Euclides:
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(El puzle del teorema del cateto puede ser resuelto en general con seis piezas – tres para transformar cada cuadrado cateto en rectángulo -, pero nos gusta esta forma de resolver el puzle pues se resuelve con traslaciones, respetando la dirección inicial de las piezas)

Puzles con cuadrado central:
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Sumas de rectángulos y triángulos equivalentes a partir de puzles pitagóricos:
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El puzle de la izquierda usa técnicas del puzle de la demostración de Euclides.

El central está resuelto a través del puzle del teorema del cateto.

El de la derecha usa el puzle de triángulos equivalentes que comparten ángulo.

Otros puzles

Puzle de Dudeney para un triángulo cualquiera:
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Creo que Dudeney lo pensó para la transformación de un triángulo equilátero en un cuadrado, pero más adelante se vio que la construcción servía para transformar un triángulo cualquiera. Tiene además la peculiaridad de que la transformación puede hacerse moviendo las piezas conectadas entre sí en algunos de los vértices.

Puzles de la cruz griega:
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                                                                            La posibilidad de hacer un mosaico tomando   como baldosa una cruz griega, y el poderlo hacer también con cuadrados equivalentes, nos permite intentar, moviendo el uno sobre el otro, buscar un submosaico común. Lo sorprendente en este caso es que podemos encontrar infinitas soluciones, que sólo exigen traslaciones. Basta con que la cuadrícula equivalente tenga un lado cuyos extremos descansen sobre los dos lados largos de un brazo de la cruz, o que sea paralelo a estos segmentos. (En el dibujo de la izquierda la cruz y el cuadrado quedan divididos en seis piezas congruentes dos a dos).
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Buscar un menor número de piezas, simetrías o formas de moverlas guía nuestra selección de los puzles. 
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Si un vértice del cuadrado queda situado en el cuadrado central de la cruz el puzle tiene cuatro piezas. (Puzle de la izquierda) 

Si el vértice del cuadrado coincide con el centro de la cruz, las cuatro piezas son iguales y se pueden mover las piezas girando y unidas en algún vértice. (Puzle central)

El puzle de la derecha no responde al esquema anterior. Tiene simetría de giro.
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Puzles de cruz griega basados en relaciones numéricas asociadas a las áreas:

[image: image41.png]


[image: image42.png]


[image: image43.png]


[image: image44.png]


[image: image45.png]


Otro puzle obtenido por superposición de mosaicos:
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Superponemos el mosaico semirregular de octógonos y cuadrados (488) con el de cuadrados de área la suma de las áreas de un octógono y un cuadrado de aquéllos. Movemos hasta conseguir el submosaico común de la izquierda. 
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Puzles de transformación entre polígonos regulares:
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Aunque podemos intentar aplicar los métodos generales (transformar las figuras a relacionar en una intermediaria, superposición de mosaicos, ...) los puzles mínimos entre polígonos regulares suelen aplicar técnicas más avanzadas, ideas felices y a veces resultados inesperados). En algunos nuestra labor geométrica, es, a la vista del puzle resuelto, confeccionar las piezas, lo que no sólo resulta un desafío interesante, sino que es además un buen pasatiempo individual, pero no demasiado aconsejable para un trabajo general en una clase. En los arriba expuestos pueden reconocerse métodos de intermediario en las transformaciones cuadrado-pentágono y cuadrado-hexágono; método de mosaicos en la hexágono- dodecágono; métodos de relaciones especiales sencillas (pero no triviales) en los demás casos, salvo la sorprendentemente difícil (para lo que uno espera) transformación triángulo-hexágono  y la cuadrado-hexagrama, donde la aparición de piezas no convexas es ya un aviso de su especificidad.

Puzles de disección múltiple

Ejercicios sencillos con triángulos y hexágonos:
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Más disecciones múltiples
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