Visualizando desigualdades

La desigualdad   
[image: image24.jpg]


  entre la media geométrica de dos medidas y su media aritmética, puede ser demostrada gráficamente así:
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Vemos que siempre es posible empaquetar cuatro rectángulos       
   x .  y   en un cuadrado (x + y)2
Si nos planteamos la desigualdad para tres medidas  
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, la pregunta es si somos capaces de encontrar una demostración gráfica, o más exactamente si somos capaces de empaquetar siempre  27 cajas    x .  y  . z    en un cubo (x + y + z)3. Si nos ponemos en faena y las tres medidas son parecidas, pero no iguales, nos encontraremos pronto en un aprieto. Por el contrario si una de las medidas es pequeña en comparación con las otras dos no tardaremos en encontrar soluciones (ya que en este caso la desigualdad que estudiamos es muy favorable al volumen del cubo). Ponernos en el caso difícil nos permitirá encontrar una solución general al problema. A partir de ahora supondremos que:

(1)     x < y < z , 

(2)     
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 (o lo que es lo mismo  
[image: image4.wmf]4

z

y

x

x

+

+

>

 , es decir ninguna de las dimensiones es inferior o igual a la cuarta parte del lado del cubo)

Supongamos ahora que dividimos el cubo en 64 cubos iguales a partir de 9  planos paralelos tres a tres y cuyas intersecciones dos a dos definen 27 segmentos interiores en el cubo de longitud x + y + z, y estos segmentos se cortan entre sí en 27 puntos. Llamemos “especiales” a estos elementos: planos, segmentos y  puntos. 
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(En la figura no se ven los segmentos ni los puntos especiales, ya que éstos son interiores) 

 Si hemos empaquetado nuestras 27 cajas, como éstas tienen sus dimensiones superiores a 
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 , resulta que deben ser cortadas por al menos un plano especial en cualquiera de las tres direcciones (ya que las distancias entre dos planos paralelos consecutivos es  justamente  
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. Así resulta que trozos de los segmentos especiales intersecciones de dos de esos planos deben estar también dentro de la caja y con medidas x, y  y   z . Lo mismo ocurre con el punto especial de intersección de los tres planos, pero tenemos 27 puntos especiales, 27 segmentos especiales de longitud  x + y + z  y 27 cajas disjuntas, por tanto en cada caja debe haber un solo punto especial y sólo tres trozos de segmentos especiales (cada uno con una de las medidas x, y o z). Eso nos da una indicación de cómo debemos intentar el empaquetamiento. Debemos pensar en tres pisos. En cada piso deberemos colocar 9 cajas, pensando en sus puntos especiales que forman una retícula 3 x 3. En cada fila o columna de esa retícula las tres cajas correspondientes deben colocarse de forma que los trozos de segmentos especiales que están dentro de ellas se prolonguen en una permutación de las medidas x, y, z . Esto que es cierto por pisos (en altura)  lo es también en las otras dos direcciones (longitud y anchura). Ya es más fácil buscar una solución, aunque no sea en absoluto trivial (incluso con dos medidas iguales es un reto suficientemente atractivo encontrar una solución). Una pista más (consecuencia del razonamiento anterior) será evitar situaciones como la de la figura en una esquina de una sección:
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La pieza central no quedaría nunca pegada a la vez a la segunda columna y a la segunda fila, con lo cual uno de los segmentos especiales debería medir más de  x + y + z.

Hora es de ofrecer una solución (parece que hay 78 “distintas”- no contando sus simétricas).
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                   Piso superior                                                          Piso medio                        


                   Piso inferior      
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Podemos observar que en cualquier piso (y ocurre en cualquiera de las tres direcciones) aparecen como “bases” tres rectángulos  x . y , tres  y . z  y tres  x . z  . 

En particular con cada solución de empaquetamiento de las 27 cajas obtenemos  nueve (vemos 3 en las figuras anteriores) demostraciones de la desigualdad:

3 x . y + 3 y . z + 3 x . z  ( (x + y +z)2  .

Si éste hubiera sido el problema inicial, empaquetar en un cuadrado de lado    x + y +z, tres rectángulos  x . y , tres  y . z  y tres  x . z , siendo  x < y < z      y    
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, podríamos haber razonado de forma análoga la forma de las soluciones, siendo quizás un poco más fácil visualizar los razonamientos.
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                                                                   Dos empaquetamientos con diferentes “ladrillos”.
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Esta última desigualdad es una consecuencia de la familiar            2 x . y  (  x2 + y2 , que sin embargo no es posible visualizar bajo la forma de empaquetar dos rectángulos  x . y  en un cuadrado de lado 
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 (por ejemplo para los valores   x = 3;  y = 4) aunque sí en la forma  
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 (cuadrado oblicuo de la figura lateral).
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Ocurre así que aunque algebraicamente una desigualdad pueda deducirse de otra, no necesariamente esto se va a traducir en forma de empaquetamiento. Así fácilmente comenzamos empaquetando  4 x .y  en (x + y)2,  lo cual conlleva algebraicamente que  2 x .y  es menor que  x2 + y2, y sin embargo no hemos conseguido “empaquetar” esta desigualdad. 

O quizás, como puede observarse a la derecha no hayamos dado la forma adecuada al paquete:

Una generalización plana del problema sería empaquetar ahora en un cuadrado de lado 

x + y + z + t  dieciséis rectángulos de seis tamaños diferentes ( x . y,  x . z,   x . t,  y . z ,           y . t,   y   z . t ). Es posible (y sencillo de probar algebraicamente) si hay tres de todos los tamaños menos dos de ellos sin letra común que sólo aparecen dos veces. 

Visualizarlo requiere un poco de habilidad pero basta apilar en una esquina los rectángulos de exceso, mientras que el resto se empaquetan sin huecos. 
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Supongamos los tamaños ordenados  
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  y tener que empaquetar 3 x.y,  3 x.z,      3 y.t,  3 z .t , 2 x .t,   y   2 y.z

Observemos que lo que hemos hecho es que en el reparto geométrico del cuadrado 

(x + y + z + t) 2  en cuatro cuadrados y 6 parejas de rectángulos, hemos sustituido los cuatro cuadrados por los terceros rectángulos sobrantes. Para ello la suma de los cuatro cuadrados la hemos representado en un lateral (en vez de su acostumbrada representación diagonal) y dentro de ella hemos apilado de abajo a arriba esos cuatro rectángulos ordenados por anchura y de forma que aparezcan en la pila las cuatro anchuras y las cuatro alturas. Los otros rectángulos se acoplan de forma compacta sin dificultad y sin dejar huecos.

(Retrocediendo a la solución de las 27 cajas, vemos que en el piso inferior aparece un empaquetamiento con esta forma)
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 Las conclusiones y empaquetamientos pueden generalizarse al empaquetamiento en cuadrados   (x1 + x2 + x3 + ....... +  xn )2  de rectángulos  xi xj  (con 
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) que aparecen por parejas, salvo n de ellos que están tres veces, con tal de que en estos “n”  si dos coinciden en una dimensión (lo cual ocurrirá exactamente dos veces) no aparezca el rectángulo compuesto de las otras dos dimensiones.  

Un problema relacionado con éste es disponer n números en una circunferencia de forma que maximicemos la suma de los productos de los números contiguos.

Si suponemos a>b>c>d>e>f  la solución es la de la derecha.

Cualquiera de las disposiciones produce un suma inferior a la suma de los cuadrados de los distintos números, y esa suma interpretada como suma de rectángulos puede ser empaquetada en la suma apilada de los cuadrados según el procedimiento estudiado.
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