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El Teorema de Futurama I: Permutaciones

Permutaciones.

¢Qué es una permutacion?
Una permutacion es una reordenaciéon de n objetos, que podemos considerar como una
reordenacién de los numeros {1,...,n}.

1. ¢Conoces algun ejemplo de permutacidon que no sea de nimeros?

2. Dados 4 objetos distintos, écudntas posibles permutaciones hay? ¢Y si tenemos 77
¢Y para n objetos distintos?

Notacion de permutaciones: escribir las permutaciones de forma matematica.
Empecemos con un ejemplo: tenemos 4 elementos distintos (que escribiremos como
1,2,3y4),yqueremos que el 1vayaal4,el3all,el4al3,yqueel 2 se quede fijo, es
decir:

124

321

4->3
Lo escribimos como una matriz de dos filas:

(1215)

iiVentajas!! Es muy facil de entender y de ver como se “intercambian” los niUmeros.
iilnconvenientes!! Cada vez que queramos escribir una permutacién tenemos que
escribir dos veces cada numero... jqué pereza!



Pero... no haria falta escribir tanto, ibastaria con escribir la fila de abajo!
(4213)
Habria una forma aln mas sencilla y util de escribir las permutaciones:

La notacién de ciclos:
El ejemplo anterior, escribiriamos
(143)
Pero... éiEsto qué quiere decir?!
Con esta notacion, lo que queremos decir es que el 1 va al 4 que va al 3 que de vuelta
va al 1, formando un ciclo.
Esta notacidn de ciclos tiene un significado completamente distinto a la de eliminar la
fila de arriba que hemos mencionado antes (y que no vamos a volver a usar).

3. ¢éCualquier permutacién de cuatro elementos se puede escribir como un ciclo??

4. {Como podemos resolver este problema? Fijate en el ejemplo que has pensado,
équé harias?

Ejercicio 1: Escribe en forma de matriz de dos filas las siguientes permutaciones

(135)(27638)

(14)(53)(29)

Ejercicio 2: ¢cudles de las siguientes permutaciones de {1, 2, ..., 8} son iguales?
Escribelas como matrices de dos filas
(135)(2768) (2768)(135) (7682)(135)
(351)(6827) (8276)(513) (6827)(513)



Como habras podido ver, hay muchas formas posibles de escribir una permutacién
usando la notacidon de ciclos. Vamos a fijar la siguiente forma de describir las
permutaciones:

1. Empieza por el elemento mas pequeino. Si el elemento queda fijo, pasa al
siguiente numero. Si no queda fijo, comienza la permutacion con este numero
como la primera entrada del ciclo y complétalo.

2. Unavez que has completado el ciclo, comprueba si hay algin otro elemento que
no queda fijo, si lo hay, repite el paso 1.

En el ejercicio anterior, écual seria la forma de escribir la permutacidn siguiendo esta
“receta”?

Combinando permutaciones.

Como hemos visto, es interesante saber escribir una permutacién, pero... ¢qué pasa si
gueremos combinar varias de ellas? ¢En qué situaciones de la vida real se te ocurre que
puedes encadenar sucesivas “reordenaciones”?

¢Qué pasa si en {1, 2, 3} empezamos con la permutacién (1 2) seguida de la (1 3)?
Escribelo, si se puede, como una Unica permutacién usando la notacién de ciclos. Es
decir,

(12)(13)=

Calculaahora (13)(12) =

¢Es conmutativa la operacién de combinar permutaciones?



Ejercicio 3: Escribe como una Unica permutacion las siguientes combinaciones de
permutaciones de {1, 2, 3, 4, 5, 6}:

(1342)(3645)(1623)=

(12)(23)(34)(45)=

(135)(32)(54321)(413)(13)=

Identidad.
¢éExiste alguna permutacién que no hace nada al combinarla con otras? (ComoelOen la
suma o resta o el 1 en el producto o division).

Inversas.

En los niumeros enteros, dado un ndimero, se puede encontrar su opuesto, aunque no
siempre su inverso. Es decir, podemos encontrar el inverso respecto de la suma, pero
no respecto de la multiplicacién. Si tenemos inversos (respecto a suma y producto) en
los numeros racionales y en los nimeros modulares cuando tenemos un numero primo.
Para las permutaciones pasa lo mismo respecto a la operacion combinacion.

Ejercicio: Calcula las siguientes inversas en {1,2, ..., 6} y combinalas para ver que son
inversas:

[(134)"

[(256)]"

[(134)(256)]"

[(12)(23)(34)(45)]"



Algunas curiosidades de las permutaciones.

o

o

Operacién cerrada: Como habrds podido observar, cuando combindbamos varias
permutaciones de {1, 2, ..., n}, obteniamos siempre una simple permutacion del
mismo {1, 2, .., n}. Esto pasa siempre, es decir, la combinacion de dos
permutaciones es una permutacion. éSabrias explicar por qué?

Asociatividad. Dadas tres permutaciones p;, p2 y ps. Hay dos maneras posibles
de combinarlas las tres siguiendo el orden en el que las hemos escrito:

p1[p2 ps] y [pP1p2]ps

En la primera combinamos primero p, y ps Yy combinamos p; con el resultado de
los otros dos. En la segunda, primero combinamos p; y p2, para combinar su
resultado con ps.

élmporta la manera de agrupar las combinaciones de las permutaciones? La
respuesta es no y por eso decimos que combinar permutaciones es una
operacion asociativa.

Ejercicio: Calcula (1345) (24 3) (1 6 3) de las dos posibles formas.

La operacion combinar NO es conmutativa, es decir, es muy importante el orden
en el que leamos las combinaciones de las permutaciones.

Ejercicio: Escribe un ejemplo, distinto del que vimos antes, de combinacion de
permutaciones que no sea conmutativo.

Ejercicio: a pesar de la falta de conmutatividad, si que hay casos en los que la
combinacidon de permutaciones conmuta. Escribe un ejemplo en el que esto
pasa. ¢Sabrias describir algun caso general en el que la combinacién de
permutaciones de ese tipo siempre conmute?

Transposicion.
Una trasposicién es una permutacion en la que solo se reordenan dos elementos.
Por ejemplo: (12)6(57) 6 (26).



Toda permutacion se puede escribir como combinacion de transposiciones.
Ejemplo: En {1, 2, 3, 4, 5} tenemos la permutacién (1 2 5). Esta permutacién se
puede conseguir considerando primero la transposicion (1 2) y después la
transposicion (1 5), es decir (1 2) (1 5).

Ejercicio: Calcula (1 2) (15) y comprueba que es (12 5).

Ejercicio: Escribe (1 2 3 4) como producto de transposiciones en {1, 2, 3, 4, 5}.



El Teorema de Futurama

El problema (y su solucién) que vamos a ver ahora, aparece por primera vez en el
episodio de la serie Futurama titulado “El prisionero de Benda” (6x10). El guionista de
este capitulo fue Ken Keeler, un doctor en matematica aplicada por la Universidad de
Harvard. Keeler demostrd este teorema para la serie, por ello, recibid el premio del
Gremio de Guionistas de América como el mejor guion original de television en 2010.

El problema de Futurama: El Profesor Farnsworth y Amy deciden probar su flamante
maquina “intercambiadora de cerebros” que acaban de inventar.

Cuando intentan volver a su cuerpo original, descubren un error clave en el disefio de la
maquina: no permite que un mismo par de cuerpos entre en la maquina mas de una vez.

Ejercicio: Escribe lo que acaba de ocurrir en el lenguaje de las permutaciones.

Ejercicio: ¢Pueden recuperar Amy y el Profesor su cuerpo original? é¢qué operacién
necesitan hacer en lenguaje matematico?



Pidiendo ayuda: El problema general que se plantea en el episodio es si existe una
manera (sin inventar otra maquina, lo cual no ven posible) de recuperar los cuerpos
originales. Amy y el Profesor no pueden volver a entrar juntos a la maquina, pero équé
pasa si le piden ayuda a Bender? é pueden recuperar los tres su cuerpo original? Es decir,
se puede calcular (1 2)™ en {1, 2, 3} con las restricciones de la maquina.

Pregunta: ¢qué posibles permutaciones han podido ocurrir después de entrar Bender?
Escribelo usando el lenguaje de permutaciones y transposiciones (ciclos de longitud 2).

Pregunta: ¢Y si entra ahora Leela? é¢podran recuperar su cuerpo original los cuatro? Es
decir, en {1, 2, 3, 4}, existen las inversas de las permutaciones calculadas arriba.

Pregunta: Y si después del primer cambio entre Amy y el Profesor hubieran entrado
Leela y Bender a la vez, éhabria una forma de que los cuatro recuperaran su cuerpo? Es
decir, existe (1 2)* en {1, 2, 3, 4} con las restricciones de la maquina.



Juego:
1) Entumesade 5, coged etiquetas, ponedle vuestro nombre y un nimero (distinto
cada uno) del 1 al 5.
2) Elige a 3 personas de tu mesa que son los que van a poder usar la maquina.
3) Siguiendo las reglas de la maquina, entrad varias veces en la maquina.
4) Escribe la permutacién final que os ha quedado de dos maneras:
a. Como combinacién de las transposiciones que habéis ido haciendo.
b. Como una Unica permutacion final.
5) ¢Qué cuerpo y cerebro tiene cada uno?
6) ¢Podéis volver a recuperar vuestros cuerpos si ahora todos los miembros de la
mesa podéis entrar a la maquina?

El problema general: CLIP.

La pregunta que se plantea en el episodio es:

Si en la mdquina entran 4 o mds personas, éexiste una manera para que cada uno
recupere su cuerpo original?

La respuesta es Si, de hecho, la respuesta a esta pregunta es el llamado Teorema de
Futurama o Teorema de Keeler.

Teorema: No importa como un grupo de gente haya intercambiado sus mentes y sus
cuerpos, siempre es posible que cada persona recupere su cuerpo usando como mucho
dos personas extra.

Vamos a probar el Teorema, pero lo vamos a hacer por pasos...

Empezamos con 4 personas (Amy, el Profesor, Bender y Leela). Siguiendo las reglas de
la maquina,

1) ¢qué permutaciones en {1, 2, 3, 4} de cuerpos/mentes son posibles?

2) écuales no se pueden dar?




Nos vamos a preocupar por el peor caso, la permutacion final es (1 2 3 4). Con la ayuda
de Anay Angélica (que vamos a numerarlas como x e y), écdmo puedes escribir la inversa
de(1234)en{],2,3,4,x y}?

¢Y si a la maquina entraran 5 personas y la permutacion final fuera (1 2 3 4 5)? Intenta
encontrar lainversaen{l, 2, 3,4, 5, x, y}.

Juego: ¢Qué se te ocurre para n?



Imagen de la pizarra con la demostracién del Teorema que aparece en el episodio “El
prisonero de Benda”.
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First, let TT be some L—cycle on nl={... n} WLoG write

1T = T
. . .
Let (a, b) represent t\e transposition that switches the contents of G and b.

By \ypothesis TT is generated by DISTINCT switches on LAL

/
« el ! o™ \ ) . . .
nfroduce tvwo new bodies 1LX, Y5 and write 2 S 4+ ...

For any (= 1,... K let O be the (L-+to-R) series of switches

=l ) (xn2) ... iU i+ 0, i+ 2) . () U i+ 09Xy, 1),

Note eack switeh exchanges an element of [n] with one of {xy}, so they're all distinet From
e switches within [n] ¥hat generated 7T, and also From (%, y). By rovtine verification,

‘1

/- \
nMN"C = ( 'z ... n XYV > e, O inverts the L-cycle and leaves X and \ switched (wit\ovt performing (X, \/))

N2 . .. WX

NOW let TT be an ARBITRARY permutation on [nl it consists of disjoint (nontrivial) cycles, and each can be
inverted as above in sequence, after which x and y can be switched if necessary via (x, y), as was desired.

Todos los cambios de cuerpos que se realizan durante el capitulo:

Futurama / The Prisoner of Benda (S 6, Ep 10)
A Visual Breakdown
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