VARIABLE REAL. 4° DE MATEMATICAS Curso 2024/25 (E. Herndndez)

HOJA 6 DE PROBLEMAS

1. Para una funcién f : R — R se define la traslacién por y € R como (T, f)(z) = f(z —y),
la modulacién por z € R como (M, f)(x) = > f(z) y la dilatacién por un ntimero real
a >0 como (D, f(z) = f(az). Demostrar que si f € L'(R) se tiene:
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2. a) Sea f(z) tal que f(ﬁ) = me 27El € 2z € R; demostrar que f(z) = —
b) Si f(x) = 1+x2’ demostrar que f * fx f(x) = 372 9+x2 )

c) Sig(z) = 107rm9+77 demostar que g (§) = %6_67‘—'5 Sl x, £ eR.

z € R.

3. Sea a > 0. Probar que f(z) = e **l € L(R) y calcular su transformada de Fourier.

4. Sean f(x) = x|—1/2,1/2)(%) ¥ 9(x) = (1 — [2])X[-1,1). Demostrar que
> senmé ey [senTE 2
Flo=22 g(f)—( o)

5. El siguiente ejercicio ilustra el principio de que el decaimiento de ]?esté relacionado con
la suavidad de f. Supongamos que f € LY(R) N C(R) y que |f (&)] < C/|¢|*T* cuando
|€] — oo para algin « € (0, 1). Demostrar que f satisface la condicién de Holder de orden
a, es decir |f(z+h)— f(x)] < M|h|* para algin M > 0y para todo z, h € R. (Indicacién:
con la férmula de inversién de la transformada de Fourier expresar f(z+h)— f(z) como una
integral que contiene a f y estimar esta integral separadamente en los conjuntos [£| < T h‘

y 1§l > W')

6. Sean f y g tales que |f(z)],|g(z)| < C/(1 + ||=])"T*, z € R", @ > 0. Demostar que
If xg(x)] < C"/(1+ ||z]|)"t*, (Indicacién: dividir la integral que define f x g(z) en dos
trozos correspondientes a ||y|| < ||z||/2 vy |yl > ||=]|/2.)

7. Sea Fr(t) =R (%)2 sit# 0y Fr(0) = R el nicleo de Fejér en la recta real.

a) Demostar que si f € Cy(R), entonces f * Fr converge uniformemente a f cuando
R — .

b) Demostar que si f € LP(R), 1 < p < oo, entonces f x Fr converge a f en la norma
de LP(R) cuando R — ¢

(Indicacién: usar la funcién g del ejercicio 4 para demostrar que {Fr}r>o es una familia
de nucleos de sumabilidad cuando R — 00 .)

8. Demuestra que la periodizacién del nicleo de Fejér Fu en la recta real (ver el ejercicio
anterior) coincide con el nicleo de Fejér para funciones periédicas de periodo 1, es decir

Y Fy(@+n)=Fy), N=1,23,...



10.

11.

12.

13.

N-1 n N )
Fy(z) = % > (Z 627Tik:c> =) (- mN|)e2mm _ % <w> |

n=0 \k=-—n n=—N

(Indicacién: usar la férmula de sumacién de Poisson y la funcién g del ejercicio 4.)

a) Aplicar la férmula de sumacién de Poisson a la funcién g del ejercicio 4 para obtener
1 2
Zzo:—oo (n+£)2 = (sen7r§)2 9 5 € R, é ¢ Z.

b) Utilizar el apartado a) para demostar que y o> ﬁ =mm SERE ¢ 7.

Sea Gy(x) = = e /% z € R, t > 0, el nticleo de Gauss en R. Demostrar que Do(Gy) =

4mt
Vty Do(Gy) = ﬁ, donde Dy(f) es la dispersién de f € L%(R) alrededor de z = 0, es
1/2 —
decir Do(f) = (ffooo 22| f(x)|? dac) /IIfll2 (Indicacién: usar que (e=72) (&) = e~ )

Sean A, y V, el drea y el volumen de la esfera unidad y de la bola unidad en R",

respectivamente. Usar el cambio a coordenadas polares en R™, es decir, fR” f(z)dx =
27.l.n/2

oo n— "/
1" (fgn f(ry) 7"t do(v)) dr para probar que A, = e V= le), donde T'(z) =
1

JoT e tt* 1 dt . (Indicacion: usar que [, emlel® g = 1)

a) Sea T' > 0. Probar que existe ¢ € L'(R) tal que ¢ x f = f para toda f € L?(R) con
sop f C [-T.,T].

b) Probar que no existe ¢ € L'(R) tal que 1 x f = f para toda f € L?(R).

(Teorema de inmersién de Sobolev) Para a > 0, a € R, se define el el espacio de
Sobolev de orden o como

HO(R) = {f € I2(E): Oy = [+ IgPIF @R de < oo} .

Demostrar que si f € H*(R) con a > 1/2, entonces f € Co(R) . (Indicacién: demostar que
fel(®).)



