Grado en Matematicas Hoja

ALGEBRA LINEAL Y GEOMETRIA Curso 202324 2

Espacios euclideos y hermiticos Il. Ortogonalidad. Gram-Schmidt. Complemento ortogonal

1. Sea V' un espacio vectorial euclideo y u,v € V. Demuestra que:
a) Los vectores u + v y u — v son ortogonales si y sélo si ||ul| = ||v]|.

b) Los vectores u y v son ortogonales si y sdlo si ||u+ Av| > |lu|| para todo A € R.

; Valen las equivalencias anteriores en un espacio hermitico?

2. Sea V un espacio euclideo o hermitico y vy, vs,...,v, € V. Demuestra la siguiente generalizacién del

teorema de Pitdgoras: Si vy, v, ..., v, son ortogonales dos a dos, entonces
[o1 +v2 + - va | = [Jorl* + vz | + - -+ fJoal*

.Es cierto el reciproco?

3. SeaK=R,CyK, ={p() € K[z] : grado(p(z)) < n} para un cierto n € N. Para K = R definimos en

R, [z] x R, [z] la aplicacién

o(p(x), q(x)) = / p(B)g(t)dt.
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a) Demuestra que ¢ es un producto escalar.
b) Describe el subespacio de polinomios ortogonales al polinomio z.
c) Calcula una base ortonormal de Rs3[x].

4. Considera la forma bilineal 3 : R? x R® — R dada por:

Y((w1, 22, 23), (Y1,¥2,y3)) = (1, 22,23) |1 2 =1 | |9

a) Decide de manera razonada si ¢ es un producto escalar.

b) Encuentra una base de R? respecto a la que la matriz de v sea diagonal.

5. Sea V = C3? y sea B = {e1,e2,e3} la base estandar. Sea ¢ : V x V — C la forma sesquilineal cuya

matriz asociada respecto a B es:

1 7 0
—1 2 141
0 1—=2 3

a) Demuestra que ¢ es un producto hermitico.

b) Calcula una base ortonormal de V respecto al producto escalar definido por .



6. Sean u; = (—2,—1,1), uz = (0,—1,0) y uz = (1,—1,0) vectores de R3.
a) Demuestra que B = {u1,u2,u3} es una base de R3.

b) Demuestra que existe un producto escalar ¢ respecto al cual B es una base ortogonal. Decide de

manera razonada si ¢ es Unico con esta propiedad.

¢) Demuestra que existe un producto escalar 1 respecto al cual B es una base ortonormal. Decide de
manera razonada si ¥ es Unico con esta propiedad. Describe la matriz de 1 respecto a la base candnica
de R3.

7. En R? encuentra un producto escalar para el cual el complemento ortogonal del plano z = 0 sea la

recta {x = y,z = 0}. {Es tinico ese producto escalar?

8. Calcula el complemento ortogonal del subespacio
W = {(z1,22,23,24) ER* 1 2y + 29 + 3 + 24 = 0, 221 — 5 = 0},
cuando se considera en R* el producto escalar usual.

9. Calcula el complemento ortogonal de la recta L = {(x1,22,73) € R3: 21 = x5 = x3} respecto al

producto escalar habitual y respecto al siguiente producto escalar

d((w1, 2, 23), (Y1,Y2,¥3)) = T1y1 + (1 + 22) (Y1 + y2) + (1 + 22 + 23) (Y1 + y2 + ¥3)

10. En R3, se considera el producto escalar con matriz en la base canénica:

S = =
N N =

0
2
)

a) Calcula una base ortonormal B = {uy, us, ug}.

b) Sea W el subespacio ortogonal al vector de coordenadas (2,0, 1)3. Describe W en las coordenadas

de la base canénica.
11. Sea V un espacio vectorial euclideo o hermitico.
a) Si Wy, W, son subespacios vectoriales de V, demuestra que (W; + W)+ = Wi- N Wi
b) Si V es de dimensién finita y W es un subespacio vectorial de V', demuestra que W+ = W.

c) Si V es de dimensién finita y Wi, W son subespacios vectoriales de V', demuestra que (W; NWy)+ =
Wit + Wi



