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ESTADISTICA: LA CIENCIA QUE ESTUDIA LOS DATOS.

Los datos se representan frecuentemente con diagramas de
barras o de sectores.

Piramide de la poblacion espafiola. 2009
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http://www.ine.es/explica/docs/pasos_tipos_graficos.pdf
http://www.ine.es/explica/docs/pasos_tipos_graficos.pdf

LA CAMPANA DE NAPOLEON EN RUSIA EN 1812

Hay graficos muy variados especificos para cada conjuntos de datos.
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Figure 6.1 Redrawing of Charles Minard’s 1861 graph of Napoleon’s Russian campaign. (In the

Reaumur temperature scale, water boils at 80°R and freezes at 0°R.)
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JOHN SNOW Y LA FUENTE DEL COLERA - 1854

&

. ANEOR 3
Fragmento del mapa de la zona del Soho donde estallé a epidemia de cdlera de

1854. La fuente de la calle Broad se indica por medio de la leyenda «Pump», en el
centro del mapa. Las rayas horizontales indican las victimas de cada vivienda.
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6.3.1. DESCRIPCION NUMERICA DE LOS DATOS

LA MEDIA - DATOS DISCRETOS
Para un conjunto de observaciones xi, X, . . ., Xn, con posibles

» T
repeticiones, la media es X = " 21 X .
=

LA MEDIA - DATOS CONTINUOS

Para una variable estadistica continua con los datos
agrupados en intervalos A; se elige una marca de clase, Xx;,
generalmente el centro, y si el nimero de observaciones en A;

k k k
. — 1 nj
es n; la media esx:E§ ni x; = E FX’: E f; x; , donde

i=1 i=1 i=1

k n;
n=>%._nyfi=7.
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MEDIDAS CENTRALES.

LA MEDIANA - DATOS DISCRETOS

Para una variable discreta, se ordenan los datos. Si hay un
numero impar de datos la mediana es el valor central; si hay un
nuamero par de datos la mediana es la media aritmética de los
dos valores centrales.

LA MEDIANA - DATOS CONTINUOS

Cuando la variable estadistica es continua y la distribucion esta
dada con intervalos. la mediana es el intervalo que contiene a
un punto por debajo del cual esta el 50 % de los datos.
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MEDIDAS CENTRALES.

LA MODA - DATOS DISCRETOS

Para una variable discreta, es el valor o los valores mas
repetidos.

LA MODA - DATOS CONTINUOS

Cuando la variable estadistica es continua con datos
agrupados en intervalos de clase, la moda es el intervalo, o
intervalos, en el que se acumulan mayor numero de
observaciones (el de mayor frecuencia absoluta).
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MEDIDAS DE DISPERSION.

[LOS CUARTILES. |
Primer cuartil: Valor por debajo del cual esta el 25 % de las
observaciones.

Segundo cuartil: Valor por debajo del cual esta el 50 % de las
observaciones.

Tercer cuartil: Valor por debajo del cual esta el 75 % de las
observaciones.
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MEDIDAS DE DISPERSION.

LA VARIANZA Y LA DESVIACION TiPICA: DATOS DISCRETOS.

Para una serie de datos discretos, x1, Xo, . . ., Xp, posiblemente
algunos repetidos, la varianza y la desviacion tipica son:

Vi= 1S 06-%2 y  on=1/Vi.

i=1

1 & '
Nota: Algunos textos usan Vy_y = —— ;(x; -X)%y
on—1 = +/ Vh_1 para calcular la varianza y la media.
o 1< _
Ejercicio 1. Prueba que V), = n(; x?) — x°.
1=
En EXCEL, el calculo de o, se puede hacer con la funcidon

DESVEST.P(Celda 1:Celda n). El célculo de o,_1 se puede
hacer con la funcion DESVEST.M(Celda 1:Celda n).
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MEDIDAS DE DISPERSION.

LA VARIANZA Y LA DESVIACION TIPICA: DATOS CONTINUOS.

Para una variable estadistica continua, distribuida en intervalos
de clase con marcas xi, X, . . ., Xk y frecuencias absolutas
Ny, No, ..., Nk lavarianzay la desviacion tipica son:

k
1 _ _
Vn:n§.1:n,-(x,-—x)2:§ fixi=%X)? Yy on=+Va.
1=

donde n= YK, mjy fi= "

n
Ejercicio 2. Comprueba que V, = (D fix?) — X°.

i=1
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6.3.2. LA DISTRIBUCION NORMAL.

Una gran variedad de datos estadisticos provenientes de
experimentos variados tienen histogramas que semejan una
curva cuya férmula es

NX,0): f(x)=

fix)
Campana de Gauss

Ejercicio 3. Prueba que el area bajo una curva normal es 1.
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LA DISTRIBUCION NORMAL.

Ejercicio 4. Prueba que para una distribuciéon normal N(X, c)(x)
se tiene

/OO xN(X,o)(x)dx =X, y /Oo (x—=X)?2N(x,0)(x) dx = 2.

Ejercicio 5. Comprueba que los puntos de inflexién de la curva
normal N(x, o)(x) se tienen para los valores de x iguala x — o
yX+o.

Si una variable estadistica X sigue una distribucién normal
N(x, o), la probabilidad de que X tome valores entre xo y xq es

Plxo < X < x;) = / " N, o) (x) dx.
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LA DISTRIBUCION NORMAL.

El calculo del area bajo una curva normal en un intervalo

puede hacerse con integracion numerica. Gon el cambio de

X—X

variable =z sepasade N(X,0)(x) a

(o2
N(0,1)(z) = \/%6’22/2, y por tanto,

Xo— X <z< X1 —X)
g (o

donde Z es una variable estadistica que sigue una distribucion

normal N(0O, 1).

P(X0§X§X1)=P(

Hay tablas que dan los valores de ffoo N(0, 1)(z) dz cuando
k >0y k < 4 aincrementos de 0,01.

También puede usarse la funcién Integral(Funcion, Extremo
inferior, Extremo superior) de Geogebra.
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Ejercicio 6. Los resultado de un test sobre el Cl siguen una
distribucién normal de media 100 y desviacion tipica 15. ;Qué
porcentaje de resultados esta entre 80 y 1307

Ejercicio 7. Un nifio de 12 afos tuvo una puntuacion de 152 en
el test de inteligencia del ejercicio anterior. ; Qué porcentaje de
la poblacion tendra un Cl superior o igual al suyo?
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LA REGLA DE 1-2-3 DESVIACIONES TIPICAS.

Como P(—1 < Z <1)=0,6826, el 68,26 % de las
observaciones de una distribucion normal estan a distancia de
la media inferior a 1 desviacién tipica.

Como P(—2 < Z <2)=0,9544, el 95,44 % de las
observaciones de una distribucion normal estan a distancia de
la media inferior a 2 desviaciones tipicas.

Como P(—3 < Z < 3) =0,9973, el 99,73 % de las
observaciones de una distribucion normal estan a distancia de
la media inferior a 3 desviaciones tipicas.
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6.3.3. DISTRIBUCIONES BIDIMENSIONALES. RECTA DE
REGRESION.

La relacion entre dos variables es a veces exacta. En otras
ocasiones, la relacién no es tan precisa.

Ejemplo 1. Francis Galton (1822-1911) estaba convencido que
la altura de los individuos era una propiedad hereditaria. Como
no disponia de datos suficientes, por indicacién de Charles
Darwin, decidi6 experimentar con el diametro de guisantes. En
1855 seleccion6 guisantes y los dividié en 7 grupos de acuerdo
con su diametro. Después convencié a varios de sus amigos
para que cada uno plantara 70 semillas, 10 de cada uno de los
grupos. Una vez maduros, recopild toda la cosecha, y midié el
diametro de los guisantes. Los resultados, para la media del
didmetro de los guisantes, fueron los siguientes:
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Padres | 15 16 17 18 19 20 21
Hijos 15,4 | 15,7 | 16,0 | 16,3 | 16,6 | 17,0 | 17,3
Diametro de la semilla x0, 01 pulgadas (1 pulgada = 2,54 cm)

Se observa que hay

una correlacion positiva: padres ==
pequerfios tienen hijos pequefios -
y padres grandes tienen hijos
grandes. Pero los hijos de :
padres pequerios no son tan
pequeios, ni los hijos de padres "« = = & = s =
grandes son tan grandes.

Tamafio de los guisantes

Galton llamo a este fenédmeno reversion, pero mas tarde, él y
otros estadisticos usaron el término regresion porque la altura
de los hijos regresa hacia la media.
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Ejemplo 2. El cuadro contiene las calificaciones de 12 alumnos
de Bachillerato en exdmenes de Matematicas, Fisica y
Filosofia. Hacer el diagrama de dispersion de
Matematicas-Fisica y de Matematicas-Filosofia, e indicar qué
tipo de correlacion hay entre ellas.

Matematicas |2 |3 |4 |4 |5|6 (6|7 |7|8|10 |10
Fisica 113|244 |4|6|4|6|7] 9 |10
Filosofia 2/5|7|8|5|3|4|6|7|5|5 1|9

Ejercicio 8. Para una distribucion bidimensional de datos
(X1, ¥1),---(Xn, ¥n), demuestra que (X, y) es el punto que
minimiza el cuadrado de las distancias:

n

d?(x,y) = D(x,y) = > (% — x>+ (yi = y)*.
i=1
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COEFICIENTE DE CORRELACION

COVARIANZA
La covarianza de un conjunto de datos (x1, 1), ... (Xn, ¥n) €S

n

COVyy = % > (i = X)yi =)

i=1

Ejercicio 9. Prueba que covy, = 1 31 xiyi — Xy .

COEFICIENTE DE CORRELACION
El coeficiente de correlacion de un conjunto de datos
(X17y1)ﬂ occ (Xn,}’n) es:

,_ COVxy

Ox Oy

Excel: COEF.DE.CORREL(Rango 1: Rango2)
COVARIANCE.P(Rango 1: Rango2)
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LA RECTA DE REGRESION

La tendencia que muestran algunas nubes de puntos puede
capturarse con una linea recta. Para encontrar esta recta,
llamada recta de regresién, hay que hallar y = a+ bx de
manera que se haga minimo el error cuadratico medio (ECM),
es decir, la media de los cuadrados de las distancias verticales
entre los puntos y la recta:

n

ECM(a, b) = ,1—7 > —a— bx)?.

i=1

Ejercicio 10. Prueba que ECM se minimiza para b = °"”

a=y-— C"Jﬁ Y. Por tanto la recta de regresion es

y

o COVxy. ..
y-y=—y (x —X).
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Ejercicio 11. El valor de ECM para los valores de ay b hallados
en el ejercicio 10 se llama varianza residual. Prueba que la
varianza residual es V, (1 — r?).

Como la varianza residual es un nimero no negativo, se
deduce del ejercicio 11 que el coeficiente de correlacion es un
nuamero entre 1y -1.
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RECTA DE REGRESION CON EXCEL.

e Selecciona ambas columnas de datos.

e En el menu Insertar elegir Dispersion para dibujar la nube
de puntos.

e Pincha con el botdn secundario del ratén sobre cualquier
punto de la nube de puntos.

e Seleccionar Agregar linea de tendencia.
e En el menu que aparece a la derecha elegir Lineal.

e Para poner la ecuacion en el gréfico, pincha con el botén
secundario del raton sobre la recta de regresion.

e Seleccionar Formato de lineas de tendencia.
e Marcar la casilla Representar la ecuacion en el grafico.

e También se puede afadir el valor de r° marcando la casilla
correspondiente.
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6.3.4. VARIABLES ALEATORIAS.

En un experimento aleatorio cuyo espacio muestral es E, una
variable aleatoria X es una funcién X : E — R que a cada
elemento del espacio muestral le asocia el valor numeérico que
nos interesa.

Ejemplo 3. Se lanza una moneda 3 veces. Describe la variable
aleatoria X que indica el nimero de caras obtenidas.

Ejemplo 4. Se mide la altura de los miembros adultos de una

comunidad. La variable aleatoria X es la que nos da la altura,
que puede expresarse en cm.
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FUNCION DE PROBABILIDAD.
Para una variable aleatoria su funcion de probabilidad es la

funcién que indica la probabilidad de los diferentes valores que
puede tomar la variable aleatoria.

Ejercicio 12. Describe la funcién de probabilidad de la variable
aleatoria del ejemplo 3.

La funcién de probabilidad de la variable aleatoria del ejemplo
4 es una funcién Normal, de las estudiadas en la seccién 6.3.2.J
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Una variable aleatoria X se dice discreta si solo toma un
numero finito de valores x1, Xo, . .., X5. Su funcion de
probabilidad queda determinada por

PX=x1), PX=x2),...... ,P(X = xn).

ESPERANZA.

La esperanza de una variable aleatoria discreta X es
n = E[X] = Z?:1 Xj P(X = X,').

VARIANZA.

La varianza de una variable aleatoria discreta X es
V[X] = Z,f’:1 (xi — M)Z P(X = x;).

DESVIACION TIPICA.

La desviacion tipica de una variable aleatoria discreta X es

o[X] = /VIX].
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LA RULETA

Una ruleta tiene 37 ranuras, de las

cuales 18 son rojas, 18 negras y 1 verde
(numerada 0). Cuando se gira la ruleta la
bola tiene igual probabilidad de caer en
cada una de las ranuras. Se pueden hacer
muchas apuestas.

Una sencilla es elegir Rojo o Negro. Una apuesta de 1 euro al
Rojo produce una ganancia de 1 euro si la bola cae en una
ranura roja. Si cae en una ranura negra el croupier sonrie y se
lleva tu euro. Si cae en la verde, sonrie ain mas y se lleva
cada euro de todos los participantes.

Ejercicio 13. Sea X la variable aleatoria ganacias o pérdidas de
cada apuesta de 1 euro al rojo. Calcula la esperanzay la
desviacion tipica de esta variable aleatoria.
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VARIABLES ALEATORIAS INDEPENDIENTES.

Sea X una v. a. discreta que puede tomar los valores
X1,...,Xn. Sea Y otra v. a. discreta que puede tomar los
valores y4, ..., ¥m. La funcién de probabilidad conjunta de X e
YesPX=x,Y=y),i=1,....nj=1,....m.

VARIABLES ALEATORIAS INDEPENDIENTES

Dos variables aleatorias discreta X e Y se dicen
independientes si paratodoi=1,...,n,j=1,..., mse tiene

P(X =x,Y =y)) = P(X=x) x P(Y = ).

Ejercicio 14. Se lanzan dos dados. Se consideran las variables
aleatorias:

X = el mayor de los dos numeros.

Y = la suma de las puntuaciones.

Prueba que estas dos variables no son independientes.
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Ejercicio 15. Sean X e Y dos variables aleatorias
independientes.

a) Prueba que E[X + Y| = E[X] + E[Y].

b) Prueba que V[X + Y] = V[X] + V[Y].

A veces interesa conocer el total de ganancias o pérdidas
cuando se hacen muchas apuestas. Sobre todo le interesa al
casino y a las casas de apuestas.

Cuando la misma apuesta o experimento se repite n veces
consecutivas, es decir X; = X,i=1,..., n, los resultados son
independientes y se tiene

E[Xi+ - +X5] = nE[X], o[Xi+ -+X5] = V/nV[X] = Vno[X].
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EL TEOREMA CENTRAL DEL LIMITE

Supongamos ahora que estamos interesados en la v. a. que mide las
ganancias o pérdidas después de n apuestas. Poniendo X; = X para
i=1,2,...,n, que se comportan independientemente, esta v. a. es
Sn=Xi+Xo+ -+ Xn.

TEOREMA CENTRAL DEL LIMITE

La suma S, de nv. a. independientes e idénticamente distribuidas,
con media p y desviacién tipica o, se aproxima, para n grande, a una
Normal de media nu y desviacion tipica v/no. Es decir, la distribucion
de probabilidad de S, se parece mucho a la Campana de Gauss:

34.1% 34.1%

0.0 01 02 03 04

u-30 p-20 p-0 P WHT  p+20 P30
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CONSECUENCIAS PARA UN JUGADOR

Ejercicio 16. Supongamos que un jugador hace 100 apuestas
de 1 euro al Rojo de la ruleta en una noche en el casino.

a) Prueba que la esperanza del jugador es perder en media 2,7
euros cada 100 apuestas. Calcula también la desviacion tipica
de las 100 apuestas.

b) Con la regla de las 3 desviaciones tipicas, prueba que el
99,73 % de las veces las ganancias o pérdidas del jugador
estaran entre —32,69 euros y 27,29 euros aproximadamente.
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EL CASINO SIEMPRE GANA

La ruleta es una forma agradable, relajada y muy cémoda de
perder dinero

Ejercicio 17. Pero en el casino hay muchos jugadores.
Supongamos que en total se han hecho 100.000 apuestas de 1
euro al rojo en una noche.

a) Prueba que la esperanza del casino es ganar en media
2702,02 euros. Calcula la desviacion tipica de las 100.000
apuestas.

b) Con la regla de las 3 desviaciones tipicas, prueba que el
99,73 % de las veces las ganancias del casino estaran entre
1754,37 euros y 3651, 03 euros.

El fichero casino.xls, que se puede descargar desde el Moodle
de la asignatura, contiene una simulacion de este juego con
Excel. Ha sido elaborado por Pablo Fernandez Gallardo
(Matematicas, UAM).
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