HOJA DE EJERCICIOS 3 (Grupo 130)
Anilisis Matematico.
CURSO 2021-2022.

Problema 1. De las siguientes férmulas di, razonadamente, cudles son verdad y cuédles falsas (cerca del origen
en R o en R?).

seny = O(|y|) rseny = O(x? + y?) senz = o(|z|)

1 —cosz = O(x?) ° a O(|z|*%)

o(f«l)

log |z log |z

Problema 2. Considera la funcién vectorial f : R? — R? dada por

fi(z,y) > +y°
flzy) =

fa(z,y) 2z + Ty?

a) Para cada vector v = (a,b), calcula la derivada direccional (D, f),1) por el siguiente método:

calcula el camino ¢t +—— f ( (1,1) + tv) como una funcién explicita de ¢t y derivalo en ¢t = 0.

b) Calcula las siguientes matrices

ofi Ofr ofi  0f
dr Oy or Oz
Ml = 5 M2 = 5
9fs  0f of Of2
Oz Oy Juy=a O Oy Jwy=a)

y evaltia los producto matriciales Myjv y Myv ;Cudl de ellos es igual a (D, f)1,1)?

¢) Cudl de las dos matrices M;, My es la jacobiana de f en (1,1)? Da una explicacién.

Problema 3. Utiliza la regla de la cadena para calcular las derivadas parciales de las siguientes funciones,
siendo f,g:R?* >R y h:R — R diferenciables en todo punto.

a) F(.”L',y) = f(h(m),g(x,y)),
b) G(z,y) =g(f(z,y)h(z), y),
¢) H(z,y)=g(f(z, h(y)), zy),

Problema 4. Es sabido que si en un entorno de xo existen las funciones f,,,..., fz, ¥y son continuas, enton-
ces f(x1,...,x,) es diferenciable en z,. Veamos que esta condicién suficiente no es necesaria.

a) Dada la funcién
1
(@ + ) sen———= si (2,9) # (0,0),
flz,y) = Va?+y?

0 st (z,y) = (0,0)
Comprueba que las funciones f,, f, estan definidas en todo R? pero no son continuas en (0,0).

b) Demuestra que, de todas maneras, la funcién f es diferenciable en (0,0).




Problema 5. Analicese, para cada una de las funciones siguientes, la continuidad, la existencia de derivadas
parciales primeras y la diferenciabilidad en el punto (0, 0).

2
o G 8 @) £00),
T,y =
0 si (x,y) =(0,0).
4 —|z|
- g S @9#00),
ag\xr,y) =
0 si (x,y) =(0,0).
23
bz, ) DT si (z,y) # (0,0),
T,y =
0 si (z,y) =(0,0).

Problema 6. Sea E un espacio vectorial de dimensién finita, dotado de un producto escalar < -,- > con norma
asociada || - ||

a) Demuestra que la funcién f: E — R dada por f(z) = ||z||* es diferenciable en todo = € E, y que

(df)s(u) = 2 <z,u> paracadau € E.

b) Dados un intervalo I C R y un camino diferenciable o : I — R”, demuestra que ||a(t)|| es constante si y
sélo si los vectores a(t) y o(t) son ortogonales para todo t € I.

Problema 7. Sean U C R™ un abierto conexo por caminos y f : U — R* una funcién diferenciable, tal que
(df). = 0 para todo x € U. Demuestra que f es constante.
Sugerencia: es valido suponer que cada dos puntos de U se pueden conectar por un camino diferenciable.

Problema 8. Sean m >0 y f :RY — R una funcién homogénea de grado m, es decir que cumple lo
siguiente:
f(tx) = t™ f(z) para cualesquiera z € RY | t e R\ {0}.

Demuestra que (Vf(z), z) =m f(x).

Problema 9. Sean gi,go : R* = R funciones continuas. Se define f: R? — R mediante
y

fz,y) = /Owgl(t,o)dtjt/ol ga(2,t) dt .

a) Prueba que w = g2(z,y).
Y

b) Ayudéndote del resultado en a), halla una funcién f:R? — R tal que:

af(x,y) of (z,y)

or dy

¢) Halla una funcién f:R?® — R tal que:

of (z,y,z2)
ox

of (x,y, z)
Jy

:$2_2 , af(xayaz):ez.

=2zy , 9%




Problema 10. Sea (V.|| - ||) un espacio normado.

a) Dados 29 € V' 'y 7 > 0, prueba que el cierre de la bola abierta Bj.(zo,7) es la bola cerrada EH.H(.T(),T).
b) Demuestra que d(z,y) = min{[|z — y||,1} es una funcién de distancia en V.

¢) Considerando sucesiones de puntos de V, demuestra que ||-|| y d definen la misma nocién de convergencia
y el mismo limite para cada sucesién convergente (por lo tanto, definen el mismo concepto de cierre para cada
subconjunto de V).

d) Demuestra que | -|| v d definen la misma bola unidad abierta con centro 0, pero que B4(0,1) no coincide
con By (0,1). Luego B4(0,1) no es el cierre de By(0,1).

Problema 11. Sea (V.|| - ||) un espacio normado, y sean A, B C V. Se define
A+B={a+blac A, be B}

a) Demostrar que si A es compacto y B cerrado, entonces A + B es cerrado.
b) Poner un ejemplo de un espacio V' y dos cerrados A, B tales que A + B no es cerrado.

Problema 12. Dado un producto escalar en R lo consideramos como una funcién

F:R*®™N R | F(z,9) = (z,y).

a) Halla (dF)(q,p)-

b)Si f,g:R — RY son diferenciables y h: R — R se define por h(t) = F(f(), g(t)), calcula h'(t).

Problema 13. ) Calcular las diferenciales de

h@) = (a2 fole) = (2, L) , falz,y) = (2 L)),

donde a € RY es fijo, =,y € RY son variables y L:RY — RY es una aplicacién lineal.

b) Sea B : RY x RN — R una aplicacién bilineal. Calcular la aplicacién lineal (dB) ) -

¢) Definiendo f : R? x R? — R mediante f(z,y) = 1 , hallar la aplicacion lineal (df)(s,y)-
) :




